ELASZTIKUSAN KAPCSOLT KORPUSZKULARIS RENDSZEREK KIS
REZGESEINEK VIZSGALATA MATRIXSZAMITAS ALKALMAZASAVAL

ROZSA PAL
Osszefoglalds

Szerzé azt kivénja megmutatni, hogy korpuszkuliris rendszerek kis rezgéseinek
vizsgalatdnal milyen lényeges elényoket biztosit a formdlis és numerikus szémités
igényeinek megfelelden kiépitett matrixszdmitds alkalmazdsa. Egy A matrix analitikus
fiiggvényének az 1. §-ban ismertetett definicidja révén értelmezni tudjuk matrixokra az
eAl sin At, cos A¢, sth. fiiggvényeket, melyek allandé egyiitthatéja lineéris differen-
cidlegyenletrendszerek revolvens matrixait képezik. f (A) = A esetén a formulak auto-
matikusan szolgaltatjdk A matrix kanonikus felbontdsat, amely szimmetrikus matrix
esetén azonos kvadratikus alakoknak négyzetosszegbe valé transzformélasdval, illetve
mechanikai problémak esetén norméilkoordinatak bevezetésével. A 2. §-ban valtakozd
tomeg(i tomegpontokkal biré korpuszkularis hirmodell szabad és gerjesztett rezgéseit,
a 3. §-ban pedig egy surlédas nélkiili hengeren kéralakban elhelyezett korpuszkuldris
rendszer rezgéseit targyaljuk. Ez példa arra az éltaldnosabb és bonyolultabb esetre,
midén a differencidlegyenletrendszert meghatarozé matrixnak kétszeres sajatértékei
vannak. A 4. §-ben ismertetjilk korpuszkuléris rendszerek energidjanak novekedését
periodikusan ismétléds, egyenlé nagysdgn impulzusok hatésédra.

Bevezetés

Jelen referitum olyan korpuszkularis rendszerek rezgéseinek vizsgalatat
tartalmazza, melyeknek kozos tulajdonsiga, hogy az egyes tomegpontok
egymassal tomegtelen, rugalmas fonalakkal vannak osszekotve, a fonalakban
magy« feszitéerd miikodik, a tomegpontok pedig rkicsiny« kitérésti transz-
verzilis rezgést végezhetnek*. Tlyen korpuszkuldris rendszerekkel mér
Lagrange foglalkozott, de azdta is tébben folytattak kutatisokat mind a
mechanikai, mind pedig az ezekkel analdg elektromos és atomfizikai jelenségek
vizsgalata terén. [1—7]. Ebben a dolgozathan elsdsorban azt kivinom meg-
mutatni, hogy a problémak megolddsa sordn milyen lényeges elényoket
biztosit a formdlis és numerikus szdmitas igényeinek megfeleléen kiépitett
matrixszdmitds alkalmazdsa. — Egy A matrix analitikus fliggvényének az

* »Nagy« feszitGeré alatt azt értjiilk, hogy a fonalak megnyuldsibol szdrmazoéd
feszliltségnovekmény az eléfesziltséghez képest elhanyagolhaté ; »kicsiny« kitérés alatt
pedig azt értjiik, hogy a kitérések négyzete és szorzata elhanyagolhaté az els6 hatvényhoz
képest, valamint a hajlisszog sinusa helyett annak tangense vehetd.
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1. §-ban ismertetett definiciéja révén értelmezni tudjuk matrixokra az e*’,
sin A¢, cos At stb. exponencialis, ill. trigonometrikus fiiggvényeket. Ezek
segitségével lehetGvé valik az allando egyiitthatdja linedris skaldr-differencidl-
egyenlet kezdeti értékektdl fiiggé megolddsinak értelemszer(i atirdsa allandé
egyitthat6ji linearis differencidlegyenletrendszerre, mint matrixegyitt-
hatékkal biré wvektor-differencidlegyenletre, u. i. ennek rezolvens matrixait
képezik az eA!, sin At, cos At matrixfiiggvények. f (A) = A esetén a formulak
automatikusan szolgaltatjak A matrix kanonikus felbontasat, amely szim-
metrikus matrix esetén azonos kvadratikus alakoknak négyzetosszegbe valé
transzformalasaval, illetve mechanikai problémak esetén normalkoordinatak
bevezetésével. A 2. §-ban ismertetett valtakozé tomegpontokkal bir6 rendszer
sajat rezgéseinek meghatirozasival Born és Kdrmdn foglalkoztak idézett
munkajukban [3]. Brillouin [4] ezen tdlmenden részletesen elemzi, hogy a
gerjesztl frekvencia valtoztatasaval hogyan véltozik a gerjesztett rezgések
tovaterjedésének jellege. Meghatarozza a gerjeszté frekvencia azon intervallu-
mait, melyekben a rezgések periodikusan nem terjedhetnek. Eredményeit
alkalmazza elektromos négypdluslanc probléméjira. Azt a koriilményt, hogy
gerjesztett rezgések esetén a korpuszkularis hirmodell a folytonost6l mersben
eltéré viselkedést mutat, mar Routh megemliti kényvében [2]. A matrix-
szdmitdsnak e problémakérre vald alkalmazdsa biztositja, hogy a megolddsok-
hoz ne Gtletszer(ien, hanem szisztematikus targyalds sordn jussunk, s lehetdvé
teszi, hogy a problémak tig teriiletén egységes moédszert haszniljunk fel.
Az 1. § erediményeinek segitségével tetszileges kezdeti feltételek mellett
explicit alakban nyerjiik a rendszer mozgasit meghatirozé egyenleteket,
a matrixok kanonikus felbontdsa révén kozvetleniil adédnak a normalrezgések,
végiil az igy kapott eredmények alapjan minden nehézség nélkiil és egységes
modszerrel meghatdrozhaté valtozé gerjssztd-frekvencia mellett a gerjesz-
tett rezgés periodikus megolddsa. A 3. § egy surlédds nélkiili hengeren
koralakban elhelyezett korpuszkuliris rendszer rezgéseit targyalja, amely
példa arra az Aaltalanosabb és bonyolultabb esetre, midén a differencial-
egyenletrendszert meghatdroz6 matrixnak kétszeres sajatértékei vannak.
A 4. § korpuszkuliris rendszerek energianovekedésének meghataroza-
sdval foglalkozik periodikusan ismétléds, egyenld nagysigh impulzusok
hatdsdra. Hasonlé vizsgalatok szerepelnek Hostinsky idézett dolgozataiban
[6—6], eredményei azonban csupan egyenld tomegpontokkal biré korpuszkula-
ris rendszerre vonatkoznak. E dolgozatban egyrészt eredményeinek éltalanosi-
tésa szerepel valtakozé tomegpontokbdl all6, valamint kér mentén elhelyezett
korpuszkuldris rendszerre, masrészt a kapott eredmények alkalmazisa két,
konkrét feltételekkel meghatarozott feladat megolddsara (1. 4. § A) és B):
a) és b) feladat). Kiilon ki kell emelni, hogy a Hostinsky dolgozatidban is
sin 7 «

2
szerepld ( o a) kifejezés a Fejér-féle mag [8].

1. §. Matematikai elékészités.

Vezessitk be a kovetkezd jeloléseket : legyen A = [a;;] egy négyzetes
matrix (¢=1,2, ... n a sorindexet, j = 1, 2, ... n az oszlopindexet jeloli)
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és E = [8y] az egységmatrix, akkor az A matrixhoz tartozé karakterisztikus
polinom D(A) = det (A — AE) lesz. T6bbszoros karakterisztikus gyokok esetén
A(A) = gii\\—) jelslje a redukalt karakterisztikus polinomot (vagy minimal-
polinomot), ahol ¢#(A) az A matrix (n — 1)-edrendi minorainak legnagyobb
kozos osztéja. Az adjungélt matrixot kiovetkezdképpen definidljuk: adj A =
= adj [a;] = [A)i], ahol 4; a matrixnak a;; eleméhez tartozé -elGjeles
minorat jelenti.

A tovibbiakban csak olyan matrixok fordulnak el6, melyeknek a karak-
terisztikus polinomja, vagy legalabb a minimélpolinomja csupa egyszeres
gyokkel bir. Ez akkor kévetkezik be, ha adj (A — AE) oszthaté a diszkriminans-
sal. Tlyen tulajdonsiggal birnak elsGsorban a jelen dolgozatban el6fordulé
szimmetrikus matrixok, valamint a Hermite-téle matrixok és egész dltaldnosan
az 0. n. normal matrixok.

Sziikség lesz még a karakterisztikus, ill. a minimélpolinom gydkhelyein
interpoldlé Lagrange-féle alappolinomokra :

D (A) . A (1)
L, (M) = 11. Ly (A) =
O TP
ahol
D(A):[n](x—xk) ill. D0y = T (h— A
k=1 k=1

és ARy =J[(h—1ry)

Definialni kivanjuk f(A) matrixfiiggvényt olyan f(A) analitikus fiigg-
vényre, melynek konvergenciakére A matrix sajatértékeit tartalmazza.
(A éltalanos matrix egyszeres sajatértékekkel, vagy Hermite-féle, tobbszéros
sajatértékekkel.) Interpoldljuk f(A) fliggvényt Lagrange-féle interpoldcios
polinommal a D (A) ill. 4 (A) gyokhelyein, ekkor fennall a kévetkezo Ossze-
fiiggés :

D (3)-* (1)
JO) = E1 0w+ ) ={ )" o ).

Mivel Cayley tétele értelmében minden matrix kielégiti a karakterise-
tikus egyenletét (tobbszoros sajitértékek esetén a redukalt karakterisztikus
egyenletét), vagyis D (A) ill.4 (A) = 0, tovabba a feltételezett konvergencia-
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tulajdonsdg értelmében j* (A) matvix hatvanysora konvergens, tehat 2
helyére A matrixot irva

(" F(A) ==} f(he) - Ly (A)
k
h=1,2 "
Mo kes1,2, s

Ily médon f(A) matrixfiiggvény hatvanysordt polinomma redukaltuk.

Kimutathaté, hogy az itt fellépé L, (A) matrixck rangszdma meg-
egyezik A, karakterisztikus gysk multiplicitdsival ; legyen ez a, ekkor
Ly (A) felbonthat 6 egy o oszlopbdl 4116 » soros, és egy a sorbdl 116 n oszlopos
matrix szorzatara. Bebizonyithatd, hogy ezen matrixok oszlopai, ill. sorai
altal jellemzett vektorok szimmetrikus matrix esetén ortonormalt rendszert
alkotnak, vagyis (elhagyva a b indexet):

._u=]lf,

*

u;

(2) L(A) = [uj u,. .. .. ug|

ahol, u” sorvektor az u; oszlopvektor transzpondltjat jelenti és u¥u; = &
(altalanos matrix esetén az oszlop ill. sorvektorok reciprok vektorrendszert
alkotnak) [9—10].

L, (A) matrixpolinomokat szamitastechnikai okokbdl eldnyés kifejezni
az adjungilt matrix segitségével :
1 jadj(A — 2 E)
A () (D.D") A=Ay

3 Li(A) = —

ahol (D, I’) a karakterisztikus polinom diszkriminansa.

2. §. Viltakozo tomegti tomegponiokkal biré korpuszkuldris hirmodell
szabad és gerjesztett rezgéser

A) Szabad rezgések. Tekintsink egy L hosszlisaga tomeg nélkiili homogén

fonalat, amelyet 2n - 1 egyenlS részre osztunk, és a belsG osztépontokra

felvaltva m, ill. M nagysaga tomegpontokat erdsitiink. A fonal két végét

agy rogzitjuk, hogy abban F feszitGerd ébredjen. Vizsgiljuk a tomegpontok
- transzverzalis rezgéseit.

A j-ik tomegpontnak kicsiny transzverzalis kitérése legyen y;. Feltessziik,

~hogy a rendszer a rezgések folyamdn allanddéan egy rogzitett sikban marad.
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Az egyes tomegpontokra felirva a mozgisegyenleteket, a kovetkezé allandd
egyiitthat6jt linedris differencislegyenletrendszert nyerjiik :

LFent b

m?il T 23/1—y2) — 0
F2n + 1

7ny2k_1+___(_Ll—)- (— Yo 2 + 2Yak—1— Yax) = 0
.. F (2n + 1 ‘

My +—( [—r__) (—¥2k—1 + 2Yox—Yax 1) = 0

.. F(2n + 1) , N
']”?/Zrl + (__]—_t, (—Y2n-1 =+ 2’3/9” )= 0.
Bevezetve
—me 0 RV Ul -2 —1 o . . . 7
0 M -1 2 -1
. 0 —1 2
&) M= () s A = |

M_ - —1 2

jeloléseket, differencialegvenletrendszeriinket egyetlen vektoregyenletbe foglal-
hatjuk :

My - F-———au"]' + 1 Ay - 0.

-1

Szorozzuk meg egyenletiinket balrol M 2.mel és vegyiik tekintetbe, hogy
1 1
y - M 2 M2y, akkor
1 F (2n - 1 -1 LS
VR “"IL“ (M anmd) (MEy) o

Vezessilk be az MV’; n N

m?/z

1 V"—@— Ys

(5) . n= M2y -

V M yan-
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és

—2a —1 0 0 —
—1 2
__1 -1 ¢ 2
(6) V_F(2"+l)(M 2AM 2J=(2"+1) 0 —1 2a
L T2
—1
2
- o
jeloléseket, ahol 1 — F és a— V% N
T VMm (2n + 1)L m

Ezdltal vektordifferencidlegyenletiink az alabbi egyszeri alakot &lti:
(7) n+Vn=0

ahol V szimmetrikus matrix. Ez a transzformicié azért elényos, mert az
eredeti y vektorra felirt differencidlegyenlet matrixa: M—1A nem szimmetrikus.

(7) megolddsa 7(0) =7, és 7(0) = 7, kezdeti feltételek mellett :

~ L
(8) 7 = cos (V%t)'nﬁwm-
\'A

V matrix fenti fiiggvényeinek meghatirozdsihoz (1) alapjan el8szor a karak-
terisztikus egyenlet gydkeit, majd ezen gyékhelyeken interpoldlé matrix-
polinomokat kell kiszamitani. A szamitdsainkhoz sziikséges V — AE matrix
felbonthaté olyan harom matrix szorzatara, melyek koziil az elsG és a harmadik
egymassal megegyezd diagonalmatrix (0-t6l kiilénboz8 elemeket esak a f84tl6-
ban tartalmaz), a kozéps6 pedig V — AE matrixhoz hasonlé szerkezetii,
de féatléjaban 1évé elemei egyenldk. A tényezlkre bontasnak az az elénye,
hogy az igy keletkezs kozépsd tényezd determindnsa a legegyszer(ibb szerkezetii
kontinudns, melynek explicit kifejtése kozismert. (Szdmitastechnikai elénysk

. v, , : A (2n + 1)% | .
biztositasa végett A helyett a tovabbiakban BT % fog szerepelni.)

5 ' 2 )
9) V—(MT_:UAE=QWQ




ahol

Z_a
a
_ 20— A _|
és’ wo Zn 1P
p— T2 X
_V(%"“ C-4 - 0 0o
y 1 V(2a—x) C-2) -1
0 1

V(‘.’a—?\) (3 —2)

(10) V(Za — ) (% - A') — 208 O

transzforméaciéval a karakterisztikus egyenlet :

2
Dan (1) = det (v—(?l;_;ﬁae)zdeta dt W (O) - det @ =det W (9)

(mivel det @ = 1).

Teljes indukeid segitségével meggydzddhetimk a kovetkezd osszefliggés
helyességérol :
_(2n + 12 sin (2n + 1e

11 det W (6 .
(1) © T2 sin © <



Dy \A) =det W (0) = 0 egyenlet megoldéasa (11) felhasznalasival 6, = L

OIn + 1
(h=1,2...m), végiil (10)-bdi

kT
2 k= 2¢q + 2 (] — gin? — - —
2n +1
! /‘r— :
41 g A+ osin o 1 l q—sin - —
‘ l l M+ 1 ! n+1
és ’
km
(12 2_ :27—’]/(-—sm2 - s
) k q / om 4 1
= ‘ V g + sin ——— ]/ g — sin ——— '
2n 4+ 1

ahol ¢ a kétféle tomeg aritmetikai és geometriai kozepének hanyadosat
jelenti :
\ M+ m
2
q == -

\" Mm .

Teljesség kedvéért meg kell jeg yezln hogy amennyiben a korpuszkuldris
rendszer nem péros, hanem paratlan rezgd tomegpontbél 4ll, tehat az elébbi
esettel szemben nem 2n, hanem csak 2n — 1 egyenletbil allé differencidl-
egyenletrendszert kapunk, akkor a karakterisztikus egyenlet a kévetkezd
alakot 6lti:

.
(13) . (27— ) SM2EO
sin®@
mnen
ks
9/——T (=1, 2, n—1)
2n

(10) alapjan 2n — 2 darab sajatérték szdmithaté, a 0 index(i sajatérték
(13)-b6l : Ay = 2a.
A karakterisztikus egyenlet gydkhelyein interpoldlé matrixpolinom



|

kiszamitasahoz (3) alapjén szitkségimk van adj (V (—'ﬂq——t_—l AE]  kifeje-
- 1

zésére. (9) Osszefiiggés alapjan

wiiv - 1Y

(10) helyettesités felhasznalasaval

[0d} Q ]). Py =

Y E)'—‘[(ld}Q cadj W -adj Q. - A

‘ V‘I ~—1——1(1‘-_—s1nz@, 0
cos Oy
» /[ cos O
0 B
Nep—1 — /g% — sin® 6y
cos O
- V=1 — V@& sin? 6,
tovabba
DN
sin § © M————“—]h‘,<1
sin © 8in © )
adiW — (Wil = _. .

ﬁl_xlz_(f{ sm n—~} ()| ha >
sin© §in®

0y gk

sin — ._1_ - +_,_l

. ¥ <n 2n
[adj W];_=;L+k = |( Dkt
: . . km
sin? —— --—
2n + 1

A (3)-ban szerepld —
D] (Asw)

szolgilja, a kovetkezs :

1 , 2
= (-r Dk,

08 2-7—2—_*—_—1‘

konstans faktor, mely a normalast

ke

kx
- . sin?

D, (Asx)

¢

)n—l— ]/q'— 7]” _

_2n+[

sin2
n

+1
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A keresett matrixpolinom tehat

60

2
L) =— —L g (V-2 E| =

D’ (}\+k)
2n + 1 .
2n + i ladj @1y,
g% —sin? ———
2n + 1
- . kT[ —
sin
2n + 1
. 2kx
sin —
2n +1 2nkxw
[sm — sin ] [ § QJ
2n + 1 2n 41 Ak
. nkn
sin -
- 2n+1_
kxn
cos — —_—
2n +1 2 _
o . kT 21+ 1
_qu sin? kn n -+ 1
2n -1
Q+ - 1. -
sin —
Q- 2n 41
—5—— (o) 2k
) 2 sin kr
T 2m+1 : 2n + 1
:Q— sin 2nkt
_ . I S S
ﬁ_Q{.- —
o—
[ . kn . 2nkn ] ’ V 2
- |sin — ... sin .
20 41 2n + 1. . 2n 4+ 1
— Q _



ahol / 1 r— F—1
O e i e e

| ! g% —sin? ———— ’ | g% — sin? -
i 2n +1 / 2n 1

A—px helyettesitésével hasonlé eredményre jutunk, csupdn Q+ és Q- szerepe
cserélédik meg. L, (V) és L— (V) fenti kifejezéseivel egy-egy normalrezgés

) o + 1 -
N4kt MeNo) = €O8 (_nF_ Vi t) Lk (V)mo +

L (2n 41—
sm( ; VA t)

L-I-k (V) '”'.'}0
2 1
v+ 1 VAx

T

(15) 2n 4+ 1

Mk (t; moita) = cos ViZe ) Loy +

sin (2” ; Lvis t)
+ o 1 L_ (V) 7.
—p— A_g

Az egyes tomegpontok kitérését y vektor komponensei szolgéltatjak,

1
melyet (5) alapjan y = M 2 4 transzforméci6éval szémithatunk. Szorozzuk
1
meg tehat (15) egyenleteket balrél M 2.nel és vegyilk tekintetbe, hogy
1 1

1o = MZ M 2y (és ugyanigy 7)), ekkor nyerjiik :

.

: 2 41 o\ | =% 1
Yk (t; Yo¥o) = cOS ( 1 Vais t) I,M 2L (V) M2J Yo -
. sin (2nT+ ! Vase t) . L
; o [M* 2L (V) ME] Yo
2n
T VA Lk
. 2 1., — _ 1 1
Y- (5;YoYo) = cos ( n,;— VA t) [M 2L_x (V) M2] Yo
sin (2n; ! Va_e t) L X
-~ [M— 2L (V) M_2] Yo
S
7 -

(11_]{ és }v—k értékét (12) adja.)
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Az itt szereplé matrixok :l—, Qt'sin :
V m 2n + 1
1 2k
—— 47 8 =
V M 2n + 1

: 3
M 2L, (V)VM2=_" _

2n —t— 1
1 2nk
——{=osm cnidlc
VM 2n + 1
o= ; kx — : 25 = S okp
§ VM Q+ sin e VM O din 'f_,, LA VM O gin 2Nkn ]
és
1 : k;
—— Q7 8In i L
''m 2041
1 saiodn,
—— OQ%gin B
/M 2n + 1
ot 1 9
M 2L (VM= - _
In +-1
1 2nk:
s —— Q% §in - ik
' M 207421
n 7 i 2k s AL
. l"rm Q sin ‘L.T_-’ yﬂl O+ sin ,,,,!‘_’TA__’ e l/M e ﬂk’r_ !
: 2n 41 Snatil 2n 4 1] -

A teljes megoldas pedig

Y EBYeYo) =) (Yik + Vi)
k=1

Teljesség kedvéért megjegyezziik, hogy paratlan szdmt rezgd témegpont
esetén a szamitdsok teljesen analég eredményre vezetnek, de a kész formulak
csak 2n — 2 normalrezgést szolgaltatnak. A 0 index{i normalrezgés. amely
Ao = 2a sajatértékhez tartozik, — a részletes szdmitdsok mellGzésével —
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- 1 ; T Yo
0 ' ’ Yoz
1 _
7 :—2-—008 2—nV.2_Jt) ' 1 o—1 ... (=11} ' +
O 2n T . ' .
- (=Tl Yor2n-1 —
B L B 3)01
0 1102
§ — " 2at . ’
2““(711”) [10—1 ... (—1"1]
+ S — .
2n 2n VE
o 12
- {— l)n/-lA . - .1}0-2n—1
vagyis
2 — Y e (— 1)Ly,
Yo = |cos (._n 1 2a t) Yor ™" Yua + DT Yorn +
n
\ — l _—
0
; —1
2n ,—
sin (7-Ll 2 t) . . . 0
T ) Yoot DY Plozney
In V’_ n
ey A
T . .
_(— 1)1

B) Gerjesztett rezgések. Tekintsiik az A) alatt tirgyalt korpuszkularis
rendszert és vizsgaljuk azt az esetet, midén a fonal egyik — pl. a baloldali —
végpontjara ¢ sin et transzverzalis rezgést kényszeritiink. Felirva a mozgés-
egyenleteket az egyes tomegpontokra, az elsG kivételével ugyanazokat az
egyenleteket nyerjiilk, mint szabad rezgések esetében. Az els tomegpontra
egyenletiink a kivetkez§ alakot kapja : ’
F(2n +1) -~

Z (—gsin et 4 2y, — y,)= 0.

my, +

Felhasznalva (4) jeloléseket, differencidlegyenletrendszeriinket egyetlen vektor-
egyenletbe foglalhatjuk :

My - g sin ot

F (2n + ”Ay, F@2n+1)
L L
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-
ahol g =
- 0_|

A mdr ismertetett atalakitis utin (5) és (6) felhasznildsival

(e) . 7 + VY1 = Gy sin ot
ahol
~a 0 07
0o 1
a
G - F@2n 1) . _ (2n + 1)2
L T?
) 1
| al
és
1
v = Mg.

Ezen inhomogén linedris vektordifferencidlegyenlet egy partikularis megolda-
sat a kovetkez6 alakban keressiik :
(17) m =T sin wt.

.

Visszahelyettesitve a differencidlegyenletbe, I'ra a kovetkezd osszefiiggést
nyerjiik :
(V—a?E) = Gy.

Tegyﬁk fel, hogy w® nem egyenlS V matrix sajatértékével — vagyis a rezonancia
esetét kizarjuk — ekkor létezik (V — »2E)-1, tehdt ‘

(18) I'=(V—0?E)-1Gy.

-

2
(9) Osszefiiggés alapjan ((_2n ;; D

A helyett w?-et irva) :

V—e*E)l=Q1W1@!
tehat a megoldas :
1

y=M 2QW-1Q Gy sin ot = jy sin ot
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Az igy nyert eredmény részletes elemzése a mellékelt tablazatban lathato.
A tablazatbdl kitiinik, hogy bizonyos gerjeszté frekvenciaknal a re.gés-
kepben mindségi valtozas kovetkezik be. Ezek a hatarfrekvencidk : w;, @,
és w,, melyek kozott a kovetkezs egyszerii osszefiiggés all fenn : of + 0f = 3.
Lathatjuk, hogy ha 0 < o < o,

és wy, < 0 < @y

a tomegpontok rezgéseinek amplitud6i periodikus eloszlast mutatnak, mig
abban az esetben, amikor
@ < 0 < 6y
és
a; < @,
az amplituddék eloszlasat hiperbolikus fiiggvények hatarozziak meg.

Ha végtelen hosszu, illeve gyakorlatilag végtelen hossziinak tekinthetd
hurt tételeziink fel, vagyis n > 1, és olyan gerjeszté frekvencidkat vizsgalunk,
amelyek a II. ill. IV. intervallum belsejébe esnek, akkor a rezgé tomegpontok
amplitudéi a hir mentén exponencidlisan esokkennek. Nevezziik a tovabbiak-
ban (@,, @,) intervallumot az exponencialisan csokkené amplitudék ralsé
frekvenciasavejanak, (w,, oo) intervallumot pedig »fels6 frekvenciasavenak.
Valtoztassuk most a korpuszkulumok tomegét tigy, hogy mind a nagy, mind a
kis tomegpont tomege a kettd harmonikus_ kozepéhez, vagyis pu-hoz konver-
géljon, igy egyenlé témegpontokbél allé korpuszkuléris rendszerhez jutunk.

2t F1

Ekkor az alsé frekvenciasav eltiinik, o, és w, is v, — hatar-

frekvencidhoz tart, o; pedig valtozatlan marad. Ez az eset az irodalomban
Routh-féle jelenség néven ismeretes, tehat az altalunk vizsgalt jelenség
ennek altalanositasaként foghaté fel. Ha M tomeget allandénak tartjuk,
m-et pedig csokkentjiik, akkor a felsé frekvenciasav tiinik el, az als6 frekvencia-
sav pedig oly médon valik végtelenné, hogy @, helyben marad és o, végtelenhez
tart.

Tanulsagos megnézni, milyen rezgésképet kapunk azon hatarfrekvenciak
esetén, melyek elvilasztjak egymastdol a periodikus eloszlast mutaté és az
exponenclahsan csokkend amplitudék frekvenciasavijat.

e O i

» = o, esetén ==\

Yy 1 g sin ot

1. abra



M=y 2
2m e
m
Mty |
W = wy esetén M —m i
Y=|—(@2n—2)= - |9 sim wt
m
+1
s 7 i
\'\.
Cubsg
\.\~
\'\-
\ T
S
Sen
i
O— m
e S e S/
iy N
g
2. dbra
Y A s 1
m.2Zn +‘l
2]
w = w, esetén 20 +1
R % M2 mi 2 :
o S S e R sin
m2n 41 9 :
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Erdemes kiilon foglalkozni az o = o, frekvenciaval, amelyhez igen
érdekes rezgéskép tartozik. Ha feltessziik, hogy n > 1, akkor

sh (2n + 2—2k) © ch(2n +1—2k)6 -

re—(2k=1)0 &g L s e—2k O’
ch(@n+1)© 7 ® Th@n+1)0 .
és mivel @ = arch ¢, tehat
— l —
m
M
ﬁ
M
'y J mH=
¥y= 3 (M\) g sin @i
m n
)

z|3

N e

4. Abra

Eddigi vizsgalatainknal arra az esetre szoritkoztunk, midén parosszamu
tomegpont végzett rezgést. Hasonld szdmitdsokkal az el6bbivel analég ered-
ményre jutunk paratlan szamt rezgé tomegpont esetén is, tehit megtalal-
- juk a kétféle rezgésképet, melyek felvaltva kovetik egymdst a gerjesztd
frekvencia monoton véltoztatdsa mellett. Mégis ki kell térni annak az eset-
nek vizsgalatdra, midén

bt )nl’q+’l/q—1=—>~V" V.L

Ez esetben ugyanis a gerjeszté frekvencia megegyezik a rendszer egy sajat
frekvencidjival, tehdt rezonanciajelenség 1ép fel ; det (V — w3E) =0, az
eddig kovetett megolddsi médszer nem alkalmazhato. (16) egy partikularis
megoldasat most

7 = a sin wel + bl cos w,t



alakban keressiik. Kétszer derivilva és visszahelyettesitve az egvenletbe,
a-ra és b-re a kiovetkez6 egyenleteket kapjuk :

(19) : (V—wZE)b =0
(20) (V—w?E)a —2w,b - Gy.

(19)-b8l kovetkezik, hogy b vektor a V matrixnak w? sajatértékéhez
tartozé sajatvektora. Mivel V — w5 E matrix rangja 2n — 2, tobb linearisan
fiiggetlen megoldédsi vektor nincs.

_(___1 )n—— 1‘_

b értékét (20)-bél oly médon hatarozzuk meg, hogy a (20) inhomogén linearis
egyenletrendszer ellentmondismentes legyen; ez bekovetkezik akkor, ha

1 _
b =—— vy 0, ahol vi=Vmy.
4n

avektort a (20) inhomogén linearis egyenletrendszer megolddsa szolgél-
tatja :

z + n—1 L2l gr—1 N
n
n— 1
n ,
—2
PO G DO
n
_9
a =— +£; Y1
n
l_ [
— 1y, -
(=1
_(_l)n—v-l,z _

68



1

A megoldas tehdat y .. M "2 o4 segitségével

- n—1 MH—m - | -
z . < —
+ n m 4n
_n— I_ 0
n
n— 2 M— 1
—r " -—(n—1) - " - P
n m . 4n
y= "2 g 81N @yt — (f @sf COS Wof.
+ — 0
n
1
SN Y. B B
=1 n )
(— 13
‘_(_ ]),,, lz B n _

Ez az eredmény mutatja azt, hogy a partikuldris megoldasoknak egy
paramétertdl — 2-t6l — fiiggd végtelen sokasaga létezik, melyek mindegyikének
megfelel§ rezgés a fent leirt tipusba tartozik.

3. §. Kor mentén ekvidisztdnsan elosztott és elaszttkusan kapcsolt
tomeg pontrendszer szabad és kényszeritett rezgései

A) Szabad rezgések. Tekintsiink egy tomegtelen, elasztikus fonalra
egyenletes kozokben felftizott, osszesen M tomegli n darab tomegpontot és
ezt a korpuszkuldris rendszert helyezziik egy r sugari, sturlédas nélkiili kor-
hengerre, melyen az transzverzilis rezgéseket végezhet. Az egyes tomeg-
pontokra vonatkozé mozgasegyenleteket egyetlen vektor-differencial-
egyenletként irjuk fel :

(—)l) Y IS Zy == (),
Mivel egyik tomegpont sines rogzitve és ¥y, = yn .k, Z ciklikus matrix :

- 2 —1 0o . .. —17

—1 2 -1 . .. 0
n? 0o —1 2 1
:
0

—-—1 0 —1 2]
ahol
(22). ELE

™ M-2rz

és F a fonalban mikods feszitGerd.
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Y0 =y, és y(0)=y, kezdeti feltételek mellett (21) megoldasat
ugyanigy nyerjiikk, mint (7) egyenletét. ElGszor tehdt meg kell hatiroznunk
Z matrix sajat értékeit. 2 — A = 2 cos O transzforméciéval

det [Z——j——?E]—l) n (©) == 2 cos n® —2=0

innen

2o
o=
és
Y —( sin k—T)
TR b=0,1,2 . n—1,
Legyen n =2l — 1. A karakte_rl;sztlkus egyenletnek I — 1 gyoke kétszeres
gyéik tehat Ly (Z)x=1, 1—1) rangja 2, vagyis eldallithaté egy kétoszlopos
és egy kétsoros matrix szorzatakent
(3) és (2) osszefliggések felhaszndlasiaval — 11191107\'6 a részletes szami-
tasokat —
adj (z— " ZE) .
T+2 ' PRy el
LZ)=— = [7—2 cos'— 2k =
A7 (A) (D, D) A=2y ' i=1,2..n
i=12.n
. uf
=[upv
[uive] _V;T]
ahol
/ 2 _ 2k
| uik_] cos(zfl) po
(23)
- ‘ lk:V Sln(z——l)ﬂ
i=1,2 ..., 2—1

k=1,2 ..., 1—1

k = 0 esetén a karakterisztikus egyenletnek egyszeres gybke van: A, =0,
ezzel

Ly (Z) = u, u} ahol Ujg =

éﬁl_”

Ezek alapjan (21) megolddsa

-1

L u*
Y(t’YOYO) = Uyuty, -+ ZCOS (%—Oam —t) fupvy] [ ] 0o+

k=1 k

n . km
1_y sin (E 28in o t) ' -
-+ Z [upvy ] l kJ Yo
- n R \'Ad
k=1 i 2 sin — k

Parosszamt tomegpont esetén, vagyis ha n = 2I, fenti eredményiinkhoz
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még egy normalrezgés jarul. Ebben az esetben A, = 4, a karakterisztikus
egyenletnek egyszeres gyoke, a hozzatartozé normalrezgés pedig :

L (2n )
5 sin E’—tJ
. n * .
(24) yi(t; YOYO) == €08 (i,:t) ulu?70+ o UIUI*Y"
ahol 1 T
(25) =TT

E

(24) és (25) behelyettesitésével a megoldas n = 2] esetén :
1

{

-

. 1 & . . - w o . km Tha
Y (65 YoYo) = — Z (Yoi + tYo1) -+ 2, cos (‘— 2 Sm_"t) [upvy ] l f] Yo +
L=} | k=1 I n Vil
1
k
11 sin (—- 2 sin — ¢ (
[ n uy . 1y . 2n
X g [ ) Yo o W = - — ) 008 5+
Pee! oy kT v; n
sin
- P . _ B
2n B
Q‘ln —
+ Hor— Yoo +— + * * —Yon)
. P .
_— 1

B) Gerjesztett rezgések: Tekintsiik azt az esetet, midén az n-edik tomeg-
pontra ¢ sin ot transzverzalis rezgést kényszeritiink. Tekintettel arra, hogy
jelen esetben y, = y,, az n — 1 tomegpontra felirt mozgisegyenleteinket
az alabbi vektor-differencidlegyenletbe foglalhatjuk :

I n® .
y -- T—*sz_ ;17*59 sin wt
ahol A matrixot (4), T* kifejezését (22) szolgaltatja, valamint
g A megoldast (17) és (18) alapjan
0 . T*25,2 -1
y = (A — 7;1)— E) g sin ot
g-=1-r kifejezés szolgaltatja. ,

: A gerjesztl frekvencia valtoztatdsival
0 felléps eseteket a kovetkezd oldalon levd
g tablazat szemlélteti.
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B T L

e AT Bk S LRl Al Rk A e 4

~J
N
A veriesztd frekvenci: 2n 2n
A gerjesztd frekvencia 0l o= =,
valtozasi intervalluma : T* T*
) T*2% T*?’O 2
Transzformacié w-ra: 2— == 2008 O, 2— —5—=2c0s10
n n
© paraméter valtozdsi
. ’ 0 )
intervalluma : L O, <9
n 3
ch (5—1. © |
. 2 . W n
e (— Vg i Y= (— ¥ ———— _gysinol ;
Yr = (— 1) gsin wt Yr=(—1) g Y péros
' ch
(n /) o 2
.. cos|=— k&
A megoldasi vektor 2 i of
komponensei : Y == n g sm o n
.cos— 6O sh |=— k| @
2 i (1 20y ; [}k 2 N of ha =
Yr = (—1) - “" gsinwt yi=(—1) g s o aratlan
n "o
Sh E

A gerjesztett rezgés
tovaterjedésének periodikus linearis
‘ . karaktere ;

exponencialisan cs6kkend




Ha n > 1, akkor mivel

n o n .
(‘]l {‘.‘) _— l\') ] Sh/ (5 —_— Iu') e
< A P4 -k
- e T Al
n "
ch S sh 2]
2 2
2n . " . . , - o
© o gerjeszt o frekvencia esetén a b-adik tomegpont mozedsat
gi (- DFe 2Pgsin wt

kifejezés adja.

Emlitésremélté, hogy mind a targyalis menete, mind pedig a nyert
eredmények tokéletesen megegyeznek azon feladatéval, ahol egy, a 2. pontban
targyalt korpuszkuldris rendszerhez hasonlé, de egyenld toémegpontokbol
4116 rendszert vesziink és annak mindkét végére egyidejiileg g sin wt rezgést
kényszeritiink.

1. §. Korpuszkuldris rendszerek energidjinak ndvekedése periodikusan
ismétlods egyenls nagysdgid impulzusok hatdsdra.
A) Valtakozé tomegpontokbsl dllé rendszer -

Tekintsiink egy — a 2. §.-ban targyalt — valtakozé témegpontokbol
allé korpuszkuldris rendszert. A rendszer mozgasit meghatarozé vektor-
differencidlegyenletet (7), a kezdeti értékektd] fiiggd megoldéast (8) szolgal-
tatta. (7)-bdl kiolvashaté a kinetikus és a potencialis energia kifejezése ;
jeloljik "‘-vel az el8bbit, ¥)-vel az utébbit, akkor

20 = 7'y és 20 =xn* Vg

Feladatunk a kévetkezd : ¢ = ¢, idGpontig legyen a rendszer nyugalom-
ban; ¢, id6ponthan minden egyes tomegpontnak adjunk tetszéleges — nem
sziikségképpen egyenl§ — P kezddsebességet. A témegpontok mozgasat

“t > t; idépontban

, () =0
es

: ) _
M ()= M2 PO = I W
kezdeti feltételek mellett (15) alapjan

~ 4 - *
mlt;mt, f](ﬁ)]—Z’ s /’I"_ *])[U [A T

sinp (0 --1) _
. o ’; ! 1U,,';U* /‘I}H(l)

szolgaltatja, ahol

73



Ha tovabbi #,t; . . . £, id6pontokban Gjabb P®, P®) ... P(®)impulzussorozatot
adunk a tomegpontoknak, ¢ > ¢, idpontban a rendszer mozgisit az egyes
Ty Mg - .. 7jp megoldiasok szuperpoziciéjaként nyerjik :

p
n=y {w—) [u ]+

k=1 j=1 Vaik

sin V_r (t—t]) ‘ " -
T [u_kq_k]} T W,
Hatarozzuk meg a rendszer osszes energidjat abban az esetben, ha
a) tj —tj—1 = 1 id6kozonként periodikusan ismételve P = P® =
= ... = P nagysig, Osszesen 2p impulzust kozlink a témegpontrendszerrel ;
b) ugyancsak t; — t;-; = v id6kozonként egyenls, tsszesen 2p impulzust
kozliink, de mindig csak egyetlen tomegponttal, mégpedig ¢, idépontban az
elsvel, t, id6pontban a masodikkal és igy tovdbb ; vagyis

ng) = 1)-(5,']‘ ' és 27)

2n.

/\

Vizsgaljuk elGszor az a) esetet.
Felhasznilva a matrixok szorzdsinak asszociativitisat,

Z{(u )fwui_,‘#

k=1 j=1 _1)+k
e ]
nv_p({t—1t;
s (u*_,J[ ]ES—“"—A( Dyl
j=1 Y-k

2p

ney=13 {(u’ik )Y cos v (t—t) ury +

k=1 N

2p
+(u_, I )Z'cos v_, (I — tj)u_k}.

j=1

A rendszer kinetikus energidja (mivel ufu; = &;5):

n 2p T2
20 =t = 2{(u’f'_,\ 1 » [Zcosmrk(l;——tj), +

k=1{ j=1

() H :

+ (u~_,

i=1
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A rendszer potencidlis energidja — felhasznalva

.9 4 A= pk —
1)_n o 1 u—"
2 *
' o V4 U,
V=[u_p...Uu_qU.j...U;n] 2 "
+1 +1
% *
~ via [ W

osszefiiggést, amely f(2) = 2 esetnek felel meg (1) kifejezésében, —

20 = V= i ‘l(uik ) lz{' sin v g (E—£)) \2 +

k=1 j=1

- 2p 5 l
= (ue_, T )2 ) sinv_g (t—tj)l | :

j=1

Az Gsszes energia

n i 2p 2p . \2
E:@-{—m: ‘% 2 {(uik I )Zl(ZCOSV_I_k (t—tj))z +(Zsi1} V,;_k(t—tj)) ]+
k=1 =1 j=1 - ]

2p

coS V_j (t——tj)\)2 —+- (f’ éin vy (1 —t,—)T“

j=1

j=

(w1 H

Végezzik el az aldbbi atalakitast

. 2p 2 - 2p \e
“ COSVJ.—k(t‘tj)) + (2sinv+k(t—tj)) ]:
\i=t _ j=1 ,

2p 2 2P —iv gty |2
| Yoy [ =| 5
j=1 Jj=1

mivel etk 2=1 és t;=jT.



- Ha z = ¢ """ jelolést hasznéljuk, akkor
12 2= P 2P |2
zp1 2 1 — 227 2 P"'l,l !m -
! / = T e——— l = |2 = { 1 —l—l
g =z Py i

miatt
. \ .
LCOSV f—t ) 2%1111)1_,\ (t~ t) =
ji=1 j=1
. V2) 2
sin —)i VoirT
(27) © o= - = Fap (6..)

sin — vt
)

] ahol (3.,_/( = V._,.k'l'.

Formulainkba itt belép6 Fip (6,,) kifejezés — amely Hostinsky
dolgozataban is szerepel — a Fejér-féle mag [5, 6, 8].

Ezzel a rendszer Osszes energidja 2p szami periodikusan ismétldds
egyenlé impulzus utdn

n
Z{ 2p (0 11) ( i 1 P4 Fop (0_y) (u_y I )21

Ha csak a 20 — 1-ik, ill. 2i-ik  témegponttal kozlink impulzusokat,
akkor mivel (14)-bdl

) ) 1y I
", 1 I |/ Q' sin —— )
. Voon 2|
2 20—1) b
Hoio g Q \111( - ) -
2i—1 RYTRR
Heiiy = |mP



a rendszer energidja (2 és Q— kifejezések behelyettesitése utan):

. P &
E(2i—1)= A 2_, {]'217 (0sk) + Fop (0_k) -+

M+ 1 g=

' 21 (20— 1) ks
+ L Fap (61 4)— Fop (6..1)] / 4 = ISln‘(l)—l-_—r
" in? . 2n + 1
g%t —sin? — - | !
2n + 1
ill.
MP: ¢
K (21) = - — Fop (6.4 Fop(6_4)—
@) = 2 () + Fap (0-0)
. . 1/ 2] ., ik
— [Fap (0 1k)— Fap (6_p) ] / q - |smz - l
| g% —sin? —— I n+
2 41

Egyenl$ tomegpontok esetén, ha a tomeget m-el jeloljiik és az i-edik tomeg-
ponttal p impulzust kozliink, a rendszer energiaja ¢t > £, id6pontban :

2 2n ik
g " 3 Fp (8) sin? — v .
2n + 1 =1 2n 4+ 1

ahol .

; . ; sin® pyr .

mbP? ., Gk mP? 2 LS

- Fp(0p) s1n® — == e T 8In® - \
2n+1 2n 41

sin - vt
S

-2gin — -
T 2n 4+ 1)
a k index{i normalrezgés energiajat adja.
Térjink ra a b) esetre. :
A rendszer energiaja 2p impulzus utan (2p < 2n)

( 2n 41 ko
vy =

2

| 2p ’

ji=1" /
2

2p 2[{ 2
+| X (a1 ) cos'11+k(t—tj)\ + {L’(u* L AT W) sinv_y (E—1) ] +
j=1 - Li=1 . Do

2p 2

j=1.
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(28) behelyettesitésével az Osszegezést kiilon végezziik el a j =25 — 1 és a
7 = 2¢ index(i impulzusokra ; a trigonometrikus Kkifejezések szorzatanak
Osszeggé alakitdsa utdn és (27) felhaszndlasival, ha bevezetjilk a kovetkezd

jeloléseket :

1
R (p, 26,20 ) =3 [Fp (28 + 20:4) 4 Fp (28— 204+1)]

S (p,36,2044) = VFp (2B + 26.4) - Fp (36 — 202,)
1
R (2p, B, O04p) = 5 [sz (B + 06.4) + sz (B— éik)]

8 (2p,B,0.k) =VFop (B + 6us) + Fop (B— 824

tovabbsa
Xiw=B(p,2B,20:x)—8(p,28,26.y) - cos2p B
Yik =R (1)9 2/3) 26351() —S(P; 218’ 26;‘:/{)' - COs (22) _'_ 2) ﬁ

Z:k=R(2P,ﬁ,5ik) —S(QI)’ﬁaaik) ¢ CO_S (2])+1)ﬁ

végiil QF és Q~ kifejezések behelyettesitésével a rendszer energidja :

1 P2 % > - ;
E:mk{g [7n'(A+k+Arlc)+M(Y+k+Y—-k)+:
. . , [ g1
b (X=X )= MY y— ¥ ) | — S+
: . g% —sin? ————
2n 4+ 1
) kr :
cos Sn 1 l

VMM [Zog ~Z o~ (Xow + Xp + Yo + Y_p)]

l/qz—sin2 kn l
2n 41

Egyenl6 tomegpontok esetén, ha a tomeget m-el jeloljiikk, 2p impulzus utdn
t > t,p, id6pontban a rendszer energidja

2 2n
E — _Lzzk
2En 1) 2,

ahol : :
mP? mP? 1
Z = _ Iﬂ 6 A F ——(3
2(2n+1) 2 (2n + 1) {2[ op (B =+ 01) + Fap (B—0x)] +

k>
+ VFop (B 80) + Fap (B — 60) - o5 (2p 1) -

a k indexii normalrezgés energiajat adja.

18



B) Kor mentén egyenletesen eloszloil, eqyenlé tomegpontokbdl dllé rendszer

Tekintsiink egy — a 3. §-ban targyalt — surlédas nélkili hengerre
helyezett, 21 egyenlo tomegpontbdl 4ll6 korpuszkularis rendszert. Hatarozzuk
meg ezen rendszer Osszes energidjat az 4) alatt ismertetett feltételek mellett.
Tehat, ha 8,1, ..., %, idépontokban P, P®, . P® impulzus-sorozatot
adunk a tiimegpontoknak a rendszer mozgasat — (21) vektordifferencial- -
egyenletnek, a kezdeti értékektd] fiiggs (26) megoldasa alapjan —

4 Shsin @y (t — t;) u* :
Z% Uoup J(t—1t)) + kgl”(pk—] [uvy] lv,:k] +

j=1
Lsin e =) [u,u*;]} P»)
P
kifejezés hatarozza meg, ahol

(29) Pr = ;i 2sin /%r—

_ Térjimk ra az A) alatt részletezett két feladatra.
a) v id8kozonként Osszesen p egyenld nagysagh P impulzust kozliink
a tomegpontrendszerrel. ¢ > ¢, idGponthan a rendszer kinetikus energidja :

11—

ke M ,
2o= Ay = b w1+ Y wPr

d =

=1

=

| +(v* (Zcog“ t—t,)) (usP)? (gp cos @y (t—1; ) }

j=1
a rendszer potencidlis energidja

‘ M —1 p . 2
2 = yZy = | DTGP + (PRI singu—1) +
T =1 : 4

j=1
P 2
+ (u“l‘Pz) (2 sin ¢, (t—tj)) }
j=1
tehat az Osszes energia

2

E’=12% (ugP)? 1)2+2I (u*P2) 4 (v}P) ] [(Zcosq;k t—t)) +
j=1
+(f]sin <pk(t—t,))2]+(u*P [(Zeosqp, t—t) n
Jj=1 ) j=1 .

p 2

(2 sin @ (t—1;) )

J
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vagy (24), (25) és (27) behelyettesitésével

g

1 M 5 :
EZZn i ;"'_1‘%‘2[“') (kP)zl
. . M 2
(P,—Py 4 oo o — P2 slIl—) QIT
+_ o . =~ < -

.1
sin— @ir
2 /

"~

sm P (p;‘
1]

T hn

1
%Hl - ‘Pl\

Ha csak az egyik tomegponttal kézliink P impulzusokat, akkor (23) felhaszna-

lasaval .
M P2 g

L n

L1 . .
B=g— — It 2 2F (pit) + F, (@i7)
k=1 ’

L.
§

b) tj — tj-1 = 7 id6kozonként egyenld, osszesen p impulzust kozlink,
mégpedig #; id6pontban az elsé tomegponttal, ¢, idpontban a mdsodikkal
és igy tovabb. ¢t > ¢, idGpontban a rendszer energiija :

-1 l p

B 1M I r 12 i -

k=1 {}j=i

R

r
+| M (uPW) cos g (t—t))] +
j=1

—

j=

Mu

P
+ Z ViPW) cos gy (t—1)) ] l

1

(urPP) cos . (t—1)) l )

j=1

(23), (24) és (25) behelyettesitésével

(urPW) sin’ g, (f —lj)] +

2 (uP9) sin @y (1 —1t) l -+

p 2
M v:PW) sin gy (£ —¢; )l -

P

p(2ka
" |1 sin ( - (p;;r’
L M I 20 n
B =-——|92+ L
2 n n k=1 .12k
sm —f— T (]7kTJ
2\ n
2 ). 2.
3 2k Py zn
S sm+{r+ — 71
SN 5 ( - <p;lr) 5 T
12k 1 2%
SN - - [~ —— — @gT sin—|r+ — 1
2 21 1
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A gerjeszté frekvencia niovelése soran fellépd kiilonbozd eseteket az alébbi tablazat szemlélteti:

,’ ﬂ[ "
= |/ — 3
[ m

Jl -+ m

2

&

Y,

>

1 1[ on i

3
[v

\ :
Intervallum jele ‘ I. i II. “ II1. 1v.
i S S LR J
| |
: 2n + 1 -~ — ' : 2n + 1 e 2n ‘ 2 1
o kovetkezd kifejezése ! = r V2g— 2V —sin® © W't‘ V2q—2Vgr—ch?0 l/"q + 2 Vg2 —ch2 O ﬁi— V2q + 2Vg® —sin® © n + lVZq + 2V + sh* @
SARLE ERSEIO e et S R DSV /5 e e ] WS s 0 it s AE -
fil s T2 w2 2 T2 w? \ 9 ) 1 ; ' i }Jt s
L B L 9 65860 9 o) yettesitésse
mely a | (2a BT J( ST ) | cos | sin 7 2 cos O | - 2 cos i O alothigett
! 1 : sk 2%;— 1 V’2q i 21fq2_ e : 2 8 4 3 e & 2 5 3 ; | Wy = 2”;— 1 qu + 2 Vq_z_:l = 55 1 2 1 2 1 : /,2(2 I)Fﬁ } 9 Y 1
nal 3 L LB e o ‘i"__ RS o n 4+ 1.— L R T 2n 41 V—/T_— 1 an + 1 T e B 2n 41 = 2t gy 7+ 2 n + 1 — mter\_/a, umat
© 04 ot 9g— 2V —1 : /2(n+l)F = \ Vog —2V@ =1 < o< 7 V2q Tu V2¢ <o < T 2+ 2V —1 “'/?ﬁ(T—n—l—l)F ; = VogH2V@ —1 <o < . 2Vq Wy = A 08 el S 7 ek Vg < @ futja be
P R SRR T : g L m £
mikézben @ parameter 3 0< 06 < % ; 0< 6 < arch ¢ : archg >0 >0 ; ~60>0 : : 0< 0 mg‘iivg'lslmnot
: . ( s : .
i 1(17::}97() ~~]q-— sin (2)?74 2 — 2k) © ) (_l)k_]a}/q-—l—]/qz—chz@ sh (2n + 2 — 2k) © S Gy + V@E—ch? O sh (2n + 2—2k)6 | | (1 2+ 2_0k)M~ Vq —sin?® + g2 —1 sin (2n + 2 — 2k) O M 2n 22k Vq —sh*O+ 1 ¢g®—1sh(2n + 2—2k) O
A megoldési vektor : |- cos O sin (20 + 1) 0 sh © chign + 1O (—1)d h'® ch@n+1)0 | n ots O sin (2n + 1) 0 W e o T ch® sh2n 1+ 1)0
y = jgsin wt e
komponensei S sin@n+1—2k)6 1)k ch (2n + 1 —2k) @ 1y ch (2n +1—2k) O §n (2n 4 1 — 2k) O n 41— 2k sh (2n 4+ 1 — 2k) O
12 sin (2n + 1) O (1) ch (2n + 1) 0 ch(®n F1)0 sin (2n + 1) 0 241 sh (2n + 1) O
t‘A(‘) \%‘:L-‘];]"("(‘]fiznl(el\/%f;ﬂ\ e periodikus linedris exponenciélisan csokkend periodikus linedris exponencidlisan csokkend



legyen (- —-»,—:r és w, = @7, akkor (27) felhasznalasival az Gsszes energia:
1, P2 -
B=y M— 302+ 3 (Fp (Le+90) + Fp (Ge—pi) ] + Fp (G 9)
= k=1 :

és @, értékét (29) adja meg.
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M3YUEHUE KOJEBAHUMN 3JTACTUMECKH CBSA3AHHBIX CUCTEM
[1PHU NMOMOUIM TMPHUMEHEHUS MATPUUHOIO UCYMCJIEHUA

I1. Poka

Peswome

ABTOp )KeJlaeT NM0Ka3aTh, KAKHE CYLIECTBEHHbIE MPEHMYILECTBA UMEET MPH H3YyYEHHU
MaJibiX KOJIeGaHWil KOPMYCKYJNSIPHBIX CHCTEM TIPHMMEHEHHE MaTPUYHOr0 MCYMCIIEHUS MOCTPOEH-
HOTO COTJIacHO TPeGoBaHMAM (OPMANILHOTO M HYMEPHUUECKOTO pacuéra. OnpeaeseHve aHanu-
THYECKOH QyHKumH [ (A) MaTpPUUB A, PaCCMOTPEHHOH B § 1., MO3BONSIET ONpERenMTb A
MaTpuil PyHKIMH eAl sin At, cos Af, M T. 1. 06pasywolMe pe30JbBEHTHBIE MATPULIBI CHCTEM JTH-
HeWHBIX JudpepeHnanbHbIX yPaBHEeRU ¢ nocToaHHbiMu Kodpduimentamu. Ecmn f (A) = A,
$OopMy Bl ABTOMATHYECKH AAIOT KAHOHMUYECKOE Pa3IO>KEHHE MaTpUiel A. ITO passioXKeHue B
ciyyae CHMMETPUYECKOH MaTpHUUbl COOTBETCTBYET NpPEofpas0BaHHIO KBaAPATHUHBLIX (OpM B
CYyMMy KBagpaTOB; B CIyuae >KE€ MEXAHMYECKHX Npo0Jiem COOTBETCTBYET BBENECHHIO HOPMallb-
HBbIX KoOpauHAT. B § 2. paccmarpuBaroTcsi CBOGOAHLIE M BBbIHY)KIEHHLIE KOJIE0aHUA Kopmyc-
KYJSIPHOH CTPYHBI, KOTOPAsi COCTOMT K3 MAaTEPHAJIbHBIX TOUEK C nepemeHHoi maccoii. B §3.
ONMUCHIBAIOTCA KOJIE€0AHHA KOPNMYCKYJSIPHOH CHCTEMBI, PACMOJIOMEHHOH 110 OKPY»KHOCTH HA
COBEPIICHHO TJIAJAKOM UMJIMHApPE. YKa3aHHast 34ech NpoGaema ciyuT npumepom aas Gosee
o0LUEro M CJNXKHOTO Cy4asi, KOrja MaTpHLa, OnpeAesinas cucremy AH(depeHUHaNIbHbIX
ypaBHeHMii, MMeeT ABOiHbIe COOCTBEHHBIC 3HaueHHsA. B § 4. paccmMaTpuBaeTCs1 pOCT 3HEPTHH
KOPNYCKYJISAPHLIX CHCTEM 10/ JEeiCTBUEM PAaBHBIX [0 BEJHUYMHE, NMEPHOAMYECKU TNOBTOPSIO-
UMXCST UMITYJILCOB.



-4

-

AR TV e

N

.l

ST

e

s ey

—a T g T

-
LI

t

ARG

I Y

UNTERSUCHUNGEN UBER KLEINE SCHWINGUNGEN ELASTISCH
GEKOPPELTER KORPUSKULARSYSTEME UNTER HERANZIEHUNG DES
MATRIZENKALKULS

P. ROZSA

Zusammenfassung

Es soll der Nachweis dessen erbracht werden, dass bei der Untersuchung der
kleinen Schwingungen der Korpuskularsysteme die Anwendung des den Anspriichen
des formalen und numerischen Rechnens entsprechend ausgebauten Matrizenkalkiils .
wesentliche Vorteile sichert. Die Definition der analytischen Funktion f(A) der im
1. Abschnitt besprochenden Matrix A ermoéglicht ihrerseits die Definition der Funktionen
eAt, sin A?¢, cos At u. s. w., welche die resolventen Matrizen von Systemen linearer
Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten bilden. Im Falle f(A) = A liefern
die Formeln automatisch die kanonische Zerlegung der Matrix A, die im Falle einer
symmetrischen Matrix mit der Transformation einer quadratischen Form in eine Quadrat-
summe, und im Falle mechanischer Probleme mit der Einfithrung von Normalkoordinaten
identisch ist. Im 2. Abschnitt werden freie und erzwungene Schwingungen eines korpus-
kularen Saitenmodells behandelt. Die Saite besteht aus Massenpunkten zweierlei ver-
schiedener Massen, die abwechselnd nacheinander folgen. Der 3. Abschnitt behandelt
die freien und erzwungenen Schwingungen eines auf einen reibungslosen Zylinder gesetzten
Massenpunktsystems, dessen Punkte langs eines Kreises dquidistant verteilt sind. Dies
ist ein Beispiel fiir den allgemeineren und verwickelteren Fall, in welchem die Eigenwerte
der die Differentialgleichung bestimmenden Matrix zweifach sind. Im 4. Abschnitt
wird das Anwachsen der Energie korpuskularer Systeme unter Einfluss periodisch
wiederkehrender Impulse gleicher Grésse besprochen.

82



	Rózsa Pál: Elasztikusan kapcsolt korpuszkuláris rendszerek kis rezgéseinek vizsgálata mátrix számítás alkalmazásával���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
	Oldalszámok������������������
	51���������
	52���������
	53���������
	54���������
	55���������
	56���������
	57���������
	58���������
	59���������
	60���������
	61���������
	62���������
	63���������
	64���������
	65���������
	66���������
	67���������
	68���������
	69���������
	70���������
	71���������
	72���������
	73���������
	74���������
	75���������
	76���������
	77���������
	78���������
	79���������
	80���������
	80_1�����������
	81���������
	82���������


