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KEMIAI REAKCIOK TARGYALASA A SZTOCHASZTIKUS
FOLYAMATOK ELMELETE SEGITSEGEVEL

RENYI ALFRED
Osszefoglalds

A dolgozat bizonyos egyszer(i kémiai reakciok id6beli lefolydsit mint sztochasz-
tikus folyamatot térgyalja. Ez a térgyaldsmod nemcsak az étlagokra vonatkozd torvé-
nyek az ismertnél valamivel szabatosabb alak)énak levezetését, hanem az atlag koriili
véletlen ingadozdsok nagysdgrendjének megbecsiilését is lehet6vé teszi.

Az 1. § a bimolekuldris reakciékkal foglalkozik abban az esetben, amikor a
reakeci6 csak az egyik irdnyban megy végbe; a 2. §-ban figyelembe vessziikk azt az
esetet is, amikor a létrejott molekuldk szétbomolhatnak, mig a 3. § az ionizdcié és
rekombindcié problémajaval foglalkozik. A 4. §-ban visszatérink a 2. §-ban targyalt
probléma tizetosebb vizsgdlatira, mig a fiiggelék annak szabatos matematikai bizo-
nyitasat tartalmazza. hogy a 2. §-ban, ill. 3. §-ban tdrgyalt kémiai problémdaknél
egyensulyi allapot alakul ki.

Bevezetés

Ebben a dolgozatban a kémiai reakciék néhany legegyszer{ibb tipusit
targyaljuk a sztochasztikus folyamatok elmélete segitségével. Ez a targyalas-
méd bonyolultabb esetekben is alkalmazhaté. Azonban mar a bimolekuléris
reakcidk egyszerii esetében is megmutatkoznak a korszer{i valészin{iségszamitési
mdédszerrel valé targyalas elényei. Ez a targyalasmdd a kémidban szokdsos —
tobbé-kevésbbé heurisztikus — mdédszerrel szemben azzal az elénnyel bir, hogy
matematikailag teljesen szabatos, és igy megmutatja, hogy milyen feltevések
sziikségesek az ismert eredmények (pl. a kinetikus tomeghatastorvény)
levezetéséhez, megmutatja, hogy ezek az eredmények csak kozelitdleg érvé-
nyesek, és egyben megadja az (dtlagokra vonatkozs) pontos Gsszefiiggéseket is.
Abban is tébbet nyujt ez a mdédszer, mint a szokdsos targyaldsméd, hogy
szamot ad nemesak az atlagokrdl, hanem az dtlag koriili véletlen ingadozasok
nagysagarél is. A targyalds eredménye, amint ez varhaté volt — az, hogy
ezek a véletlen ingadozasok a gyakorlatban el6fordulé koncentréciék mellett
elhanyagolhatéan kicsinyek, és kozonséges észlelési médszerrel nem észlelhetSk.
Eléfordulhatnak azonban olyan esetek, amikor kis mennyiségii anyagok kozott
végbemend reakeiérdl van sz6 és igy az emlitett véletlen ingadozasok szdmot-
tevivé valnak és mérésiik a méréstechnika mai fejlettségi fokdn lehetségesnek
latszik. (Pl. radidaktiv izotopok segitségével.)

Azonban még ha el is tekintiink olyan esetektdl, amikor az emlitett
ingadozdsok szdmottev4vé vdlnak, gy hissziik, nem érdektelen az a tény sem,
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hogy az emlitett ingadozasok gyakorlatilag elhanyagolhaté voltat matematikai-
lag szabatosan ki lehet mutatni.

Eziton is megkdszénom Schay Géza akadémikusnak, hogy a dolgoza-
tot volt szives dtnézni és néhiany megjegyzését velem kozolni; megjegy-
zéseit a dolgozat végleges megfogalmazdsanal felhasznaltam.

1. §. Bimolekuldris reakciok tdrgyaldsa

Az A és B anyagok legyenek egy folyadékban (pl. vizben) oldva. Tegyiik
fel, hogy ha az A anyag egy molekulija a B anyag egy molekuldjival »taldl-
kozikq (elég kozel keriilnek egymashoz), akkor bizonyos valdsziniiséggel egy
C molekulava egyesiilnek. Feltessziik, hogy a létrejott C molekuldk nem
alakulnak vissza A ill. B molekuldkk4 ; utébbi lehetdséggel a 2. §-ban foglal-
kozunk. Tegyiik fel, hogy ¢ = 0 id§pontban az oldatban 4 szdma A molekula
és B szami B molekula van jelen. Jelentse v, a ¢ id6pontig keletkezett C
molekuldk szamdét ; -, £ minden pozitiv értékére véletlentdl fiigg§ mennyiség,
valdszintiségi vdltozo és igy a v valtozbk Osszessége (0 < t < o) egy sztochasz-
tikus folyamatot alkot. Ha o, ill. 8¢ jelenti a ¢ id6pontban még meglévd
A ill. B molekulak szamat, Ggy nyilvinvaléan

(].) ) (/.t::/l—’\/' és ﬁtzB_Vt-

Legyen C = min (4, B) és jelentse W, () annak a valdszin(iségét, hogy
vi=mn(n=0,12,...,0)akkor, ha feltessziik, hogy At id6 alatt egy tetsz6-
leges még meglévé A molekula egy tetszéleges, még meglévé B molekuldval
Adt + o (4t)* valdsziniiséggel egyesiil, akkor — bevezetve a

(2) by =(4—n)(B—n)
jelolést '

3) Walt + at) = Wn (t) (L — Ahpdt) + Wo_y () Mep_yat + o (4t),

ha n=0,1,2,...,C[W_, (t) legyen azonos zérus], ugyanis az, hogy &t + A
id6pontig » szdmt C molekula jott létre vagy dgy lehetséges, hogy ¢ id8-
pontig »n szamut C molekula jott létre és a ¢ és t + A¢idGpontok kozott Gjabb C
molekula nem keletkezett (ennek valdsziniiségét adja meg (3) jobboldalan
az els6 tag), vagy ugy, hogy ¢ id6pontig (» — 1) szdmu C molekula keletke-
zett és t és t + At idGpontok kozott egy tovabbi € molekula keletkezett
(ennek valésziniiségét adja meg (3) jobboldaldn a mésodik tag), vagy Ggy,
hogy t és t + At id6pontok kézott két — vagy még tébb — C molekula kelet-
kezett, aminek a valdésziniisége o (Af) nagysigrendii.

(3) mindkét oldalabdél W, (t)-t kivonva, At-vel osztva és elvégezve a
4t — 0 hatdratmenetet, kapjuk, hogy

() W.(t)y=2h (Way () hpoy— Wn(®)hn] (n=0,1,2,...C)

4 * g (4¢) olyan mennyiséget jelent, amely A¢-vel osztva 0-hoz konvergél, ha
t— 0.
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A (4) differencialegyenletrendszerbdl a Wn (¢) fiiggvények szukeesszive
explicit alakban is meghatirozhatdk ; e célbdl képezziik a W, (¢) figgvények
Laplace-transzformaltjait.

Legyen

(5) - Va(s) = T e~StW,(tydt (n=0,1,2,...,C)
’ 0

akkor (4)-bél
AV (8) hny

(6) Vals) = =755~ m=12...,C).

Mivel (4)-bél
W) =—2Wo () AB és W,(0) =1

tehat

W, (t) = e~ 2AB!
és igy |
(7) - Vyls) = —Sm,
tehat (6)-b6l kovetkezik, hogy /

: , .
(8) - : /, 7\nk1n=11 hy—y '
Vi(s) = ——— (n=012..., C).
T (s -+ 7 )

A V. (s) fiiggvényt kénnyen parcialis tortekre bonthatjuk :

c an

9 : Va = ) ———=
(9) © =X 5
ahol ,
(10)  Coe = ] 7 holy - hn_yq - :

(e ) (g — )~ (et — ) (i — i - - ()
tehat :

< 1
11 n =hohy .- Fn_
(1) Vi (s) = hohy 1 k;;; &+ M) gk oy — Tor)
Ojgjgn

és igy elvégezve a visszatranszformaldst, kapjuk, hogy

’ n—1 . 1

e’—}\.hht (H hj) H -k—-:_—k— (n = 0, 1, 2, ceey C).

j=0 ’ £k /i ke
0sjsn

(12) W, =

=
uM:
[=]
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A kévetkezOképen nyerhetiink egy kozelitd képletet W, (i)—re: ha n és ¢
értékét rogzitjiik, 4 - co és B — co, ugyanakkor pedig A — 0 Ggy, hogy
AB)\ — ., akkor, amint azt egyszer{i szimolassal belathatjuk, W, () konvergal
a

(ut)ne— ! '
(13) Wh(t) =~ _ -
hatarértékhez. Igy tehat A, t és n kicsiny értékeire W, (t) jol kozelithets
W (t)-vel, ha abba p helyett az ABA értéket helyettesithetjiik, vagyis

(A B;\t)ne—AABt
n!

W, (t) ~

’

vagyis kicsiny n, A és t és nagy A és B értékekre a {W, (t)} eloszlas a (13)
Poisson-eloszlassal kozelithetd, ahol w = ABA.

Gyakorlati szempontbdl a ¢ id8pontig létrejott C molekuldk wdrhatsd
szdmdnak ismeretére van sziikség, vagyis a

C
(14) C @)= nW,()
n=o
fiiggvény meghatdrozasara.
A (4) egyenletet n-nel beszorozva és n szerint 6sszegezve kapjuk, hogy

c ’ C ’
C'W)y = aW, (t)=2 3 n[Way(t)hnoy— Wn(t)hnl
n=0

n=0

A jobboldalon 4116 6sszegetatrendezve adédik (figyelembe véve, hogy ke = 0),

hogy .
C' () = A Zi'”Wn (t) b
K Mivel hn = (4 — n) (B —n) kovetkezik, hogy
: o) =2 gown (t) [AB— (A + B)n 4 n*] =
E , =2 [AB— (4 + B)C () + zc'onzwn (t)}.

Mivel azonban
2

C . C [
2 2 Wn (1) = ( nWhn (t)) + Y I—CH)PWa),
n=0

n=0 n=0

tehat kovetkezik, hogy
C't)y=r[A-C@H]1[B—-C@)] + 18*(),
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ahol c
82(t) =Y [k—C () W,y ()
k=0

tehat azt kaptuk, hogy C (¢) a kévetkez6 differencidlegyenletnek tesz eleget:

(15) C'(t) = A[ A —C (1)1 [ B—C ()] + 28%(1),
tehit .
(16) C't)y=A[M (ar) M (B:) + D2 (vo ]

ahol M (a;) illetve M (8:) ]e]oh az A ill. B anyagbdl ¢ id6pontban még meglévd
molekulak varhaté szamat és D2 (yy) = S2 (t) a ¢idSpontig létrejott C molekulak
szamanak a szérdsnégyzetét. A (16) egyenlet a kovetkez$ egyszertibb alakra
hozhaté :

(17) O’ (8) = A M (asfBy)
ahol M (asB:) az ouf; szorzat varhaté értékét jelenti ; ugyanis

M(ouft) =M [((A—v) (B—v)l= AB— (4 + B) M () + M (v})
és
VM (y]) = M (o) + D2 (ye)

tehat
M (aify) = AB— (A + B) M (v +
+ M (y) + D2 (y:) = M (a1) M (B1) + D* (v4)-

Mivel D2 (v,) elég kicsiny M (a;) M (B:)-hez képest, els6é kozelitésben
elhanyagolhatjuk és igy nyerjiik (15)-b6l a

(18) OBy =A(A—=C @) (B—C(t)
egyenletet.

Ez az dgynevezett klnehkustomeghatas-torveny A kinetikus tomeghatds-
torvény tehdt csak kozelitdleg érvényes. Ugyanis a kinetikus témeghatés-térvény
szerint

C'(t) = 2 (A—C (t) (B—C () = AM (04} M (By)
kellene hogy legyen, azonban valéjaban
C’ (t) = A M (o)
és mivel a; és B; nem fiiggetlenek (s6t egyik a mésiknak linedris fiiggvénye),

tehat
M (04fi) 7# M (o) M (Bs)
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A (18) egyenlet, mint ismeretes, explicit alakban egyszertien megoldhaté,
mégpedig

—AAl __ ,—BAt
(19) C(t)=—= e

Lpman_ L
A

Ha t — oo, gy C (¢) > C = min (4, B).
Ha ¢ igen kicsiny, ugy C (t) ~ ABAt

e—BA!

A D2 () korrekciés tag nagysagrendjérél képet kapunk abbdl a meg-
jegyzésbdl, hogy ~: kozelitleg Poisson-eloszldst, ha A és B igen nagyok.
Ennélfogva D> (v:) és M (v:) nagysigrendje megegyezik. EbbSl mar nyilvan-
valé, hogy D?(vy;) elhanyagolhatéan kicsiny a (15) egyenlet jobboldaldnak
els6 tagjahoz képest, kivéve, ha M (o) vagy M (B8:) mar igen kicsiny, vagyis
amikor a folyamat mar befejezéshez kozeledik.

Kilon figyelmet érdemel az az eset, amikor az egyik pl. a B anyag
mennyisége a masikhoz képest igen nagy. Ezt az esetet gy kaphatjuk meg,
hogy a (4) egyenletrendszerben elvégezzilk a B— oo és A — 0 egyidejil
hatardtmeneteket, feltéve, hogy BA = A 4llandé. Ez esetben a

%) W, ) =AWr O)(d—n+1)—-W,()(d—n)

(n=0,1, ..., 4d)
egyenletrendszerre jutunk, amelynek megoldasa
(12%) W =1 et -y
n

vagyis A (1 — e~4') varhat6 értékii A-adrendi binomiilis eloszlds. Ebben a
specialis esetben

(14%) ' C(t)=A(1—e 4
és igy O (t) eleget tesz a
(15%) C'({t)=A(A—C ()

differencidlegyenletnek. Ebben az esetben tehdt nincs semmi eltérés a szokasos
targyalasméd és a fenti szabatos targyalasméd kozott, legalabb is ami a varhaté
értéket illeti : a korrekciés tag ebben az esetben nem lép fel, a folyamat
exponencidlis torvény szerint megy végbe.*

2. §. Egyensuly: dllapotra vezeld bimolekuldris reakcidk
A gyakorlatban szamos bimolekuldris reakciénal figyelembe kell venni,
hogy minden létrejott C molekula At id§ alatt pdt + o (4t) valészin(iséggel
ujbol szétbomolhat A ill. B-molekulikra. Az ilyen reakciékndl nem fogy el

* Ugyanugy, mint a rédiéaktiv bomldsnal. A kiilénbség oka abban rejlik, hogy a
(15*) egyenlet linedris, ellentétben a (15) egyenlettel, amely C(t)-re nézve nem linedris.
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sem az A sem a B anyag, hanem egy egyensulyi dllapot alakul ki. Ez esetben
a (3) egyenlet a kivetkezSképen maédosul :

(30) Wt + At) = Wat) (1 — Ahpdt) (1—n wAt) = Wo_q (£) Mhp_ydt +
+ Whaalt) w (n 4+ 1) 4t + o (4t)

és igy

(4b) W) =2 (hn. Wa () —haWa®) + @ [(0 + 1) Waiy() —nWa(t)] .

Ez a differencidlegyenletrendszer is hasonlé mdédon oldhaté meg, mint a
(4) egyenletrendszer. A

Vals) = j. et W (¢) dt
0

Laplace-transzformaltakra a

I"n+1(s) — Vn(s) [S + (}\kn + “n)] . V,.,_I(S) 7\hn,_l

L(n+1) w(n+ 1)
n=012...0—1) -

rekurziés formulat nyerjik ; ebb6l a Vi, (s) fiiggvények szukcesszive kifejez-
het6k V, (s)-sel, és mivel :

C - [
Y Wat)=1 tehst D Vals) = ;— és igy a
n=0

n=0

Va (s) fiiggvények meghatdrozhaték. A C (8) = M (y:) kozépértékre ebben
az esetben a

(15b) C')=r2(A—-C@H)(B—-C@H)—unlE) + A8* ()
' ]

differencidlegyenlet all fenn ; 82 (t)-t elhanyagolva az ismert

(16b) C')=2(A—-C@)(B—C@)—1CQ)

egyenletre jutunk ; (16b) tehat szintén csak kozelitSleg érvényes. A (16b)
egyenlet megolddsa, mint ismeretes

e—A*Mt __ o—B*ht

A —an _1 e

A)'s B*

(18b) C (t) =
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ahol A4* és B* az
(19) (4—X) (B—X)—%X: 0

egyenlet gyokei-(4* < B*).
Nyilvanval6, hogy lim C (¢) = A*.

t—soo

Jelentsék Aco, Beo és Coo az egyensiilyi sllapotban az A, B és C anyagok-
bél jelenlévé mennyiségeket. Akkor tehat

Aow=A—A* B = B— A* és Co = A*

és igy (19) szerint -
AwBw (A—A*)(B—4*) pu
A

Coo 4*

\

fiiggetlen a kezdeti koncentriciéktsl (A-t6l és B-t8l). Ez az tgynevezett
tomeghatis-térvény. Abban az esetben, ha B igen nagy A-hoz képest,
ugy elvégezve a B-—> oo és A — 0 (BA = A allandg) hatardtmenetet (4.b)
helyett a

(4b%) W ) =A(A—n+1) Woy () —(Ad—n) W, (t) +
+ (4 1) Woay (0)—nW, (1)

differencidlegyenletrendszerre jutunk. Ebbé]

A A A
Cty= YW (t)=4A E(A——n) Wa(t)— u Z_jan(t)

és igy nyerjiikk a

(156%) , (1) = A(A—C () — nC (1)

egyenletet. Az S2 (¢) korrekeids tag tehat ebben az esetben sem 1ép fel.
A késGbbiekben litni fogjuk, hogy lim 82 (f) = D? létezik és pozitiv.
t—oo |
Ennélfogva C valéjdban a ' '

egyenletnek tesz eleget és igy
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Ennélfogva a tomeghatds-tdrvény is valéjadban csak kozelltsleg érvényes. A ——
tag 4ltaldban azonban elhanyagolhatéan kicsiny. Igy pl. a 3. § eredményeib%s)l

Dz
kovetkezik (az A = B speciilis esetre nézve), hogy a -(_;--‘1‘? korrekcids tag —1

nagysagrendii.
3. §. Az donizdcid és rekombindcio problémdja

Az el8z8 §-ban targyalt probléma 4 = B speciélis esetével matematikai-
lag megegyez8 médon targyalhaté egy masik kémiai probléma, az ionizdcid és
rekombindcid problémdja.* Ha egy C = AB anyag minden molekuldja valamilyen
kiils6 hatés (pl. sugarzas) hatdsara A4¢1d6 alatt uAt 4 o (A4¢) valészintiséggel ion-
jaira bomlik, és barmely szabad pozitivion bdrmely szabad negativ ionnal
At id6 alatt AAt + o (4t) valészinliséggel molekuliva rekombindlddik, és
W (t) jelenti annak a valdészintiségét, hogy ¢ id§pontban n szdmu C-molekula
legyen jelen, ugy W, (f)-re a (4.b) egyenlet dll fenn 4 = C és B = ( mellett,
ahol C jelenti a t = 0 id&pontban jelenlévé C molekulak szdmat és feltessziik,
hogy a t = 0 idépontban még egy molekula sem ionizalédott. C (¢)-vel jelélve
a ¢ idépontban jelenlévé molekuldk virhaté szamat, C (t)-re kozelitileg a
(16.b) egyenlet érvényes (A = C és B = C mellett), vagyis

(20) O (t) == 7. (C—C ()2 — uC (1),

Megjegyzendd, hogy -ebben a probléméban célszerlibb a ¢ idGpontban
jelenlévé pozitiv (ill. negativ) ionok szdmat vizsgdlni. Ha P, (?) jelenti annak
a valdszin(iségét, hogy ¢ idépontban n pozitiv (és » negativ) ion van jelen,
és C jelenti a t = 0 id&pontban jelenlévd molekuldk szamat, agy feltéve,
hogy a t = 0 id6pontban egyetlen ion sem volt

’ P,(t)y= Wc_n(t)
és igy (4.b)-bdl

(4¢) Pot)=p[(C—n+ )P,y () —(C—mn)Pn ()] +
+ A [(n 4 1)2Ppyq () — 0P (8) ]
(n=101,2, ...,0C)

és A(t)-vel jelslve a pozitiv ionok szaménak varhaté értékét a ¢ id6pontban,
A(t) = C — C (¢), ennélfogva '

(15¢) A (1) = u(C— A () — hA? (1) — A8 ()

* L. pl. Jaeger: Introduction to applied mathematics. Megjegyezzik, hogy
hasonléan térgyalhat6 egy kétatomos molekuldkbél all6 géz (pl. Cl, ghz) atomjaira
valé fotodisszocifcitja ill. rekombinécidja. Az eltérés csupdn abban 4ll, hogy ez esetben,
ha ¢ idépontban a molekuldk széma C (t), ugy a 2 (C (0)—C (t)) atom koézil bdrmely
kett6 molekuldva rekombindlédhat. :
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Vizsgaljuk meg kozelebbrél a (4.c) egyenletrendszert. Ki lehet mutatni,*
hogy a (4.c) differencidlegyenletrendszernek eleget tevd {P )} Valoszmuség-
eloszlds egy hatareloszlas felé konvergal (mégpedig exponencidlisan), tehat

tlim P,@t) =P, (n=0,1,2, ..., 4),

tovabba
lim P’ (t) = 0.

t—o0

A {P;} hatéreloszlas tehit meghatirozhaté a (4.¢c) egyenletrendszerbél,
ha abban P, (t) helyett P,-et P, (f) helyett pedig 0-t irunk. Ennélfogva

(21 p(@—n—+ 1P,y —(C—n)P,) + 2 [(n+12P, ., —n*P,]=0
(n=0,1,2,...,0).

A (21) egyenleteket n = 0, 1,2, ...,k — l-re Osszegezve kovetkezik, hogy

(22) WPy = w(A—k + 1) Py_,.

Ennélfogva '

(22 re= () (5

ahol

(24) Py=—- f__lk -
) () 7

_ HZ
(25) P(z) = i’sz"’ch ( A )
SR

!

ahol L¢ (x) a C-edik Laguerre-féle polinom, tehat

(26) L(x) = Le" é— (x"e—x) (n=0,1,2,...).
n! dxm

Ugyanis a szorzat ismételt differencidldsara vonatkozd Leibnitz-féle szabaly
szerint

e x) 2(——_1)kxk (n)

Ly (x) =
(27) (z) i d 2T

* Ennek kozvetlen bizonyitasit lasd a figgelékben.

92



Vizsgidljuk most meg az A(t) fiiggvény hatarértékét. Mivel

(28)

tehat

(29)

(o4
A = lim At 2 Py = P'(1
{—o0 k=0
gty
A A
ke (-3)
. I

Mivel a Laguerre-polinomokra fennall a kovetkezd rekurziv oOssze-

fiiggés™*:
(30) -

tehat

(31)

zL (x) = n (Lp (x) — Ln_ (%))

és igy, mivel O. Perron kimutatta**, hogy

Ln (_ x)

tehat
(32)

6—2——}—2Lnx
— 1+0( ’) ha z < 0

V= (na): 'n

A= “)—0+0<1),

vagyis egy elhanyagolhatd tagtél eltekintve ugyanarra az eredményre jutunk,

mintha az

(33)

A'(t) = p0—242(1)

* (30) legegyszeriibben (27) alapjan lathaté be.

** Lasd: I. G. Szegd, Orthogonal polynomials (8, 22, 3) tétel 193. o.
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egyenlet megoldédsanak hatdrértékét vizsgiljuk, ha ¢— oo, amint ez szo-
kasos*, :

Eljardsunk amellett, hogy a hiba megbecslését is tartalmazza, megadja
az ezen hatdrérték koriili ingadozds nagysdgrendjét is. Ugyanis a {Pn}
eloszlas szérasnégyzete, amint azt egyszeri szamoldssal beldthatjuk :

entes (5 [ el

C
(34) D= ) (n— A2P,= —cefr———~ &
w2 )

és igy a mar emlitett aszimptotikus képlet szerint

4
(35) D~ %-“:VZ.

~

Ebbdl kévetkezik, hogy D a gyakorlatban valéban elhanyagolhatéan kiesiny
A-hoz képest.

4. §. A stacionér eloszlds meghatdrozdsa az egyensilyi allapotra vezets bimolekuldris
reakcickndl

A 3. §-ban-az A = B specidlis estre alkalmazott targyalds az 4ltalinos
esetben is keresztiilvihets. Ugyanhgy beldthaté, hogy létezik egy stacionér
hatareloszlds, tehat

(36) lim Wa() =W, (=012 ...,0)
és =
(37) , lim W () = 0.

t—o0

A {W,,} hatéreloszlasra (36) és (37) segitségével (4.b)-bdl a kovetkezd képleteket
nyerjik : :

(38) 132 ((’I’L —I_ ].) Wn+1_ an) = A (kan_ hﬂ—]_ Wn—l)-

Osszeadva a (38) egyénletet_ n=20,1,2, ...,k — lre, kapjuk, hogy

(39) Wi = }————‘h"‘LZI"‘l -
és igy, hogy ' \
(40) Wi = (%) (‘2) (f:)k! W,.

* L. pl. Jaeger idézett munkéjat.
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ahol
(41) - Wo =

Bevezetve az

(42) Las (o) = - !IB! kzzjox" (‘,‘j) (fj)k ! (— 1)

jelolést, azt kapjuk, hogy

c _ (_ﬂ)
W)=Y Wik — LAB_;‘
k=0 LA,B(——)
U

= —_—

Egyszerli szdmoléssal adédik, hogy az La g (¥) polinomok generdtor-
fiiggvénye

F(z,y,2) = 2 2 La,p (%) yAzB = eYtz—xyz,

A=0 B=0

Az L, p (x) polinomok az altalanositott Laguerre-féle polinomokkal allnak
kapcsolatban. Mint ismeretes, ha o > — 1 az

a-adrendi Laguerre-polinomok a (0, o) intervallumban az 2% sulyfiigg-
vényre nézve teljes ortogonalis ~ rendszert alkotnak. Marmost a fent beve-
zetett La p (¢) polinomok a Laguerre-polinomokkal a kovetkezdképpen fiigg-
nek éssze : ha B> A4, akkor ,

1 —1)A
Lan () = 57 a2 @

Mivel Lg a4 (x) = La,s (x), ilyen médon az Osszes La p (x) fuggvények kife-
jezhetSk a Laguerre-polinomok segitségével. Specidlisan, ha k = 0, Ggy

2A L (1) = ED )

x 4!

tehdt La 4 (x) egy konstans faktortél eltekintve az A-adik Laguerre-polinom
reciprok polinomja.
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Az L (z) polinomok, ha k nem-negativ egészszam, a= L (x) = Ly (%)
kozonséges Laguerre-polinomokkal a kiovetkezdképpen fejezhetSk ki :

-

L9 (2) = (—1)r Y Lnaie @)

. dz*
Ennélfogva N
I (= 1)B dB-A L, (2)
Lag (_) - )
x B! zA datB=A)

Megjegyzendd, hogy az La p (z) polinomok ugyantgy, mint a Laguerre-
polinomok specidlis konfluens hypergeometriai fiiggvények, mégpedig ha
A4 < B, tgy

2L 4.5 (}c):A!(B—A)!G(—A,B——A 11—

ahol a konfluens hypergeometriai sor definiciéja szerint

G (o, B, u) = v a(01+1)(a_|_n_1) Qi;:
n=o BB+ ... (B+n—1)n!

A {Wﬁ} hatéreloszlds kozelebbi vizsgédlatdhoz sziikséges volna az La p (%)
polinomok aszimptotikus viselkedésének megvizsgdlasa. Ezzel egy kovetkezd
dolgozat fog foglalkozni.

Még csak azt jegyezziik meg, hogy ha az egyik pl. a B anyag mennyisége
rendkiviil nagy az A anyag mennyiségéhez képest, akkor a targyalds rendkiviil
egyszeriisodik, ugyanis ez esetben a (40) formuldban elvégezve a B — oo és
A — 0 (BA = A allandé4) hataratmenetet, azt kapjuk, hogy

(40%) Wi = (;1)" (f) Wo (E=12,....4)
és
1

(41%) Wy = A ANK A

' kz;o (",Z) (/c)

vagyis, hogy 4 A ok A—k

X
(407%%) W= () (A+y) (A+P) ’

varhaté

. ., , Ly s , AA
tehat ez esetben a stacionér hatdreloszlds binomialis eloszlds —

qA+u

A
értékkel és V Au szorassal.
A+
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5. §. Figgelék

Ebben a fiiggelékben annak kozvetlen bizonyitasat kozoljik, hogy
létezik a {Wn} hatéareloszlas. A (4.b) egyenletrendszer a kovetkezdképpen
irhaté matrixalakba:

W'(t) =A () W(t)

ahol W(t) a(W,(t), W1(t), ..., We(l), (C 4 1)-dimenziés vektort, A (t) viszont az

—AAB © 0 0 ... 0

AAB—[A(A—1)(B—1)+u] 21 0 ... 0

0 AMA—1)(B—I1) —[MA—2)(B—2)+2u] 3p... O

Alt)= PP .
0 -0 0 0 ...—uCl

matrixot jeloli. A(f) 4. n. Jacobi-féle matrix, amelynek csak a f6itléjaban
és az azzal szomszédoskét atléban vannak nem-zérus elemei. Egy Jacobi-féle
matrix normdlis, ha a fédiagondlisban negativ elemek allnak és a tobbi elem
pozitiv. Ilyen médon A(f) normdlis. Ismeretes azonban, hogy egy normalis
Jacobi-matrix sajitértékei egyszeresek és valdsak.*®

Ha még kimutatjuk, hogy A(¢)-nek sajatértéke a ¢, = 0, a tobbi sajat-
érték ry, g, - - ., oc pedig negativ, abbdél mar allitasunk kévetkezik. Ugyanis

C
W(t) = eA® W(0) = 3 e ¥y,
k=0

ahol V, allandé vektor; és fgy ha co=06s g, <0 (k=1,2,...,0C) ugy

lim W)=V,
t—o0
és
lHm W'(t) = 0.
t—o0
Az, hogy ¢ << 0 (k'=-1, 2, ..., C és p,= 0, egyszeriien abbdl kovetkezik,

hogy az A(¢) matrix minden oszlopidban az elemek Osszege 0,tovibb4 a diagona-
lisbanlevd elemek negativok,atobbi nem-eltiing elem viszont pozitiv. Ugyanis,
ha az (a;;)-matrix oszloposszegei 0-val egyenlék, akkor ha z;, =2, = ... =
=, =1, ugy .
M n

2 QX = 0%
i=1

és igy o = 0 sajatérték, masiészt ha g 7 0 az (@) matrix egy valds sajat-

- n
értéke, ugy léteznek olyan a,,x,, ..., %, szdmok, hogy 2 e = pxy €8
i=1

* Lasd ®. P. Fantmaxep u M. T'. KpeitH, OCUMAIANMOHHBIE MATPUIL M siIpa ¥ Masbie
KonefaHust Mexanuueckux cucrem, FCocrexuaaar, 1950, 850. 1. tétel.
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igy ha ax, < 0 és ai,, = 0 ha i £ k, Ggy

. ~
) .
D) aui = (1l + o) .
:";11'
n
Ha most |z| = Hslaé |2j| = a > 0, gy mivel ), ay = |ax|, tehat a |aw| =
1=jsn . i=1
P2k

> (lax| + o) a, ami csak ugy lehetséges, ha o < 0.
Az a tény, hogy a lim W, (t) = W, hatdrértékek 1éteznek, vagyis,

. f—sro0
hogy a {y,} folyamat ergodikus, dltalinos tételekbdl is kovetkezik.* Mivel
azonban a targyalt esetben a bizonyitds igen egyszerfi, érdemesnek lattuk
ennek a ténynek a direkt bizonyitdsit is kozolni.

WUCCNNEOOBAHUE XUMUYECKUX PEAKLIMIA C TIOMOLIbIO TEOPUH
CTOXACTHUECKHX ITPOLIECCOB

A. Pensu
Peswome

Pa6ota 3anvmaercsi HEKOTOPbIMM IIPOCTBIMM THIIAMM XUMHUECKUMX PpeaKuuit, npy mo-
MOILM TEOPHUM CTOXACTHYECKHX mpoueccos. Crnocol u3no)KeHus ynotpednsiem 1 B §onee CJioik-
HBIX clyvasix. Ha npocTom cmyuae GUMONEKYJNSAPHBIX PeaKIi NOKa3aHbl IPEHMYLIecTBa Npli-
MEHEHHUST COBPEMEHHBLIX METOJ0B Teopuyr EepositHOCTeil. [lo cpaBHeHui0 C 0oJiee MM MeHee
3BPHCTUYECKUM METONOM, OOLIYHBIM B XUMHH, 3TOT CNIOCO0 M3SI0)KEHUA HMEET TO NMPEUMYLICCTBO,
YTO OH BIIONHE TOYEH MATEMATHMUYECKM, TAK YTO OH IMOKA3biBAET, KAKOBHI MPEXIOI0YKEHUS,
TpeSyemble JUIst BHIBOAA U3BECTHBIX PE3YJILTATOB (HaNpMMep KMHETHYECKOTO 3aKOHA AeHCTBYIO-
mux macc). [danbule MOKasbBACTCA, YTO 3TH PE3yNbTaThl MPUGIM3UTENBHB! M JAOTCS TOYHDBIE
COOTHOIIEHHS JJISI CPEAHUX 3HauyeHuil. Jlanbiie 3TOT METOA OT/IMYAeTCsl OT OOBIMHOTO TEM, YTO
OH AeT HE TOJLKO CPEJHHE 3HAYEHHUS!, HO TAKXKE MOPSAAOK CIy4yaiHBIX (UIIOKTyarMii 0KOI10
cpeaHero sgavenusi. Kax 370 MOYKHO ObIJIO 0)KMJATh, NCC/IEAOBAHUE JaeT CIeAYIOIMI pe3ynb-
TaT : Npu KOHUEHTPAIMAX, C KOTOPLIMK NIPUXOJUTCST UMETH 1€J10 HA NPAKTUKE, 3TUMM Cily4dau-
HBIMU  (UIIOKTYaAUMsIMY  MOXKHO IpeHe0peraTb, M Npu OOBMHBIX METOAAX HaAOMIONEeHHsl OHU
He3aMeTHbl KIMETCs 0HAKO Cily4yad, KOTda peakiMsl MPOUCXOIUT MEXAY MaJlbIMM KOJude-
CTBaMH BEUIECTBA, 3NeCh YIIOMAHYTbIE CiydaiiHbie QaokTyaiu GyoyT 3HAYUTENbHBIMU, Kizme-
PCHHE RMX OKa3bIBAETCSI BO3MOXKHBLIM TPU HOMOILY COBPEMEHHOH M3MEPUTENBHOHU TEXHUKH,
HanpuMmep, NPUMEHsIsT pagoaKTHBHbIE M30TOMbL. [T0 MHEHUIO aBTOpa MHTEPECEH eme TOT ¢akr,
YTO MPAKTHYECKAst IPEHEHPEraeMoCTb YIIOMSIHYTHIX DMOKTyaluii MO)KeT ObITh HOKasaHa TOu-
HBIM MATEMATHYECKHM MYyTEM.

: § 1 nocBsimen OMMOJIEKYJISIDHBIM peaKUMSAM, TPOTEKAIHMU TOJBKO B OJHOM Ha-
OPaBJIeHUH. § 2. IIpaccMaTpHBaeT Clydaif, B KOTOPOM (GOpPMHPOBABUIMECS MOJIEKYJIB MOTYT
U pPasnoXuTbesa. § 3 sauumaetcst ¢ nmpodaemMoii MoOHM3amMKH ¥ pexombunauuu. B § 4 aBTOp
BO3BpAaILAETCA K 0osiee NOAPOGHOMY MCCNEFOBAaHMIO NpOGAEmMbl BTOPOro §-a. [punbicenue
COJEPIKUT TOYHOE MATEMATHYECKOE NOKA3ATENBLCTBO TOTO, 4YTO TPH XUMHUECKHX Mpoliaemax,
HCCIEN0BAHHBIX B §§ 2 M 3 yCTAaHABNIMBAETCS COCTOSIHME PaBHOBECHS.

B § 1 uccreayercs cnenyiomast npo6iema :

Bemectea A u B pacTBOpeHbl B HEKOTOPOM MAKOCTH. [lpeamosioykum, uTo ecnu
Jo6asa moJieKynia BeulectBa A BCTPEYAETCs C HEKOTOPOH MoJieKyJoit Bemectsa B, To onu
€ HEKOTOPOH BEPOATHOCTBIO COEIUHAIOTCS M 06pasyercsa monexkyna €. Monexkynsl € He pacna-
AaT Ha mosekynst A u B. Ilycts B momeHnte t = O B pacTBope HaxopsArcsa A coote b,
MosteKyasl Tima A cooTB. B. TlycTe 7y, 03HAuaeT KOAM4ECTBO MoJeKyn C, 06pasoBas-

* Lasd J. L. Doob, Stochastic processes, Wiley, New-York, 1953. 236.
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IIXCs1 A0 MOMEHTA ¢ ; [/ BCEX IMOJIOXKUTEJHHBIX BEJMYMH # P €CTh Ciy4yaitHasi BeMMUYMHA B
COBOKYITHOCTbL BesMUHH .yt (O < ¢< co) NpencTaBasieT croxacTuyeckuii npouecc. Ecniu oy u fi-
KOJIMYECTBO MOJIEKYJ1 TUNA A U B, B MOMEHT f, TO OU€BHMAHO a; = A— y u fi = B— y1.
Ilycrb C = min (A,B)u wa(t) -BepoATHOCTL coObITHA ¥ = n (n = 0,1, ... C) u npeanono-
JKHM YTO 32 Bpems A¢ NMpOM3BOJbLHAs MOJNEKYsna A COEIUMHSIETCSl € HEKOTOpOii Mosexynoit
B ¢ BeposiTHOCTBIO AA¢ 4 o(4 ) ; Toraa, BBoAs 0003HAueHMe hn = (A—n) (B—n) nonyya-
ercsl cucrema JvddepeHLHaNbHbIX ypaBHEHHMI

@) Wi (t) = A [Wa_t (t) hny — Wn(t) kn] (n=0,1,2,...C),

M3 KOTOpOH pyHKIMU Wna(t) MOTYT GbITh ONpeJeneHbl AT aromM B ABHOH ¢gopme.
JIns IpAaKTHKY ROCTATOYHO 3HATH CPE/IHIOW BEMYMHY KOJIMYECTBA MOJIEKyJsi C, BO3HHK-
UIMX 70 MOMEHTA ¢, T. €. ONpPeAeNuTh PYyHKUUH

\C |
(19) C(t)= > n. Wn(t)

k=0

U3 ypasHenus (1) mpl nomyuaem, uto C(¢) ynosnersopsieT aupdepeHuuansHomy ypas-
HEHMIO

(15) O'(t)=A(A— O(t)) (B—C(t))+ Asx(t)
T. €. '
(16) C'(t) = A[M (u) M (B) + D* (m)],

(M(a;) u M (f;) 0603HauaiOT CpefHee KOJMYECTBO MOJIEKY’ Bewiects A u B, B MOMeHT ¢, &
D2 (yi) = S2(t) o003HayaeT AHUCHEPCHIO KONUYECTBA MONEKYJ C BOZHMKIIMX [0 MOMEHTat?).
Vpaprenue (16) Mo>keT GwiTh 3amucaHo u B 6osiee mpocroit Gopme (17) C'(t) = A - M(aify)
rae M(afi) o603HAauaeT CPEeHIOI BeJHUMHY npowsBeaeHust « fiy. Tak kak D*(y) -
Maio No cpasHeHuio ¢ A (u;).M (), To B iepBOM MPUOIMIKEHHH MOXKHO MM TIpenefpedb, U
MOJY4aeTcss ypaBHEHHE

(18) ' L C(t)=1 (A-C(t)) (B-C(t)).

ITO -— KUHETHUYECKUH 3aKoll JeicTByoUX Macc. CneaoBaTesbHO OH MMEET TOJBLKO
OpUGIHIKEHHYIO CHITY .

BUMOJIEKyASIDHbIE DEAKUHMH, TPUBOASIIME K DPABHOBECHIO, MOTYT ObITb MCCIIEOBaHbI
ananornuno. [Jlpyras xumuueckas 1npo6iema, npo6iema MOHM3AUMH M PEKOMOMHAUMH,
MOYKET ObITh MCCJ/IENOBAHA MATEMATHYECKH TOUHO TaK )K€, KAK HEeKOTOPLIH YaCTHBIA Ciaydyai
yrnomsinyToil npoGnembl. B TOM cnyuae cnydainbie QUIIOKTYalMu MMeIOT IPefeibHOe pacnpe-
JesleHne, NPOM3BOAsLAs $YHKLUMSL KOTOPOr0 MOMKET ObITh BEIPA)XK€HA monMHOMamd Jlareppa.

Onpepenenyie CTAaHMOHAPHOTO IIPEAEILHOTO DPACNpefeneHlst (UIOKTyauuii BO3MOYKHO
¥ IpH peaKuusix, NPUBOASILMX K PaBHOBECHIO.

BETRACHTUNG CHEMISCHER REAKTIONEN MIT HILFE DER THEORIE
DER STOCHASTISCHEN PROZESSE ' :

VON A. RENYI
Zusammenfassung
Die Arbeit behandelt einige einfache Typen von chemischen Reaktionen mit
Hilfe der Theorie der stochastischen Prozesse. Obwohl diese Behandlungsweise
auch in verwickelteren Fillen angewandt werden kann, offenbaren sich die Vorziige der

zeitgemiissen - wahrscheinlichkeitstheoretischen Behandlung schon im einfachen Falle
der bimolekuldren Reaktionen. Gegeniiber der in der Chemie iiblichen, mehr oder
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weniger heuristischen Methoden besitzt diese Behandlungsweise den Vorzug, dass sie
mathematisch volkommen exakt ist, somit zeigt, welche Voraussetzungen nétig sind,
um bekannte Ergebnisse (z. B. das kinetische Massenwirkungsgesetz) ableiten zu kénnen.
Sie zeigt ausserdem, dass diese Ergebnisse nur nidherungsweise giltig sind. Gleichzeitig
gibt sie die auf die Mittelwerte beziiglichen genauen Zusammenhinge an. Sie bietet auch
darin mehr als die iibliche Behandlungsweise, dass sie nicht nur tuber die Mittelwerte,
sondern auch iiber die Grosse der zufiilligen Schwankungen unterrichtet. Das Ergebnis
ist — wie dies zu erwarten war —, dass diese Schwankungen bei den in der
Praxis vorkommenden Konzentrationen zu vernachldssigend klein sind und mit
gewohnlichen Beobachtungsmethoden nicht wahrgenommen werden konnen. Es kénnen
aber auch Fille vorkommen, in denen es sich um Reaktionen zwischen sehr kleinen
Mengen handelt, wodurch die erwihnten zufilligen Schwankungen wesentlich werden.
Thre Messungscheint auf der heutigen Stufe der Messtechnik moglich zu sein (z. B. mittelst
radicaktiver Isotope). Der Verfasser ist der Meinung, die Tatsache ist auch nicht ohne
Interesse, dass die Zulissigkeit des Vernachlissigens dieser Schwankungen mathematisch
exakt nachgewiesen werden kann. .

§ 1. behandelt jene Fille der bimolekularen Reaktionen, in denen die Reaktion
nur in einer Richtung vor sich geht ; im § 2. wird auch der Fall beriicksichtigt, in dem
die entstandenen Molekeln zerfallen kénnen, wihrend sich der § 3. mit dem Problem
der Ionisation und Rekombination beschéftigt. § 4. kehrt zur genaueren Unter-
suchung des im § 2. behandelten Problems zuriick. Der Anhang enthilt den genauen
mathematischen Nachweis dessen, dass bei den in den §§ 2 und 3 behandelten Problemen
ein Gleichgewichtszustand entsteht. .

Das im § 1. behandelte Problem ist folgendes :

Die Stoffe A und B seien in einer Flissigkeit gelost. Es wird angenommen, dass,
wenn eine Molekel des Stoffes A eine Molekel des Stoffes B »begegnet¢, so vereinigen sich
beide mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit zu einer Molekel C. Man nehme ferner an,
dass sich die C-Molekeln nicht wieder in A-bzw. B-Molekeln zuriickentwickeln. Des
weiteren seien in der Losung im Zeitpunkt ¢ = 0 eine Anzahl A von A-Molekeln und
eine Anzahl B von B-Molekeln zugegen. Schliesslich bezeichne y; die Anzahl der C-
Molekeln, die bis zum Zeitpunkt ¢ entstanden sind. y; ist fiir jeden positiven Wert von
t eine vom Zufall abhéngige Grosse, eine Zufallsrerdnderliche. Somit bildet die Gesamtheit
der Zufallsverénderlishen y; (0 <<t < o) einen stochastischen Prozess. Bezeichnet
ar bzw. f; die Anzahl der im Zeitpunkt ¢ noch vorhandenen A- bzw. B-Molekeln, so ist
offenbar ¢y = A — 9y und By = B — ;.

Es sei ¢ = min (A, B) und es bezeichne W, (t) die Wahrscheinlichkeit dessen,
dass y =n{n = 1,2, ... C) ist. Wenn wir nun annehmen, dass sich in der Zeit 4t einc
beliebige A Molekel mit einer beliebigen, noch vorhandenen B Molekel mit der Wahr-
scheinlichkeit A4t + o(4:) vereinigt, dann gilt nach Einfithrung von,

(2) hn = (4 —n)(B—n)
das Differentialgleichungsystem
(4) Wa(t) = A [Wa=t (t) hnat — Wn (t) ha) (n=0,1,...0)

woraus sich die Funktionen W, (t) sukzessive auch in expliciter Form bestimmen lassen.

Vom praktischen Standpunkt aus ist die Kenntnis der Erwartungswert der
bis zum Zeitpunkt ¢ entstandenen C-Molekeln, somit die Bestimmung der Funktion

C
(14) C(t) = 2 n Wa(t)

n=0

erforderlich.

Aus der Gleichung (3) erhalten wir, dass C (¢) folgender Differentialgleichung
genugt : :

(15) C'(t) = A —C(t) (B — C(t) + AS%(t),
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somit ist
(16) C(t) = A[M (o) M (B1) + D* (1)),

wo M (@) bzw. M (B;) die mittlere Anzahl der im Zeitpunkt t noch vorhandenen A- bzw.
B-Molekeln, und D? (y;) = S? ({) das Streungsquadrat der bis zum Zeitpunkt t ent-
standenen C-Molekeln bezeichnet.

Die Gleichung (16) kann folgenderhmssen vereinfacht werden :
-~
(17) A CC () = M(auf)

wobei M (af1) den Mittelwert des Produkts a8 bedeutet.

Da D2 (y;) gegeniiber M(a;) M () ziemlich klein ist, kann es in erster Anniherung
vernachléssigt werden, wodurch man die Gleichung

(18) o(t) = M4 —C(t)) (B — C(1)

erhilt.

Das ist das sogenannte kinetische Massenwirkungsgesetz, das also nur niherungs-
weise guiltig ist.

Die zum Gleichgewichtszustand fiihrenden bimolekularen Reaktionen kénnen auf
@hnliche Weise behandelt werden ; analog kann auch ein anderes chemisches Problemn,
das Problem der Ionisation und Rekombination erledigt werden. Die zufélligen
Schwankungen verschwinden beim Grenzilbergang ¢ — oo nicht, sondern besitzen
eine Grenzverteilung ; die erzeugende Funktion der Wahrscheinlichkeiten kann durch
Laguerresche Polynome ausgedrickt werden.

Die Bestimmung der stationdren Grenzverteilung der Schwankungen kann auch
bei den zum Gleichgewicht fithrenden bimolekulidren Reaktionen durchgefiihrt werden.
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