EGY U] MODSZER
REKURRENS SZTOCHASZTIKUS FOLYAMATOK TARGYALASANAL

TAKACS LAJOS

Osszefoglalds

Rekurrens folyamatok alatt olyan folyamatokat ért a szerzd, amelyeknélmegadhato
egy bizonyos K esemény ugy, hogy ha ez az esemény eléfordul, akkor az eléfordulasi
ponttél szamitva a folyamat a multtdl figgetleniil ugyanast a sztochasztikus viselkedést
mutatja. Ilyen folyamatokkal kapesolatos kérdéseket rendszerint a visszatérési pontok
kozotti tavolsag eloszlasdnak meghatdrozésara vezetik vissza. Ez a tdrgyalas elég bonyo-
lult és csak speciélis esetekben vihetd keresztiil. A dolgozatban k6ézolt mddszer abban 4ll.
hogy el8szor az dtlagfiiggvényt, azaz a (0, t) idékozben el6forduls E események eléfordulé-
sénak vdrhaté szdmét hatdrozza meg, ami a legtobb esetben konnyen végezheté el.
Az atlagfuggvény ismeretében ezutdn a kérdéses valészinliségek is meghatdrozhatok.
A fenti folyamatokra példaként emliti a dolgozat részecskeszdmléldsokndl és gép-
alkatrészek torésével kapesolatban fellépé folyamatokat. |

Bevezetés

Rekurrens sztochasztikus folyamatok alatt olyan folyamatokat értiink,
amelyeknél megadhat6 egy bizonyos E esemény tgy, hogy ha ez eléfordul,
akkor a rendszer jov0 sztochasztikus viselkedése egyértelmiien meg van hata-
rozva, azaz nem fiigg a multtél és ezen E esemény elSfordulasi id6pontjaitol
szamitva a folyamat hasonl$ sztochasztikus viselkedést mutat. Az K ese-
ményt rekurrens eseménynek és el6fordulasi pontjait a folyamat regeneracids
pontjainak vagy Markov-pontjainak nevezziik. Nem szdndékozunk itt ezen
folyamatok altalanos elméletével foglalkozni. Csupan két tipust ragadunk ki
és arra fogjuk alkalmazni a kovetkezGkben vazolt mdédszert.

I. Tekintsiik a 0 < t < oo idGintervallumot, amelyben #,,4, ..., t, ...
idgpontokban eléfordul egy-egy esemény. Tegyiikk fel, hogy a # — t,—

(mn=1, 2, ...; t, = 0) idSkiilonbségek egyforma eloszldsa, fiiggetlen, pozitiv

valészintiségi valtozok, kozos F (x) eloszlasfiggvénnyel. Ekkor a folyamat
regeneraciés pontjait a {tn} idépontok alkotjak és E jelenti egy esemény beko-
vetkezését.

Ezzel kapcsolatban a kovetkez8 problémak meriilnek fel : mi a val6-
szinfisége annak, hogy (0,¢) id8kézben el6fordulé események szama < n;
jeléljiik ezt W (¢, n)-nel. Ezutdn meghatarozzuk annak a valdsziniiségét, hogy
(u, w + t) id8kézben < n esemény fordul el6 és kérdezziik, hogy w —- oo
esetén mihez tart ez a valészintiség. Jeloljitk ezt a hatarértéket, amennyiben

1étezik, W* (¢, n)-nel.
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Ha az F () eloszlasfiiggvényt ismerjik, gy W (¢, n) és W* (¢, n) meg-
hatdrozasa egyszeriien keresztiilvihetS. Mi olyan példéakat fogunk most tekin-
teni, amelyeknél F (x)-et nem ismerjiik, de az atlagfiiggvénybdl keriil§ tton
meg tudjuk hatérozni. '

II. Tekintsink egy sztochasztikus folyamatot 0 <t < co id8kozben.
Tegyiik fel, hogy a folyamat csak két allapotban lehet : 4 vagy B allapotban.
Legyen a folyamat t = 0 idépontban A allapotban és tegyiik fel, hogy folya-
matunkban az 4 és B allapotok valtakoznak. Legyenek az egymast kévetd
kiilonboz6 dHapotokban vald tartézkodds idtartamai fiiggetlen, pozitiv vals-
szinfiségi valtozék. Mégpedig az A allapotban valé tart6zkodés idétartaméanak
eloszlasfiiggvénye : G () = 1 — e7P*, ha x > 0 és a Ballapotban valé tartéz-
kodéas idGtartaménak eloszlasfiiggvénye : H (). . '

Most a folyamat regeneraciés pontjait mindazon idépontck alkotjak,
amelyekben a rendszer A4 dllapotban van. Ugyanis ha egy idépillanatban A
dllapotban van a rendszer, gy annak a Vvaldsziniisége, hogy a kovetkezd
A — B dtmenet < x tavolsigra kovetkezik be : @ (x), fliggetleniil attél, hogv
miéta tart mar az A4 allapot. Ugyanis ha w ideje tart az A4 éllapot, Gigy ezen
feltétel mellett annak a feltételes valGsziniisége, hogy a kovetkez§ A — B
atmenet legfeljebb x idStartamon belil kovetkezik be :

| @ .y coe
(M MrD_GO_ q; U o
1— G (u) * By

és ez fiiggetlen u értékétdl. Megjegyezziik, hogy az (1) tulajdonsig az expo-
nencialis eloszlas kizardlagos sajatsdga.

A kovetkezdkben az A —> B adtmeneteket fogjuk tekinteni a rekurrens
E eseményeknek. »

Az egymast kovetd A — B atmenetek idépontjai kozotti tavolsagok
egyforma eloszlasu fiiggetlen val6szintiségi valtozék, melyek kozos eloszlas-
fuggvénye : F (x) = G (x) * H (x), azaz

X

(2) F)= | G@e—y)dH (y) = | H(x—y)dG ().
0

S . x

Ekkor felmeriil az a kérdés, hogy (0, t) id6kozben mennyi lesz az A — B
atmenetek szdma és a B dllapotban valé tartézkodas 6sszidétartama. Legyen
W (t, ») annak a valésziniisége, hogy (0, t) id8kozben < » 4 — B dtmenet
fordul el$ és Q (t, z) annak a valdszin{isége, hogy (0, t) id6kézben a B alla-
potban valé tartézkodas osszidStartama <C z. Jeloljék ugyanezen valészi-
niiségeket az (w,w -+ t) intervallumra vonatkozéan, u—» oo hatdresetben
W* (¢, n), illetve Q* (¢, 2). _

Ha a G (z), illetve F (x) eloszlasfiiggvényeket ismerjik, gy a felsorolt
valésziniiségek meghatdrozasa nem jelent nehézséget. Mi a kovetkez6kben
olyan esetekkel fogunk foglalkozni, midén ezeket az eloszlasokat nem ismerjiik,
de keriil§ tton meg tudjuk hatdrozni az m (¢) atlagfiiggvényt, a (0, t) idGinter-
vallumban el6fordulé 4 — B dtmenetek varhato szamat, vagy Pa (t)-t, annak
a- valészinliségét, hogy ¢ idGpontban A allapotban van a rendszer. m () vagy
P, (t) ismeretébdl azutian meghatdrozhaté G (z) és F (z) és ezek segitségével
a kérdéses valdszintiségek is. '
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!.AYL.

1. §. A kérdéses valdsziniiségek meghatdrozdsa

1. eset.

W (t, n) meghatdrozdsa. (0, t) id6kozben < n esemény fordul eld, ha az
n + l-edik esemény a ¢ id6pont utan kovetkezik be, azaz

(3) W (t,n) = P(’<tn 1)*1_1)(% 1St)—l_ F,., @),

ahol Fn11(t) jelenti az F () eloszlasfiggvény onmagdval valé n 4 1-szeres
konvolucigjat. Ugyanis ¢,.; egyenlé » -+ 1 szamu fiiggetlen valészintiségi
- valtozd dsszegével, melyek mindegyikének eloszlasfiiggvénye F (z)..

Legyen F (x) Laplace—Stieltjes transzformaltja :

(4) @ (s) = \es"dF (ER 20)
ugy
3 Femnt it w at = 2O (g s 0),

ahonman W (¢, n) egyértelmilen meghatarozhatd.

A momentumok meghatdrozdisa. Ha W (¢, n) r-edik hatvianymomentuma
véges, ugy a kovetkez6képen hatdrozhaté meg :

(6) m, ( t)_Z[nﬁ—l)——n][lfW (t, n)] 2 (n =1y —n"]F,. ().

n=0

Ennek Laplace—Stieltjes transzformaltja :

o —st _ - g o 1V — 't n+1 .—. . =i ]' [‘P(s)]] .
M emtdmdt) _n‘go[("? 1y =] lp )] =l e

TN

ahol &/ a masodfa]u Stirling-szamokat. jeloli. Innen m, (t) egyértelmiien meg- .
hatarozhat.
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Specidlisan az m (¢) atlagra fennall, hogy

(8) mt) =) [1—W fn]—ZF,,Yl
n=0 n=0

és

(9) .([ e~stdm (t) = A )( —)

W* (t, n) meghatdrozdisa. Jelentse az w idGpontnak a koézvetlen utdna
kovetkezé eseménytSl vett tavolsagat ), valdszinliségi viltoz6. Ekkor
koénnyen belathat6, hogy annak a valgszintisége, hogy az (u, u -+ t) id8k6zben
< n esemény fordul el6 1 — P (v, < 1) * Fy (2).

Itt P (n, < x) valdszintiség eloszlasfuggveny a kovetkez6 explicit alak-
ban irhaté fel:

10 Pou<a =X j‘n—ﬁWu+x—wndﬂwm=

= { [1—F(u+ax—y)ldm (y).

u

Ugyanis 7, < xakkor 4ll fenn, ha az (u, 4 + ) intervallumban legalabb egy
esemény elsfordul. Ez tébb egymist kizaré mdédon johet létre : (u, u + z)
intervallumban az utolsé el6fordulé esemény lehet az n = 1, 2, .. .-k és igy
a teljes valdsziniiségek tétele alapjan kapjuk meg a (10) kifejezéstv, ha még
felhasznaljuk m (¢) (8) alatti elGallitasat. -

Az m, figgvény altal definialt folyamat lényegében megegyezik J. L.
Doob [1] munkajiban wzsgalt megujitasi folyamat speciilis esetével. Ha fel-
tesszitk, hogy F () atlaga véges, azaz

p=xdF (@)=] [1—F (x)]dz <

0 0

és F (x) nem racsos eloszlas, azaz nem olyan eloszlésfﬁggvény, amely esupdn
ugrésokkal noveli értékét egy adott szdm bizonyos egészszdmi tobbszord- -
seinél, tgy alkalmazhatjuk Doob idézett munkdjanak 12. tetelet amely
szerint 1étezik a kévetkezd hatareloszlasfiiggvény

X

[ 1—F@ar.

(11) F* (@) = lim P (n, <2) =
0

T -
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Megjegyezziik, hogy ha lim m’ (t) = 1/u hatarérték létezik, ugy (10)-bdl
mar kovetkezik (11) hatdreloszlis létezése is. Ha F (x) racsos eloszlas, Ggyv
konnyen megmutathatd, hogv m’ (t)-nek nincs hatarértéke és ilyenkor F* (x)
sem létezik. :

Igy (11)re valé tekintettel az' u — co hatirdtmenetet elvégezve azt
nyerjiik, hogy

(12) W (t,n) = L— F* (t) s Fp(0).

Megjegyezziik, hogy ha W* (£, n)-et gy értelmezziik, mint végtelen
hosszit ideje tarté folyamat esetén annak a valdsziniiségét, hogy egy tala-
lomra kivalasztott ¢ hosszlisighl intervallumban az eléfordulé események
szama < m, ugy elegend§ csupan azt feltenni, hogy F (z) atlaga, u véges
legyen. Pontosabban az a helyzet, hogy most is (%, # + t) intervallumra sza-
mitjuk ki a keresett valdszin{iséget, ahol azonban most « egyenletes eloszldst
mutaté valosziniségi valtozé (0, T') szakaszon és ezutdn T’ —- oo hataratmenetet
végziink. Ekkor a wagy szdmok erds torvényének« alkalmazdsival meg-
mutathaté, hogy u-nak a kévetkezd eseménytdl vett tavolsaganak eloszlds-
fiiggvénye T — oo esetén F* (x)-hez tart és ekkor csupin egyetlen felte-
véssel kell élni, mégpedig azzal, hogy p < co. Igy az el8z8hoz hasonls
okoskoddssal W#* (£, n) ismét (12)-bél adddik.

Most W* (t, n) Laplace-transzformaltja R (s) > 0-ra :

e o]

. . n
(13) [ e=st W (t,m) dt = L Ul AUNRI AN S
. s ps®
0 N
ahonnan W (¢, n) egyértelmilen meghatarozhato. .

A momentuniok meghatirozdsa. Ha W* (t, n) r-edik momentuma my (1)
létezik, ugy erre fennall

(14) m¥ (t) = 2 [(n 4+ 1)y —n"} [1 - B* (¢, n)]
n:--0 .

és emnek Laplace —Stieltjes-transzformaltja

] = 0 L @y
(15) _ Ol e~ Stdm (f) = us j§1@r [l—g @)t

Specidlisan az m* () atlagra fennall, hogy

(16) mE(f) - Y [1—W*(t.n)| :ﬁ.

n=0
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II. eset.

W (t, n) meghatdrozdsa. W (t, n) jelenti annak a valészintiségét, hogy
(0, ¢) idGintervallumban eléfordulé 4 — B atmenetek szama < n. A korabbi -

gondolatmenethez hasonléan felirhaté, hogy p

(17) Wt,n)=1—G@) =F,(t).
Legyen most

(18) , | p(s) = 0}06“5"(”1 (@), (R(s) = ),

és mivel |

(19) OJ" e @) = L ) > )

kévetkezdleg

(20) pio) = [P (o) = 2B ) 20,

, i

Igy felirhaté W (t, n) Laplace-transzformaltja, amely most

(p + s)nt1

(21) [ et mydt = %P_ﬁiﬂﬁm}(m@>m.
d S

(21) ismeretében W (¢, n) egyértelmilien meghatirozhato.
Ha W (¢, n) r-edik momentuma m, (t) létezik, ugy emmek Laplace—
Stieltjes transzformdltja '

N B N PR I U0 M
(22) JO e tdmy (1) = 1)1«:21 Sripts—pp@)

Specialisan az m (t) atlagra fennall, hogy

28,

. Sl (1) — p
(23) 0 e Stdm (t) = m, (ER (8) > 0).

-
W* (t, n) meghatdrozdsa. Legyen H (x) atlaga

(24) o = [ xdH (x) = | [1— H (x)]der < oo,

0 0
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agy F (x) atlagara fennall, hogyv

(25) - [.L:a+-—:—i———<

és konnyen belathatd, hogy F (z)-re teljesiilnek azok a feltételek, amelyek
lehet8vé teszik Doob emlitett tételének alkalmazasit és ekkor

(26) H”"‘ (t,n) =1—F*({t)= F, (),

ahol F* (#)-t (11) ézolgziltatja. Igy szérél-széra alkalmazhaté a W* (¢, n)-re
adott korabbi targyalds. Specidlisan az m* (¢) atlagra most fennall, hogy
t_ tp '

(27) . m* (1) = il

Q (¢, z) meghatdrozdsa. Hivatkozunk [2] dolgozatunkxa amelyben meg-
mutattuk, hogy fennall : :

’ Ze—ﬂ(1—5> LLIN_‘—'Z&H” (2) ha 0 <2t

(28) Q= = |
l . 1 ha z > ¢.
A 7, (#) r-edrendii momentumok a kovetkezéképen fejezhetdk ki :

t t.
(29) () = { 2d.Q(t2)=r \ 21 [ — Q (1, 2) ] dz.

0

Ezek Laplace—Stieltjes transzformalt]al idézett dolgozatunkban- taldtha-
ték meg.

Q* (t,z) meghatdrozdsa. Tsmét hivatkozunk [2] dolgozatunkra ahol
megmutattuk, hogy

(30) Q*(t z) = . .
| 1;7; 29 plt— Z)M[H (z) ~ p \ [1—H (x)}Hp (2 —x)dx |
—" I ha 0<z <t -
1 . ' ‘ha 2 >1. '

Q* (t, z)-nak z = ¢ helyen

po TI;H(x)dx . .

31
(31) l—}—pa}

.o -

nagyvsagi ugrdasa van.
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A 7¥ (t) atlagértékre most fennall, hogy

(32) gy P
l +op
Az eddigiekben azzal a kérdéssel foglalkoztunk, hogy ha ismerjiik a
kiinduldsul szolgalé eloszlasfiiggvényeket, mégpedig az els6 esetben F (x)-et
és a masodik esetben F (x), illetve H (x)-et, ugy miként lehet meghatarozni
a keresett valészintiségeket, illetve varhato értékeket. A kovetkezdkben bemu-
tatunk egy mddszert arra vonatkozolag, hogy miként lehet ezeket a kiindu-
lasul szolgald eloszlasfiiggvényeket keriild utcn meghatirozni. Bz a mdédszer
sikerrel alkalmazhaté akkor, ha a kérdéses eloszlasokat nem ismerjiik, de az
atlagfiiggvényt kozvetleniil meg tudjuk hatdrozni ; miként azt az alabbi
példikban is latni fogjuk.

2. §. A kiinduldsul szolgdld valdszintiség-eloszldsok meghatdrozdsa
IIL. eset.

Legyen a (0, £) id6kozben eléfordulé események varhaté szama m (f).
Erre fennall, hogy
t
(33) m@)=F @)+ | m(t--x)dF (x).

0

Ugyanis azon feltétel mellett, hogy az els§ esemény 2z idépontban fordni eld,
a keresett varhaté érték : 1 + m (£ — x). Mivel x eloszlasfiiggvénye F (),
ezért a feltételes varhaté6 értékek definiciGja szerint :

m (t) = [1+m(—2a)]dF (x),

O = .

ami megegyezik (33)-mal.

W. Feller {3] munkajaban a megtjulé sokasagokkal kapesolatban fog-
lalkozott ezzel az egyenlettel és 1. tételében kimutatta, hogy olyan feltételek
mellett, amelyek esetiinkben teljesiilnek, (33)-nak létezik ¢ > 0-ra egyetlen nem-
csokkend m () megolddsa; amelynek Laplace—Stieltjes transzformaltja : -

©o 2 (8) R
(34) Voo Stdm oy - B N (s) -0}
0 1—@(s) ( ’
Ez megegyezik a (9) formuldval.
Innen azt nyerjiik, hogy
Cj}? e~ Stdm (t)
(35) Plo) = — oy, R 0],

1 4§ e~stdm (1)
0



Ha kerulo dton meg tudjuk hatdrozni az m (t) dtlagfiggvényt, gy (35)
segitségével megkapjuk @ (s)-et F (x) Laplace— Stieltjes transzformdltjdat, amely-
nek ismeretében F (x) egyértelmiien meghatdrozhaté. F (x) ismeretében pedig a
2. fejezet formuldr mdr alkalmazhatokka valnak.

Ha F (z) 4tlagit u-vel jeloljiik és szérasnégyzete o2 létezik, igy bizonyos
feltételek mellett fenndll a kévetkez$ aszimptotikus elGallitas :

t 1 ot
36 m@#)=—-—=+ —
(36) ® v 2 2u?

ahol lim & = 0. Ha ismerjiik az m (f) atlagfiiggvényt, gy ezen kifejezés

+51’

t—00
segitségével lehetdség nyilik arra, hogy a u atlagot és o? szérdsnégyzetet
egyszertien meghatarozzuk. :

Megjegyzés: m (t) (36) alatti aszimptotikus elGédllitasara analitikus bizo-
nyitisokat adtak W. Feller [3], [4] és S. T'dcklind [5]. Mi most A. N. Kolmo-
gorov és Ju. V. Prohorov [6] tételének felhasznalasival kimutatjuk, hogy
(36) fenndll, ha F (x) nem rdcsos eloszlds, melynek atlaga és szérdsa véges.

Az idézett tétel a minket érdeklS specidlis esetben a kivetkezdképen
hangzik : Legyen adva egyforma varhatd értékii valészinliségi valtozéknak

&, &y ..., En, ... sorozata. Képezzik a {, = & + & +.. .-} £, Osszeget,
ahol v maga is valdsziniiségi valtoz6. Tegyiik fel, hogy valamennyi m-re a
v=1m esemény figgetlen E£ni1, Ems2, ... valdsziniiségi valtozoktdl.

Ekkor (, védrhaté értékére M ({p)-re fenmall, hogy M ({) = w M (v), ahol
=M (En). °

Jelslje most {,(n = 1,2, ...) rendre a (0 <t < oo) intervallumban
el6fordul$ események idSpontjait, azaz legyen {n = tn. Bkkor §n = 1, — tn
(n=1,2...; t,=0). Legyen tovabba v = m, ha t,.1 <t <tn, azaz r
a (0, ¢) intervallumban eléfordulé események szamanil eggyel nagyobb. lgv
Mpy=m@)+1é M(E)=pn. A {§ } valtozok feltételezett fiiggetlen-
s6gébdl kovetkezik, hogy az idézett tétel alkalmazhaté éspedig fenndll, hogy
M (&) = [1 4 m ()] w. Azonban {, =t - 7y, ahol 7, a ¢ idGpontnak a koz-
vetlen utdna kovetkezd eseményt(l vett tavolsdgat jelenti. Tgy tehdt

(37) b M) = [ +m®]
azaz W
(38) C omp—toAMm

7 w

A mondott feltételek mellett r; hatareloszlasat, mind6én ¢-— co (11) szol-
galtatja és igy konnyen adodik, hogy

2 2
(39) lim 3 () = T2
f— oo Z}L
ahonnan mar kovetkezik, hogy
. 2 1
(40) lim |m (t) - by L
{—oo , . IJ 2‘u2 2 )

amit bizonyitani kivantunk.
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A fentiekkel kapesolatban a kov etkezo paradox tényeket kivanjuk fel-
emliteni.

Abban az esetben, ha a &, valtozék varhaté értéke p véges, megtor-
ténhetik, hogy », varhaté értéke nagyobb, mint u, s6t még végtelen is lehet
abban az esetben, ha 02 = oo és t > co. Pedig elsG pillanatban azt gondol-
hatnank, hogy r; része valamelyik ¢,-nek és igy varhaté értéke is kisebb
n-nél. A paradox jelenségnek szemléletesen kitejezve az az oka, hogy a

Atn, th+1) intervallumok kozil a hosszabbak nagyobb valészintiséggel tar-

talmazzak a ¢ pontot, mint a révidebbek.

Tegyiik fel, hogy 0% = oo, és tekintsiik a folyamatot ¢ 1dop0ntban és
kérdezziik, hogy mikor fog bekovetkezni a kovetkez6 esemény. Ennek a tavol-
sagnak vérhat$ értéke tetszileges nagy lehet, ha a folyamat mar elegendd
hosszt ideje tart, azaz ¢ elegendo nagy. Ha azonban Ggy tessziik fel a kérdést, -
hogy a ¢ 1dopont utan szamitott tetszoleges T id§ alatt mennyi lesz az els-
fordulé események véarhaté szama, ugy azt nyerjik, hogy €z t-— oo esetben
pontosan T'ju lesz. Ez a paradox tény hasonléan magyarazhaté meg, mint
az el6bbi paradoxon. '

II. eset.

Mint mdr a (23) formuldban is kifejezésre juttattuk, m () atlagfiigg-
\enyre a (0, f) idGintervallumban eléfordulé A4 — B Atmenetek varhato
szdémdra fennall, hogV'

- . 1 T
(41) { estdm(ty=—L— . > R (s) > 0),
) prsl—ols) ( |

ahol g (s)-et (20) egyenlet definialja. Innen azt nyerjiik, hogv

-1

(42) pls)=1— » :)_ 8. [ _\‘; e~ Stdm (t)]-

@ (8) megforditisdval egyszeriten megkaphato F (x) és a (20)- bol nyert p (s) meg-
forditasaval pedig H (x) Végeredményben tgy az dtlagfiggvény ismeretében a
kérdéses valoazmuseqek és vdrhaté értékek a 2. fejezet formuldi alapjdn meghatd-
rozhatok.

Kénnyen beléthaté, hogy most

(43) m (t) =i+‘—+_______:_£t.

ahol & — 0 midén ¢ — co. Igy m () aszimptotikus elGallitisabol meghats-

rozhaté F (x) atlaga : p és szérasnégyzete : o2. Ezek ismeretében konnyen
1 1
megkaphaté H (z) atlaga : « = > és szorasnégyzete : 0-2 =0?— ;}—_ -
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Most azt mutatjuk meg, hogy miként lehet az atlagfiiggvényt az alabbi
valdszinliség kiszdmitdsdra visszavezetni. Legyen P, (f) annak a valdszi-
niisége, hogy t id6pontban A éllapotban van a rendszer. Ekkor fennill, hogy

(44) m (t) =pPalt).

Ez a kovetkezlképen indokolhaté: m (¢ 4+ At) —m (¢) jelenti a (¢, ¢ Y- 4t) idS-
kozben eléfordulé 4 — B dtmenetek varhaté szamat. Ha ¢ idGpontban A
allapotban van a rendszer, aminek a valésziniisége P, (¢), gy annak a valé-
szintisége, hogy a kovetkez$ (it + At) szakaszban A — B atmenet j6jjon
1étre (1) alapjan: G (4t) = pAt + O (4t), fiiggetlentl attél, hogy midta tart
az A &llapot. (¢, t + At) szakaszban egynél tobb A — B atmenet eléfordula-
sanak a val6szintisége : O (at). Igy konnyen beldthaté, hogy

(45) m(t +A)—m () = pPa(t)A+ O(A),
ahonnan At — 0 hatdratmenettel kapjuk (44)-et.
Ezek utdn (42) alapjan felirhat6, hogy

~

[ :f’ e=stP, (i) dt]_l

(46) P (s)=1— e :

amely formula P4 (t) meghatdrozdsara redukalja a problémat.

Megjegyezzik, hogy P, (¢)-re konnyen belathatéan fennall a kovetkezd
Volterra-tipust integralegyenlet :

t
(47) Pyt)=1—p | Pa(t—=) [1—H (x)]dz,
0
amelynek segitségével szintén megkaphat6 (46).
Megemlitjik még, hogy [2] dolgozatunkban Paley— Wiener tétele alap-
jan megmutattuk, hogy fennall

1 1

48 Him P, (t) = =
(48) fm a(t) L top pp
és igy ezen hatarérték alapjan is meghatarozhaté p vagy a.

Most néhany példat mutatunk be a fenti médszer alkalmazasara.

3. §. Péddk
I. eset

Tekintsiink egy Poisson-folyamatot valtozd eseménysiiriiséggel, mégpedig
az eseménysirliség legyen valtakozva A (f) = A és A () = 0 (1. 4bra). Azon
idStartamok hosszai, melyek alatt az eseménysiirliség A,legyenek egymastol
fiiggetlen valdsziniiségi valtoz6k ugyanazon G (x) = 1 — ¢77* (x = 0) eloszlis-
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fiiggvénnyel és azon iddszakaszok hosszai, melyek alatt az eseménysiirtiség
zérus, legyenek szintén egymastdl fiiggetlen valészin(iségi valtoz6k ugyan-
azon H (x) eloszlasfiiggvénnyel. Kérdés, mi a val6szintisége annak, hogy
(0, #) id6kozben n esemény fordul eld.

~ Ez a probléma a gyakorlatban a kiovetkezs kérdések kapesan 1ép fel.
Tekintsiink egy elektroncsgvet, amely impulzusiizemben miikédik és tegyiik
fel, hogy az impulzusok a fent leirt véletlen térvényt kovetik és az érdekel
benniinket, hogy mennyi lesz ¢ idétartam alatt a katédbdl kilépd elektronok
szama. Elektronok csak akkor léphetnek ki a katddrdl, amikor egy impulzus
folyamatban van, és pedig egy impulzus alatt a kilépés sfirlisége A, mig kiilon-

ben zérus. Vagy tekintsiik gépalkatrészek torését, olyan gépeknél, amelyek -

miikodésében a fenti térvény szerint sziinetek allnak be és az érdekel benniin-
ket, hogy ¢ id6 alatt hany alkatrész torésére lehet szamitani, ha azokat a
torés pillanataban Gjjal helyettesitjiilk. Most A jelenti a torési stirtiséget mi{ikodé
gépnél. Ha a gép nem miikodik, Ggy a torési siirliség zérus. ;

Art)

1. 4bra

A fenti esetben annak a valészinfisége, hogy (0, ¢) id6kozben a A esemény -.
slirliségli szakaszok Gsszhossza <z, a (28) formula alapjan

(49) Ql(t,z)zQ(t,t—-z):Ze—PZMHn»(t—z)
: ' n=o0 n!

és igy a keresett valdszintiség -

(50) P, (t) = f 2" 4 0 42).
5 n

7. ”

Ugyanis, ha z ideig A az éseménysuruség, ugy ez alatt az id6 alatt elGforduld

események szdma Poisson-eloszlast kovet Az atlaggal. Hasonl6képen frhatéd
fel a staciondrius esetre vonatkozé valdszinfiség Q% (¢, z) segitségével.

Ezen formuldk elég bonyolultak. Eszrevesszilk azonban, hogy az egy-
mast kovetd események bekiovetkezési idépontjainak egymastél vett tévol-
sagai egyforma eloszlast fiiggetlen valészinfiségi véltozék, melyek kozos
eloszlasfiiggvényét jeloljik F (f)-vel. F (¢) ismeretében a 2. fejezet eredményei
alapjan felirhat6k a kérdéses valészinliségek és varhaté értékek.
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Most (49) segitségével F (t) explicite a kovetkezGkép allithaté el§:

t

N
O A Y

(31) Ft)y=1— | e %d,Q, (t,z).
0 o
‘ N
Azonban ez sem alkalmas F () egyszerii kiszdmitasara. A kovetkezd at azon - :;
ban célra vezet. Legyen a rendszer ¢ id6pontban 4 allapotban, ha A (¢) = A a
és B allapotban, ha A (f) = 0. Ekkor konnyen belidthatéan a II. eset alatt }
lefrt folyamattal allunk szemben és P, (f)-re fenndll a kovetkezd egyenlet: 2
9

(52) Patys=1-p \ Pat- )[1_ )] da

0}

ahonnan azt pyerjitk, hogy

o Tewaaae L
0 S+ p[l—y ()]

ahol p (s) jeloli H (z) Laplace —Stieltjes transzfor malt]at Most i’ (t) = AP 4 (t)
és gy (34) alap]an : ,

oo . ' co

£23 atdis miny SRAb BN BV e WP AL

(341 . Ve Stdu(t) ==k y e WP, (t)dl = M
' 0 0 1—¢q(s) o
&
:
(53) és (51) Osszevetésébdl az adddik, hogy : C

2

(33) =
st Aty —p@)] 3
K
¥
@ (s) ismeretében a keresett F (t) eloszlasfiggvény inverz transzformécidval. }
k‘a])hato meg. » E
Spemallean F () atlagara p-re fennall, hogy 4
f
o L+ px : f
.("b) . r= 7;‘_ - j‘
i
i
és szérasnégvzetére o?-re : -2
‘R
. ) . ;i
(57 S e oA e b L
(57) TETG +t A )’ 4
B
Ttt o H (x) atlagat és o} szérasnégyzetét jeloli. | r:
4
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Ez a példa az I. esethez tartozik, bar magit az atlagfiiggvényt a II.
eset formulaival hatdroztuk meg. '

II. eset.

Tekintsiink egy A siirliséggel jellemzett Poisson-folyaimatot 0 < ¢ id6-
pontokban. Tegyiik fel, hogy mindenegyes esemény elindit egy torténést
rendre x,, x5, x3» ... idGtartammal. Feltessziik, hogy ezek fiiggetlen valé-
szinliségi valtozék kozos P (yn < o) = R (x) eloszlasfiggvénnyel. Azt mond-
juk, hogy a rendszer egy adott idépontban A &llapotban van, ha abban a
pillanatban nincs folyamatban torténés és B allapotban van, ha legalibb egy
torténés folyamatban van. Most az A allapotok idGtartamanak eloszlasfiigg-
vénye : G (x) = 1 —e—* és a B allapotoké H (x), amelyet egyelére nem isme-
riink. Benniinket most az érdekel, hogy mennyi lesz ¢ idGtartam alatt az 4 — B
atmenetek szama és a B allapotban valé tartézkodas ésszidGtartama. Legyen
F(x) =G (x)* H (x), azaz két szomszédos A -— B atmenet tavolsiganak
eloszlasfiggvénye. H (x) és F (x) ismeretében a kérdéses valdszinliségek a 2.
fejezet eredményei alapjan felirhaték, Ggy hogy csak ezek meghatérozasira
van sziikség. -

Ez a példa a gyakorlatban tobbek kozott elektronsokszorozdékkal tor-
téné részecskeszamlalisokndl 1ép fel. Ekkor A jelenti az érkez$ részecskék
slirliségét és xy, x2 %3 ... jelentik a létrehozott impulzusok id8tartamait.
Ezzel a problémaival foglalkozott C. Levert és W. L. Scheen [7], L. Kosten
8], W. Feller [4] munkajaban Geiger—Miiller-szamlalékkal kapcsolatban és
C. Domb [9] munkijiban véletlen intervallumoknak egyenesen valé elosz-
lasaval kapesolatban. Az emlitett szerzk csupan a yn, = o (4llandd) esetet
targyaljak.

Most (46) formula alapjan felirhaté, hogy F (x) Laplace—Stieltjes
transzformaltja :

l Festp,(t) dt]_l

0

(58) ps) =1~ s

és igy csak P, (t) meghatarozasa marad héatra. y, = o dllandé esetben :

e* ha t>p

(59) Pall =1 -2 ha t<p.

Ugyanis ¢t id6pontban akkor van 4 allapotban a rendszer, ha (f — p, ¢), illetve
(0, t) id6kozben nem fordul el§ esemény, aminek a valdszinfiségét (59) szolgal-
tatja. Tehat y, = o (4llandd) esetben : -

re—(Ats)e

(60) @(s) = m
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és ez az egyszeriien nyert formula magiban foglalja a felsorolt szerz8k idevagé
eredményeit. Ugyanakkor kiterjeszthet§ arra az esetre is, midén yxn tetszd-
leges R (z) eloszlassal bir. Az 4ltaldnos esetben ugyanis

1
—A j [1—R(x)]dx
(61) Pa(t)=e 0 .

Ez a kévetkezOképen lathaté be. Ha tudjuk, hogy (0, t) id6kdézben pon-
tosan 7 esemény fordult el6, aminek a valészinlisége

o 2"

(62) !’

ugy ennek az n eseménynek elGforduldsi pontjai Ggy tekinthetdk, mintha (0, 1)
intervallumra » szdmu egymastdl fiiggetlen, egyenletes eloszlast mutaté pon-
tot dobnank ra. Es ekkor annak a valészinfisége, hogy egy véletlen pontban
kezd8d6 torténés befejezddik ¢ id6pontig

t
(63) Py = % { R (x)dx,
0

és hogy mind az n véletlen pontban kezd8dg torténés befejezdik ¢ idGpontig
a fiiggetlenség miatt : (p)". Igy tehdt a keresctt valészintiség :

1]

(64) PA (t) == Z’ e—At M (pl)n — e—}\,i(l_pt)’

!
neo n!

ami megegyezik (61)-gyel. Ekkor F (z) Laplace—Stieltjes transzformaltja :

!
1 [ oo —st—2 | [1=R(x)]dx ]—1
. 0 *

(65) <p(8)=1-—7\+8 | e

Mivel most lim P, (t) = e*2, ahol o jelenti R (x) atlagat, ezért (48)alapjén -
t—co

F (x) atlagira p-re fennall, hogy

__ere
(66) K="

Megemlitjiikk még azt az dltalanosabb esetet, midén nem Poisson-folyamat
szerint kovetkeznek be az események, hanem fennall, hogy az egymaést kévets
események tavolsdgai fiiggetlen valészinfiségi valtozdk ugyanazon @ (x) elosz-
lasfiuggvénnyel. Tegyiik fel most, hogy a létrehozott toérténések allandé o
hosszusagaak. Ekkor is fenndll, hogy az egymast kovet6 4 — B dtmenetek
tavolsdgai egymastdl fiiggetlen egyforma eloszldsu valésziniiségi véltozdk
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(67) C p(s) =

B B .
e peqe e s . - Of Lo
ey 7 o T RSN Lt 2 TF R o e Bl
oo , X T .
S < .

egyellre ismeretlen F (x) eloszlasfiiggvénnyel. Legyen F (x) Laplace —Stieltjes
transzformaltja ¢ (s), gy (35) alapjan felirhaté, hogy :

T e~ Sldm (t)
0

’

1 -}—? e~ Sldin (t) . ' ‘ | ‘
0

-

ahol m (f) jelenti a (0,¢) idékozben elgfordulé A -»> B dtmenetek virhaté
szamdt. Erre fennall, hogy ‘ '

0 - ha t <<op

8 = Lo
" "o | 0 Q= §mi—ndd@ hize
[\

Ugyanis azon feltétel mellett, hogy az els§ esemény z idépontban for-
dul eld, a keresett varhaté érték: m (t —«), ha x <L 0 és 1 4+ m (f — z), ha
& > c. Mivel x eloszlasat @ (x) szolgaltatja, kivetkezlleg a feltételes varhatéd
értékek alapjan megkapjuk m (t) kifejezést. (68)-bél attérve Laplace-transzfor-
mdciéra azt nyerjiik. hogyv ’

[ et
(69) Festdm(ty = _ _°

1)

I~ [ emstdQ (1)

1)

s fgy (67) szerint :

6=sdQ (1)

(70) ¢ () = .

7
- f

[te SdQ (1),

0

ahonnan F (z) egyértelmiien meghatdrozhaté.
. Most F (x) atlagara (70) alapjan fennill, hogy

[=e]

. T 2dQ ()
71 T 2dF (o) = >
ey FE =N 0

F (x) ismeretében a kérdéses valdsziniiségek konnyen meghatarozhatdk.
Csupan megemlitjiik, hogy a fenti médszer sikerrel alkalmazhaté bizo-
nyos koincidencia kérdések megolddsdra is.
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t
HORbII METOH B TEOPMH PEKYPPEHTHbBIX CTOXACTUUECKHUX TIPOLIECCOB
JI. Taxkau
Peswome

Tox pexyppeHTHHIMU TPOLECCAMH MOAPA3YyMEBAIOTCS TaKHe TMPOLECCH, B KOTOPHIX
MOXKHO 3aJaTh HexoTopoe cobmtue. E Tak, uto ecnu coGpitve E npoucxomuT, TO ryutas oT
MOMEHTA IPOUCXOMIEHNS, MPOLECC — HE3aBUCHMO OT IPOLJIOTO --- JIOKA3LIBAET TAKOE Ke
CTOXACTHYECKOE TOBeAieHHE M B Oyaymiem. Bonpocsl, CBASAHHBIE ¢ YIOMSHYTHIMU TIPOLECCAMH
O0OBIUHO CBOASATCA K OMpPEHeNIeHHI0 PACTpelesieHHs1 PAcCTOSTHMIT MMy MOMEHTaMd BO3Bpa-
menus. Takasi TPAKTOBKA SIBJISIETCS1 JIOBOJIBHO CIIOYKHOH M MOYKET ObITh TPOBENEHA TONBKO
B CHelHaJNbHbIX CiyyasX. OQrucannblit B paboTe METON COCTOUT B TOM, YTO CHaYaja ONpeeIsiem
(YHKUHMIO CPEHEr0 3HAUEHMS, T. €. OXKHJAEMOe 4MCa0 nosTopenuit coburruit E B unrepbane

" (0, ). B GONbUIMHCTBE CyYaeB 3TO JIEFKO MNPOBECTH. 3HAsi 5TY QYHKUMIO MBI, MOYKEM OIpe-
ReNNTh HY)HBIE HAM BEPOATHOCTH. B KauecTBe mpumepa NS BHIIEYNOMSHYTHIX TPOLECCOB
YIOMHHAOTCS TIPOLECCH TPOHCXOMSLIME B CYETUMKAX H B CBA3W C JOMKOI jeraseif.

A NEW METHOD FOR DISCUSSING RECURRENT STOCHASTIC PROCESSES

L. TAKACS

Summary
|

Processes which after every occurrence of some event E show the same stochastic
behaviour independently of their past, are termed recurrent. Problems connécted with
them are usually traced back to the determination of the distribution of the recurrence
time. This type of discussion israther complicated, and can only be applied to special cases.

The method proposed in this paper consists in determining first the average
function, i. e. the expected number of occurrences of event E in the time interv_a! (0, t),
which in most cases can easily be done. Knowing the average function, the probabilities in
question can be determined in a very simple manner.

Examples of such processes are those occurring in counters and in connection
with breakdown of machinery.
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