VALOSZINUSEG-ELOSZLASFUGGVENYEK KEVEREKENEK
FELBONTASA OSSZETEVOIRE

MEDGYESSY PAL
Osszefoglalas

A szerzé a kovetkezd probléméval foglalkozik : Ha egy valdszinliség-siriiség-
fliggvény (amely empirikusan van megadva) felfoghaté, mint kilénbozé paraméterd
normélis siirliségfiiggvények keveréke, ahol a silyok konstansok, hogyan lehet meg-
hatérozni a komponenseket? — A cikk hangsilyozza a probléma fontossdgat és spektro-
szképiai valamint biol6giai példékkal illusztralja. Azutén foglalkozik a megoldas grafikus
és analitikus médszereivel. G. Doetsch a megoldast a keverék Fourier-transzforméltja
segitségével adja meg, mig a szerzd ugyanezt a keverék magasabb derivaltjaival képe-
zett fuggvénysor segitségével allitja el6. — A vizsgdlatokat a szerz6 két példaval illusz-
tralja, megemliti ezen kiviil sajit vizsgdlatait is, amelyek az dltalénosités kérdésére és a
gépi megoldés lehetdségére vonatkoznak.

Kevert valdsziniliség-eloszlasfiiggvényen a kovetkezlt értjik : Legyen
F* (x, t) eloszlasfiiggvényeknek a ¢ paramétert6l fiiggd csaladja, (— oo <t <
< o0), és tegyik fel, hogy F* (x,t) folytonos fiiggvénye t-nek ; legyen to-
vabba p (t) egy valdsziniiség-stiriiségfiiggvény. Konnyen belithatd, hogy az

o

F(x)={ F*(x,t)p(t)dt

—C0

fiiggvény eloszlasfiiggvény ; ezt a fliggvényt a F* (, t) eloszldsfiiggvényeknek

oF* (x,t)
R = f(x, 8}

a p (t) stlyfiiggvénnyel képezett keverékének nevezzik. Ha

létezik és folytonos x és ¢ értelmezési tartomanyaban, akkor a

B Trenp@d=f@

7 2 0w

integral is létezik ; f (x)-et, az F (z) sfiriiségfiggvényét, az f* (z,?) slirliség-
fiuggvények p (2) stllyal képzett keverékének nevezziik.
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Hasonléképen ha ¢, ¢, ..., tx, ... egy tetszbleges szdmsorozat, az

F* (z, t), ill. f* (z, t;) fuggvényeknek p, stlyokkal képezett keverékén az

Fy@) = ) F*@t)peill. f (@)= Y f*(x, t)pe fiiggvényt értjtik,
k=1

k=1

22’1:’—‘1'-
k=1 :

A definicié tovabbi kiterjesztésével nem foglalkozunk.

Eloszlasfiiggvények keverékével a gyakorlatban gyakran talalkozunk.
Példdunl vizsgaljuk egy orszag (bizonyos koru) lakossiga testmagassdgdanak,
mint valdszinliségi valtozénak eloszlasftiggvényét. Ez a vizsgdlt sokasigba
tartozé férfiak, ill. n6k testmagassig-eloszlasfiiggvényeinek keveréke, a fér-
fiak, ill. n6k szamaval ardnyos salyokkal. Vagy példaul meteorolégiai vizs-
galatokbdl kideriilt, hogy egy adott hely napi atlagos hémérsékletének, mint
valészin(iségi valtozénak eloszlasfiiggvénye j6l kozelithet6 normélis eloszlds-
fiiggvények keverékével [1].

Taldlkozunk azonban a kovetkezd problémaval is, amelyet a keverés,
mint valdszin{iségszamitdsi »miivelet« inverzének nevezhetiink, Az

F (x) — T F* (2, 1) p (t) dt, Fy (@) = } F*(x, t) pi
oo - k=1
ill.
@)= f@t)p@)d, (@) =Y 1 (@, t) pr
—0o0 k=1 .

osszeftiggésekbdl F (ill. Fy, f, f;), és esetleg F* (ill. f) ismeretében meg kell
. hataroznunk a t6bbi fiiggvényt, melyek a képletekben szerepelnek.

A meghatarozaskor alkalmazott eljarast az eloszlds-, ill. stirdiségfigg-
vények keveréke Gsszetevékre bontdsdnak nevezziik.

Ebben a dolgozatban specidlis siirfiségfiiggvények keverékének ossze-
tevokre bontasival fogunk foglalkozni. A kérdés gyakorlati - jelent8ségére
alabb még kitériink.

A szébanforgé keverék a kovetkezd :

(x—rmy)?
N - 2
e 20'k
f(@) = Z Ag ————>
k=1 V27 oy

ahol

N
Y A=1, A>0, 0 < ..o <my, o >0

k=1
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konstansok. (V. 6. a fenti f; (x)-szel). f(z) tehat normdlis ((Gauss-féle)

N
stiriiségfiiggvények A, salyokkal vett keveréke. (A ) A, = 1 megkétés
k=1
kiilonben lényegtelen ; itt csak a valészinfiségszdmitdsi terminoldgia vonta
maga utan). ‘
Analitikus fogalmazasban tehat problémdnk igy hangzik:

(x—my)?
N ¢ 202 .
f(x) = 2 A+ ——— ismeretében hogyan hatdrozhatdk meg egyértelmilen az
k=1 V27 oy

Ay, my, o konstansok értéker ?

Ezzel a problémaval tébbek kozt a kovetkezd vizsgélatokban talal-
kozunk :

1. Nem-folytonos spektrumok fényképezésénél diszkrét vonalak helyett
a valésagban folytonosan valtozé, maximumokkal biré intenzitiseloszlast
kapunk. Ennek az az oka, hogy a Doppler-effektus kovetkeztében minden
vonalhoz egy Gauss-fiiggvény szerint lefuté intenzitdseloszlas tartozik és ezek
szuperponalédnak [2]. Ennek folytdn az eredd intenzitiseloszlast a kovet-
kez§ fiiggvény fejezi ki :

N I ! (x_mk)i
](:t):ZY ke T

k=1 2 aul’

(Itt = a felvétel sdvjanak hossz-koordinatéja, valamilyen alkalmas origétél
szamitva, I az egyes komponensek szolgaltatta Osszesintenzitas, m, a spek-
trumvonalak elméleti helye, » univerzilis dllanddé, T a sugarzast kibocsdté
anyag abszolut héfoka). Minthogy a felvételbdl a spektrumvonalak valésigos
helyeit, az m;-kat kell_meghataroznunk, ismét problémankkal van dolgunk.
Itt minden o, ugyanaz ; a spektroszkdpiai gyakorlatban altalaban igy van;
— 4ll4csillag-spektrum vizsgalatoktél kezdve luminiszcens porok vizsga-
lataig [3]. .

2. Oldatokban tartalmazott kiilonb6z6 molekulastulya fehérjék ultra-
~centrifugilés vagy elektroforézis utjan torténé szétvilasztasakor a kompo-
nens fehérjék koncentraciéja Gauss-figgvény szerint oszlik el bizonyos maxi-
mum koriil, amelynek helye a kérdéses ion mozgékonysigatél fiigg. Minthogy
pl. optikai (Tiselius-féle késziilék) vagy kromatografiai iton az egyes koncen-
tracideloszlasok keveredésének ereddjét rogzithetjiik csak, ebbdl a felvételbdl
még meg kell hatdroznunk a komponens Gauss-fiiggvények maximumbhelyét
és egyéb adatait [4]. Ennek kapesan lathatjuk problémank megoldasinak
fontossagat, ha arra gondolunk, hogy az emberi vér fehérjefrakcidinak vizs-
galatat diagnosztikai célbdl gyakran kell elvégezni [5].

Problémdnk alkalmazési teriileteinek ismertetése utan most ratériink a
megoldds kiilonb6z6 médjaira.

1§

A kérdést néhany, specialis esetekkel foglalkozé cikk [6] utan elGszor
. Doetsch targyalta osszefoglaléan és gyakorlatilag is kielégitéen [7]. (A kom-
ponensekre bontast 6 nevezte el a Fourier-analizis mint4jara »Gauss-analizis«-
nek). Eredményeit sikerrel alkalmaztak a spektroszképiaban [8].
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Mas teriileten azonban nem hasznaltak fel (bizonydra félve a matema-
tikai nehézségektdl), ugyhogy legtobbszor csak a kovetkezd, elég pontatlan
grafikus eljarassal taldlkozunk [9]:

Tekintsiitk a komponensekre bontandé fiiggvényt. Ennek gorbéje alta-
liban néhiny Gauss-gérbe szuperpoziciéja. Feltehet§, hogy a goérbe jobb,
ill. bal szélén az utolsd, ill. elsd Gauss-gérbe dominal, minthogy a szomszé-
dosak legtobbszor olyan tdvol vannak, hogy az elSbbieket alig befolyasoljdk.
Elére elkészitett, kulonbozd szérasu és magassagii Gauss-gorbe sablonokat
illesztve a gorbe bal, ill. jobb széléhez, taldlunk egy olyat, amely a legjobban
egybeesik a gorbeszélekkel. Ennek az adatai megadjék az elsé, ill. utolsé
komponens adatait. Az odaillesztett sablont teljes egészében is berajzoljuk
az analizdlandé gorbébe és grafikusan levonjuk. Ily médon két komponenst
levilasztottunk. A maradék-gorbén ismét alkalmazzuk az eljirast, mind-
addig, mig egyetlen komponens sem marad. (Ujabban a sablonokat ravetitik
a gorbére, ez lényegesen megkonnyiti a munkat.) ~

Ez a médszer sok pontatlansiggal jar és sokszor nem donthetd el,
megkaptuk-e az Osszes komponenseket ? (Ennek illusztralasira kés6bb még
visszatériink.)

Mindezekkel szemben Doetsch két pontos médszert is adott. Az egyik-
ben grafikusan sorban kiszamitja az analizdlandé fuggvény momentumait.
Ezek Ay, my és o polinomjai, tehat elegend§ szdmd momentum ismeretében
kelld szamu egyenletet kapunk az ismeretlenek meghatdrozdsira. Az egyen-
letek azonban magasabb fokuak és igy kezelésiik nagyon nehéz.

Doetsch masik médszere lett a kiindulépontja a késébbi ideviagéd vizs-
gilatoknak. Ezt a moédszert a »szérascsokkentés modszerének« nevezhetjiik,
mert alapgondolata a kévetkez§ :

Legyen az analizilandé fiiggvény

(x—my)®
N — T 202
e k
flx) = 2 Ay T T
. k=1 V27 o

Tegyiik fel, hogy ennek az ismeretében el§ tudjuk &llitani az

(x—m)?
A, e 22D

@) =

Thegz

V27 |o2— 22 -

figgvényt. (A valds paraméter ; i kisebb a legkisebb szdérasnal.) Ez olyan
Gauss-fiiggvények szuperpoziciéja, amelyek maximumhelye ugyanaz, mint
f(x) komponenseinek, csak a szérdsnégyzetek csokkentek ugyanazzal a A2
értékkel. f*(x) komponensei tehdt keskenyebbek és magasabbak, mint f(x)-éi,
kovetkezéskép a szuperpozicié utan is kevésbbé keverednek o6ssze, mint
f(x)-ben. Legjobban az-a komponens valik ki, amelyiknek a legkisebb a
szérasa, vagyis ahol o} — A% a legkisebb. Minthogy ez erdsen kiemelkedik a
gorbébdl, mint kiilon Gauss-gorbe kezelhetd, amelynek adatai grafikusan
megallapithatok. (Legbiztosabban a maximum helye hatdrozhaté meg, s épp
ez kell a legtobbszor. A tobbi adat meghatirozasahoz legjobb a teljes Gauss-
gorbét extrapolilni és a maximumhely magassdgdbél, valamint a gérbe alatti
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teriiletbdl a Gauss-fiiggvény ismert tulajdonsagai alapjan az A; és o érté-
keket kiszdamitani.) Altaldban egyszerre tobb komponens is kiilonvalik, ha
nem igy volna, az egyetlen kiilonvalt komponenst grafikusan levonva, a mara-
dékon ujbél elvégezziik az eljarist. Minél jobban megkozeliti A2 a legkisebb
o?-et, annal jobban kiilonvalik a megfeleld komponens. Igy tehit 42 kell6
vilasztasaval az egyes komponenseket egyre pontosabban kiemelhevjik, ill.
levalaszthatjuk. Az eljards nem tételezi fel a komponensek szimanak ismere-
tét, csak azt, hogy az m, szamok kiilonboz6k. Ha azonban ez teljesiil, az
eljaras egyértelmd is, minthogy az elkeskenyedett és tiiszer(ien kiemelkedd
maximumokat az m;-knal kapjuk meg. Egyenld szérds esetén egyszerre kes-
kenyednek el a komponensek és igy egyszerre vilnak szét.

A féfeladat tehat az f(x)-b8l f*(x)-be vivd transzformacié megkeresése.
Erre tobb médszert dolgoztak ki.

2. §.

G. Doetsch eredetileg csak egyenld szérasok esetével foglalkozott [10].
Az alapgondolat azonban kiilénboz6 szérasoknal is alkalmazhatdé.

Képezziik az

Y (x—my)?
N T 202
e k
f(x) = 2 Ap ——
k=1 |27 oy

Fourier-transzformaltjat, ¢ (f)-t. Ismeretes, hogy [11]

2

N im,\.‘—o—:,E t2
(p(t) = Z Ak 2 . f
k=1
(x—mk)2
N , ACEAD
e
fHa) =) 4 —

[ e —
k=1 |2 |lor— 42

Fourier-transzformaltja ¢*(t) pedig :

N it (o'lz\‘_)")ztg 7-212
impt — ———— =1
e* ()= ) Ax-e Po=e?p(h)
k=1

Az unicitdsi tétel értelmében tehat

22

fH() = %—1=e‘5" ‘P (t)%,

ahol -1 az inverz Fourier-transzformaciét jelenti. (A mellékfeltételek telje-
siilése kénnyen ellendrizhetd.)
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Ennek alapjan tehat f*(z) f(z)-bél a kovetkezokeppen kaphaté meg :

A?

Képezzuk f(x) Fourier-transzformaltjat, megszorozzuk ez * tel (ahol A2
kisebb a legkisebb o7-nél) és az igy kapott fiiggvényt visszatranszforméljuk.
Ha A%re tampontunk ninecs, kiillonboz6 értékekkel prébalkozunk. Ha a leg-
kisebb o-t talléptiik, az integralok divergensek és az eljaras értelmét veszti.

Az eljaras gyakorlatban persze nem végezhetG el pontosan, mar csak
a végtelen hatara integraldasok miatt sem. Kozelfekvd gondolat azonban a
Fourier-integralok helyett Fourier-sorokkal prébalkozni. Elég nagy periédust
valasztva, az f(z), ill. f*(x) Fourier-egyiitthatéit kifejezd integrdlok a Gauss-
figgvény rohamos csokkenese folytan tetszileges keveset térnek el a Fourier-
transzformalt értékétdl, és igy a transzformaltak kozti osszefiiggés kozelitéleg
az egyiitthatok kozt is felirhat6. Tgy kozelit6leg megkaphaték f*(x) Fourier-
egyiitthatdi, f*(z)-et pedig ezen egyiitthatokkal elvégzett Fourier-szintézis
adja- meg.

1. 4bra

Ezt a moédszert Doetsch is alkalmazta egyenld szérasok esetén [12].
Intézetiinkben emberi vér fehérjefrakciéinak elektroforetikus vizsgala-
takor nyert gorbét dolgoztunk fel hasonlé médon (1. dbra). A vastag vonal
az eredeti gorbe, a szaggatottat bizonyos A2 paraméterértéknél kaptuk. Az elsd
18 Fourier-egyiitthatéval dolgoztunk. Jél lathaté a komponensek szétvilasa.
Pontozott vonallal a fentebb emlitett grafikus eljaras eredményét tiintettiik
fel. Lathat6, hogy a grafikus médszer két kiilonb6z6 komponenst egyetlennek
allapitott meg (nyilak). A negativ értékek a Fourier-analizisb4l adédnak ; ha
18 egyitthaténal tobbet vettiink volna, az ilyen kis ingadozasok kevésbbé
mutatkoznanak.

Ez a kozelité modszer tag teret nytjt matematikai gépek alkalmazaséra.
A Fourier-analizatorok és szintetizatorok irodalma igen nagy. Modern elektro-
nikus késziilékekkel az eljarast gyorsan végre lehetne hajtani. Mi Mader—Ott-
analizatorral dolgoztunk, a szintézist egyenld tavolsagban felvett pontokban
numerikusan végeztiik el. A feldolgozas szamolégép nélkiil cca 6 orat vett
igénybe ; szamolégéppel fele id6 is elég.

rdekes hogy a kezdeti nekilendiilés utan ezt az eljarast tobbet nem
alkalmaztak. Va]észinﬁleg a nem matematikus kutaték idegenkedtek tole.

Csak éppen megemlitjiik, hogy szerzének sikeriilt az alapotletet mas
(pl. Cauchy-féle) siirliségfiiggvények keverékének felbontésara is alkalmazni.
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Egy masik eljarast, amely azonban csak egyenls o szérasok esetén alkal-
mazhaté, H. Freudenthal ismertetett az 1953. évi varséi matematikai kon-
gresszuson[13]. Az e]]araq kiindul6pontja Doetsch korabbi dolgozataban [14]
is szerepel : az

(x—my)?
N e 2t
fla,t) =) Ay ————  (t>0)
k=1 Vom V't _
fuggvény kielégiti a
of _1 o
at 2 ox?

hévezetési differencidlegyenletet. ¢ = g2-nél ismerjik ennek az egyenletnek
a megolddsat : ez ugyanis éppen az adott figgvény. Ennek alapjan hatéroz-
zuk meg a megoldast valamilyen ¢t = 02 — k - At > 0 értékre (At > 0 tetszé-
leges kis szdm, k =1, 2, ...). Ebben a megoldasban a komponensek aranyosan
csokkentett szérassal jelentkeznek, vagyis kiilonvélva lathaték.

A Freundenthal altal ismertetett médszer abban 4ll, hogy a hdvezetés
differencidlegyenletét differenciaegyenletként irjuk fel az (z, ¢) sikon felvett
Az, ill. A4t ponttavolsdga halén. A halé (x;, t) pontjaihoz (s = 1, 2, . ..) a kiin-
dulé fiiggvény értékei tartoznak az x; pontokban. E pontokra a differencia-
egyenlet

K )= et — ) AT 1) - e ) — 2z, )

At 2 ()2

Itt f(x: + 4z, t), flxi — Az, 1), f(xi, t), M, Az ismert, igy ezekbdl f(x;, t — At)
meghatarozhaté. Pontrél pontra haladva sorban meghatdrozhatjuk az
f(zi, t — At) értékeket, vagyis végill megkapjuk a t = 0% — Af-hez tartozo
megoldast bizonyos hibaval, amely a halé siiritésével csokken. Az eljarast
megismételve megkapjuk a megoldést t =02 — 2 - Al-nél, é.1.t.,0% — k - At-ig.

Az eljaras minden gépi segédeszkoz nélkiil is elvegezheto mert csak a
négy a]apmuvelet szerepel. Hatranya, hogy csak egyenld szérasoknal alkal-
mazhatd.

1.8

Az f*(x) transzformalt fuggvény mas mddon is eléallithaté explicite.
Abitsuk eld a keresett

(x—my)*
N 2Ao2—p)
mm:Mnm:ZAke ok

e
k=1 V"’nla—,u )
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fuggvényt u hatvinysoraként. Minthogy f*(z, u) kielégiti a

of* 1 o
o 2 oat
hévezetési differencialegyenletet, - —i)" o *,
a/an 8x211
S onfE n aznf* 1 #2nf
_—. " l,u 0o '( ) B2 | =0 N (_EJ Cn

ahol f(x) = f*(z, 0) a kiindulési fiiggvény és igy f*(x, u) Taylor-sora

hing gUfE
v=0 oY

wy

f*(x7 /~‘L) = \
lu=0p.

felirhaté f (x) x szerinti derivaltjaival :

e N v

v=0 2”-1)! 67&2”

f*(x’ :U~) =

A derivaltak ismeretében tehat f*(z, u) kozelit6leg meghatarozhaté. A {6
nehézség az, hogy f(x) derivaltjait gérbéjébdl kell meghatarozni ; ez a véges
differencidk segitségével torténhetik. A kérdésre még visszatériink ; el6bb
azonban ramutatunk egy masik lehetdségre.

Ismeretes, hogy egy wu (%) fiiggvény sorbafejthet§ Hermite-fiiggvények
szerint [15]:

oo
P ( 2 —’; @ (

X
e 2

ahol ¢ (2) = (—1)" - H, (2) - ¢ (x), ¢ ()=

szr-

’ x2 x2
H (x) pedig a dd” (6_7.) =(—1)*H,(x)e 2-vel definialt Hermite-polinom.
il

Ekkor ¢, = (— 1)”" H, (z) y (x) da.

Legyenek tehat a fenti f*(x, u) = f*(x, A2) és f(x) Hermite-sorfejtései :

f*(x, 3%) = f*(x) 2

!O"'ﬁ



és

foy =4 2 @);

x
I|

(bebizonyithaté, hogy of < 1-nél — s ez alkalmas léptékkel mindig elér-
het6d — ezek konvergensek). Mindezeket beirva f*(x) fenti Taylor-soraba
(ennek jogosultsdga. bebizonyithato):

e *

fra) == ¥

o !
o=0 o (3

(-1 vy & h »
20 (@ Z w,, X @ ()
h=0

Koefficiens-osszehasonlitdssal kapjuk :

2] ,
o Cozn-0! (— 1)1 A2
e o (p— 2n)!n!2"

azaz f(r) Hermite-sordanak egyiitthat6ib6l f*(x) Hermite-egyiitthatéi egy-
szerfien meghatarozhaték. '

Ezzel a médszerrel f*(z) tehat ugy nyerhetd, hogy f(z)-et Hermite-
sorba fejtjik, azutan egyiitthatéival az el6bbi képlet szerint képezziikk f*(x)
Hermite-egyiitthatdit, végiil az ezekkel szorzott Hermite-fiiggvényeket Ossze-
gezzitk (vHermite-szintézis«). Az egyes eljardsokban szerepld figgvények osz-
szegezésének elvegzesere szerzé matematikai gépet is tervezett ; ennek leirasa
Kiadvanyunk méas helyén taldlhaté. Magatdl értetédéen a sorfe]tesek és
osszegezések mindig csak bizonyos tagszdmig haladnak ; a hiba esetenként
megbecsiilhetd.

ot

§.

Befejezésiil foglalkozzunk azzal, hogyan hasznalhatjuk fel a gyakor-
latban f*(z, A%)-nek a 4. §-ban kozslt

(e =]
. v )2V 82"f
(s 25 _“; 2v. v' ox?v

elGallitasat.

A differenciaszamitas mddszereit fogjuk igénybe venni. Legyen a az
f(x) értelmezési tartomanyanak egy pontja és h > 0 adott szam. Ismeretes
hogy az f(a), fla + R), fla = 2h),...fuggvényértékek ismeretében f(r) a
helyen vett derivéiltjai kézelitéleg kifejezhetdk a fiiggvény a helyre vonatkozé
magasabb differenciaival.

Allapodjunk meg abban, hogy » = 3-nal megallunk f*(z, A%) sorfejté-
sében. Ekkor f(x) derivaltjait az @ helyen a kévetkezé képletek adjak meg [16]:
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2003 — 2705 + 2700, — 490f, = 47

* (@) = he oM
A 18042 8480 s
— 120, — 39 56 3 )
f@ (a) =22 + 120, — 397, + 25/ + 103 hY M,
6h? 5040
— K fad )
F6) () = o3 — boy, + 1507, — 20f, n 169 heo M,

h8 420

ahol
fo=1f@), o, =@+ vh) +fa—vh), (v=1,23)

o<1, M Max IfS) ().
’ a—3h<x<a- 3h -

(Hasonlé kifejezések talalhaték a magasabb derivaltakra is, esak ott magasabb
differenciak szerepelnek.)

Adott esetben legegyszerlibben gy jarhatunk el, hogy alkalmasan
valasztott h értékkel a feldolgozand6 goérbe adataib6l megallapitjuk az
f(£k-h) (k=0,1,2,...) értékeket, majd a fenti képletek segitségével
kozelitdleg kiszamitjuk a deriviltak értékeit a 0, 4- k, 4 2 A, ... pontokban.
Elére megvalasztott A% érték mellett sorfejtésiink alapjan ekkor mar meg-
adhatjuk f*(z, A2) kozelitd értékeit a 0, 4+ h, 4+ 2 h, ... pontokban és meg-
rajzolhatjuk a tovabbi analizis alapjaul szolgdld figgvénygdrbét.

Foglalkozzunk még az eljaras hibajaval az a helyen. Ez két forrasbol
ered : Egyrészt a Taylor-sor » > 3 index{i tagjainak elhanyagolasabdl, mas-
részt a differencialhanyadosok kozelité megallapitasabél. Jeloljiik a két hiba-
fajtat &, ill. &,-vel.

Fenti képleteink alapjin

47
8480

403 At 169 2.8
hel o 2 e —) §M,.
5040 8 120 48

) 2
ol < (o me

Mz-ban f® () maximuma szerepel bizonyos intervallumban. Ennek becs-

. "
— = _
lf—-” (tr > 0, konstans)
! 27 1 .

tipust figgvény derivaltjainak, vagyis Hermite-fiiggvényeknek a becslésére
vezet. Ismeretes, hogy {17]:

lése f(x) alakja folytan lényegében véve egy ¢ (x) =

dZn o ‘
a6 = SR
X \
x2 T ST

_x S 279 (a1 Ve B ’
—=e 2|(—D)"2%.1.3...(2n—1)cos|4n + 1z + '——V(l)—l"f x|26,(x)

V5 |an + 1

1On (2)| < 1.
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Envek alapjan a jobboldal mindenik tagjat maximumaval becsiilve konnyen
kimutathatd, hogy :

S (e— 212) ig 1 20)! |, 0,56 (@n)! i

A2 \Vog ) |7 Yamantr 270! Yan F1

Ennek segitségével adhaté meg végiil becslés O,-re. 6, becslésére szintén fel-
hasznalhatjuk, minthogy ¢, a Taylor-sor maradéktagja, amelyben ugyancsak
Hermite-fiiggvények szerepelnek kiilonbozé szérasokkal.

28

o | s g

= o -2 -1 0 7 2 7 4

2. 4bra

Mindezeket itt nem részletezhetjiik, csak megjegyezziik, hogy Taylor-
. sorunk maradéktagja gy tart zérushoz, mint —. Az itt alkalmazott (elég

n

durva) becslésekkel a hiba (foleg 6;) elég lassan csokken. A becslést értheten

megneheziti az, hogy f(x) komponenseinek paramétereit tdg hatarok kozt

allapithatjuk csak meg (v. 6. a grafikus eljarasndl mondottakkal).
Iusztralasul bemutatjuk az




¢

fuggvény analizisét 7.2 = —4—del, a sorfejtést a 4. tagnal hagyva abba (2. 4bra).

A vastag vonal mutatja f(z)-et, amelynek egyetlen maximuma van, A szag-
gatott vonal f*(x, A2) a mondott kézelitésben. Osszehasonlitasul pontvonallal
berajzoltuk a pontos eredmény ;

-~

[H(@) = -T= (e=Hx—12 4 g—2x+1pe)

V22
gorbéjét.

Amint latjuk, nagyobb eltérés csak az extremumok kérnyékén van. Ez a
hiba képletébol varhaté is. A hiba jéval kisebb, mint a becslésekbdl szamitott.
A maximumok helyét (ami altaldban a legfontosabb) mar ez a kozelités is
jol megadja. ’

Ha nagyobb pontossig nem sziikséges, ez az eljards kényelmes, mint-
hogy elvégzése semmi segédeszkdzt nem igényel.
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OMPEJEJIEHME KOMIMOHEHTOB CMECHU ®VYHKLUHWNA PACMPELEJIEHUSA
BEPOSITHOCTEN

IT. Meagemum
Peawme

ABTOp 3aHMMAaeTCs1 caeaymoued npobnaemodt : ecnu MIOTHOCTb BEPOSITHOCTEH, 3amaH-
HY10 SMINPUYECKH, MOXKHO PAaCcCMaTPUBATh KAK CMECh € MOCTOSHHBIMM BECAMM HOPMAJIbHBIX
(GYHKUMIA IVIOTHOCTH Pa3dblX MapameTpoB, KAK ONpPEAENUTs KOMIOHEHTh? — Tlpaxtuyeckasi
BaYKHOCTb NpPOGJIEeMbl M/UTIOCTPUPYETCA CMEKTPOCKONUYECKUMH H OMOJIOMMYECKHMM IIpUMeE-
pamMH, MOTOM aBTOP 3aHHUMAETCA TPAPUUECKUMH M AHAJIMTHYECKUMH METONAMH DELICHHs, Crie-
aya T'. Heu. I'. [ley monyyaeT pemleHue ¢ NOMOLIbION peodpasoBanus Qypbe. ABTOP-CIEnys
Hiee A. Penbu-npeacraBnser peuieHde B (popme (QYHKIIMOHAILHOIO Psiga, MOCTPOEHHOro ¢
NMOMOLILI0 TIPOHU3BOJHBLIX BbLICHIMX NOPAAKOB CMECH.

ABTOp HJLIIOCTPUPYET MCC/Ie10BaHKs JByMs nipuMmepamu. Jlanbuie OH ONMCHLIBAET CBOE
HCCIIEA0BAHME O BO3MOXKHOCTH 0606111(3!{”7{ U MEXAHUYECKOr'0 pPEeIIeHHsT,

DETERMINATION DES COMPONENTS D'UN MELANGE DES FONCTIONS
DE DISTRIBUTION

P. MEDGYESSY
Résumé

Lrauteur traite du probléme suivant :
Si, dans le calcul des probabilités, une fonetion de fréquence (donnée de fagon
empirique) peut étre comprise comme un mélange des fonctions normales de fréquence
" de paramétres différentes, pris avec despoids constants, comment peut-on déterminer les
components? — L’auteur expose l'importance du probléme par des exemples spectro-
scopiques et biologiques, ensuite il traite des méthodes graphiques et analitiques de la
solution, en se joignant aux recherches de G. Doetsch. Pour G. Doetsch la solution est
donnée avec l'aide de la transformée de Fourier du mélange, tandis que l’auteur — suivant
une idée de A. Rényi — l’obtient par une série des fonctions formée des dérivées du
mélangé. — La discussion est illustrée de deux exemples. L’auteur mentionne aussi
quelques-unes de ses recherches se rapportant & la généralisation et & la solution par
appareil.
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