UJABB KRITERIUMOK KET MINTA OSSZEHASONLITASARA
RENY! ALFRED
Osszefoglalds

A dolgozat a Wilcoxon-féle prébaval foglalkozik, és annak egy olyan médosi-
tésat adja meg, amely minden alternativ hipotézissel szemben konzisztens, tovabbé egy-
szertibb mint a Wilcoxon-féle prébdnak E. L. Lehmanntol szérmazoé, hasonld tulaj-
donsagokkal biré mddositédsa. A dolgozatban megadott proba & koévetkezd : annak
eldontésére, hogy a (&, &,, ... Em) és (g, Nas - - -, 4jn) mintdk egyforma eloszlasu statisz-
tikai sokasagbol szérmaznak-e, megszdmoljuk, hogy az 7n; < &, nx < & egyenlétlenség-
pérok koziil hény teljesill, ha § és k az 1, 2, ... n szdmokon, 7 az 1, 2, ... m szdmokon
fut végig; jelolje ezt a szdmot W,;. Hasonloképpen megszémoljuk, hogy a &§; < 7n; és
&k << ni egyenlétlenség-parok koziil, ahol j és kaz 1, 2, ... n szédmokon, 2az 1,2, ... n

7
szémokon fut végig; ezt a szdmot jel6lje W,. Képezve a 1V = W, W

ny ' m"
L (2 ) » (2 )
megallapitjuk, hogy a hipotézis teljesiilése esetén mely a és f hatdrok koézé kell
W értékének eldirt valoszintiségi szint mellett esnie. A kritériumunk abban 4ll,
hogy haa < W < 8, akkor a hipotézist elfogadjuk, ha ez az egyenlStlenség nem teljesiil,
akkor a hipotézist elvetjik. Ha a & fuggetlen valdszintiségi valtozdk eloszlasfiiggvénye

F(x) és az nivaldszinliségi valtozdk eloszlasfiggvénye G(x) tovabba F(xr) = G(x), akkor

lim PegWgB) =1,
m—oo

kifejezést,

vagyis a proba minden alternativ hipotézissel szemben konzisztens. Ez abbél koévet-
kezik, hogy ha F(x) és G(x) két eloszlasfuggvény, ugy

koo ' “+ oo
) | P+ | G*(z) dF (@) 2 o

és (*)-ban egyenloség akkor és csak akkor all fenn, ha F(x) = G(x).

Bevezetés

~—

A matematikai statisztika egyik — a gyakorlatban legtobbszor el6for-
dulé — problémaja annak a vizsgalata, hogy két mintaszdrmazhat-e ugyanabbdl
a statisztikai sokasighél. Ez a probléma felmeriil példaul két gydgyszer hatd-
sanak, két novénytermesztési eljards eredményeinek, két automatagép altal
gyartott arucikkek minéségének osszehasonlitdsanal stb., vagy példaul annak
vizsgalatanal, hogy wvalamilyen kiils§ tényezd (pl. id6jaras, hémérséklet, a
levegd nedvességtartalmanak megvaltozasa stb.) befolyassal bir-e valamilyen
termelési, vagy bioldgiai folyamatra.
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A probléma matematikailag legegyszeriibben abban az esetben oldhaté
meg, ha a szébanforgé véletlentdl fiiggé mennyiségek egyenld szordsi normalis
eloszldst valdszintiségi valtozék és igy a statisztikai vizsgalatnak csak azt
kell eldéntenie, hogy a két valtozé varhaté értékei megegyeznek-e egymadssal,
Ha ¢ és n jeloli a két valtozét, £, £, ..., Em a £ Valtoz6 megfigyelt értékeit,
s Mgy - - -y Mn pedig az m valtozd megfigyelt értékeit, akkor tehat ebben az

esetben £, &,, ..., Em teljesen fiiggetlen és egyforma normalis eloszlasi 2Va,lé—
o Sx—m)
e” 20t ,ha-

szintiségi valtozdk,koézos valdszinliségsiiriiség-fiuggvényik
' ' ' 2n0
sonléképpen %y, My, ..., n egymastdl és a &, valtozdéktdl figgetlen és egy-
forma normaélis eloszldst valészintiségi valtozék, kozos valdszintiségsiiriiség-
(x—rmsg)*®

_;1_ e 20®. és az eldontend$ hipotézis az, hogy fenudll-e
12ro

m, = m, (ez az Ggynevezett »nulla-hipotézis«). Ennek eldontésére szolgil az

. n.»Student«- féle t-préba*; ez abban all, hogy kiszdmitjuk a (€4, &5, ... Em)és.

§1+§2+"'+§m .

figgvényik

. az(ny, T ... 7n) Mintdk kozépértékét, vagyis a £ = - és
ol + st ' b 7 rd re - Vd ’ ’ .
M = MM & Mn mennyiségeket és a két minta szérasnégyzeteit,
vagyis az ’

m , . ) n _
2 (£ : 2 (—m)?
82__k=1 - és 2 k=1
1 m S 2 n

mennyiségeket és ezekbll képezzik a
Vi + m) (msi + ns3)

hanyadost ; kimutathatdé, hogy ¢ » 4+ m— 2 szabadsagi foka . n. »Student«-
féle eloszlassal bir, vagyis valdszinfiség-stlirtiségfiiggvénye

£2> o R 1’(2+2m—*1) 1 .
e Vam+m—2  p (n+m2—2) (l +n.+x72n—2) +';—‘

* Ez a médszer William S. Gosset angol statisztikustol szarmadzik, aki dolgozatait
»Student« iréi 4lnév alatt kozodlte ; ennek oka, amint ezt J. Neyman »First course in
probability and statistics« (Hold. & Co. New York, 1950.) ¢. miivében (331. o.) koézli,
az volt, hogy Gosset az A. Guiness, Son & Co. dublini sérgyar szolgdlataban dllott és
statisztikai vizsgdlatainak eredményeit a sorgyértdsban telhasznéltdk ; a sérgyéros
kivansdga volt, hogy Gosset alnéven irja meg cikkeit azért, hogy a konkurrens sor-
gyarosok ne tudjdk meg abbél, hogy a Guiness-cég egy alkalmazottja matematikai
cikkeket ir, azt, hogy a statisztikai modszereket a sorgyértésban alkalmazni lehet.
Ez ugyanis veszélyeztette volna a dublini sérgyéar iizleti érdekeit.
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- A »Student«féle eloszlésfilggvény tablazatdabdl megallapithaté n és m minden
értékére és barmely megadott P < 1 valdszin(iségi szinthez az a ¢, érték,
amelynél t abszolut értékének P valdszintiséggel kisebbnek kell lennie, ha a
nullahipotézis helytall6. Ha marmost a két mintabdl (1) alapjan kiszamitott:
it;-érték t,-nél nagyobb, Ggy a hipotézist mint valdsziniitlent elvetjiik, ha
viszont t; értéke ¢p-nél kisebb, ugy a hipotézist elfogadjuk.

Ez az eljaras valéban kielégit§ megolddsat szolgiltatja a két minta
Osszehasonlitdsdra vonatkozé problémanak, ha az eljards alkalmazasanak
elifeltételei teljesiilnek. Azonban, ha ezek a feltevések nem teljesiilnek, tehat
ha a szébanforgé mennyiségek eloszldsa nem normalis eloszlas, s6t .nem is
kozelithetd j6l normalis eloszlassal, vagy ha a két eloszlas ugyan normalis,
de szérasaik erlsen eltérnek egymdstdl, vagy pedig, ha a két minta elemei
nem. fiiggetlenek egymadstdl, Ggy a Student-féle préba nem alkalmazhaté.
Igy tehit a Student-féle préba alkalmazdsit alapos statisztikai vizsgdlat-
nak kell megel6znie, amely arra iranyul, hogy eldontse, fennalinak-e azok az
elbfeltételek, amelyek mellett a Student-féle préba alkalmazhaté, és ha ez a
vizsgalat azt mutatja, hogy ezek az el6feltételek nem dllnak fenn, ugy mas
mddszert kell keresni.* ' -

Mivel az emlitett elGfeltételek a gyakorlatban az esetek jelentds részében
nem teljesiilnek, a matematikai statisztika miivelGinek érdeklédése olyan
kritériumok kidolgozésira irdnyult, amelyek altalanosabb feltételek mellett
is alkalmazhaték. Erthet§, hogy kiilonosen olyan médszerek kidolgozasara
torekedtek, amelyek »eloszlasmentesek«, vagyis amelyek érvényessége fiig-
getlen a &y és v; valtozék (a nulla-hipotézis szerint kozos) eloszlasdnak jelle-
gétdl. Ha egy kritérium eloszlasmentes, Ggy ha H(z) tetszéleges szigortan
monoton novekvl fiiggvény, a kritériumnak ugyanazt az eredményt kell
adnia, akdr a (£, &, ... Em) 68 (1, My, . . - Mn), akar pedig a (§], €5, ... Em)
és (my, M3, - - - mp) mintdkat hasonlitjuk ossze, ha &, = H (§;) =1, 2, ... m)
és = H (my) (k= 1,2, ... n). Ilyen médon egy eloszldsmentes kritérium.
nem hasznathat fel csak olyan a £; és my szamok kozotti relacidkat, amelyek
barmely £; = H (§j), nx = H (vy) transzformaciéval szemben invaridnsak.
Marpedig csak azok a relacidk ilyenek, amelyek a £; és 7, szdmok nagysig
szerinti elrendez8désére vonatkoznak. Ennélfogva eloszlasmentes kritériu-
mokat csak a §; és v, mintaelemek kozotti rendezési relacidk segitségével
nyerhetiink. Rendezziik el nagysdg szerint egyetlen noévekvd sorozatha a
€1 € - .. Em 68 My, Mg, ... M szémokat.; ezen m + n szam koziil a nagysag
szerint k-adikat jeloljik {y-val ; a {, szdmok mindegyike egy £;-vel vagy egy
nj-vel egyenl§ ; értelmezziik az g, indexeket a kgvetkezGképpen : ha { a &,
szamok koziil vald, ugy legyen e = 1, ha pedig {; az #; szamok koziil valo,
ugy legyen g, = 0. Szoritkozzunk arra az esetre, amikor a szébanforgéd ¢ és
m valtozék eloszlasfiiggvénye folytonces ; ebben az esetben 0 annak a valé-
szinfisége, hogy a (j szdmsorozatban két egyenl§ szdm forduljon el§ és igy
ezt a lehet8séget, amely az &, szamok értelmezését bizonytalanna tehetné,
figyelmen kiviil hagyhatjuk. : _

Szdmos kritérium ismeretes, amelyik az e szdmok vizegdlata alapjan
donti el, hogy a nulla-hipotézist elfogadjuk, vagy elvessiik. Jelen dolgozat
célja. a legjelentSsebb ilyen médszerek ismertetése és egy jabb kritérium

* Hogy milyen hibdkhoz vezethet a Student-féle proba alkalmazésa olyan ese-
tekben, ahol az nem indokolt, kit{inik pl. az Orvosi Hetilap 1950. évi kotetében
koézolt vitabhol.




felallitasa. Az 1. §-ban az 4. n. Wilcoxon-féle kritériumot targyaljuk és meg-
adjuk annak eloszldsanak és hatdreloszlisinak az irodalombél ismeretesnél
Iényegesen egyszerlibb targyalasit, amely egy Gauss-féle azonossidgon alap-
szik. A Wilcoxon-féle préba abban all, hogy megéallapitjuk, hogy az &, szamok
kozil melyek egyenlSk 1-gyel, vagyis hogy a (£, &, ... £€m) minta elemei a
§i és v szdmok egyesitett (;, ,, ..., {nem sorozatdban mely helyeken
dllnak ; ha e, = &, = ... &, = 1, igy képezziik az

_ U=ri+rg+ -+ 71y

osszeget és ennek nagysdgabdl kovetkeztethetiink arra, hogy a nulla-hipotézis
fenndll-e vagy nem (lasd [1], [2], {3], [4]). A Wilcoxon-féle kritérium jél
hasznilhaté annak eldéntésére, hogy annak valészintisége, hogy & > m,
egyenlé-e 15-el (a nulla-hipotézis esetében ez természetesen teljesiil) vagy
nem. Sok esetben valéban csak erre van sziikség, pl. gy6gyszerek, tap-
szerek, novénytermesztési eljardsok Osszehasonlitisanal: Azonban vannak
esetek, amikor £ és x eloszldsa ugyan kiilonbéznek egymastél, azonban
P (£ > mn)= Y% ; ez az eset all fenn példdul, ha £ és n rormdlis eloszldstak,
vagy mds megegyezd szimmetrikus eloszlastak, és varhaté értékeik egyenldk,
de szérasaik kiilonbozék. Ebben az esetben, amely azért is fontos, mert itt
a Student-féle préba nem alkalmazhaté, a Wilcoxon-féle préba nem ad meg-
bizhaté eredményt. Ugyariis egy préba akkor megbizhaté, ha mind az els6-
“faja, mind a masodfaju hiba valdsziniisége tetszlleges kicsinnyé tehetd ;
elsGfaji hiban értjik azt a tévedési lehetdséget, hogy a nulla-hipotézist a kri-
térium alapjan elvetjiik, annak ellenére, hogy helytallé ; masodfaja hiban
pedig azt a tévedési lehet8séget értjiik, hogy a nulla-hipotézist elfogadjuk,
annak ellenére, hogy nem helytdllé. Marmost egy H, hipotézisre vonatkozé
prébat egy H, a H,-tél kiillonb6zd, lehetséges alternativ hipotézissel szemben
konzisztensnek neveziink, ha az els6faju hiba valdésziniliségét tetszblegesen
_ rogzitve, a masodfaja hiba valdszinlisége a minta elemszamanak novelésével
tetszlleges kicsinnyé tehets. Marmost jelolje F(x) a & valtozd eloszldsfiigg-
vényét, G(x) pedig az m valtozé eloszlasfiiggvényét ; a H, hipotézis legyen
az, hogy G(x) = F(x), a H, hipotézis pedig az, hogy G (x) egy meghataro-
zott, F (x)-szel nem azonos eloszlasfiggvény. A H, hipotézis mellett

3) P(£<m) = [ Flx)dG(x) =
- 1+ 1
= [ F@)dF(x) = 5 | dF*x)=>
—oo = *-'oo ’ 2
mig a H, hipotézis mellett
+ oo
(4) P(E<n) = | Fl)dG(x) =p

értéke G(x)-tol fiigg. A Wilcoxon-prébardl ismeretes (1. [7]), hogy a H, hipo-
tézissel szemben konzisztens, ha a (4) alatti p valészinfiség értéke 3-tél kiilon-
bozik, azonban nem konzisztens, ha p = %, bar G (z) és F (x) nem azoncsak.
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Ilyen mddon felmeriil a probléma : hogyan lehet a Wilcoxon-prébat Ggy
maodositani, hogy barmely alternativ H; hipotézissel szemben konzisztens
legyen. Egy ilyen médositast nemrégiben K. L. Lehmann adott meg. A 2.
§-ban egy masik médositdsit adjuk a Wilcoxon-prébanak, amely a Lehmann-
féle prébahoz hasonld, de valamivel egyszeriibb. A 3. §-ban néhany problémat
vetiink fel. A dolgozat végén kozoljiik a Wilcoxon-féle U-Osszeg eloszldsanak
tablazatat m <L 9 és n < 9-re.

A szébanforgé problémakérnek igen kiterjedt irodalma van. A dolgo-
zatban targyalt kritériumokon kivil a szébanforgé célra szamitdsba jonnek
a két minta eloszlasfiiggvényeinek osszehasonlitasan alapulé kritériumok,
igy elsGsorban N. V. Szmirnov egy kritériuma és annak kiilonboz§ altalanosi-
tdsai,* tovabbd Wald és Wolfowitz egy kritériuma. Az, hogy mikor melyik
préba el6nyssebb, lényegében nyitott kérdés. Erre vonatkozélag a 3. §-ban
tesziink néhdny megjegyzést. :

1. §. A Wilcoxon-féle préba

Legyen (€4, g ---sEm) 68 (my, 7o - .., Mn) két minta ugyanabbol az
F(x) folytonos eloszlasfiiggvényfi statisztikai sokasdghdl (m < n). A két
minta elemeit rendezziik el egyetlen sorozatba nagysag szerint, legyen ez a
sorozat & <& < ... < {nym. Vizsgdljuk meg, hogy ebben a sorozatban
a &1, €9 - - .» £Em szdmok mely helyeket foglaljak el : legyenek ezek a helyek
. az r-edik, r,edik, ... rp-edik, és legyen

(n . U=r+rt+ - Frah

Hatarozzuk meg az U valfszinfiségi valtozé eloszlasdt. Az 7,7, ..., "m

Y, o

jak ; feltevésiink értelmében a &, &y, ..., Emy 71, 7oy - - ., Tn Valtozdk telje-
sen fiiggetlenek és egyforma eloszlastak, ebbdl kévetkezik, hogy az emlitett
kombindciék mind egyenl valészintiséggel fordulhatnak el8. Mivel az emli-

tett kombinaciék szama | T , tehat mindegyik kombinacié valészintisége
m
(m —i—n) és igy
m
Nomsn (k)
9 — I\’ — men
m

ha Np,n (k)-val jeloljitk a k nem-negativegész szamnak k = r, +r, +...+ 7m
1< << .. <<rm<m+ n) alakban valé killonbozd lehetséges eld-
allitasainak a szamat. U eloszldsdnak meghatdrozasat tehit egy szamelméleti
probléméra, mégpedig a »partitio numerorumy egy feladatira vezettiik vissza.
Mivel U minimalis értékét nyilvan akkor veszi fel, har, =k (k= 1,2, ... m)
maximalis értékét pedig, ha r, =n + k(r = 1,2, ... m), tehat

* Lasd ezekre vonatkozolag Juvancz Iréneusz és Liptak Tamdés dolgozatit az AMI
Kozleményeinek I. kotetében
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(+n

m(m + 1)
g LT S ’—T‘— '+' mn .

Célszerii bevezetni az

' ,_m(m £+ 1)

V=U-—35—
véltozét; U’ lehetséges értékei nyilvan 0, 1, 2, ... mn.
Képezzik a

mn .
(3) Ot (z) = 37 N (2D g )

v k=0 2 :
polinomokat. Be fogjuk bizonyitani, hogy .
U St W Rt WP LBt B

" (1—z) 1—2%) ... (1—2m)

Ezt a kovetkezéképpen bizonyithatjuk be : egyszerlien belithatd, hogy

. N mm+ 1) - N
(5) LN @z 2 ym =1 (1 + ya")
m=0 r=1

Ugyanis az (5) jobboldalan 4116 polinomban y™z* egyiitthatéja nyilvan egyenld
a kszamnak k=r +r,+4... 4+ 7m Isn<np<...<rm<N) alakban
valé elallitdsainak szamaval. Masres7t mar Gauss 1smerte a binomialis tétel
kovetkez§ altalinositasat : :

N
(6) I (14 ya') =
r=1
N m(m+1) : '
v 2 {l—xN) (1—aN7Y (I —aN-mY
_mé'()y * (1—z) (1—a) ... (1—2zm)

(6) legegyszertibben N-re vonatkozé teljes indukeiéval igazolhaté. (6) a bino-
mialis tétel dltalanositdsdnak tekinthetd ; ugyanis az x = 1 specidlis esetben
figyelembevéve, hogy

. (1 — xN——k+1)

M gN—key mlime )
(7) lim II (___x_) = lim II x—k_ — (A)

=l g=1 1—zk x=1 =y (t?_) m

’ 1—=x
a (6) azonossag az
(8) TA+y)=Q0Q+yN=)] (m)y’"
r=1 o m=0

osszefiiggésre, vagyis Newton binomialis tételére redukalédik.
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Ilyen médon a
(1 —2N)y 1 —aN-Y ... (1 —aN—m+1

(1—z)1(l—a?) ... (1 —axm)

(9) M (7) =

polinomokat binomiélis egyiitthaté-palinomoknak nevezhetjiik és a binomidlis
egyiitthaték altalanositdsanak tekinthetjik. A fentiekre valé tekintettel nyer-
jik, hogy az U = U — (m}?) valészinliségi valtozé generatorfiiggvénye*

mn

1 . , 1
(10) L Pl =y alies e (Um0

Pt (m ;z n) m

* A (10) osszefiiggésre igen egyszerl, pusztén valdszinliségszamitési meggondo-
ldsokon alapulé bizonyitast adott Dr. ing. J. Hajek (Praga), akinek bizonyitdsit szives
hozzéjérulasaval aldbbiakban kozoljiik : : )

. Valasszuk ki taldlomra az 1, 2, ..., n + m szédmok egy tetszdleges Il - y permuté-
ci6jat, feltéve, hogy az Osszes permutécidk egyenléen valdszinliek. Jelentse Jm n &
I+ ppermutécié inverzi6inak szaméat, akkor J nyilvén valészintségi valtozé. J a kévet-
kezOképpen bonthaté fel: Jmin = Jm 4 Jn + U’, ahol Jp jelenti az 1, 2, ... mszdmok
egymés kozotti inverzidinak szdmdt, J,az m + 1, m + 2, ... m+n szémok egymas
kozotti inverzidinak szdmat, U’ pedig az 1, 2 ... més m + 1, m+ 2, ... m+n
szémsorozatok elemeinek egymaéssal valé inverzidinak szédmdt. Més széval U’ jelenti,
hogy hény olyan (5, k) (f > m, k << m) szdmpar van, hogy j megeldzi k-t, Ilyip-ben.

Vildgos, hogy U’ megegyezik a fentebb definidlt U’ = U -— (}1) -véltozdval.
Koénnyen belathaté tovabba, hogy a Jm, Ja, és U’ véltozok fiiggetlenek egymdstol,
hiszen J, csak az 1, 2,... m szdmoknak egymdshoz képest valé ellielyezkedésétol, Jn
csak az m + 1, m + 2, ..., m + n'szdmoknak egyméshoz képest vald elhelyezkedésé-
t6l, U’ pedig csak az 1, 2, ... m szémoknak az m + 1, m + 2, ..., m + n szdmokhoz
képest valé elhelyezkedésétdl fiigg. Ilyen moédon ha Gumin (), Gm () és Gn (x) jelolik
Im+n, Jm és Jn generitorfuggvényeit és Pm, o (x) jeloli U’ generdtorfuggvényét, gy

Gmin (%) = Gm (&) Cn (@) Prn ().
' m—1
Vizsgaljuk most meg az Jp, valtozot. Jp eléllithato a kovetkezd alakban: Jp = X &me

k-2
ahol &mk jelenti, hogy a k szdm az 1, 2, ... m sorozat hany elemével alkot
inverziot Ilmip-ben. Iy .p-ben az 1, 2, ... m szémok egymaéaskézt egy IIm permutéciot
alkotnak, és ha az 6sszes ITy; ., permutécidk egyforman valdszinlek, ugy az osszes Iy
permutacidk is egyformén valészinliek ; tovabbé a Il permutécié megvalasztdsa ugy
© torténhet, hogy az 1, 2, ... m szdmok mindegyikére vonatkozdlag megadjuk, hogy
IT;-ben hanyadik helyen all. Ha meg van adva, hogy IIp-ben az 1, 2, ... k szémok
hényadik helyen allnak, gy &m2, &ms, ... £mk:1 nem figgnek ezen helyek indexeitél,
csak attél, hogy az 1, 2, ... k szémok rendre melyik.helyet foglaljék el a k hely kozil.
Ezzel szemben &n, ¢+ nem fugg ettél, csak az emlitett indexektSl. Ilyen moédon Em k-
fiiggetlen a &2, &mg,... Emy valtozoktdl, (b = 2,3,... m— 1) ésigy a Em2, Em3oes Emm
valtozok teljesen fiiggetlenek. Azt is konnyen belathatjuk, hogy &n k+ya 0,1,2,..., k
értékeket egyenlé valdszinliséggel veszi fel, és igy &m, «-1 generatorfiiggvénye

1 1—zk+! (L-—a) (1 —22) ... (1 —am)
k41 l1—=zx m ! (1 —x)m
— e _pn e (] — g2 __pm4n
=(1 z) (1 —a?) ... (1 x)éSGme-n($)=(1 2z} (1 —2?) ... (1 —amth)
- n! (1—zx)n (m + n)! (1 —az)yntn

Gm:n () _ 1 c
G (@) Cn @ — ("37)

. Ennélfogva G (x) = tovabba Gp(x) ==

, tehat

(";,‘I; m) (1‘) s

Pm,n (x) =

amit' bizonyitani akartunk.
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Az U’ viltozé generatorfuggvenve segitségével kiszdmithatjuk U’ var-
haté értékét és szorasit :

(13) : MUy =""
2
és :
(14) D (U) = an (m 1};71 +1)

M (U’) és D (U’) egyébként elemi titon 1s'meghatarozhatok a kovetkezd meg-

gondoldssal. Legyen g; = 1, ha vj < £, 6s & = 0, ha r, > §i; akkor konnyen
belathatd, hogy

4

m Ht
(15) =3 X e
i=1 j=1

vagyis U’ egyenlé azon (§i,#;) parok szadmdval, melyekre »; < &;. Mivel

1
M (eyj) = > te_hé-t (15)-b6] MU) = on, (15) alapjan meghatdrozhaté U’

A-

szlrasa is.

U’ genemtorfuggvenyenek ismeretében koénnyen meghatiarozhatjuk U’
hatareloszlasat is. Legyen

.

(16) pr= UMW) 2
D(U’) ]/mn (m4+n—1)

12

az U’ viltozé standardizalasaval nyert valtozd, és szamitsuk ki U* karakte-
risztikus fiiggvényét, amelyet pm n (t)-vel jelolink, vagyis
(17) Fmon(t) =M (e"'U*).

(10) segitségével kénnyen kovetkezik,* hogy
- [ t
m 8 ((m +n + l—k)%_)
(18) Fmn (f) = ll : -
. ket

s (k 55)
ahol ¢ =D(U’) és A
(1Y) _ S (x) = sinzx

* A @m n (t) karakterisztikus figgvénynek ez a kifejezése megtaldlhaté mar D.
van Dantzig [6] dolgozatdban.
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Felhasznilva azt a tényt, hogy

. 2
(20) S(x):l——%——{—o(x“) ha = 0,
Y

kovetkezik, hogy

12
(21) ¢ lim @pmn, () = e 2.
m— oo
ti— oo
eloszldsa a normalis eloszlashoz konvergal :
. . 1 x _u?
(22) lim P ((U* <<z) = j e 2 du
m— oo l/'_
fi— 00 . T
—_—0

és igy U* eloszldsa m és n nagy értékeire kozelitGleg normadlisnak vehetd.

Itt jegyezzitk meg, hogy azt a tényt, hogy U (ill. U*) hatarértékben
normalis eloszldsa, el@szor H. B. Mann és D. R. Whitney bizonyitottak be [4]."
Az § bizonyitdsuk a momentum-moédszeren alapszik és meglehetisen bonyo- -

lult, emellett csak arra az esetre vonatkozik, amikor % korlatos.

A @m,n () karakterisztikus fiiggvény explicit kifejezése alapjin meg-
becsiilhetd U* eloszlasanak a normalis -eloszlastdl vald eltérése is; ezzel a
kérdéssel itt nem foglalkozunk.

A Wilcoxon-féle préba alkalmazisa ezek utdn semmi nehézségbe nem
iitkozik, ugyanis ha egy tetsz6leges megadott 1-hez kozeli P valdszinfiségi
szintet irunk el8, adott m és n mellett meghatarozhatjuk azokat az u, és u,
hatdrokat, melyekre P (u; < U < u,) = P és ha a vizsgalt mintdbél szamitott
U érték u, és u, kozé esik, ugy elfogadjuk az F (x) = G () hipotézist, ha pedig
nem, agy elvetjiik. A mondottak értelmében, ha m és n nagy szamok, agy

+i u?

PASUS +1)= i_je_Tdu
1[2:1'

és igy a P valdszinliségi szinthez tartozé hatdrok U-ra nézve

m(m +n—+ 1) ; mn (m +n + 1)

2 P 12

SU< m{m +n -+ 1) _*_};\Pv'mn(m—}—n—{—l)
2 12
.
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ahol Ap értékét Ggy hatdrozzuk meg, hogy

1 e m )
— Je 2 du=2P .
‘/27[ : .

legyen. Ha m és n értékei kicsinyek, tgy a dolgozat végén kozolt tabldzatbol
hatérozzuk meg u, és u, értékét. .

Mint emlitettiik, a Wilcoxon-féle proba esak olyan alternativ hipotézi-
sekkel szemben konnsztens “amelyek szerint ¢ -eloszlasfiiggvénye F(x),
és 1 eloszlasfiggvénye olyan' G(x) fuggvény; amelyre nézve

O T N T T T Y

400 .
P <8)= [G@dF@ #

2O [ =

Ilyen médon a Wilcoxon-féle préba tulajdonképpen nem is a G(x) = F(z),

hanem az ennél kevesebbet kivané P (v < £) =5 hipotézis ellendrzésére

S5
e

ST IR WETW SY, TR  AEN g ¥ ﬁtﬁm‘fﬁ‘\“ﬁ"_’?‘“f?”:}ﬂ”f':mr T TSP .,,?\"‘_‘ A Braias, g3 Mm

w
»l

szolgal, és erre a célra teljesen meg is felel, ennél tébbet azonban nem var-

’

hatunk téle. Ezt plauzibilissé teszi az, hogy EU; nem m4as, mint a 7 <¢

.

esemény relativ gyakorisiga egy mn (egymadstSl nem figgetlen) kisérlethdt
allé kisérletsorozatban. Természetszeriileg felmeriil az a gondolat, hogy az

m = n esetben a P (1 < §) ——-% hipotézist tgy ellendrizziik, hogy egyszertien

megszamoljuk, hogy az M < §x (k=1,2, n) egyenlGtlenségek koziil
hany teljesiil, vagyis az (n < §) esemény relativ gyakonsaga‘o n fiiggetlen
kisérlethdl 4llo kisérletsorozatban vizsgaljuk. Ez az d. n. rel8jel-prébag,
amelyet J. Arbuthnot mar 1710-ben alkalmazott [11]. Ez esetben a relativ

gyakorisdg szérisa -}lf* , mig a Wilcoxon-féle eljarasndl az n = m esetben
2i{n

7 ) ‘
—L? Szorasa V nt ]—N ! —. A Wilcoxon-féle préba szérasa tehat
w 1222 Ven  2,4)n
ez. esetben 0,83-adrésze az el§jel-préba szérasdnak. A Wilcoxon-féle eljaras
elénye tehat nem jelent6s. Ha n nagy m-hez képest, gy a szdrasok aranya
valamivel javul és lecsokken kozel 0,57-re. Ha ugyanis n > m és csak fiiggetlen
kisérleteket engediink meg, ugy az 77,, T - o T szamok koziil csak az els6
m darabot tartjuk meg ésa n, < £, (k= 1, 2, ..., m) egyenlStlenségek koziil
vizsgdljuk meg, hogy hany teljesil és llyen modon informéciét vesztiink.

2. §. A Wilcoxon-féle priba jam'tdsw

- A Wilcoxon-féle préba, mint lattuk, abban &ll, hogy megszamo]]uk
hogy az r; < § i egyenlotlensegek kozil hany teljesiil, ha 4 végigfut az 1, 2,
m szémokon és j az 1,2, ..., n szdmokon. Ehelyett most v1z<ga]]uk meg,
hogy az w; < £i, M < {,—“,- egyenlc’itlenség-pérok kozll hany teljesiil, ha 7 és

1
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k 44 végigfutnak az 1, 2, ..., n szimokon, ¢ pedig az 1, 2, ..., m szdmo-
kon ; ezt a szdmot jelsljik W;-el. Hasonléképpen vizsgiljuk meg, hogy a
En < mj, i < 7y egyenlStlenség-pirok koziil hany teljesiil, ha h és ¢ =k az
1, 2, ..., mszamokon, és j az 1, 2, ..., n szdmokon fut végig ; ezt a szdmot
jeloljik W,-vel. Legyen tovabbd

0 o Ve W

mly) »(3)

Meghatirozva azt a (W, W,) intervallumot, amelybe W értékének P valészini-
séggel esni kell, ha az F(x) = G(z) hipotézis teljesiil, egy kritériumot nye-
riimk az F(x) = G(x) hipotézisre, ha a kovetkezoképpen jarunk el : a nulla-
hipotézist elfogadjuk, vagy elvetjik aszerint, hogy a két mintabél szamitott

W érték az emlitett (w,, w,) intervallumba beleesik vagy nem. Ezt a prébat a
rovidség kedvéért W-prébanak nevezziik. Mivel m(g) az Osszes (nj, M, €i)

. . ;o m . " . , , ‘
szamharmasok szama, n ( 2) pedig az dsszes (£x, €1, ;) szdmharmasok szdma,

W nem més, mint ‘az 1 < §, ¥ < § egyenlGtlenségek egyiittes bekovetkezé-
sében 4116 4 esemény és az ) < £, 1 < £’ egyenldtlenségek egyiittes bekovet-
kezésében 4llé B esemény relativ gyakorisigainak osszege, ahol £ és £ fiig-
getlen és ugyanazon F(x) eloszlasfiiggvényli valdszinfiségi valtozok, n és 7/
pedig egymastél az £ és £ valészinfiségi valtozoktdl fiiggetlen és ugyanazon
G(x) eloszlasfiiggvényli valdsziniiségi valtozék. Mivel

+OO
e) P(4)= [ ¢*@)dF ()
€3 §
4 o0
3) P(B)= j F2(x) dG(x)
tehat
0 ~ o ‘
"M(W)=P(4)+P(B) = f F(x)dG(x) + j @(x) dF ().
Ha F(zx) = G(z), Ggy nyilvan
(5) _OL FX(x) dG(z) = _L @) dF(e) = _L dFz) = -
és igy ’
. 2
6 vy — 2.
(6) M) =~
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A W mennyiség értékének vizsgilata alapjan tehat az

+ 400 5
(7) o FXx)dG(z) + | G(x)dF(x) =.§

hipotézist lehet ellendrizni, ugyanigy, ahogyan a Wilcoxon-féle prébaval az

-+ 00
(8) J G)dF(z) =

o0

Lo | =

hipotézist lehet ellendrizni. A kiilonbség abban 4ll, hogy mig (8)-bél nem
kovetkezik @(x) = F(x), addig (7)-b6l kovetkezik, hogy G (z)= F (z).
Ugyanis parcidlis integralassal belathat6, hogy :

(9) + oo oo
j GXx)dF(x) =1 — j F(z) dG?*(x) = 1—2 +j F(x) G(x) dG(x)
és igy
(10)5 dG’ —I— f G¥x)dF(x) = T\ (F*(x) — 2F(z) G(z)) dG(x) + 1

Mivel tovabbi

(1) L] @) d6(a) =:§
tehat .
(12) * e 2 _ "7 :
y Pia)dG() + | @) dF@)1— = | (F@)— G@)] d6)
(12)-b6l azonban kovetkezik, hogy ha
-+ 00 + 00 o
(13) J F@)da@) + § G)dFE) =
akkor? ' ‘
+00 o
(14) § (F2)— G(2))2dG(z) = 0

(14) viszont azt jelenti, hogy F(x) = G(z), kivéve esetleg olyan nyilt inter-
vallumok belsejét, melyekben G(x) allandé ; mivel az emlitett intervallumok
végpontjaiban F(z) = G(x), tehit egy ilyen intervallum belsejében is fenn
kell dllni az F(x) = G(x)osszefiiggésnek, tekintve hogy G(x) és F(x) monoton
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nem-csokkend fiiggvények. Tehat ha (14) teljesiil, Ggy F(x) = G(x). Ha tehata
W-prébaval (13) fennallasat ellendrizziik, ezzel egyben a nulla-hipotézist
ellendrizziik.

Ezen meggondolasbél kovetkezik, hogy a W-préba minden G(x) % F(z)
alternativ hipotézissel szemben konzisztens. Ennek bizonyitdsit itt nem rész-
letezziik, mivel az lényegében megegyezik E. L. Lehmann bizonyitdsival
(1. [7]) arra vonatkozélag, hogy az altala megadott eljards minden G(z) Z F(x)
alternativ hipotézissel szemben konzisztens. Csak vazoljuk ennek a blzonyl-
tasndk a gondolatmenetét. Bebizonyithatd, hogy ha n— co és m — oo, B

D2 (W) — 0, tekintet nélkiil arra, hogy F(z) = G(x) vagy (x)SEGx)
Méarmost a W-préba abban &ll, hogy adott P valdszin(iségi szinthez megha—
tarozzuk azokat a w; és w, szdmokat, melyekre P (w; < W<u'2) =

A C<ebls,ev-egyenlotlencegbol azonban l\ovetkemk hogy ha n — oo és m — oo,
2

agy wy—> 3 és w, ——>§, ennélfogva, ha F(z) F Gx),4gy M (W)= 1[;&—-

és igy a P(w, < W <w,) valdsziniiség elég nagy n-re 'és'm te kisebb lesz,
mintaP (' — M ()] > ¢) valoszinfiség, hacsak e << IM — ‘—;I és igy 1njbél

|
a Csebisev-egyenlGtlenség szerint  lim P(w, < W < u ) = 0 ; ebbdl azonban

n-—oo
m-—oo

mar kovetkezik, hogy annak a valdszinlisége, hogy Wa W <w, ésw, < W
egyenlotlensegek altal definidlt kritikus tartomanyba essék, l-hez konver-
gal, ha n és m minden hatdron tal! ndnek, -vagyis a W—pr()ba minden, a
nulla-hipotézistdl kilonbozs alternativ hipotézissel szemben konzisztens.

A Lebmann-féle proba a kévetkezd : megvizsgiljuk, nogy a

En<Mjp <l En<mjy 68 E<<7Mje

négy egyenlStlenség hany, az 1, 2, ... m szdmok koziil kivalasztott (i, 7y,
ésaz 1, 2, ... nszamok koziil kivalasztott (5, j,) kombinacié esetében teljesiil
egyidejiileg; ezenesetek szdmat jeloljiikk L,-gyel; hasonléképpen meghatdroz-
zuk, hogy a

§i1 >"f)i1,- §i2>7]j1; é:ll >'77j2, §i2>'77j2

négy egyenlStlenség hany esetben teljesiil egyidejiileg; ezt a szdmot jeloljik
Ly-vel és képezziik az

(15) L = _él_ﬂi
) )

hanyadost. Meghatdrozva azt az (I, 1) intervallumot, amelybe L érté-
kének P valésziniiséggel esnie kell, ha a G(z) = F(x) nulla-hipotézis teljesiil,
a nulla-hipotézist elfogadjuk, vagy elvetjiilk aszerint, hogy a két mintabél
szamitott L-érték az (I;, L,) intervallumba beleesik, vagy nem.

Azt, hogy a Lehmann féle kritérium minden alternativ Gx)Z F (x)
hipo‘renbsel szemben konzisztens, a kovetkezOképpen lathatjuk be: a

Lehmann-féle eljaras tulajdonképpen annak ellendrzését jelenti, hogy
fennill-e az .

+ oo +.00
(16) § G) A —F@)dF(x)+ [ F2)(1—G@)dGx) = -



egyenl6ség. Mivel azonban (16) baloldala a kévetkezGképren alakithaté 4t :

+ o0 400
§ G¥x) (1= F(x))dF(x) + [ Fix)(1—G(x)dG(z) =
:To Gx) dF(x) + To F2(z) dG(x) — %

-~

tehat (16) ekvivalens (13)-mal és igy a G(z) = F(x) hipotézissel.

A mi eljarasunk egyszer(ibb Lehmann-énal, mivel egyenl&tlenség-parok
teljesiilésének ellendrzésén alapszik 4—4 egyenl&tlenség ellenérzése helyett.
, Visszatérve a fent megadott kritériumra, jegyezzikk meg, hogy W a

kovetkezdképpen fejezhetd ki explicit alakban : jelentsék 7y, 7y, ..., rm azoknak
a helyeknek a sorszamait a (£, &g ..., Em) 68 (M, My - -+, Mn) Mintdk ele-
meinek egyesitett és nagysag szerint rendezett sorozatiban, ahol a £, &,,

..., £x mintaelemek allnak és s, s,, . . ., sn azoknak a helyeknek a sorszdmait,
ahol az w1y, 1, ..., n mintaelemek allnak. Akkor
- ' mor—k
(%) | =5y
k=1
€8
(1% W= 3 (") -
¢ 2 = ¢ *
=1t 2
Ennélfogva
& re—Fk C 'sj—j' .
£ 507
(19) . W= + .

nG) )

Latjuk, hogy a W mennyiség ugyanugy fiigg az r, mint az sj szamoktél: a
W-prébanal egyik minta sincsen kitiintetve,

3. §. Néhdny tovdbbi probléma

Befejezésiil néhany megoldatlan problémat emlitiink meg.
Kivinatos volna a W-préba elméletének részletesehb megvizsgalasa
W pontos eloszlasanak, hatdreloszlisanak és a hatdreloszlashoz valé konver-
gencidja sebességének vizsgilata, tovdbbd a W-préba és a Lehmann-féle .
proba osszehasonlitisa. A Wilcoxon-féle prébat jabban tobben kiterjesz-
tették kett6nél tobb minta dsszehasonlitdsdra is ; itt csak utalunk Rijkoort [8]
vizsgalataira. Kivdnatos volna ugyanezt a W-préba esetében is elvégezni.
\ A Wilcoxon-féle préba rerejét« alterhativ hipotézisekkel szemben, nor- -
malis eloszlast valtozdk esetére wvan der Waart [9] és van der Waerden [10]
vizsgdltak meg. Hasonlé vizsgdlatok elvégzése a W-préba esetében is kiva-
‘natos volna. Erdekes volna megvizsgilni, hogy a két minta Gsszehasonlitdséra
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vonatkozé kiilsubsz8 prébik mennyire érzékenyek arra mézve, ha a minta
elemei nem pontosan vannak megadva, hanem bizonyos mérési hibakkal eltor-
zitva. Ebbsl a szempontbdl 6ssze kellene hasonlitani a Wilcoxon-, a W- és az
L-prébat Wald és Wolfouitz [5] prébajaval. Teljesen nyitott kérdés tobb-
dimenziés eloszldsckbdl vett mintak Osszehasonlitdsanak kérdése, pedig a
probléma a gyakorlatban fel szokott meriilni. Még az az eset sincsen meg-
vizsgalva, amikor példdul a valtozék lehetséges értékei egy zart sikgorbén
(pl. koron) fekszenek ésigy csak a minta elemeinek ciklikus sorrendje adhaté
meg.

Ezeket a problémikat ennak dokumentilasira emlitettiik meg, hogy
a két minta Osszehasonlitdsanak problémakére tavolrdl sincs még kelld mér-
tékben feltarva és e téren még sok nyitott probléma var akutatékra. A probléma
gyakorlati jelent8sége kivanatossa teszi, hogy Intézetiink e kerdesekkel beha-
téan foglalkozzék.

Mellékeljiik a Wilcoxon-féle préba hasznalatdahoz szukseges tablaza-
tokat arra az esetre, ha a két minta elemszama 3 és 9 kozé esik. Ezeket a
tablazatokat Kdsa Andrds IV. éves alkalmazott matematikus hallgaté készi-
tette az Intézetiinkben toltstt szakmai gyakoriata idején. A tablazatokat
Varga Ottoné ellendrizte. Gondos munkajukért eziton is koszénetet mondok:
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HOBBIE KPHUTEPMM CPABHEHHUA [OBYX BbIBOPOK
A. Penbu
Peswome .

Pa6oTa 3aHumaeTcsi KpuTeprem BHIBKOKCOHA M AaeT HEKOTOPYI0 MOAUPHKALMIO BTOrO
KPUTEPHS!, KOTOpasl SIBJASETCS KOH3UCTEHTHOW OTHOCUTENbHO BCSIKOH ajJbTepPHATUBHON THIO-
Tesbl, U KOTopas Gosiee nipocTa, uem mopobuasi moaudukaims, npuraanexamas E. J1. Jiemany.
Coo6iaemnlit B pabore KpMTepHﬂ, COCTOMT B CJIEAYIOIIEM : /ISl PEIUEHUsI NpoGiembl, npoHc-
xopat nu BuGopku (&, &, ... &m) ¥ (), Ms, ... Nn) M3 CTATUCTHYECKUX COBOKYMHOCTEH C
OAMHaKOBbIMU pacnpeuenemmmn 06o3Haynm wepes W, uuc0, NOKa3bIBaloLIee CKOJbKO ¥3
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wiap HepaBeHCTB 717 < &, Nk << &i GYAET BLINONHATHCS, €CJM j U k mpoGerator uucna 1,2, ..,

n,ai — yucna 1,2,... m. CoorBercTBeHHO, 0G03Hauum uepe3 W, uucna nokaswiBawoiiee
CKOQJIbKO U3 nap uepapeHcTB & < 1;-M §k <C 9); BBHIMOJIHEHO T/e j u k npoGeraor yucna 1,2 . ..
W
1

n,al —uucnal, 2, ... n; Jlanee paccmaTpuBaeTcsi BolparkeHue W = TN + '“‘2m_’
m(3) 2y
OIIpENEJISTIOTCA FPAHULLL A 1 ﬁ, MEWY KOTOPBLIMHU BEJIMYMHA W nosmKHa HaXOAUTHCA apy pad-
JINYHBIX Hanepen 3agaHHBLIX YPOBHSIX BEPOSITHOCTEH, €CAM FUIOTE3a BLIIOJHAETCS.
KpuTepuit COCTOUT B TOM, YTO €ciu @ << W < § runore3a npuHumaercsi. Eciu Hepa-
BEHCTBO HEBEPHO, TO FHIIOTe3a OTGPAaCHBAETCS.
Ecmt F(x) 1 G(x) - QyHKUMH pacnpeeseHHss B3aWMHO HE3ABHCHMBIX CNy4aiHBIX
€eauaH &k COOTBETCTBEHHO 7k M F(X) = G(x) 10 lim P(a < W< f)] = | T. e. KpuTeput KOH3U-
n,m—oo
CTEHTEH OTHOCUTENBLHO BCAKOH aNbTEPHATHBHON TMIOTE3H.. JTO CJEAYeT M3 TOro, 4TO, €Clu
F(x) u G(x) pyHkuuu pacnpepeneHusi, 1o

oo

| Peodoe + GFE > 2

—00

4 PABEHCTBO MMEET MECTO TONBKG B ciaydae F(x)= G(x).

NEUE KRITERIEN ZUM VERGLEICH ZWEIER STICHPROBEN
A. RENYI

Zusammenfassung

Der Aufsatz behandelt den Wilcoxonschen Test und liefert eine Modifikatiomn: _
desselben, die gegeniiber jeder alternativen Hypothese konsistent, ausserdem einfacher-
ist, als die von E. L. Lekmann stammende und dhnliche Eigenschaften besitzende:
Abéanderung.

Das in der Abhandlung geléste Problem ist folgendes :

Zur Entscheidung der Frage, ob die Stichproben (&, &,, ... ém)und (1, 1y, . . . W)
aus Grundgesamteinheiten gleicher Verteilung stammen, wird abgezihlt, wie viele der
'[In(fleichungpaare 7y < &, ne < & erfillt sind, wo § und k die Zahlen 1,2, ...7n, un
und i die Zahlen 1, 2, ... m durchlaufen ; die Anzahl sei mit W, bezeichnet. Auf @hnliche
Weise wird abgezihlt, wie viele von den Ungleichungpaaren & < #; und & < #; erfillt.

sind, wo § und k die Zahlen 1,2,... n, und i die Zahlen 1,2,... m durchlaufen ;
diese Anzahl sei mit W, bezeichnet. Wir bilden nun den Ausdruck
w_ Vi W

2 2

und bestimmen die Grenzen a und B, zwischen denen im Falle der Erfiillung der Hypo-
these der Wert von W bei vorgeschriebenem Wahrscheinlichkeitsniveau liegen muss.
Unser Kriterium besteht darin, dass wir die Hypothese im Falle a < W < § annehmen
sonst verwerfen.

Ist F(x) die Verteilungsfunktion der wunabhiéingigen Zufallsverénderlichen
&k und @ (x) die Verteilungsfunktion der Zufallsveridnderlichen 7y, gilt ferner F(x)Z G(x),.
so gilt

lim Pla<W < f)=1

r—oo

m-—o0

somit ist also die Probe gegeniiber jeder alternativen Hypothese konsistent. Dies folgt-
daraus, dass wenn F(z) und G(x) Verteilungsfunktionen sind,

+o0 +-o0 .
[ rwasw + [ e armz 2

—o00

wi Gleichheit nur im Falle G(x) = F(x) stattfindet.
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TABLAZAT
a Wilcoxon féle préba hasznélatihoz*

n=3

k|53 it pm pn '"‘Z s "l

0 | 0,05000 | 002857 | 0,01786 | 0,01190 | 0,00833 | 0,00606 | 0,00455
1 10000 05714 03571 02381 01667 01212 | 00909
2 20000 11429 07143 04762 03333 02424 01818
3| 35000 20000 12500 08333 05833 04242 03183
4 50000 31429 19643 13095 09167 06667 05000
5 65000 42857 28571 19048 13333 09697 07273
i) 80000 57143 39286 27381 19167 13939 10455
7 90000 68571 50000 36714 25833 18788 14091
8 95000 80000 60714 45238 33333 24848 18636
9 | 1,00000 88571 71429 54762 41667 31515 24091
10 94286 80357 64286 50000 38788 30000
11 97143 87500 72619 58333 | 46061 36364
12 1,00000 92857 80952 66667 53939 43182
13 96429 86905 74167 61212 50000
14 98214 91667 80833 68485 56818
15 1,00000 95238 86667 75151 63636
16 97619 90833 81212 70000
17 98810 94167 86061 75909
18 1,00000 96667 90303 81364
19 98333 93333 85909
20 99167 95758 89545
21 1,00000 97576 92727
22 98788 95000
23 09394 96818
24 1,0000¢ | 98182
25 ' ; 99001
26 99545
27 : 1,00000

*A tablazat a P (U’ < k) valdszinlségeket tartalmawzza (k= 0,1, ... m n)
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n=4

K i v g p fio ot
o | 001429 0,00794 0,00476 0,00303 0,00202 0,00140
1 | . 02857 01587 00952 00606 00404 00280
2 | 05714 03175 01905 01212 00808 00559
3 | § 10000 05556 03333 02121 01414 00979
4 17143 09524 05714 03636 02424 01678
5 | . 24286 14286 08571 05455 03636 02517
6 34286 20635 12857 08182 05455 03776
7 44286 27778 17619 11515 07677 05315
8 I 55714 36508 23809 15757 10707 07413
9 65714 45238 30476 20606 14141 09930
, 10 75714 54762 38095 26364 18384 13007
11 82857 63492 45714 32424 23030 16503
12 90000 72222 54286 39394 28485 20699
13 94286 79365 61904 46364 34141 25175
14 97143 85714 69524 53636 40404 30210
15 98571 90476 76190 60606 46667 35524
16 1,00000 94444 82381 65756 - 53333 41259
17 96825 87143 73636 59596 46993
18 .. 98413 91428 79394 65859 53007
19 99206 94286 84242 71515 58741
" 20 1,00000 96667 88485 76970 64475
21 98095 91818 81616 69790
22 | 99048 94545 85859 74825
23 |1 99524 96363 89293 79301
24 | 1,00000 97878 92323 83496
bas | : : 98788 94545 86993
26 | | i i 99394 96364 90070
27 | | o i 99697 97576 92587
28 | : : 1,00000 98586 94685
AR ‘ | 99192 96224
30 || ' f 99596 97482
31| i f 99798 98322
32 |1 . : g 1,00000 99021
;38 99440
3 || j . 99720
35 | | 99860
1,00000

560

-

7Y
[~




n=>5

m=5 m=6 m=7 m=8 ‘m=9
k n=>5 n=>5 n=5 n=5 E n=5
0 0,00397 0,00216 0,00126 0,0078 0,00050
1 00794 00433 00253 00155 . 00100
2 01587 00866 00505 00311 i 00200
3 02778 01515 00884 00544 i 00350
4 04762 02597 01515 00932 i 00599
5 07540 04113 02399 01476 | 00949
6 11111 06277 03662 02253 i 01449
7 15476 08874 05303 03263 { 02098
8 21032 12338 07449 04662 02997
9 27381 16450 10101 06371 | 04146
10 34524 21429 13384 08547 | © 05594
11 42036 26840 17172 11111 107343
12 50000 33117 21591 14219 i 09491
13 57936 39610 26515 17716 . 11988
14 65476 46537 31944 21756 14885
15 72619 53463 37753 26185 18182
16 78968 60390 43813 31080 21878
17 84524 66883 50000 36208 25924
18 88889 73160 56187 41647 30320
19 92460 78571 62247 47164 . 34965
20 95238 83550 68056 52836 § 39860
21 97292 87662 73485 58353 © 44905
22 98413 91125 78409 63792 50000
23 99206 93732 82828 68920 . 55095
24 99603 95887 86616 73815 ' 60140
25 1,00000 97403 89899 78244 65035
26 98485 92551 82284 69680
27 99134 94697 85781 74076
28 99567 06338 88889 78122
29 99783 97601 91453 81818
30 «  1,000000 98485 93629 } 85115
31 99116 95338 | 88012
32 99495 96737 i © 90509
33 99748 97747 92657
34 99874 98524 ’ 94406
35 1,00000 99068 | 95854
36 99456 ‘ 97003
37 99689 | 97902
38 99845 | 98551
39 999922 | 99051
40 1,00000 | 99401
41 i 99650
42 | 99800
43 99900
44 1 99950
45 1,00000
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n==6

262,

2
3

pil
6
7

9
10
11
12
13
14
i5
16
Y7
18
19
20
21

23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
43
34
35
a6
37
48
49
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53

HT

0,00108
00216
00433
00758
01299
02056
03247
04654
06602
08983
12013
15476
19697
24242
29437
34957
40909
46861
53139
59091
65043
70563
757568
80303
84524
87987
91017
93398

05346 -

96753
97944
- 98701
99242
99567
99784
99892
1,00000

m=7 m=8 m=9
n=6 =6 Ne=

0,00058 0,00033 0,00020
00117 00067 00040
00233 00133 00080
00408 00233 00140
00699 00400 00240
01107 00633 00380
01748 00999 00599
02564 01465 00879
03671 02131 01279
05070 02946 01798
06876 04063 02478
09033 05395 03317
11713 07093 04396
14744 09058 05674
18298 11422 07233
22261 14119 09051
26690 17249 11189
31410 20679 13607
36538 24542 16384
41783 28638 19421
47261 33100 22797
52739 37729 26434
58217 42591 30350
63462 47486 34446
68590 52514 38781
73310 57409 43197
77739 62271 47732
81702 66900 52268
85256 71362 56803
88287 75458 61219
90967 79321 65554
93124 82751 69650
94930 85881 73566
96329 88578 77203
97436 90942 80579
98252 92907 83616
98893 94605 86394
99301 95937 88811
99592 97036 90949
99767 97869 92767
99883 98535 91326
- 09942 99001 95604
£,00000 99367 96683
99600 97522

99767 98202

99867 98721

99933 99121

99967 99401

1,00000 99620

99760

99860

99920

99960

99980

1,00000




I p pst S s 1 fo
0 | 000020 | 0,00016 | 000000 | 33 | 087034 | 0,73209 | 0,58147
1 00058 00031 00017 34 89569 76830 62115
2 00117 00062 00035 35 91753 80155 65970
3 00204 00109 00061 36 93590 83217 69677
4 00350 00186 00105 37 95134 85952 73199
5 0055 00295 00166 38 | _ 96358 88407 76512
6 00874 00466 | 00262 39 97348 | 90536 79607
7 01311 00699 00393 40 98106 | 92401 82447
8 01894 01026 00577 | 41 98689 93970 85044
9 02652 01445 00822 42 99126 95307 87386
10 03642 02005 01145 43 99446 96395 89475
11 04866 02704 | 01556 44 99650 97298 91311
12 06410 03605 | 02089 45 99796 97995 92919
13 08246 04693 . 02745 46 99883 | 98555 . 94292
14 10431 06030 03558 % 47 99941 98974 { 95463
15 12966 07599 04537 || 48 99970 99301 i 96442
16 15880 09464 05708 || 49 | 1,00000 | 99534 | 97255
17 19143 11593 07080 || 50 99705 | 97911
18 22786 14048 08689 | 51 99813 ! 98444
19 26748 16783 10524 i 52 " 90801 98855
20 31002 19845 12614 || 53 | 99938 99178
21 35519 23170 14956 || 54 99969 | 99423
22 40239 26791 17552 % 55 . 99984 99607
23 45076 30629 20393 | 56 | 1,00000 = 99738
24 50000 34716 23488 | 57 | 0835
25 54924 38943 26801 | 58 | 99895
26 59761 43326 30323 | 59 ; 99939
27 84481 47754 34030 i 60 1 99965
28 68998 52245 37885 i 61 99985
29 73252 56674 41853 62 99991
30 77214 61057 45909 63 1,00000
31 80857 65284 50000
32 84120 69371 54090 |
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e —— e T T e
n=23_8

K i s - g
.0 0,00008 0,00004 37 | 071313 0,55582
1 00016 00008 38 | 7 74732 59260
.2 00031 00016 39 77910 62851
3 00054 00029 40 80886 66351
‘4 00093 00049 41 83590 69708
%5 00148 00078 42 86068 72929
6 00233 00123 43 88275 75965
7 00350 00185 44 90256 78828
8 00521 00276 45 91973 81481
9 00738 00395 46 93481 83937
10 01033 00555 47 94755 86170
1 = 01406 00761 48 95851 88206
12 01896 01032 49 96752 90020
13 02494 01370 50 | 97506 91641
14 03248 01798 51 | 98104 93060
15 04149 02320 52 98594 ; 94303
16 05245 02961 53 98966 ; 95364
17 | 06519 03723 | 54 99262 96277
18 © 08026 04636 | 55 99479 ! 97038
19 09744 05697 56 99650 | 97680
20 11725 06940 57 99767 98202
21 13932 08359 58 99852 98630
22 16410 09979 59 99907 98967
23. 19114 11793 60 99946 99239
24 22090 13830 61 99969 99445
25 25268 16063 62 99984 99605
26 28687 18519 63 99992 99724
27 32269 21172 64 | 1,00000 99815
28 36045 24035 65 99877
29 39922 27071 66 99922
30 43924 30292 67 99951
31 47956 33649 68 99971
32 52043 37149 69 99983
33 56076 40740 70 99992
34 60078 44418 71 99996
35 63955 48128 72 1,00000
36 67731 51872

264




n=29
K e k = )
0 0,00002 42 0,56835
1 00004 43 60191
2 00008 44 63478
3 00014 45 66676
4 00025 46 69759
5 00039 47 72715
6 00062 48 75529
7 00093 49 78186
8 00138 50 80675
9 00200 51 82005
10 00282 52 85134
11 00389 53 87096
12 00531 54 88877
13 00710 55 90488
14 00938 56 . 91925
15 01222 57 93205
16 01573 58 94326
17 01999 59 95304
18 02515 60 96150
19 03126 61 06874
20 03850 62 97485
21 04696 63 98001
22 05675 64 98427
23 06795 65 . 98778
24 08075 66 99062 ~
25 09513 67 99291
26 11121 68 99470
27 12904 69 99611
28 14866 70 99718
29 17005 71 99801
30 19325 72 99862
31 21814 73 99908
32 24471 74 99938
33 27985 75 99961
34 30241 76 99975
35 33324 77 99986
36 36521 78 99992
37 39808 79 99996
38 43165 80 99998
39 46571 81 1,00000
40 50000
41 53429
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