MERESI EREDMENYEK PONTATLANSAGANAK HATASA
HISZTOGRAMM FELVETELENEL

VINCZE ISTVAN
Osszefoglalds

A cikk azzal a kérdéssel foglalkozik, hogy ha valamely eloszldsbdl vett minta
elemeit — hisztogramm felvétele céljabél — osztdlyokba soroljuk, milyen hatédssal van
a mérési bizonytalansdg az egyes osztdlyokhoz tartozé relativ gyakorisdgokra. Iel-
tételezziitk, hogy a mérési eredményekhez olyan hiba adddik, amely figgetlen magé-
tél a mérés eredményétol.

Ha f(z) jeldli a tényleges mérési eredmények eloszlasdnak stirliségfiiggvényét, mig
a hiba eloszldsénak slirlségfiiggvénye g(x) (0 véarhato ériékkel és s széréssal), akkor
az emlitett relativ hibéra a (3) becslést nyerjitk ; itt e és J jelentését az (1) Gsszefiiggés
adja. Ha a hiba eloszldsa szimmetrikus, akkor a (2) egyenlStlenség érvényes.

A dolgozat tovabbi részében két specidlis esetet vizsgdl, mindkettSben f(z)
normélis, mig g(x) norm lis, ill. egyenletes eloszlas siirliségfiggvénye; végil egy
gyakorlatban eléfordult numerikus példat, ahol a mérési eredmény tapasztalati eloszlasa
elméletileg ismeretlen jellegli, mig a mérési hiba eloszldsa egyenletes.

f

.n_ 2

— 1. Gyakori eset, hogy valészinliségsilirtiség-fiiggvények hisztogramm
atjan valé megkozelitésénél a mérési eredmények leolvasisa maga is bizonyos
pontatlansiggal torténik. fgy pl. golyék torési szildrdsaganak vizsgalatandl
az egyik eljards csupan egy legfeljebb 50 kg-os bizonytalansiggal adja az
egyes darabokra nézve az eredményt, vagyis ha a torési szilardsag pontos
értéke z, akkor tapasztalat szerint emnél a mérési eljardsnil az (x — 50,
x 4 50) intervallumban barmely értéket egyenld valészinfiséggel olvashatunk
le. Egy ilyen szélsGséges esettd] eltekintve is a mérési eljarasnal a leolvasés
altaldban hib4val jar, amely gyakori esetben normélis, vagy ahhoz kozeldllé
eloszldst kovet. Az aldbbiakban a mérés eredményét és a leolvasis bizony-
talansiga altal okozott hibat mint valészinfiségi valtozékat egymastdl fiig-
getleneknek tételezziik fel. Meggondolésaink tehat alkalmazhaték mindazon
esetekben, amikor e fiiggetlenségi feltétel teljesiil. Vannak olyan esetek is,
amikor a mérési hiba névekszik a mért mennyiséggel, azonban legtobbszor
a fiiggetlenségi feltevés teljesiil, mint azt a tapasztalat felhozott példdnk
esetében is mutatja.

A hisztogramm felvételénél marmost a valtoz6 értékének szdmbavehetd
kozét intervallumokra osztjuk és megallapitjuk az egyes intervallumokba es
mérési eredmények szdmat. Kérdés, az emlitett bizonytalansdg milyen mér-
tékben torzitja az egyes intervallumokban a relativ gyakorisigot, vagyis az
illet§ intervallumba es6 mérési eredmények varhaté szamanak és az Osszes
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mérési eredmények szamanak hdnyadosit. — E kérdés jelentdséggel birhat
pl. akkor, ha a x2 médszert alkalmazzuk, amikor is az egy-egy intervallumba
es6 mérések szamdara megbizhaté gyakorisdg-érték sziikséges.

Az aldbbiakban bizonyos feltételek mellett megallapitjuk azt az elté-
rést, amely valamely intervallumba es6 tényleges gyakorisig és a mérési
bizonytalansdg kovetkeztében mutatkozé gyakorisidg vérhaté értékei kozott
fennall, majd megbecsiiljiik ennek és a tényleges gyakorisignak a hanya-
dosdt, misszéval az értékek leolvasdsinak bizonytalansdga kovetkeztében
fellép8 relativ hibat.

A szerepld meunnyiségek elméleti értékek és a konkrét szamolds ezek-
nek a mennyiségeknek az adatokbdl térténd megbecslése Gtjan vihetd keresztiil,
ami elegend6 nagyszamt mérésnél jé kozelitésnek tekinthetd.*

2. Jelentse a ¢ valdsziniiségi valtozé valamely mérés eredményét,
jelentse tovabba az v valésziniiségi valtozé a mérési eredmény leolvasasénak
hibajat. Ekkor a mérés altalunk észlelt eredménye & + . Legyenek § és n
fiiggetlenek, és jeloljik ¢ siirliségfiiggvényét f(x)-szel, amely legyen kétszer
differencidlhaté, az » sfirtiségfiiggvénye g(x), varhat6 értéke 0, szdrasa s.
Tekintsiik tovabba azt a (— &, ¢) (5 > 0) intervallumot a 0 koriil, amelyben
az 7 valtozé értékeit 1 — & valdszinfiséggel veszi fel, vagyis legyen

[
(1) { gx)yde =1—e.
—0

Fenti jeloléseinkkel a & + x siirfiségfiiggvénye

h(z) = § He—y)gly)dy.

Tegylik most fel, hogy N szdma értéket mériink, amelyek valamely (a p)
intervallumban helyezkednek el és osszuk fel az (a, b) intervallumot (pl.
ekvidisztans) részintervallumokra. Egy ilyen részintervallum legyen (a, 8),
amelybe essék a N koziil ténylegesen — vagyis £-re nézve — n szAmi mérési

eredmény, mig a leolvasott értékek — vagyis & 4+ n értékeinek — szima
,egyen n’. Ekkor a relativ gyakorisigok varhaté értékei a kovetkezdk :
. 8
n
M|—|=p={ fx)d
(¥) == i@
n' B
M (_) =P = | hz)de.
N «

* A kérdést gyakorlati feladat kapesan Kollir Kdroly vetette fel ; az itt térgyalt
altalanosabb probléméat Rényi Alfréd fogalmazta meg.
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A relativ gyakorisagok eltérésének varhaté értéke

ﬁ oo
P—p={ (J le—)—i@)] g0 dy)de. \

o

Bontsuk ezt a kifejezést harom részre a kovetkezé mddon :

s , -6
P—p=1(§ Ue—y—f=)]g) dy)dx+

oo

B

+ 1§ He—pn—i@lgw dy)dw +
a o
B 8

+ 1 (L Ua—p—1@) g dy) de.

Ha most az f(z) slrliségfiiggvény maximuméat m-el jeloljiik, akkor (1)-re val6
tekintettel az els6 két integral egyiittes értéke abszolut értékben legfeljebb
m(f—a)s

A harmadik tag megbecslésére fejtsiik az f(z — y) fliggvényt hatvany-
sorba y szerint :

fa—y) = f@)— o' @ + L 16)

" ahol a* valamely alkalmasan vilasztott érték az (@ — |y}, « + ly|) inter-
vallumban. Ekkor

o
.\;s [f(x—y)—f(x) ] 9(y) dy =
1 o
= f(x) {~y9ly) dy + Ef”(w*) _,Yﬁ y* 9(y) dy

Ttt mindenesetre

§ y?gly) dy < s*
—o

és

[~

§ yg(y)dy‘ gl § yg(y)dy! +’ fyg dy | <sle
—0 o —co
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és felirhatjuk P relativ hibdjira a kovetkezd becslést :

(2) f—-}_;——’i <P femax f@) +
- 1
+sl/e max i (@) + 55* max ')l 1.
(a—8: B +0) = (a-6:8+08)

Ha az 7 eloszlas szimmetrikus, akkor

[

{ ygtyydy =0
—6

és egyenlitlenségink a kovetkez§ egyszer(ibb alakot olti :

@) PP P fomax f@) £l max |f @),
P P < (a—brar )

Megjegyezziik, hogy figyelemmel kell lenni a P relativ gyakorisig sz6-
PU—P)

rasra is, ami és ami N novelésével tetszolegesen kicsinnyé tehetd.

3. Rényi Alfréd jegyezte meg, hogy eredményiink alkalmazhaté abban
az esetben is, ha az elkévetett hiba ardnyos a mérési eredmény nagysigaval :
m = €7/, ahol az 7’ valtozé fiiggetlen a mérés hibamentes ¢ eredményétil.
Ekkor a mérés végs§ eredménye £ - £y = £ (1 4+ 7').  Meggondolisainkat
ugyanis alkalmazhatjuk a log § + log (1 4 7’) fiiggetlen valdszinfiségi val-
tozdk Gsszegére.

4. Lassuk, hogyan becsiilhets meg konkrét esetben szdmszertien a relativ
hiba, illetve hogyan tehet6 a gyakorlati kovetelményeknek megfelelGen
kicsinnyé.

Ki kell indulnunk mindenekel6tt az alapintervallum valamely feloszt4-
sabél. Ez lehet egyenld hosszlisdgi intervallumok vélasztisa, de megjegyez-
ziik, hogy a fenti egyenl6tlenség is utal arra — amit mas meggondolasbdl is
kovetkeztetni szoktak, — hogy ahol kis valdszintiségli intervallumok Iépné-
nek fel (vagyis a gyakorlati esetekben a széls§ intervallumok), ezek hosszab-
bakra vilasztanddk, ami dltal p értéke nem valik talsdgosan kicsinnyé. Az
intervallumok megvélasztédsa utan p értéke P-vel becsiilhets, amivel tulajdon-
képen az elkovetett hibat a tapasztalati relativ gyakorisdghoz viszonyitjuk,
s ennek kell§ kicsiny volta ugyancsak megnyugtat6 a felvetett kérdés szem-
pontjabol.

Az |f ()| és |[f"(x)] maximuménak megbecslése dltalaban kétféle médon
torténhet. Ha ismerjiitk az eloszlas jellegét, akkor elméleti meggondoldsokbdél
a tapasztalati paraméterekkel nyerhetiink becslést ; igy pl. ha tudjuk, hogy
normalis, vagy ahhoz kozelesé eloszlésrél van sz, akkor az dtlag és a tapasz-
talati szérés segitségével ez a becslés kénnyen elvégezhetd. Ha elSttiink isme-
retlen eloszlassal allunk szemben, akkor a sfirliségfiiggvény els6 kézelitésének
tekinthetjiik azt a fiiggvényt, amely az egyes intervallumok kozéppontjiban

k

a —P— értéket veszi fel. Itt x, (k = 0,1, 2, ... r)jelsli az intervallumok
Lhp1— Tk
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oszt6épontjait, Py, a relativ gyakorisig megfelel§ tapasztalati értékét az (zy, xx+1)
intervallumban, és pl. f"(x) értékei kiozelesnek a kiovetkezd értékhez :

Pyiy— 2P + Py,
(Try1— %0)?

(3)

feltéve, hogy itt a szomszédos kozoket egyenld hossztsaghaknak vilasztottuk.
A gyakorlatban eléfordulé eseteknél a sfirfiségfiiggvény gorbiiletének tulsi-
gosan gyors megvaltozdsival nem kell szdmolni,s igy az ily médon kapott
érték tajékoztat f” (x) nagysigrendje feldl.

Az aldbbiakban megvizsgljuk azt az esetet, amikor v normadlis, majd
amikor egyenletes eloszlast kovet. Az elz8 eset a gyakorlatban leginkabb eld-
fordulé, mig az utébbira vonatkozé alabbi eredményiink megnyugtaté clyan
szélsGséges esetek szempontjabél, amilyet bevezetésiinkben emlitettiink. Mind-
két esetben £-t normdlis eloszldstinak valasztjuk. Végiil egy, a gyakorlatban
el6fordult példat ismertetiink, ahol az eloszlas normalist6l kulénbozd, ismeret-
len jellegfi.

5. Legyen £ normalis eloszldsti 0 véarhaté értékkel és o szérdssal, 7
ugyancsak normadlis eloszldsti 0 varhaté értékkel és s szérassal. Tekintsiink
ezret meg nem haladé mérési eredményt, amelyek — ha s kicsiny o-hoz
képest, ami a térgyalt probléma gyakorlati vonatkozésa szempontjabdl elss-
sorban bir érdekességgel — nagy valészinfiséggel a (— 3 o, + 3 o) inter-

vallumba esnek ; osszuk ezt fel 12 egyenkéntg hosszisdgh intervallumra.
2 i B sl
Ekkor

B— o = Typy— Tk =§, kE=0,1,2,...11.

Valasszuk &-t 3 s-nek, ekkor &= 0,0027 ; tekintsiitk tovibba azt az
esetet, amikor a leolvasdsi hiba szérdsidnak hatszorosa egy egész intervallumot.
tesz ki: 6s= %.

Ha (2’) formuldnk segitségével meghatdrozzuk a P relativ gyakorisigok
viszonylagos hibdinak becslését a 12 intervallumra a kovetkezs értéket.
kapjuk (itt % jelenti balr6l kezdve az intervallum sorszdmat):

A relativ hiba
3 kiscbb, mint
1 és 12 0,146
2 és 11 0,094
: 3 és 10 0,019
. 4¢és 9 0,009
5é6s 8 0,007
6é 7 0,009

Az els6 és utolsé intervallumra kapott 14,6%,-os relativ hiba nem jelentGs,
tekintettel arra, hogy az ide es§ értékek szdma a gyakorlatban nem haladja
meg a 10-et.
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Megjegyezziik, hogy ebben az esetben kozvetlen (és valamivel pontosabb)
becslést kapunk, ha figyelembe vesszilk a £ + v sfir(iségfiiggvényét, ami
normalis eloszlasrdl 1évén szé :

h(x)

1

- V2r (02 +s2)

x2

e - 2(o2+s2)°

6. Tekintsiik most azt az esetet, amikor ¢ eloszldsa normalis, mig =
eloszlisa egyenletes. Legyen ) siirliségfiiggvénye

0, ha z L xy— o
1
2% ha xg—6 <<z <2y + 8

g(x)

0, ha z,— 6 <.

02 b
Ekkor s = 3 Valasszuk most 2 6-t egy teljes intervallum hossztisdgunak :

8

26 = 5 Ebben az esetben & = 0.

Kiszamitva az egyes intervallumokban a relativ hibdkra a (2’) egyenl6t-

lenségbdl kaphaté becsléseket, a kovetkezd tablazatot irhatjuk fel :

-~

A relativ hiba
kisebb, mint

és 12
és 11
és 10
9
és 8
és 7

DT WD
s
®

0,103
0,051
0,022
0,010
0,010
0,015

7. Csapagygolyék tordszilardsdgara végzett Ssszesen 271 mérés az alabbi
tablazatban feltiintetett eredményeket szolgaltatta. Tapasztalat szerint a
mérési eljardsnal a valddi értéktél szamitva 4 50 kg-ig minden érték leol-
vasdsa egyenl$ valdszintiséggel el6forduthat. Az értékek csoportositisandl a

kozok hosszat 500 kg-nak valasztottuk.

V4
Az osztalykozok Tordszildrdsag Az értékek Az értékek
sorszama 1 Ogrgg}fian gyakorisdga gy;okl(l)lrtiis‘;ga .
1 20 —25 3 0,0111
2 25,1-—30 2 0,0074
3 30,1—35 14 0,0516
4 35,1—40 20 0,0738 |
5 40,1-—45 18 0,0664
6 45,1—50 41 0,1513
7 50,1—55 71 0,2620
8 55,1—60 45 0,1661
9 60,1—65 36 0,1328
10 65,170 20 0,0738
11 70,1—75 1 0,0037
271 1,0000
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A (2’) formula alkalmazdsanal oy .1 —x, =5, 6 = 0,5, s% = 0,083. Ha az f"(x)-re
nézve a (3) alatt megjelslt kozelitést hasznédljuk, akkor azt taldljuk, hogy
az 1--10-ig terjed§ intervallumokban a relativ gyakorisigok viszonylagos
hibajanak nagysigrendje 19, mig a 11. intervallumban 49,. Ilyen médon a
leolvasasi hiba ellenére az értékek itt megvilasztott osztalyba soroldsa és
az elgyles osztdlyokban kapott gyakorisagok tovabbi felhasznilisa teljesen
indokolt.

BJIUAHUE HETOYHOCTU PE3VYJIbTATOB HW3MEPEHUN IPHU
MOCTPOEHVH T'MCTOTPAMM

U. Buuue
Pesmome

CraTest paccMaTpHBaeT BOMIPOC, Kakoe BJIMSHHE OKA3biBAET HETOYHOCTb M3MEPEHHsT Ha
YacTOTh! TPYNN, NPH TPYAMMPOBKE 3JEMEHTOB BHIOOPKM C LIEbI0 HOCTPOEHHSI TUCTOIPAMM,
B3ATBHIX U3 HEKOTOPOro pacnpenenenus? Ilpeamonaraem, 9To NOFPEIIHOCTL  [0JY4aOINAACH
PU M3MEPEHHSIMM HE 3aBHCMT OT CaMOT0 pe3ynbTaTa U3MEPEHHMId.

Ecan f(x) 0603HavaeT NAOTHOCTb pacnpepesieHusT PaKTHYECKUX Pe3yIbTaTOB U3MEPEeHHUIA,
KOTa INIOTHOCTb PAaCHpPENENEHHsT NMOTPEINHOCTH — g(X), CO cpemHum 3HayeHuem 0 u Aucnep-
CHeit S TO OTHOCUTENILHO YIOMSTHYTOH NOTPEeIMHOCTH MOJy4aeM OUeHKYy (3); 31eCb 3HayeHHe
e u 0 naercsi saBucumoctoio (1.). .

Ecnn pacnpeneneHue MOTPEINHOCTH SIBISIETCS] CHMMETPHYHBIM, TO HMEET MECTO Hepa-
BEHCTBO (2). -

B panbHelinem paboTa 3aHUMAETCsT ABYMSI CIIEUMAIBLHBIME Clyyasmu. B 060uX cnyuasx
pacnpenenenue f(x) AiBnsercsl HOPMANbHLIM, a pacnpenenenne g(x) HOPMANBLHBIM HIH PaBHO-
MepHBIM. B 3aKiouenne paccmMaTpuBaeTCst OMH, — B3ATHIA M3 NMPaKTHMKH — NPUMEP, TAE Xap-
aKTep pacnpeneneHusi f(X) HEM3BECTEH, a pacnpenejieHne g(x) ABIAETCA PABHOMEDHBIM.

DIE WIRKUNG DER FEHLER VON MESSERGEBNISSEN
BEI DER AUFNAHME EINES HISTOGRAMMS

ST. VINCZE
Zusammenfassuig

Die Elemente einer Stichprobe seien zwecks Aufnahme eines Histogrammes
in Klassen eingeteilt. Dann wird untersucht, welche Wirkung die Messungenauigkeit
auf die zu den einzelnen Klassen gehorigen relativen Héufigkeiten hat. Es wird angenom-
men, dass zu den Messergebnissen ein von ihnen unabhéngiger Fehler hinzu-
kommt.

Es bezeichne j(x) die Dichtefunktion der richtigen Messergebnisse ; die Dichte-
funktion des Fehlers mit dem Mittelwert 0 und Streuung s sei mit g(x) bezeichnet. Wir
erhalten fiir den obenerwihnten relativen Fehler die Abschitzung (3), wobei die Bedeutung
von ¢ und ¢ aus (1) abgelesen werden kann. Ist die Verteilungsfunktion des Fehlers
symmetrisch, so gilt die Ungleichung (2).

Im Weiteren werden zwei Spezialfille behandelt. f(x) ist in beiden Fillen die
Dichtefunktion der normalen Verteilung, g(x) ist in einem Falle die Dichtefunktion
der normalen Verteilung, im anderen Falle die Dichtefunktion der Gleichverteilung.

Zum Schluss wird ein numerisches Beispiel aus der Praxis berechnet : f(z)
ist eine empirische Verteilung, wiihrend g(x) die Dichtefunktion der Gleichverteilung.
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