A SELEJTARANY BAYES-FELE VALOSZINUSEGI HATARAIRA
VONATKOZO DUALITASI ELVROL

SARKADI KAROLY
Osszefoglalds

A cikk Stesnhaus [6] és Oderfeld ([3], [5]) cikkeihez kapesolédik. Ezek a cikkek -
kritika tdrgyavé teszik azt az 4lldspontot, hogy a Bayes-szabaly alkalmazésin alapulé
médszert ki kell rekeszteni a matematikai statisztikai moédszerek kozil. Rémutaetnak
arra, hogy a Bayes-szabdly alkalmazdsa sok esetben ugyanarra az eredményre vezet,
mint & megbizhatdésig elvén alapulé médszer. Az Oderferd emlitett. cikkeiben targyalt
dualitési elv is egy ilyen jellegli megéllapitdst mond ki, a selejtvizsgélatra vonatkozdan.
A szerzd itt ezt a dualitdsi elvet altalanosﬂqa a hlpergeometrlkuq, polihipergeometrikus,
polinomidlis és Poisson-eloszlds esetére. .

Bevezetés

J. Oderfeld tobb munkijaban (lasd pl. [3] és [4]) foglalkozik azzal a
kérdéssel, hogy adott mintavételi eljaras eredményébdl hogyan allapithaték
meg adott valésziniiséggel a tétel selejtaranydanak hatdrai, Ezeket a hatarokat
retrospektiv paramétereknek nevezziik szemben az altalanosan hasznalt pros-
pektiv paraméterekkel, amelyek ismertnek feltételezett selejtarany esetére
adnak tajékoztatdst a mintavételi eljards. eredményére nézve. Oderfeld [3]
munkdjaban kimutatja, hogy a retrospektiv paraméterek meghatdrozasa a
priori egyenletes eloszlas feltevése mellett visszavezethet§ a prospektivekére.
Oderfeld ezt az eredményt dualitas elvének neverzi.

A dualités elvének gyakorlati jelentGségét jol megvilagitjak Steinhaus [6]
és Oderfeld ([3], [4]). Ismeretes, hogy a matematikai statisztika alkalmazdsé-
ban az adott megbizhatésaga konfidencia-intervallum J. Neymantdl szarmazoé
mddszere (a prospektiv médszer) szinte teljesen kiszoritotta a Bayes-tétel
alkalmazasan alapulé (retrospektiv) mddszert. Ennek az az oka, hogy a
retrospektiv problémara szabatos valaszt csak akkor lehet adni, ha az a priori
eloszlas ismert. Ezen feliil olyan esetekben, amikor a meghatirozandé meny-
nyiség nem valészindiségi valtozd, hanem allandé szam, akkor a priori eloszlis-
rol egyaltalaban, elvileg nem lehet beszélni, ilyen esetekben tehat csak Neyman
moédszere alkalmazhatd. A selejtarany esetében azonban nem ez a helyzet,
azt joggal tekinthetjik valészintiségi valtozénak, viszont az a priori eloszlas
altaldban nem ismeretes. A régebben helyesnek tekintett Bayes-szabaly sze-
rint abban az esetben, ha az a priori eloszlds nem ismeretes, a priori egyen-
letes eloszlassal kell dolgoznunk. Ez nyilvinvalé onkényesség és joggal kifo-
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gésolhaté. Ezzel szemben a prospektiv kérdésre mindig szabatos valaszt
tudunk adni. :

Steinhaus és Oderfeld emlitett cikkeikben ramutatnak arra, hogy ennek
ellenére a prospektiv mdédszer sem mentes az Onkényességt6l. A mdédszer
exakt feleletet ad egy bizonyos kérdésre, de az snkényességet azzal kiveti
el, hogy nem az eredetileg feltett kérdésre vilaszol. Miutdn a mintat mindig
azért veszik, hogy abbdl a tételre kovetkeztetést vonjanak le, igy a minta-
vétel alkalmébdl a retrospektiv kérdés természetes mdédon meriil fel. Mint-
hogy tehat a prospektiv mdédszer sem mentes az onkényességtSl, nem lehet
azt egyediil helyes médszernek tekinteni.

A prospektiv médszer nem koriiltekintd alkalmazasa éppen gy okozhat
hibat, mint a retrospektiv mdédszeré. Az alternativ mintavételnél a gyakorlati
szakemberek, kiilonosen az atvevs, rendszerint a retrospektiv kérdést szoktik
feltenni : ha az » elemii mintaban k selejtes darabot taldltam, milyen hatdrok
kozott lehet a tétel selejtaranya? A modern mdédszer szerint erre a kérdésre
nem szabad kézvetleniil valaszt adni, hanem meg kell adni azokat a selejt-
ardnyhatarokat, amelyeknél a mintavételi eljairds mar majdnem biztosan
elfogadassal, illetve elutasitdssal végz8dik. A gyakorlati szakember igy kény-
telen ezzel a valasszal beérni és nem teljesen megnyugodva ugyan, de t6bb-
nyire gy hasznalja fel a megadott selejtaranyokat, mintha azokat az eredeti
kérdésre kapta volna valaszul.

Az emlitett dualitasi elvbdl tudjuk, hogy a priori egyenletes eloszlis
feltevése mellett — hacsak » nem nagyon kicsi — a retrospektiv paraméterek
igen kozel megegyeznek a prospektivekkel, az egyszeres tervek esetében. A ma-
tematikus tehat a retrospektiv problémit megkeriil6 valaszaval a gya-
korlati szakembert tulajdonképen az a priori egyenletes eloszlds alkalmazd-
sdra készteti. Ez bizonyosan helytelen, mert az a priori egyenletes eloszlis
dltaldban tavolrdl sem egyezik meg a valésaggal.

A dualitasi elv gyakorlati jelentGsége kettds: egyrészt ramutat erre a
hibara, amely a mintavételi gyakorlatban s{irtin elfordul, mésrészt lehet&vé
teszi mdédszer kidolgozasat ennek a hibanak a kikiiszébo6lésére. Ez a mdédszer
— Oderfeld a priori béta eloszldson alapulé médszere — nem 6nkényes a priori
eloszlassal dolgozik, hanem az elmult dtvételek tapasztalatai alapjin 4lla-
pitja meg az a priori eloszldst.

A jelen értekezés 1—5. pontja a dualitési elv kiterjesztésével foglalkozik.
Léatni fogjuk, hogy az igaz akkor is, ha nem tételezziik fel a minta selejt--
. ardnyanak binomialis eloszlasat, hanem a véges tétel esetén valésidgban fenn-
all6 hipergeometrikus eloszlist vessziik figyelembe. Megmutatjuk tovabba,
hogy dualitdsi elv allithaté fel akkor is, ha egyszerfi alternativa helyett t6bb
osztalyozési lehet8ség van, végiil akkor is, ha a folytonos eloszldstt tételben
a hibdk szama Poisson-eloszlast kovet.*

A dualitési elvnek ez a kiterjesztése elvi jelent8ségli, ramutat a tétel
matematikai alapjara.

A 6. pont a dualitdsi elvnek a nem egyenletes a priori eloszlds esetére
valé alkalmazhatiésdganak kérdésével foglalkozik. Oderfeld [3] kimutatta,
hogy a priori béta eloszlis esetére alkalmazhaté a dualitdsi elv s megéllapitja,
hogy az a priori béta eloszlds munkahipotézisiil a gyakorlatban dltaldban meg-
feleld.

* Az ebben a cikkben térgyvalt probléméakat Rényi Alfréd vetette fel.
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Itt latni fogjuk, hogy ha az a priori eloszlds béta-eloszlisok keveréke,
akkor is fenndll a dualitdsi elvnek egy — bar kissé bonyolultabb — formaja.
Ha az osszetevd béta-eloszlasok szdma nem nagy, Ggy az Osszefiiggés gyakor-
lati szempontbdl kezelhetS. Ez azért jelentés, mert eléfordulhat, hogy a
selejtariny tapasztalati eloszlasa béta-eloszldssal nem kowelithetd meg, de
clég jol meg tudjuk kozeliteni két, illetve harom béta-eloszlds keverékével.
{Mint ismeretes, barmely folytonos siirtiségfiiggvénnyel rendelkezé (0, 1) inter-
vallumbeli valészinfiségeloszlias tetszés szerinti mértékben megkozelithets
véges sok béta-eloszlis keverékével.) Felhasznalhatjuk tovabba az eredményt
ugy is, hogy figyelembe vessziik a gyartasi folyamat megvaltozdsdnak a lehe-
tOségét ugy, hogy feltesziink egy eloszldst arra az esetre, ha nem valtozik a
gyartas, egy eloszlast arra az esetre, ha a gydrtds megvaltozik, megbecsiiljiik
a két lehetlség valGsziniliségét, képezzik az ezekkel, mint silyokkal vett
keverék-eloszlast és ezt tekintjiik a priori eloszlasnak.

1. A dualitds elve

A kovetkezdkben azt a mintavételi eredményt, hogy n elemii mintdban
k darab selejtest taldltunk, roviden (k, n) eredménynek fogjuk nevezni. Azt a
mintavételi tervet, amely tgy intézkedik, hogy » elemi{i mintit kell venni,
és a tételt el kell fogadni, ha a mintdban legfeljebb £ selejtes darab van, ellen-
kez§ esetben pedig el kell utasitani, a £|ln jellel jeloljiik.

Legyen 0 <, < By <1; B, 0-hoz, B, 1-hez kizeles6 szam legyen.

Jeloljik R; (k, n)-nel (¢ =1, 2) azt a selejtaranyt, hogy S: legyen annak
a posteriori valésziniisége a (k, ») eredmény alapjan, hogy a tétel selejtardnya
kisebb R; (k, n)-nél. Bzt a két szamot nevezziik a (£, n) eredmény retrospektiv
paraméterének. '

Jeloljiik P; (k|ln)-nel (i = 1, 2) azt a selejtaranyt, amcly mellett a &k n
mintavételi eljards a tételt §; valészintiséggel visszautasitja. Ezt a két P; (k''n)
szamot nevezziik a kin terv prospektiv paramétereinek.

Oderfeld kimutatta, hogy a priori egyenletes eloszlds feltevése mellett

"Ri(k,m) =Pi(klin+1) (=12)

és igy a retrospektiv paraméterek meghatdrozasa visszavezethetl a prospek-
tivekére. A fenti Osszefiiggés bizonyftasa lényegében a

(1) : P(‘; <p[%n=k)= P(’fn-&-lzk‘*‘ 114: p)

osszefiiggés igazolasan alapszik. itt { a selejtarany, x, az » elem{i mintdban
talalt hibas darabok szdma ; k pozitiv egész szam, p 1-nél kisebb pozitiv szdm.
Ez az osszefiiggés méar Castelnuovo valdszinfiségszdmitdsrél sz6lé konyvében
is szerepel [1].

Az (1) Osszefiiggést Oderfeld a Bayes-tétel és az

P i1
n n—I— ])])i(l—f))'l+1—i

(2) [ (n+1) (Z)x"(]—z;)”*" dz = )’ (

"
0 i +1
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azonossag felhasznaldsaval mutatja ki. Az utébbi azonossagot analitikus tton,
integral maradéktagos Taylor-sorral igazolja, Kendall nyoman. Megjegyezziik,
hogy mint ismeretes, a (2) valdsziniiségszamitasi titon is igazolhatd. Igy
tulajdonképpen a (2) azonosszigra nines is sziikség, esak a baloldalon 16v{ kife-
jezés valdszintliségi értelmezésére.

Mint lathatd, Oderfeld feltételezi, hogy a minta darabszdma elhanyagol-
haté kicsiny a tétel darabszamahoz képest, és igy a selejtdarabok szimat a
mintdban binomialis eloszlastnak tekmthet]uk

A kivetkez8kben tehat az (1) dsszefiiggés dltalanositdsaval foglalkozunk,

2. Hipergeometrikus eloszlds

Ha a tétel véges, elemeinek szima N, akkor, mint azt az aldbb bebizo-
nyitjuk, az (1) helyett az aldbbi pontosabb osszefiiggés van érvényben :

) ' " M+
(3) P(C $ xan == k) P {sny1Nan 2 1 ‘ ¢ = I_\:_—Jr_l)

Ttt » inasodik indexe a tétel darabszamat jelzi, amelybdl a mintat
vettik, M egész szdmot jelent, egyébként az el6z8 pontban hasznalt jelslé-
seket alkalmazzuk. Az a priori feltevés természetesen ebben az esetben az,
hogy a selejtarany 0-t6l l-ig birmelyik N nevezdjli tort értékét eg_vforma
valésziniiséggel veheti fel.

Kz az Ssszefiiggés ebben a formaban szerepel méar Simon mindségellen-
Orzési kézikonyvében is [5], azzal, hogy Molina ezt bebizonyitotta. Az idézett
helyen [2] azonban sem a tétel, sem bizonyitdsa nem talalhatd. .

A (3) bebizonyitasa céljabdl elGszér gondoljuk el a kovetkezd modellt :
egy N 4- 1 darabbdl 4ll6 tétel darabjai legyenek 1-t61 N 4 1-ig sorszimmal
ellatva. Vegyiink ki ebb8l egy n - 1 elemfi mintat, s jelentsék &, &, ..., Ens1
a minta elemeinek tételbeli sorszdmait. Meg;egyenuk hogy minta alatt
ebben a cikkben mindig visszatevés nélkiilli mintat értiink. Tehat a jelen
esethen a £-k kozott egyenl6k nem fordulhatnak el§. Rendezziik a &-ket
nagysag szerint s a rendezett minta elemeit jeloljik =, 7, ..., Mnr1-gvel.

Konnyen belathatd, hogy fennall a kivetkezd osszefiiggés :

(4) P i S M A1 sy = €1) == P (uyq iz M 1)

A §, ugyanis sem az eloszlasa szempontjabél, sem az 7.1 definiciéja
szémpontjabol nines kitiintetve a t6bbi ¢ koziil, helyére barmelyiket irhat-
nank, a (4) baloldalin 4llé6 valészinfiség nem véltozik, tehat ugyanakkora,
mint a feltétel nélkiili valésziniiség. '

Bebizonyithaté tovabbd, hogy

- . T 4 J?l/_l—i—].
(5 Py < M + 1) = Plrnapne, Shk+1]¢="2 )
) Mk-+1 “) ( FONYL 2 N+

Elébbi (N -+ 1) elem{i sorszdmozott tételimkben nevezziik az els§
(M + 1)-et selejtesnek, a t5bbit jénak. Hogy ilyen: feltétel mellett a tételbsl
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kihtizott (n + 1) elem{i mintdban legaldbb k + 1 a selejtes, az ugyanazt
jelenti, minthogy a nagysdgszerinti (k 4 1)-ik, legfeljebb (M - 1)-ik sor-
szamu az eredeti tételben, tehat még selejtes. Az (5) két oldala azonban ennek
a két egymassal megegyezl eseménynek a valdszintiségét tiinteti fel. Tehat
az (5) igaz, mert természetes, hogy az (5) jobboldalanak értéke nem fiigg attol,
hogy azt az igy elgondolt tetelre vagy egy tetszlleges, a feltételnek megfeleld
N 41 elemti tételre vonatkoztat]uk

Végiil bebizonyitjuk, hogy

(6) §1SM+1|°’1A+1—51)—P(QS ‘XnN—k)

Hogy a (6)-ot belassuk, tekintsiink ismét egy N 4 1 elemfi sorszamo-
zott tételt és vegyiik ki ebbél taldlomra a §; mintaelemet, s a tételnek maradt
még N eleme. Ebben az N elemi tételben nevezziik a §;-nél kisebb sorszi-
muakat selejteseknek, a tobbit jénak. Eziltal nyertink egy olyan tételt,

amelynek a selejtaranya- 5—13—7 1 0 és 1 kozott barmely N nevezdjfi tort értékét

egyforma valdszintiséggel veheti fel, tehat a priori feltevésiink szerinti. Ezutan
kihtizzuk még az N elemi tételbsl a §,, ..., Ene1 n elemid mintat. Akkor
egyreszt az az esemény, hogy a &, ... En+1 (n + 1) elem mintdban "&£
nagysag szerint a (k + 1)-ik lesz, megegyez1k azzal az eséménnyel, hogy a
£, ... Ent1 n elem mintdban pontosan k darab lesz selejtes, tebat az
q7k+1 =£& esemeny megegyez1k a %xny = k eseménnyel. Masrészt, mivel a

tétel se]e]taranya ’\' —, tehdt az, hogy § < M + 1 azt jelenti, hogy az

4
N elemii tétel selejtaranya { <C ]Z_‘{f A (6) tehit igaz és természetesen igaz marad

akkor is, ha azt nem modell segitségével képzett tételre, hanem tetszGleges
olyan N elemi tételre vonatkoztatjuk, amely az a priori feltevésnek és a fel-
tételnek megfelel. o

A (4), (5) és (6) egyenletekbsl kivetkezik a (3). Ezzel tehat a dualizmus
elvét bebizonyitottuk véges tétel esetére is. Az (1) a (3)-bdl is nyerhetd hatér-
dtmenet segitségével.

A (3) bsszefiiggést még mdés ton is igazoljuk. Ha a Bayes-tételt alkal-
mazzuk, arra jutunk, hogy (3) igazolasihoz a kivetkezd azonossig bizonyi-
tésa quseges '

i=k i=k+1

@ : Nk iy (N — i o N 41
J ‘.Zk (k) (n—k ('714—1)

Ez az azonossig azonban ugyanazt mondja ki, mint az (5) sszefiiggés. Tehat
a (3)-at a Bayes-tétel elkalmazasival és az (5) egyenlet bizonyitasdval is igazol-
hatjuk, a (4)-et és a (6)-ot a Bayes-tétel pétolja.

£ 0T Z 00N
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Ha az Oderfeld altal kovetett utat kovettiik volna, akkor még a (7)-et
is aritmetikai aton kellett volna bizonyitanunk. Ez az Gt igen bonyolultnak
latszik,

A kovetkezd pontokban litni fogjok, hogy fentebbi bizonyitasunknak
az is elénye, hogy kénnyen kiterjeszthetd.

3. Polihipergeometrikus eloszlds

Be fogjuk bizonyitani, hogy ha az egyszerii alternativa helyett altaldban
s+ 1 osztalyoza51 lehetdség van, a dualizmus elve kiterjeszthet§ a kivetkezd
alakban :

r Mz ‘
( (2 58 2 l_y) H {#ran = kf))
r=1 i=1 i=1 =1
(8) s s -
v . ‘ > — M’ _+_1 ‘.
..__P(r.—l—-l (li ®hnts N+s Zi;']_ki_l—r) r'_l__Il (ér - N + s )J

Itt ¢ jelenti a tételben az i-edik osztélyba tartozé elemek részarinyit,
#inn jelenti az N elemii tételbll vett n eleméi mintdban az i-edik osztélyba
tartozé elemek szdmdat. A produktumjel azt jelenti, hogy az utdna 3il6 ese-
mény a futé index mindegyik értékére egyidejiileg fennall,

A (8) a priori Bose—Einstein-eloszlas esetén érvényes, amikor tehat a
tétel barmely s 4 1 osztalyba valé eloszlasa egyenl8en valdszindi,

Most egy N -+ s elemii sorszamozott tételt gondolunk el s ebbdl le(‘bL-
szik a &, &, ... §nts (n 4 8)-eleml mintdt. Legyen

Mm<Me<...<7nts
a §1, 62 <+ EnysbOL, A
7)*1<7)*_< v <'r]‘s‘

a £, £, .« . Esb0] alakitott rendezett minta. Felirhatd, hogy

s r s ‘
P(H ( . < LM[_‘—T)YH (o’)r =77;))= T
. r=1 X kptr i=1 r=1 L‘ki+r
0 - E
=1 {15, < B+

A (9)-et hasonlé médon lathatjuk be, mint a (4)-et. Az n 4 s elemii
minta elsé s eleme nincs kitiintetve, az ¥, ... n*ot képezhetnénk a minta
barmelyik s elemébdl, a (9) baloldala nem valtoz1k tehat nem valtozik meg
akkor sem, ha a feltételt elhagyjuk. :

.
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Tovabba beldthaté a

P'(II (n, < 2M,-+r))~_
r=1 P k‘+’ i=1

i=1
(10) s _ .‘M,-‘*—]- ))

= n+s s k L
(r=1 (le’ o 2 2 +Ir) re=1 (é N +s

i=1 i=1

osszefiiggés érvényessége is, teljesen hasonlé médon, mint az (5)-6, csak most
az N + s elemii tételnek azokat az elemeit teklnt]uk r-edik tulaJdonsaguak-
nak, amelyeknek sorszima

r—1 P
ZZMi—T_T"‘l de gZM,-{—T
i=1 i=1

Végiil a (6)-hoz hasonléan belithaté a

S

r=1 X kytr
i=1 .

(11) (r : (Ms ZM,)

i=

P(JSI (ﬁ,g ZM;—H’)

r=1 i=1

IT (o = K] )

r=1

Osszefiiggésis. Ha az N + s elemf(i tételbdl kivessziik egyelbre a &, €,,... &
s elemii mintdt, a megmaradé elemek egy N elemu tételt alkotnak, Ebben
7- edlk tula]donsagunak tekintjilk azt a 7f — vf; — 1 elemet (itt 70 =0
és "’/s+1 =N 45+ 1 értendG), amelynek eredeti sorszima > »f 1) de
< 17, Eziltal N elemii tételiink eloszlisa Bose—Einstein-féle lesz, vagyis az
a priori feltevéssel megegyez§. Ugyantgy tehdt, mint el6bb az (5)-nel arra
jutunk, hogy ilyen a priori feltevés mellett a (11) all.
A (9), (10) és (11)-b6l kévetkezik a (8).

4. Polinomidlis eloszlds

Ha N végtelenhez tart, a (8) atmegy a

(r=1 (121é $2 PiJ

I [?rn = kr]) =

r=1

(12)

= (H (.Zm,mz Zkf+r)

i=1

I [ér = pr])

r=1
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képletbe. Itt #x,, jelenti az » elemii mintdban talalt r-edik tulajdonsigi elemek
szamat. A (12) akkor &ll, ha a tétel a priori eloszlasa a Bose— Einstein-elosz-
lisnak megfelel§ folytonos eloszlas, az 4. n. intervallum-eloszlds, azaz minden
lehetséges s 4 1 osztalyba valé eloszlas egyforma valoszmﬁseg-surl’iségﬁ

Ebben a pontbana (12)-t kézvetleniil, hatdrdtmenet nélkiil is be fogjuk
bizonyitani.

Most legyenek &, ... €nts a-(0, 1) intervallumban egyenletes eloszlast
fiiggetlen valdszinfiségi valtozék, vy és ¥ értelmezése }egyen ugyanaz, mint
az el6z6 pontban ; itt az -k, ill. 7*-ok kozott egyenldk is lehetnek, de csak
0 valészintiséggel. Felirhatjuk ismét a

(13)

osszefiiggést. A (13) baloldala most sem valtozik meg, -ha 1¥ ... ni-et a
&1y - . En+s sorozat 4tet~sz6leges 8 elemébdl képezzik. Ha kiilonb6z6 kombi-
niciékat vesziink, azigy ad6édé kiilsnbszs feltételek egyméast — 0 valészinti-
ségli kivételtol eltekintve — kizarjak, tehat .a valészinfiség nem valtozik,
ha a feltételt elhagyjuk.

Bebizonyithatjuk tovdbba, hogy

pr Zy@*22“+ﬂ

r=1 li=1

.ﬁmg=mﬂ=

r=1

(14)

P( II(n' <y p,)).
Xkppr 1

r=1 i=1

Annak a valészinfisége ugyanis, hogy barmelyik &; z és z -+ pr kozé essék,
pr, tehdt ugyanaz, mint annak valdszinlisége, hogy az n -+ s elemfi minta
barmely eleme r-edik tulajdonsdgu legyen, ha az r-edik tu]ajdonséghoz tar-

tozé Valoszmuseg Ppr. Az v iszont , hogy a £;-k kéziil a nagysigrendben Z’ ki + r-
=] :

edik 0 esZp, kozé essek azt jelenti, hogy legaldbb Zk + r esik 0 és

i=1 . i=1 .

. .

). pikozés ennek ugyanaz a valészinfisége, mint hogy a felirt feltétel mellett az

i=1

n -+ ¢ elemfi mintaban legalabb 3" ki + r els6 r tulajdonsighoz tartozé elemet
=1

282



talaltunk. Kov etkeatetesunk igaz marad akkor is, ha az r kiillonbozo értékeire
felirt események egyidejli fennalldsit vesszik tekmtetbe fgy tehat a (14)
fennall. Fennall tovabba, hogy _

Zr: < 2 Pi.}

r=1 \i=1 i=1

—p If[y,*/ 2/)]'][(7/f o v,;f))-

r=1 i=1 ’l=111'

| ® '
R _[9{,‘,, = /"r]' =
r=1 o

(15)

Az v} 75, ... vtgal ugyanis definidlhatunk egy olyan tételt, amelynek
eloszlasa intervallum- elosz,as agy, hogy az redik tulajdonsaghoz tartozo
valészintiségnek (n* — x¥ | )-ot tekintjik (itt »F =0 és n¥, = 1). Ebben
az esetben mind asfeltételben 16v8, mind a feltétel el6tt irt események a (15)
bal- és ]obboldalan rendre megegyeznek egymiéssal, tehat a (15) igaz. A (12)
tehat a (13), (14) és (15)-bdl kiovetkezik.

Abban a specidlis esetben, amikor s = 1, eredmenvunk egy 1j b17o-
nyitast ad az (1)-re.

5. Poisson-eloszlas

Az eddigiekben lattuk azt, hogy a dualitdsi elv mind a pontos
. hipergeometrikus eloszlis, mind a kozelité binomialis eloszlas feltételezése
- esetén fennall. Ismeretes azonban hogy a.hipergeometrikus eloszlas bizonyos
esetekben Poisson-eloszlassal is megkozehtheto Vessiik fel tehat azt a kér-
dést, hogy valtozatlanul fennall-e és kozvetleniil igazolhaté-e a dualitdsi elv,
ha feltételezziik azt, hogy a minta selejtes darabjainak szama Poisson-eloszlast
kovet ? Természetesen a hatiritmenet arra vezet, hogy érvényes, ezért a
kozvetlen igazolas lehetdségét vizsgiljuk. .

Megjegyezziik, hogy a gyakorlatban el6fordulhat olyan eset, amikor a
selejtszdm eloszldsdul a Poisson-eloszldst nem a binomidlis eloszlds megkéze-
litéseként tételezziik fel, pl. mlkor szovetbol vesziink bizonyos hosszasagu
mintat. -

Legyen egy bizonyos méreti mintdban » a hibak. szdma, A a hibdk sza-
manak varhaté értéke ugyanolyan méretdi mmtaban Akkor a dualitds elve-
nek erre az esetre felirt alakja -

(16) PO\ <lix=k) =P (k- 1[3 =),

Ha n-et végtelenhez kozelitjiikk ugy, hogy np = 'l legyen, akkor az (1)
dtmegy a (16)-ba. A (16) azonban kézvetleniil is igazolhats. Segédtételiink
felhaszndlasa helyett most a jelen esetben egyszerfibb analitikus utat vélaszt-
juk. A Bayes-formula szerint

. 1k
(17) f k) dl = ,—(;3—‘ S o el
. NS ) (l + )

. — v Yoy

I
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s ez egyszersmind egyenlé annak a valdszinliségével, hogy a (k 4 1)-edik
hiba I és I + dI kozott van. Igy tehat a (17)-et integrilva a (16)-ot kapjuk,
mivel az, bogy a (k - 1)-ik hiba 0 és [ kiozé esik, ugyanazt jelenti, mint hogy
0 és I kozott legalabb & + 1 hiba van. Ezzel tehat a dualités elvét arra az
esetre is igazoltuk, ha a hibdk széma Poisson-eloszlast kovet.

G. Nem egyenletes a priori eloszlds
Ha az a priori eloszlds folytonos siin’isegfuggvenye f(p), akkor a Bayes-
tétel alkalmazasival : :

, | fp f@)at (L —a)nkda

P (¢ <p|’{n:k) =

0
1
{ f(x) x" l—x)" kdx
0

(Itt és a kovetkezSkben adott tételbll kivett - mlnta selejteloszlasat
binomidlisnak tekintjiik.)

Ha az a priori eloszlds diszkrét, a w;, Wy, ... értékeket p, p,, ... valé-
szinfiséggel veszi fel, akkor

3 el (1 —wy)n*
wi<p

©o

2, caw’ (1 — wy)n—k

i=1

P({ < plun=k) =

Kérdés, hogy mely a priori eloszldsok esetére terjeszthetd ki a dualitési
elv ?

Erre a kérdésre itt altalinomsigban vilaszt adni nem tudunk. Ismeretes
azonban Oderfeld eredményébél [1], hogy ha az a priori eloszlis béta-eloszlis,
tehdt ha -

a’ (1 —x)s—r

B(r4+1,s—r—+1)

akkor alkalmazhaté a dualitési elv,. éspedig ekkor

Sy =

(18), P(L<pltn=k) =P (tnyssy Z b+ 7+ 1{ = p).

Megjegyezziik, hogy a béta-eloszlds érdekes kapesolatban van az inter-
vallum-eloszldssal : az el6bbi az utébbibdl ugy szadrmaztathatd, hogy az elsé
r tulajdonsagu elemet selejtesnek, a tobbit jénak tekintjik.

Ennek megfelelen, ha a 4. pontban kozolt bizonyitdst agy médositjuk,
hogy a produktum-jelet elhagyjuk és az r-nek hatérozott értéket tulajdoni-
tunk, a (18)-ra jutunk.
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Az alibbiakban még egy tipusu a priori eloszlast adunk meg, amely
mellett fennall a dualitdsi elv egy alakja. Legyen az a priori eloszlds béta-
eloszlasok keveréke, tehat stirtiségfiiggvénye legyen

afi (1—ax)si—
Hzx) ¢
( xg;: Bri+1,8—r +1)

Ebben az esetben kapjuk, hogy :
P({ <plxn=Fk)=

(19)
o (s l)'w) .
Z o ,,:l*#— ; . P(}(n+si+12-k + ri+ 115:}))
=1 (g —-N;I)(I »;- 7-"
oo ci(s; + 1)(?) | |
=1 (s ‘|‘ n+ 1)(?- i;}

Ha az Osszetevék szama kicsiny, a (19) képlet alkalmas a szdmitésra,
bar nem annyira, mint egyszerii béta-eloszlas esetén, a kész prospektiv para-
méterek felhasznaldsa itt nem lehetséges.
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O TIPUHLIMME OBOMCTBEHHOCTHU I10 OTHOWEHWIO K BEPOATHOCHTbHIM
FPAHULIAM TIPOTIOPLIMM BPAKA, OTIPEAEJISIEMbBIM IO BAHECY

K. Hlapxagu
Pesome

Cratbsa npucoeaunsiercs K cratbsim llreiinxaysa [6] u Oaepdensna(3],[4] . B ynoms-
HYTBIX CTATHAX ABTOPBl KPUTHKYIOT Ty TOUKY 3PEHHSI, COTJIArHO KOTOPOH METON, OCHOBAHHbIH
Ha noctynare Baiieca —, n0/KeH GBITh HCKITIOUEH M3 COBPEMEHHBLIX METONOB MaTEMaTHYECKOH
CTATHCTUKK. YKa3bIBAETCS YTO NPUMEHEHHME IocTynaTa Baiieca BO MHOTHX CAy4asX NpUBOMT
B OCHOBHOM K TEM YK€ Pe3ynbTaTam, KaK METON MOBEPHTEILHBIX TDAHMIL



ot vl

[MpHHUKMD ABOMCTBEHHOCTH M3I0/KEHHBIA B YUOMSIHYThIX CTarsiX Ofepgeifa sABasieTcTs:
pe3yNpTaTOM NOJGGHOr0 THIA, OTHOCHTENBHO MCCIIEA0BaHUs Gpaka. B JaHHOM cTaThe aBTOp
00001IaeT YNOMSAHYTBIH NPUHLMN JBOMCTBEHHOCTH HA Cllyyad THIIEPTEOMETPHYECKOTo,
HOJIMTHNIEPreOMETPHUECKOT0, MOJIMHOMUANBHOTO PacipefeseHi 1 pacupedencHus [lyaccona.

ON THE RULE OF DUALISM CONCERNING THE BAYES’. PROBABILITY
LIMITS OF THE FRACTION DEFECTIVE

K. SARKADI
Sumanary .

This paper departs from the publications of Steinhaus and Oderfeld [6],[31,[4],
in which they criticise the view that the method based on Bayes’ rule must be excluded
from up-to-date mathematical-statistical methods and point out that in many cases -
Bayes’ rule gives the same result as the method of confidence limits. Concerning acceptance
ingpection, astatement of the same character is also expressed in the »rule of dualism« dealt
with in Oderfeld’s papers. Author generalizes this srule of dualism« for the cases of hyper- -
geometric, polyhypergeometric, polynomial and Poisson distributions.
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