OSZTALYKOZOK MEGVALASZTASA MINTAK ELEMEINEK
OSZTALYBASOROLASANAL

SARKADI KAROLY
Osszefoglalds

A szerzé adott f(x) slirliségfiggvénnyel bird eloszldsra nézve kimutatja, hogy
a (3) egyenletrendszer teljestilése sziikséges ahhoz, hogy az osztélybasoroléssal és a pontos
médon kiszamitott kozépérték kozotti eltérés négyzetének véarhatéd értéke miniméblis
legyen. Ha az egyenletrendszernek csak egy megolddsa van, a feltétel elegendé is.
Az ellenkezé esetre ellenpéldat ad. Kimutatja tovédbbé, hogy ha log f(x) konkav, akkor
a megoldas egyértelmii. A normadlis eloszlas esetére a tdblazatot is megadja kiilonbozé
szdmi intervallumokra.

A probléménak csillagiszati vonatkozdsa is van, mert a Smidt-elmélet szerint
a bolygbéknak a Napt6l valo tévolsdgat meghatdrozé egyenletrendszer pontosan meg-
egyezik a (3) egyenletrendszerrel.

1. Ha nagy mintak kozépértékét vagy szdérasat ki akarjuk szamitani,
a szdmitdsok pontos elvégzése az adatck nagy szdma miatt igen nagy munkat
jelent. Ezért ilyenkor az egymashoz kozelesG értékeket ossze szoktuk foglalni
ugy, hogy a szdmegyenest, vagy azt a tartomanyat, amely a valészinfiségi
valtozé lehetséges értékeit magaban foglalja, tobb intervallumnak a kozép-
pontjival (vagy méas meghatdrozott bel¢6 pontjaval) helyettesitjiik, amelybe
az adat esik,

Természetesen, onként felmeriil a kérdés, hogyan legcélszeriibb az inter-
vallumok hatdrait, valamint az egyes meghatarozott pontokat kivalasztani ?

Ebben a dolgozatban ennek a kérdésnek egy specialis valtozatara fogunk
vélaszt adni. A célszerliség alatt azt fogjuk érteni, hogy a mintabeli adat
eltérésének négyzete az Gt helyettesits értéktol mmlmahs legyen. Feltessziik,
hogy az elméleti eloszlasfiiggvényt ismerjiik ; feltessziik azt is, hogy az inter-
vallumok hatarai, és a »helyettesitl« pontok megvilasztisinal egyéb szem-
pontok nem jatszanak kozre.

2. Legyen ¢ folytonos valdsziniiségi valtozd, strliségfiiggvénye f(x),
legyen tovabba

(1) —oo=cy<<ay <oy <Tag<Tey<... <@y <Cpy<axp<oep=
és foglalkozzunk azzal a kérdéssel, hogy adott k esetén a minta kozépérté-

kének kiszamitasa szempontjabél az (1) sorozat tagjainak milyen megvalasz-
tasanal koévetiink el legkisebb hibdt avval, hogy £ helyett mindig azzal az
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a;-vel szamolunk, amelyikkel kozos (¢;—1, ¢;) intervallumban van. Keressiik
az igy szamitott (§ — a;)? véarhaté értékének minimumét ; ez ugyanakkor
lesz minimum, amikor a kozelitéssel és a pontosan kiszédmitott kozép eltérése
négyzetének varhaté értéke. Az utébbi az elébbi varhaté értéknek n-edrésze,
ha n a megfigyelések szama,tekintve, hogy & — a; megfigyelésbél szdrmazé
értékei fiiggetlenek egymadstol.

Tehat vizsgaljuk, hogy

[ @ —ai? f(@) da

| Lo &

k
2)
: f=3 ",
az (1) sorozat tagjainak milyen értékei mellett lesz minimalis.

Analitikus mdédszerrel megallapithatjuk, hogy a (2) alatti kifejezésnek
az értelmezési tartomany olyan bels§ pontjaban lehet csak szélsé értéke,
ahol ; :

£

§ xf(x) da :
@ o (':—l———— sl a; +‘)ai+1
§ @) da :
St (t =2 ns =10

(G=1,2 ..., %)

Hogy lokalis minimum &ltaldban csak ilyen pontban lehet, az elemi aton
is belathato.

Ha f(x)-nek nines azonosan elt{ing szakasza, akkor, ha a (3) egyenlet-
rendszer nem teljesiil, a (2) valamelyik paraméter megvaltoztatasaval mindig
csokkenthets. Espedig ha a baloldali egyenletek koziil pl. az i-edik nem tel-
jesiil, valtoztassuk meg a; értékét gy, hogy teljesiiljon (ez nyilvan mindig
lehetséges és csak egyféleképpen),ezaltal a (2) i-edik tagja csokken, a tobbi
valtozatlan marad. Ha viszont a (2) jobboldali egyenletei koziil valamelyik,
pl. az i-edik nem teljesiil, akkor ¢; értékét valtoztassuk meg tgy, hogy telje-
siiljon s ekkor a (2)-ben az integrdlnak c¢; régi és 0j értéke kozé esd részén az
integrandus csokken. :

Tehat ha f(z) nem t{inik el valamilyen intervallumban, akkor a (3)
szilkséges feltétele annak, hogy a (2) minimélis értéket vegyen fel.

Ha f(z) eltlinik valamilyen szakaszban, akkor a fenti kiovetkeztetés
nyilvin gy médosul, hogy ha van minimum, akkor azt a (2) egy olyan pont-
ban is felveszi, ahol a (3) teljesiil ; de barmelyik ¢; szabadon véltoztathaté
olyan intervallumon beliil, ahol f(z) azonosan 0, a nélkiil, hogy ezaltal a
(2) alatti érték megvaltoznék. ' :

Mivel a (2) osszes paramétereinek folytonos fiiggvénye, van minimuma
vagy az értelmezési tartomany belsejében, vagy annak hataran. Az értel-
mezési tartomanyt az (1) szabja meg ; hatarpontjaira (1) azzal a médositassal
all fenn, hogy egy vagy tobb < jel helyébe egyenldségi jel 1ép. Az értelmezési
tartomany hatarpontjaiban (3) nem allhat fenn ; kénnyen utanaszamolhat-
nank, hogy ez a feltevés arra vezetne, hogy az a; és ¢; szamok mind egyenldk,
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-ami lehetetlen. Tehit az el@bbiek szerint minimum sem lehet hatdrpontban ;
ezek szerint (2)-nek tehat az (1) dltal meghatarozott értelmezési tartoméanyban
van minimuma és azt olyan helyen veszi fel, ahol (3) teljesiil.

Kimutathaté még, hogy az ilyen helyen nemecsak a (2) alatti kifejezés
értéke lesz minimdlis, hanem a pontosan szamitott és az osztalybasoroldssal
szamitott minta kozepertek eltérése négyzetének virhaté értéke. Jeloljikk
a mintaadatokat &, &,, ..., En-nel és legyen ¢; annak az intervallumnak a
sorszdma, amelybe a & esik (=1, 2, ,n), vezessik be tovabba az

;= &5 — ai; jelolést. Az v Va]oszmu&egl valtozok nyilvan egyforma elosz-
lastak és egymastol fuggetlenek, tehat

j=1 j=1 1 n
Ml——— =M )7
i

=1

2 1 n—1
| =M i e,

Az els6 tag a (2) alatti kifejezés ! -szerese. Kz minimalis értékét olyan
helyen veszi fel, ahol a (3) teljesiil. Ugyanakkor azonban a misodik tag is
felveszi mlmmahs értékét. Ugyanis a (3) baloldali egyenleteinek fennalldsa
esetén M (n) = 0, tekintve, hogy r-nak barmelyik intervallumhoz tartozé
feltételes varhato értéke 0. Tehat a fenti ¢ Osszeg masodik tagja llyenkor 0,negativ
pedig sohasem lehet. Igy tehdt az Osszeg is ugyanott veszi fel minimumét,
ahol a (2). , ,

3. A (3) alatti feltételek az (1) alatti értékeket nem mindig hatdrozzak
meg egyértelmiien.

Erre ldssuk az alabbi ellenpéldat :

Legyen k = 2 és

%, ha et <1
fly =1 1 ‘
: 15 ha 1 <l|x) <7

0, ha ] > 7

A ¢, =—1,0,1 értékek mindegyike meghatdrozza (3) egy-egy meg-
oldasat. h arom megoldas koziil a ¢, = 4 1 értékek valéban minimummaé

100
teszik (2)-t ( ), a ¢; = 0-hoz tartoz6 megoldas nem (57—) .

: 4. A kovetkez8kben egy elégséges feltételt adunk arra, hogy (3)-bdl az
ai-k és ci-k egyértelmilien meghatarozhatok legyenek, éspedig bebizonyitjuk,
hogy az elGallitis egyértelmi, ha f(x) a kovetkezd tulajdonsdggal rendel-
kezik :
(4) f(x) vagy mindeniitt pozitiv, vagy egy véges vagy végtelen interval-
lumban pozitiv, masutt 0; és ahol f(x) pozitiv, ott log f(x) konkav.

Megjegyzendd, hogy a (4) feltételnek a normalis eloszlas és tobb fontos
eloszlas eleget tesz. '
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A bizonyitashoz a kovetkezd segédiételre lesz szitkségiink :
Ha az f(x) a (4) feltételnek eleget tevd fiiggvény és v, < v, tovdbba

9

J xf(x) dx
0; = %—_— (Gi=1,2)

O | f(x) da

Yi

dy— 03 = Y2 — Y1

(itt v, — vy = 0 értendG, ha ~, = y; = — co) — akkor, ha §, Véges,
(6) 0p— 0, = vg—ay.

Az egyenl8ségi jel (6)-ban csak abban az esetben 4llhat fenn, ha az
(5)-ben is fennall, vagy ha ~, = v, = — oo, és ezekben az esetekben is csak
akkor, ha log f(z) linearis a (vy,, 6,) intervallumban. Ugyanez a feltétele annak
is, hogy ¢, végtelen lehessen.

Bizonyitds: (4)-re valé tekintettel A > 0 esetén

log f(o,— k) + log f(ap) < log f(a,) + log f(a,— k)
(7) és

log f(ay + k) + log f(ay) = log f(a) + log f(oy + &) .

Mindkét egyenlétlenség abbdl kovetkezik, hogy a konkdv iv minden
pontja a har felett van.

Ha a (7) alatti egyenlGtlenségek koziil az elsGben a jobboldalon a log f(x)
fiiggvény helyébe (o, — A, o) intervallum feletti hdrjanak megfeleld ordi-
natakat irjuk, a jobboldal csokkentésével egyenldségre jutunk s ez az egyen-
16tlenséget igazolja. Ugyanilyen médon igazolhaté az als6 egyenldtlenség is.
A mondottakbdl az is kovetkezik, hogy az egyenldség a (7) egyenlStlenségeiben
csak akkor illhat fenn, ha lcg f(x) linedris o, — h és a,, illetve a,; és o, + A
kozott. ’

Ha a (7)-ben & helyébe (a, — x)-et, majd (x — a,)-et irunk és a

o) o — ¢
g(x) = F(ay) fx + oy 1)

jelolést Vezetvjﬁk be, akkor a (7)-bél kévetkezik, hogy
9(x) = f(x), ha & < o,
9(x) < f(x), ha 2> a,.
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Itt egyenl8ség csak abban az esetben 4llhat fenn, ha f(z) = ¢™ % alakt
és a,, illetve a; és @ + oy — a. kozott. Nyilvan :

’
0y

| wg(x) dx
s a5
o} e
J 9() dx
. Vo
ahol
Yo =Yat oy — 0
és

0p =0+ ay —ay
és igy az (5) szerint ) < v,.
Az j(x) gorbe alatti (v,, 6,) intervallumba es teriilet stlypontjanak
abszcisszédja megegyezik a g(x) gorbe alatti vy, &, teriilet salypontjaval. Ha az
elébb emlitett teriiletet a stlyponttél balra esd pozitiv teriiletrésszel kiegé-

?7 L L L

1. 4bra

szitjiik, jobboldalt pedig pozitiv teriiletrészt elvesziink beldle, a stlypont
balra tolédik el, tehat nem maradhat ugyanaz. Eppen ezért a fentiek figye-
lembevételével lehetetlen, hogy 0, < ¢, legyen (1. az abrat), s6t 6, = ¢; is
csak abban az esetben lehetséges, ha a két teriilet teljesen megegyezik egy-
massal, vagyis v, = v és f(z) = g(x) (v, < < &). Mindebbdl pedig kovet-
kezik bebizonyitandé segédtételiink.

Most attériink eredeti allitdsunk bebizonyitasara. Tegyiik fel, hogy a
(3)-nak két kiilonboz6 gyokrendszere van, aii, ¢;1, illetve ais, ¢io. Ha ayy = ay,
volna, akkor a tébbi ismeretlenek a (3)-bél rendre egyértelmiien meghata-
rozhaték volnanak, igy a két gyckrendszer nem volna kiilénbszs. Tehat fel-
tehetjiik, hogy a;; < a5 Ekkor segédtételimk értelmében ¢, — ;2 >
= a5 — @qy, Vagyis a (3)-at alkalmazva agy — @y = €5 — ¢y3. Erre ismét
alkalmazhatjuk a segédtételt s.i. t. Az ismételt alkalmazasok sordn a k-adik
lépésben segédtételiink értelmében az eredeti feltételezés szerinti ¢;y = ¢jo = oo
értékekre csak akkor juthatunk, ha' log f(z) linedris — oo és co kizott. Ekkor
azonban az f(x) alatti teriilet véges nem lehet, mert [ emx*bdx  semilyen
m, b értékpar esetén sem korlatos. Tehat ilyen stirliségfiiggvény nincsen.
Ezzel ellentmondasra jutottunk, s igy allitdsunk igaz.
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5. Normalis eloszlas esetére kiszdmitottuk az intervallumok hatérait és
sulypontjait, a (3) egyenletrendszer megoldasa utjan, k = 2-t8l k = 15-ig.
A szamitas kozelité modszerrel tortént. A normadlis eloszlds esetén egyszertibb
a probléma, mint az altaldnos esetben, egyrészt mert az eloszlds szimmetrikus,

masrészt mert normalis eloszlas esetén | xf(x)dr = —f(x) és ennek a
fiiggvénynek, valamint az eloszlasfiiggvénynek az értékei tabldzatokba van-
nak foglalva. Tovabbi egyszeriisitést a médszerben ugy értiink el, hogy milli-
méterpapiroson dbrazoltuk az f[F-1(x)] figgvényt, ahol F(z) az eloszlas-
fiiggvény, ennek segitségével a (3) baloldali egyenleteinek a megoldasa sokkal
gyorsabban torténhetik, mert az dbrazolt fiiggvéaynek a .c;, ¢;41 ivhez tar-
tozé differenciahanyadosa a;-vel egyenl§. A differenciahdnyados mérése allit-
haté vonalzéval tortént.

A szdmitdsokat intézetiinkben Tekse Kdlmdn alkalmazott matematika
szakos hallgaté termelési gyakorlati munkdjaként végezte, a szamitds egy-
szeriisitéséhez néhany otlettel hozzdjarult. A kiszamitott értékeket a fiigge-
lékként kozolt tablazat tartalmazza. Ezeket alkalmazhatjuk abban az esetben,
ha normalis eloszldsbdl vesziink ki nagy mintat. Ha ennek varhaté értékére
és szérasdra a szamitisok elvégzése el6tt még tajékoztaté adatunk sincsen,
akkor a két széls6 értékbdl nyerhetiink evekre eldzetes becslést.

Az esetek nagy részében azonban a gyakorlati alkalmazdst bizonyos
koriilmények egyelére még megnehezitik. fgy pl. nehézséget jelent az, hogy
feltételeztiik az elméleti eloszlas ismeretét, tovabba, hogy az igy kapott érté-
kek nem kerek szamok. A tovabbi teladat lesz tehat a médszernek a gyakorlati
alkalmazis megkoénnyitése iranydban valé tovabbfejlesztése.

6. Mint érdekes tényt megemlitjiik, hogy az itt targyalt probléma egy
csillagaszati problémaval is kapesolatban &ll.

0. J. Smidt szovjet akadémikus ismert kozmogéniai elméletében [2]
tobbek kozott foglalkozik a bolygétavolsdgok torvényével is. Ismeretes, hogy
elmélete szerint a bolygék a Nap éltal befogott meteoritrajbél keletkeztek.
Felteszi, hogy a raj befogis utdni ¢ fajlagos impulzusnyomatékinak sfirfiség-
fuggvenye valamilyen f(q) fiiggvény volt. Megallapitja, hogy ebben az esetben
az t-edik bolygé fajlagos impulzusnyomatékit g;-vel jelolve:

i
{ g d

(8a) g ==, -
{ #q) dq
i1

ahol

' : i + Qivq
8b y= i divn
(85) ="

qi-b8l az ¢-edik bolygénak a Naptdl valé tavolsiga kiszamithaté.
{(Ri = kq?, ahol k adott alland6.) Smidt azt irja, hogy minden egyes eloszlsi
torvénynek, azaz minden f(x) fiiggvénynek megfelel a bolygétavolsdgoknak
egy torvénye.
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Az intervallumok hatérai és sulypontjai 0 varhaté értékii és egységnyi szérdst normélis eloszlés esetére.

T S T T T (R Vo T R b St R 2o AN
. ke il a ol s e B S o s RS

Az intervallumok hatéara (ddlt szedéssel) és stilypontjai

1 0
2 —0,71 0 0,71
3 > el ey g 0,61 1,22
4 —1,562 —0,99 —0,45 0 0,45 0,99 1,562
5 | —1,72 —1,24 0,76 —0,38 0 0,38 0,76 1,24 1,72
6 —1,90 —1,46 —1,02 —0,67 —0,32 0 0,32 0,67 1,02 1,46 1,90
i— 2,045 S 1,620 120" 0,88 —0,66: 0,28 0 0,28 0,56 0,88 1,20 1,62 2,04 i
8 SECT | R T e ) —0,75 —0,50 —0,25 0 0,25 0,50 0,75 1,04 1,33 1,73 2,13
9 —2,23 —1,84¢ —145 —1,17 —089 —0,66 —0,43.  .—0,22 0 0,22 0,43 . 0,66 0,89 1,17 1,45 1,84 2,23
10 —233 —1,96 —1,67. —131 —1,06 —0,83 —0,61°> —040  -=0,20 0 0,20 0,40 0,61 0,83 1,05 ot 1,57 1,95 2,33
11 —2,42 —2,05 .—1,68 143" “ LB g G =007 B3R e =051 0 0,19 0,38 0,57 0,76 0,97 1,18 1,43 1,68 2,05 2,42
; —1? O T P e 7 RS S o SEE T ¢RI R %0,90 —0,72. —0,563 ;0,-?5 —0,18 0 0,18 0,35 0,53 0,72 0,90 1,10 1,30 1,55 1,80 2,15 2,560
8 T:; BLR 7 e RS B griedy v Sl (R L R L) D S X S B () U G R 0 0,17 0,34 0,50 0,66 0,84 1,02 1,21 141 12,64 1,89 .0 2,22 2,57
= ;4- R TRy B 1, e IR 1 RS ) B 3 SRS IR Rt I ) RS T S 0 0,15 0,31 0,46 0,62 0,78 0,95 1,12 1,31 1,51 1,74 1,97 2,31 2,65
15 | —2,71 —237 —2,0¢ —1,81 —1,68 —140 —1,21 —1,05 —089 —0,73 —0,58 —0,43 —0,29 —0,14 0 0,14 0,29 0,43 0,58 075 70,89 1,05 1,21 1,40 1,58 T8 2,04 2,37 2,71
Megjegyzés: A téblazat k-adik sora rendre a megfeleld @,, ¢, ay, ¢y, . . ., ci-1, ai értékeket adja meg, a ¢; értékeket délt szedéssel (¢, = — o, ¢ = »). Példaul k = 4 esetén Cp = — o, a, = —1,62; ‘¢; = --0,99, dz =—045, ¢, =0, a, =045, ¢; =099, a; = 1,52, ¢, = o,



A Magyar Tudominyos Akadémia altal a Smidt-elméletr§l rendezett
ankéton Rényi Alfréd hozziszélasaban [1] bebizonyitotta, hogy bizonyos
f(x) figgvények esetén a bolygétavolsagoknak nem egy, hanem tobb kiilon-
boz8 torvénye lehet. Bebizonyitotta tovabba, hogy bizonyos esetekben
[ha f(z) = Cx*, ahol a < 0, tovibba, ha f(x) monoton névekvs és konkav
fiiggvény] a bolygétdvolsagok térvénye egyértelmiien meghatirozott. Fel-
vetette a kérdést, hogy dltalaban mi a sziikséges és elégséges feltétele az f(x)
fiiggvényre nézve, hogy a (8) megoldisa egyértelmii legyen.

Lathatd, hogy (8) megegyezik (3)-mal, bar a hatarfeltételek kiil6nboz-
nek az (1)-ben megadott hatarfeltételektol. Smidt felteszi ugyanis, hogy a
két széls6 helyzetii bolygé fajlagos impulzusmomentuma adott. Ez a feltevés
nyilvin onkényes a szamitas eg¥szertibbé tétele céljabdl; hiszen a szélsd
bolygék fajlagos impulzusnyomatéka sem lehet az eredeti eloszlastdl fiiggetlen.
Mindenesetre tobb joggal tehetjitk fel az (1)-ben foglalt hatarfeltételt, termé-
szetesen egyidejiileg feltételezve, hogy f(x) csak egy véges intervallumban
lehet pozitiv, egyébként 0.

Tehdt a jelen dolgozat 4. pontjaban kozolt eredmény a Smidt-elméletre
is alkalmazhatd.* Megjegyezziik azonban, hogy segédtételiink akkor is alkal-
mazhaté, és ugyanarra az eredményre vezet, mint eredetileg, ha a hatarfel-
tételeket Smidt targyaldsdnak megfeleléen médositjuk.

Eredményiinkbdl tehat kovetkezik, hogy ha log f(x) konkav, akkor a
bolygétavolsidg egyértelmiien meghatarozott.

Ez az eset magaban foglalja azt az esetet is, mikor f(x) = cx*, ahol
o > 0, tovabbd azt az esetet is, ha f(z) konkiv, fuggetleniil attdl, hogy
monoton-e vagy nem.

Tovabbra is eldontetlen marad azonban az a probléma, hogy mi a sziik-
séges és elegendd feltétele a (3) egyértelmii megoldhatdsigénak az f(x) fiigg-
vényre nézve.

IRODALOM

[1] Ankét O. J. Smidt: »Négy el6adas a Fold keletkezésgnek elméletérol« c. konyvé-
rél. Rényi Altréd hozzaszoldsa. MTA. III. oszt. Kozleményei. ITI/4. (1953) 595. o.

[2] O. J. Smidt: Négy eléadds a Fold keletkezésének elméletérsl. Akadémiai
Kiadd, 1952.

BbIBOP MHTEPBAJIOB IMPU I'PYIMUWPOBKE 3JIEMEHTOB BbIBOPKU
K. Wapxanu
Pesmome

B paGore [0Ka3aHO, 4TO Ansl TOro, 4yroGbl CpeqHee 3HAYEHHE KBAAPATA OTKIIOHEHUSA
MEXIY CpeIHHMH 3HAUEHHsSIMM, BLICUMC/IEHHbIMH TIyT€M TpPYNNMPOBKBI K TyTeM TOYHOTO
pacuera, GbUI0 MHHHMAILHBLIM, HEOGXONMMO BBHITIONHEHHE cucTembl ypasHenuit (3). Ecau ata
CHCTEMa YPaBHEHHIt MMEET TOJAbKO OZHO PeIleHME, TO 9TO YCNOBHE SIBJIAETCA TaK)Ke JOCTATo4-
HbiM. Ha npumepe moKasaHo, 4To B NPOTHBHOM CJIyuae 3TO He MMeeT mecra. B panpHeirmem

+ oo
* Nyilvanvals, hogy teljesen mellékes, hogy az f(x) fiiggvény az f flx) de =1

feltétellel normilva van-e vagy nem.
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IOKA3bIBACTCS, YTO ecnu log f(x) — BOTHyTasi, TO peEUIeHME OJHO3HAYHO onpeneneHo, Jast
ClIy4yasi HOpMaJbHOr0 pacHpefeneHdst AaHbl TaK)Ke Tabnauusl Ans PasnyHoro 4yucna HHTEP-

BaNoB.
IMpodsiema cBsi3aHA TaKyKe C acTpPOHOMMeH, Tak Kak — 1o Teopuu O. 10, HImuara —-

cucrema ypaBHeHHﬁ, onpejensiioass pacCTOAHUE MEXAy HNIaHeTaMHM U COJHLUEM B TOUHOCTH
COBMNAJAET C CHCTEMOIT ypasrenMil (3).

CHOICE OF INTERVALS FOR GROUPIXG OF DATA
K. SARKADI

Summary

The following statement is proved : the %xpected value of the square of the
difference between the averages calculated by grouping of data and by the exact method
cannot be minimal unless the system of equations (3) is fulfilled. If (3) has only one
solution, the condition itself is sufficient. An example for the opposite case is given.
Furthermore, it is stated that if log f(x) is concave the solution is unique. To cover the
case of normal distribution a table for several numbers of intervals is constructed.

The problem also has some astronomical bearings, since the system of equations,
which according to the theory of O.J. Schmidt determines the distance of the planets
from the sun, agrees exactly with the system of equations (3).
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