NOMOGRAMMOK AZ ALTALANOS HAROMSZOG MEGOLDASAHOZ
- ACZEL JANOS, BEDA GYULA, GATI JOZSEF és TOROK SANDOR

Osszefoglalds

Az &Abrakon lathaté haszndlati utasitdst Osszetett, illetve pontmezds, mozgéd
alkatrészes nomogrammok az &ltalénos héromszog ismeretlen adatainak meghatérozé-
séra szolgélnak, ha adva van egy oldal és két szog vagy két oldal és egy szog. (A IL. és
egyszeriibben a III. nomogrammrél ezen adateknal is, tovébbé a hérom oldal meg-
adésa esetén is valamennyi tobbi alkotérész nagységa egyidejiileg leolvashato.)

Bevezelés

Az Alkalmazott Matematikai Intézet Numerikus és grafikus médszerek

osztalyanak debreceni csoportja egy megbizdssal kapesolatban olyan nomo-
grammokat készitett, amelyek néhol mashol is hasznosak lehetnek az alta-

4

1. dbra

lanos haromszog teljes ﬁlegoldéséra azokban az esetekben — és ezek a gya-
korlatban legsfirtibben eléfordulé esetek, — amikor a hdromszoghél két oldal

és egy szog, vagy egy oldal és két szog van megadva.
Az 1. dbrén feltiintetett jel6lésti haromszoget tekintjiik. A

b _sin(a + v)

1 == i

(1) : : c sin v
és az DR e

2) : a  sina : _

b ¢ sinvy : ”a

osszefiiggések nomogrammjait készitettiik el.
E két oOsszefiiggésre osszesen huisz nomogrammot terveztimk meg,
mivel azonban ezek koziil voltak teljesen szokvanyosak, illetve olyanok is,
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melyek egymastdl csak lényegtelen mddositasokban kilénboztek, itt csak azt
a nyolc nomogrammfajtat ismertetjiik, amelyek bizonyos elvi érdekességet is
mutatnak. Ezen Osszefiiggésekre az irodalomban is t6bb nomogrammfajta
talalhaté (pl. [1]. [2], [3]), ezek kozill azonban tobb csak elég szlik hatarok
kozt alkalmazhaté, masok pedig bonyolultabb rajzoldsi munkat igényelnek,
mig mi tag hatarok kozt tiirhet$ részletességgel hasznalhatd, tovabba sokszo-
rositasra és helyi elGallitasra is alkalmas egyszeri rajzii nomogrammokra
torekedtiink. Nomogrammjaink pontossiga sziikebb hatarok esetén vetités-
sel természetesen lényegesen fokozhatd.

Az (1) kapesolat abrazolasanal rendszerint két esetet kell megkiilénboz-
tetni a szerint, hogy o hegyesszog-e vagy tompa. Ezekre kiilon nomogrammot
célszerti késziteni. — Elofordul, hogy a haromszég teljes megolddsa egy
nomogrammal elvégezhets. Igy pl. ha a, ¢ és @ vannak adva, akkor ebbdl a
(2) osszefiiggés alapjan v kiszdmithaté, g = 180°—a—+y kiszdmitdsa utan
pedig ugyanazon nomogramm az a, a valtozé skalajit megtartva, de

a ¢ valtozé helyére a b valtozét,

a -y « « « PB=180°— (o + v)
valtozét véve'nomogrammot kapunk b kiszdmitdsira is. — Hasonléan, ha
az (1) oOsszefiiggésben o hegyesszog és pl. ¢, b, a vannak adva, akkor a
nomogrammbél ~ meghatarozhaté, g = 180°—a—~ kiszamithaté, majd
- ugyanebb6l a nomogrammbdl a b skalat megtartva, de a-t y-val és y-t a-val
c-t pedig a-val helyettesitve a értékét is megkapjuk.

Nomogrammjaink tébbnyire Ggy késziiltek, hogy

a értéke 1°-t6l 90°-ig, illetve 90°-tSl 180°-ig terjedhet 1°—1,5°onkénti
kétaval,

v értéke 1°-t6l 90°-ig 2°—3°-onkénti kétaval,

a értéke 100 m-t6l 5000 m-ig 100 m—250 m-kénti (ritkuld) kétakkal,

b« 100 « 4000 « 50 m—200 « « «

c « 20 « 1000 « 20 m— 50 « « «

Az (1) osszefiiggésre egy pontsoros, egy egyenessereges, harom polar-
koordinata-halés és egy pontmezds nomogrammfajtdit mutatunk be, a (2)
Osszefiiggésre pedig egy logaritmikus egyenessereges és egy mozgdskalas
nomogrammot. Bemutatunk tovdbba hasonlé egyenessereges és mozgéskalas
nomogrammokat, melyek (1) helyett a

B+ L@

bro BT _tg(y_" 3)
b—c — a
tgﬂ 2”)’ g%

Osszefiiggésen alapszanak. .

Nomogrammijaink koziil néhany més adathdrmasok esetén is hasznil-
haté, pl. a ITT. nomogramm mind a négy lehetséges adathdrmasnal teljes meg-
olddst ad. Tébb nomogrammunk (1, I, V, VI), mely kiilén részeket (oszté-

¢
b
egyszerlisodik, ha ezen osztdsokat elére (pl. logarléccel) elvégzettnek tételez-
hetjiik fel. Mindegyik nomogrammnal utalunk annak alapelvére, szerkesz-
tésére, hasznalatdra, el@nyeire és hatranyaira.

b . e .
nomogrammokat) tartalmaz a —» sth. osztasok elvégzésére, természetesen
. C ‘
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II/ec. nomogramm
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Az 1.§ Aczél Jdnos, a 2.§ Béda Qyula, a 3. § Gdii Jozsef, a 4. § Tordk
Svndor munkdja, azonban ezen beliil t6bb kolesonos megjegyzés, megbeszélés
alapjin alakult ki a cikk mostani alakja. Az I, II, IV, V, VI. nomogrammokat
Gati Jozsef, a ITI, VII, VIII. szamuakat T'6rok Sdndor rajzolta. .

1. § Poldr-nomogrammok

Ezen cim alatt néhdny olyan nomogrammot mutatunk be, melyekben
polarkoordinata-halézat szerepel és egyarént tekinthet6k goérbesereges, ill.
elfajult pontmezds nomogrammoknak,

A ,
(1) ) f)_:sin (a0 + v)

c sin -y

bsszefiiggést ilyen alakban irjuk fel :

ceo cin
5 sa+bs a_l
1 tgy .

ami azt mutatja, hogy a Z

sugdr metszéspontja egy olyan egyenesen fekszik, mely a tengelyeket a
P, (1,0) és a P (0, tg y) pontokban metszi.

sugara kor és a vizszinteshez a szog alatt hajls

Hogy tompa a-szogekre ne kelljen a masodik kornegyedet is igénybe-
venni, ezeknél a kapott egyenletet igy mddositjuk :

¢ cos (180° — «) gsin (180° — )

b
—1 + tg v =1

tehdt itt a %sugarﬁ kornek a (180° — a) hajlast sugarral valé metszéspontja

egy olyan egyenesen fekszik, mely a P, (— 1,0) és a P (0,tg y) pontokban
metszi a tengelyeket.

Ennek megfelelfen az Osszefiiggés olyan nomogrammal abrazolhaté,

amely az elsd negyedben koncentrikus, ¢ sugard kérokbél és a kozéppontbél

b

kiindulé a, ill. 180° — a szog alatt hajlé sugarakbdl &ll. A fiiggéleges tenge-
lyen a -y szog tangensskdldja van, a vizszintesen pedig meg van jelolve a
P,(1,0) és-a P, (— 1,0) pont. A Z
pontnak a P,, illetve P, pélusokkal val6 osszekotése (aszerint, hogy a hegyes,
ill. tompaszog) kimetszi a fiiggbleges tengelybdl a keresett ~ szoget. Ez tekint-
het8 olyan nomogrammnak, mely egy . n. pontmezét, egy skalat és egy pontts
elfajult (P, ill. P,) skalat tartalmasz.

sugara korén az a egyeneshez tartozé
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Ha ehhez egy pontsoros Z oszté6 nomogrammot  csatolunk a g osztds

elvégzésére, akkor kapjuk az I. nomogrammot.

Ennek el6nye viszonylag egyszer(i szerkezete és-igen széles alkalmazasi
hatarai.

Hatranya a két egyenes-dtfektetés okozta nehézségen kiviil, hogy az

adatok bizonyos értékeinél (ahol klcsmy) a nomogramm osszezsufolodik,

b
tovabba, hogy ennek 1gen kicsiny értékeinél, a kozéppont kozelében az
a = konstans sugarak mar be sem ra]zolhatok

Amennyiben a-mak csak egy szégnegyede, példiul csak tompaszogu
értékei szerepelnek (a kovetkezSkben csak ezzel fogunk foglalkozni), agy az
utébbi hibin agy lehet segiteni, hogy az a = konstans egyeneseket nem raj-
zoljuk be, hanem egyenesitfektetéssel helyettesitjiik, helyettik a = kon-
stans egyeneseket rajzoljuk be, melyeknek P, kozéppontja és igy stirtisédése
1s kivill fekszik a berajzolt elsG kiornegyeden.

Megtehetjitk azt is, hogy mindkét egyenessereget az dbran hagyjuk,
Z oszténomogrammot is egyenessereggel oldjuk meg —
kapcsolt girbesereges nomogrammot . kapunk. Ennek leolvasasa egyszeriibb,
viszont rajza lényegesen bonyolultabb, zstfoltabb, ami tévesztési lehetd-
ségeket ad,

Miel§tt tovabb prébslnank tokéletesiteni nomogrammunkat, egy 1j
értelmezését adjuk, mely egy kis kiegészitéssel mindjart arra is alkalmassa
teszi, hogy ~y-n kivil a-t ijs meghatarozzuk vele, vagyis egy nomogramm-
hasznélattal a teljes haromszégmeghatarozas lehet§vé valik.

Ha megfigyeljiik nomogrammunk leolvasisat, latjuk, hogy az abban
szereplé O @ P, hiromszog éppen az eredeti A B C haromszog 1 : b aranyban
kiesinyitett kepe hiszen P,O0 =1,P,0Q < =a é tg QP,0 X _APBO— =

9.

akkor — ha még a

== Ef/ » tehat Q P, O < = y. Igy a vy = konstans egyenesek hajlasa a viz-
szinteshez is épen a + szog valédi nagysagaval egyenls, ami a -y-skdla meg-~
szerkesztését és v leolvasasat megkonnyiti. JelentGsebb azonban, hogy ezen
az alapon az a oldal maga is meghatarozhats, ha a P, @ oldalt b-szeresére
nagyitva valahol leolvassuk. Ezt Ggy érhetjik el, hogy egy tjabb P, kozép-
ponta kérsort rajzolunk, amivel PyQ fiigg8legessé allithato, majd a b-vel valé
szorzast ugyanazzal az .egyenessereges nomogrammal wegezzuk el, amit az
elején cnek b-vel valé osztisiahoz szerkesztettiink. [gy a linedris a-skala a
c-skalaval egybeesik.

Az igy kapott rajz a 11/a. nomogrammot adja. Lathatjuk, hogy hatranya ,
az, hogy rajza igen bonyolult, helyenként négy vonalsereg fekszik egymason.
Azonklvul a b = konstans egyenesre a ]eolvaqaq elején is, végén is sziikség
van, igy azt »meg kell ]egyezm«

Mindkét bajon segit, lia az a = konstans és a b = konstans sugarsort
egy-egy 0-bdl kiindulé mutatéval helyettesithetjiik. Ezt mutatja a II/b.
nomogramm. Ha a két mutatdé tengelyét nem akarjuk egymdsra helyezni,
akkor az abrat a fiiggdleges. tengely mentén vizszintes iranyban kicsit »szét is
hizhatjuke, pl. P,-ig.
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Az eddig emlitett nomogrammok vetitésre (projektiv leképezésre) is
alkalmasak az egyes részek részletesebbé, pontosabbd tétele, a lapos metszések
kikiiszobolése stb. érdekében, — hiszen e leképezés sugarsort sugarsorba visz
at, tehat vetités utdn is dolgozhatunk mutatékkal.

Ha e vetitési lehet8ségrél lemondunk, akkor nomogrammunkat tovabb-
egyszeriisithetjik : az 0 kozeppontu koroket helyettesithetjik az o-mutatén
alkalmazott ablakkal. Ez »megjegyzi« a mutaté kivant pontjat, amely a mutaté
forgatasanal 0 kozéppontu korivet ir le, igy kapjuk a II/e. nomogrammot.

A I1. nomogrammok leolvasisa az el§z6kbdl és a rajtuk levs leolvasasi
vizlatbol vildgos. Példaképpen II/c. haszndlatat ismertetem : Az o mutatd
alapallasa fiigglleges. A b-mutatét beallitjuk a kivéant b-értékre, majd a viz-
szintes a—c¢ tengelyen ¢ értékét felvéve a milliméterpapiron fiiggélegesen a
b mutatéig haladunk, onnan vizszintesen az 0 — -y tengelyig. Az azon kapott
pontra az a-mutatd ablakat bedllitjuk, majd e mutatét az adott a értékhez
visszitk. Az ablak &ltal igy megadott ponton atmend berajzolt -y-egyenes
~ értékét adja meg. Az ugyanezen ponton atmend berajzolt korén a P,n
-atmend fiiggllegesig, majd tovabb a milliméterpapiron vizszintesen a még
az elején besllitott b-mutatdig, végiil onnan fiiggllegesen lefelé haladva az
a—c tengelyig, azon megkapjuk a értékét is. -

Nomogrammunk elSnyei mindkét keresett adat egyidejii meghatéroza-
sdnak lehetOségével és az egyszer(ibb kezeléssel lényegesen megndnek. Meg-
emlithet$, hogy e II. nomogrammtipussal barmelyik adathiarmas megadasa
esetén megoldhaté a hdaromszog. Hatranya, hogy vagy bonyolult, sok egy-
madsra rajzolt gérbesereget tartalmaz a rajz, vagy mechanikai segedeszkozdket
igényel. Hatrany marad, hogy egyes értékeknél még mindig nehézkes és igy
hosszadalmas és pontatlan meghatarozast ad.

A TI. nomogrammoknal mondottak azt a gondolatot sugalljak, nem
lehetne-e nomogramm segitségével az eredeti haromszoghoz nemesak hasonld,
de vele egybevigé (illetve csak a megfelel§ allandé mértékszdmmal kiesinyi-
tett) haromszoget is elGallitani egy nomogramm révén. '

Ez a kovetkezo mozgdlapos nomogrammal oldhaté meg (1II. nomo-
gramm).

Rajzolunk két po]arkoordmatas ha]ot egy-egy atlatsz6 lapon (pausz-
papiron, vagy celluloid-lapon) : " az egylket a ¢, o, a masikat, mely forditott
helyzetii, a b, v, @ mennyiségek részére.

Hasznalata : pl. yésa meghatarozasara az els6n megkeressuk a {c, a)
pontot, a mésik lapot igy helyezziik rd, hogy a megegyezs alapegyenes b jelli
pontja épp az els6 lap 0, kozéppontjit fedje ; a (¢, a) pont feletti (a, y) pont
egyenesének kétaja y-t, a hozzatartoz6 koré pedig a-t adja.

- Lathatd, hogy az O,PO, hiromszog egybevigé az eredeti 4 BC hirom-
szoggel. Nomogrammunk a haromszég megaddsinak mindnégy adathdrmasa
esetén teljes megolddst ad. — A két lap kezelése egy sin segitségével mecha- -
nizélhaté. '

Ha csak a-ra van sziikségiink, akkor haszndlhatjuk az elsé (IIl/a).
lapot egymagaban is linedris skalaval ellatott leolvasé transzparenssel. Hasz- -
nalatat a III/a.-nal feltiintetett vazlat mutatja.

E nomogrammok el6nye az eléz6kkel szemben egyszeriiségiik és a kezelés
konnyedsége. Hatranyuk hogy nem vetithet8k és kis ¢, illetve a értékek esetén
itt sem férnek el a rajzon az o, illetve y sugarak.

25%: 387



2. § Pontmezés nomogramm

A kovetkezSkben egy u. n. pontmezds nomogrammot mutatunk be,
ahol a leolvaséegyenes két gorbesereg megfelel§ gérbéinek metszéspontjan
és a madsik két valtozé skdlainak megfelelé pontjain megy at (lasd a IV.
nomogrammot). Ehhez az (1) Osszefiiggést a

b

—tga  —~cosa

=1
tg v K —cC

(3)

alakban irjuk fel.
A nomogramm megszerkesztéséhez a két gorbesereget és a két egyenes-
tarté skalafiiggvényeit kell meghatdrozni. Azt akarjuk, hogy az osszetartozd

2. dbra

értékek egy egyenesen legyenek (lasd a 2. 4brat). Ha az egyenes tengely-
metszetes

x oy
u+5—l

alakjat osszevetjiik a (3) egyenlettel, akkor azt kapjuk, hogy

b
4 =—t _=———,
) v g% Y cos a.
(5) u=tgy
és '
(6) v= —o¢
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Az a paramétergorbék (4) alapjan az y-tengellyel parhuzamos z = — tg a
egyenesek. A b paramétergérbék ugyancsak (4) alapjan

) ('7) _ (%)z —x2=1

egyenleti hiperboldk, amelyeknél a valds féltengely hossza egyenlé b-vel, a
képzetes féltengely hossza pedig mindlg az egységgel egyenld.

Aszimptotainak egyenlete y = -+ ba.

A szerkesztést egyszer(isiti, hogy az egy mastél egyenl§ csucsponttavol-
sdgt hiperboldknak barmely fiiggGleges egyenessel valé metszéspontjai egyenld
tavolsdgban vannak.

A hiperbolasereg harmadik, illetve els6 negyedbeli része tartozik a
nomogrammhoz aszerint, hogy a hegyes- vagy tompaszog.

(5) alapjan -y skéldja tangensskala a pozitiv x tengelyen, a ¢ skala pedig
(6) alapjan linedris a negativ y tengely irdnyiban.

A nomogramm el6nye, hogy az egyik gorbesereg egyenessereg (a masik
is kénnyen megrajzolhaté hiperbolasereg), tovabbé, hogy az egyik skéla lined-
. ris, a mésik pedig trigorometrikus. Ha o tompaszig a +y skala és az a egyenes-
sereg kétazasa egybeesik.

Hatranya, hogy nagy b értékhez tartoz6 hiperboldk a nagyobb a = konst.
vizszintesekkel mar elég lapos metszést adnak, s6t a-nak és ~-nak nagyobb
értékei mdr kiviillesnek a nomogramm hatdrain. Ezenkivill hegyesszogii
a-ndl a negyedik siknegyed ninesen kihaszndlva és a nomogramm vizszintes
irdnyban nagyon is hossztiia nyulik. :

3. § Egyenessereges és pontsoros momogrammok

A kovetkezdkben az (1) osszefiiggést dbrazold két osszetett nomogram-
mot ismertetiink : az egyik kapesolt egyenessereges nomogramm, a mdsik
ennek a dual megfelelGje : kapesolt pontsoros nomogramm.

Kiinduldsul bontsuk fel az (1) osszefiiggést

: b
8 L — =
(8) S =2
és ) .

sin (o + 1
(9) o osn(et )
sin vy

részekre. A (8) Osszefiiggés barmilyen oszténomogrammal nehézség nélkiil
abrazolhatd.
A (9) Osszefiiggés ilyen alakban 1rhato

A=sina ' ctg v 4 cosa.
Ez pedig, ha « dllandéd, a (A, ctg ) keordindtarendszerben egy egyenes egyen-
lete. A (9) osszefiiggés tehat a pdrametelu egyenessereggel dbrazolhatd. Ennek

egyenesei az els§ siknegyedben vannak és nines kozos metszéspontjuk. Ez az
egyenessereg konnyen megszerkesztheté (V. nomogrammok).
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A (8) Osszefiiggést szintén egyenessereges nomogrammal, mégpedig a
7
¢ paraméterii A = E-b sugarsorral abrazoltuk.

A két nomogramm a kozés A tengelyén keresztiil kapesolédik egymashoz.
A leolvasis az abran feltiintetett kules szerint torténik (V/a. nomogramm).

A nomogrammot értékelve megallapithatjuk, hogy eldnye a kénnyii
megszerkeszthet8ség, a konnyen kezelhetGség, hatranya, hogy nem vihetd fel
sem a teljes a, sem a teljes -y skdla. (Pl. a v tengelyen a 30°-ndl kisebb szogek
lemaradtak, az a tengelyen pedig a 30°nal kisebb és a 145°-nil nagyobb
szogek.) Tovabbi hatranyként emlithet6 meg, hogy az o = konstans egye-
nesek csak kb. 5°-onként rajzolhaték fel, de nagy szogeknél még ezek az
egyenesek sem huzhaték végig, mert elég lapos szogben metszik egymadst.

Ha példaul a teljes 90° < o < 180° tompasziogli intervallumra van
sziikség, akkor a fenti nehézségek azaltal oldhaték meg, hogy a - tengelyen
kétfelé egységet,“illetve két  tengelyt vesziink fel. Hogy a tévesztési lehe-
toséget kikiiszoboljik, a fels6 egyenessereghez tartozd - tengelyt feliilre, az
alsé egyenessereghez tartozé vy tengelyt pedig alulra rajzoljuk. :

" . A A= - oszténomogrammot itt elhagytuk, helyette a A = konstans

egyenessereget kétaztuk. Elképzelheté ugyanis, hogy ag osztast logarléceel

elre elvégezziik. A leolvasis a feltiintetett kules szerint torténik (V/b.
nomogramm). ' '

Az (1) dsszefiiggés abrazolasara felhasznalhatjuk az ismertetett egyenes-
sereges nomogrammal dualis pontsoros nomogrammot is.

Az el6z6 nomogramm,; ha a A = konst. és -y = konst. egyenesekkel
kiegészitjiik, harom-egyenessereges nomogramm. Mivel az a = konst. egyenes-
sereg nem halad 4t koz6s ponton, a A = konst. és a y = konst. egyenessereg
ellenben igen, tudniillik az illet§ egyenesek végtelen tavoli pontjaban, azért
ennek a nomogrammnak a dualja két egyenes és egy gérbe skalat tartalmazé
nomogramm. :

Most a (9) Osszefiiggést

1
_c:bsa+~_tga_l
1 otgw

~r

alakban irjuk. Ebbé] kiolvashaté a két egyenes és a gorbe skdla egyenlete.

TFenti alakjaban az egyenlet azt fejezi ki, hogy az y tengely% koordinatdja

pontja, az  tengely tg v koordindtaju pontja és az - .

1
.’L‘:—tff(/., Y = ———
CcoSs «.

koordinataju pont egy egyenesen van.
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1 . :
Az y tengelyre tehat 5 reciprok skalat kell felvinni, az, x tengelyre pedig

tg v skalat. A gorbe tarto paraméteres egyenletrendszerebol az a parameter
kikiiszobolésével az y® — 2% = 1 hiperbola adddik.

Egyenls x és y egységek esetén ez egyenlészart hiperbola. Hegyes-, ill.
tompaszoégek esetén a hiperbola masodik, illetve negyedik siknegyedbeli
része szerepel. Mindezeket az eredményeket a dualitds alapjan kozvetleniil is
megkaphattuk volna, pl. a hiperbola az el6z6 nomogramm egyenesseregének
burkolé gorbéje. .

A VI/a. nomogrammban a (8) dsszefiiggést pontsoros Z-nomogrammal
dbrazoltuk. .

Hatranyként jelentkezik ennél a nomogrammnal abban az esetben,
ha hegyes- és tompasziégek egyarant szerepelnek, a rossz helykihasznilas,

valamint, hogy a i;-hez kizelesd szogek kiesnek a nomogramm kereteibél.

A kétszeri egyenesatfektetés is gyakran nehézkes. Elénye viszont ennek a
nomogrammnak az, hogy a mindkét szognegyedet tartalmazé a, v skila
folytan a haromszog teljes megoldisira alkalmas.

Ha tompaszogli o értékekre szoritkozhatunk, viszonylag jé helykihasz-
nalast kénnyen kezelhetd nomogrammot kapunk (VI'b. nomogramm).

4. § Logaritmikus egyenessereges és mozgdoskalds nomogrammok

Az altalanos haromszog megoldasira készitettiink olyan logaritmikus
egyenessereges és mozgoskalds nomcgrammokat is, amelyek segitségével a
haromsziog megoldhato, ha adott két oldal és egy szég vagy egy oldal és két
szog. A megoldds alapjaul a tangens- és a sinustétel szolgalt :

B—v. ., Bty
—5 r tg 3

b—c): (b + ¢)=tg
a:b:c=sino:sing:siny

A tangens- és a sinustételnek megfelelé’en készitettiink két egyenes-
sereges nomogrammot (VII/a. és VII/b.). Az ismert adatokbdl az ismeretlen
meghatdrozasa a nomogrammokon taldlhato magyarazé rajzok szerint” tor-
ténik. Mindkét nomogramm ugyanazon elv alapjan készithetd el s éppen ezért
elegend§, ha csak a sinustétellel foglalkozunk.

A sinustétel szerint :

‘a, sin o, = a, sin a;.
Ezt _
lg a, + lg sin 0, = lg a, + 1g sin a;

alakban is felirhatjuk. Ha Ugy a jobb-, mint a baloldalt y- nal tessziik egyen-
16vé, kapjuk, hogy

y=Iga, +lgsina,.
és .

y =g a, + 1g sin a,.
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A logaritmikus papiron e figgvények képe olyan egyenes, amelynek
irdnytényezGje 1, ugyanis jeloljik lg a,-et, illetve lg ay-t a-szel, lg sin a,-t,
illetve lg sin a;-et d-vel, akkor .

Yy =x -+ d.

d minden értékéhez tartozik egy egyenes. Ezek Osszessége az 1 irdnytényez8jit
egyenesek seregét alkotja.

A logaritmikus papir vizszintes tengelyét tavolsdgskaldnak valaszi-
juk, masik tengelyén pedig kitfizziik a szogeknek megfelels d értékeket. Ha a
kitizott pontokon 4t a tavolsdgskaldhoz 45° alatt hajlé egyeneseket htizunk, -
méar el is készitettikk a sinustétel megoldasdhoz sziikséges nomogrammot.

(3]

mlg smno,

/;2;mh. ~—-[

mlg.sma, l_

;3. 4bra

90° kozelében a sinusértékek igen kozel esnek egymdashoz, ami az egye-
nessereg erds siirlisodését jelenti. Ez hatranya ennek a nomogrammnak.
Mint az aldbbiakban latjuk, az y tergely egységének nivelésével méd nyilik
az egyenessereg némi széthtzdasdra. Ha ezt az egységet m-szeresre nyujtjuk,
a sereg egyeneseinck iranytangense m. A VII/b. nomogrammon 2 irdny-
tényezdjii egyenessereg szerepel. '

Nézziik meg, hogy az o, és ay,-hoz tartozé parhuzamos egyenesek tavol-
saga hogyan fiigg m-t6l. A 3. dbran elGszor 1 az irdnytényezl, méasodszor m.

Az abrakboél adédik, hogy

282 = B3, 8 + m?*; = b3, hy = mh,,

tehat
hy ey mh,

ples e gl 1 e
V2 /1 4 m? V1 4 m?
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ty mh 2 2m* 1/ 2
t hy 1—|—m2. 1 4 m? /L_—{—l

Ebbdl nyilvanvald, hogy ¢, > ¢, ha m > 1 és i—"' fels6 hatdra
S 1 .
V2 = 1,414 ... Ha példiul

m = 2, akkor t, ~ 1,265 ¢,

m = 3, akkor 4, ~~ 1,342 ¢,

I

Az m értékét 2-nél nem célszerii nagyobbra valasztani, mert egyrészt
az éles metszés miatt a leolvasds pontatlannd valik, méasrészt pedig nagyobb
m esetén a szomszédos egyenesek kozotti ¢ tdvo lcag olyan kis mértékben né,
hogy az mar gyakorlatilag lényegtelen.

Teljesen hasonlé elv alapjan késziilt a VII/a. nomogramm a tangens-
tételre, itt azonban nem volt szitkség a nomogramm megnytjtisara a log tg
fiiggvény egyenletesebb viselkedése miatt. Ennek hasznalatdhoz az adott &

és ¢ értékekbdl elébb (b—c) és (b + ¢), az adott a-bdl pedig @;}—_y = 90°— '2
szémitandé ki, a leolvasott [_3__:)'3_’ és a mar kiszdmitott P _")_ Y ¢rtékekbdl

p4

Osszeadassal, illetve kivonassal-adédik g, illetve . E kiilén szdmitdsok levon-
nak a nomogramm értékébdl, viszont viszonylagos egyszerfisége miatt igy is
hasznalhaté. - .

Mindkét nomogramm kielégité pontossigid, egyszerfien készithetSk
és kezelhet8k, kezelésiik azonban tévesztésilehetdségekkel is jar. Ezért ezeket
mozgéskdlds, logarléeszerti megoldassal is elkészitettiik.

A VIIIja. és a VIII/B. nomogramm kiilon-kiilon a tangens-, illetve a
sinustétel alkalmazasival késziilt, a VIII/c. nomogramm a kettt egyetlen
mozgéskalds nomogrammban egyesiti.:

A nomogrammok skélai logaritmikusak. A tdvolsigskdldra a szdmok

_ logaritmusait mértiik fel 1-t8l 1000-ig, a szogskaldkra pedig a tangens-, illetve
a sinusértékek logaritmusait. ' - '

A VIMT/a. nomogramm magyarazé rajza szerint, ha az adott két oldal
osszegéhez Allitjuk ugyanezen két oldal kiilonbségét, akkor az adott kézbe-
zart s20g alatt két szog osszege, illetve kiilonbsége megadja a még ismeretlen
két szog értékét. (Az adott kozbezart szoget e nomogrammon kiilon is meg-
jeloltiik.)

. Egy oldalbél és két s7ogb01 az 1qmeretlen oldal, illetve két oldalbél és
az egyikkel szembeni szégh6l az ismeretien szogek meghatarozaqa a VIII/b.
nomogramm segitségével térténhet. Amint a magyardzé rajz is mutatja, itt
az ismeretlen értékek kozvetleniil adédnak. .

Megoldhatnank ezzel a nomogrammal akkor is a hiromszoget, ha két
oldala és az altaluk bezdrt szég adott. Ilyenkor Gigy jarhatunk el, hogy a két
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ismert oldal mérészamat egymas mellé gllitjuk és utana a szégskalakon olyan
egyvonalon fekv§ értékpart keresiink, amelyeknek osszege a kdzbezart szog
kiegészit$ szogével egyenld. Az egy vonalon fekvd két szog az adott oldalakkal
szemben fekvd szogek. Ez az eljaras mindenesetre nehézkesebb, mint a VIII/a
illetve VII/a. nomogramm haszndlata.

A VIII/e. nomogramm magéaban foglalja az elgbb ismertetett két nomo-
grammot. Ezen a ‘mér jél ismert skaldk vannak. A nomogramm kezelését a
magyarazé6 rajzok mutatjak. Elénye ennek a nomogrammnak, hogy kénnyen
kezelhetS, velé a haromszog megoldasa egyszerti (egy lécen két beallitdssal
elvégezhetl) és az értékek leolvasidsa j6val egyszeriibben végezhetd, mint az
egyenessereges nomogrammokndl. Igaz viszont, hogy — kiilonben egyszeri —
elkészitése koltségesebb, hosszadalmasabb, mint az egyenesseregeseké Hatra-
nya marad, hogy tangenstétel esetén még kilén Gsszeaddsi és kivondsi
miiveleteket kell végezni.
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HOMOI'PAMMBI 1J1d PELUEHWS OBIUEIO TPEYIOJIBHUKA
. Auens, I1. Bena, U, Tatu n 1. Tapak.
Peswme

BuaMmble HA 4EPTEIKAK COCTABHBLIE HOMOIPAMMbl ¥ HOMOTPAMMBI ¢ MOABHIKHLIMU 3j€-
MEHTaMH, CHaG)KeHHBbIe OfMcaHueM cnocoba yrnoTpeGueHHs:, CIy»KaT JJIsT ONpPERETeHMsT HeHus-
BECTHBIX JAHHBIX O0IIEro TPeyroJibHMKa B Cllydae, KOrja AaHbl 0JlHa CTOPOHA M Ba yIJjla WM
JBE€ CTOPOHH! H OAMH yFoi. C MOMOILbI0 HOMOTpammsl 11, a eme npome, MpUMEHsIsT HOMOTPAMMY
11 npy yNnoMsAHYTHIX JaHHBIX, & TAK)KE U B TOM CIydae, eCIH U3BECTHHI TPH CTOPOHBI, UMEETCst
BO3MOXKHOCTh ONPERETHTL OJHOBPEMEHHO BEIMYUHBI BCEX ITPOYMX COCTABHBIX 4YacTeif.

N()MOGRAMMES POUR LA RESOLUTION DES TRIANGLES GENERAUX
J. ACZEL, GY: BEDA, I. GATI ET 8. TOROK
Résumé

Les nomogrammes d’alignements multiples resp. de points condensés resp. des
points 4 deux cotes resp. d’éléments mobiles de Varticle servent & trouver les dates
inconnues d’un triangle général dont un c6té et deux angles resp. deux cotés et un
angle sont donnés. (Les nomogrammes II. et surtout le nomogramme III. peuvent
servir aussi dans le cas ou les trois c6tés sont donnés et ces nomogrammes presentent
tous les dates inconnues au méme temps.)
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