INTEGRALGORBEK MOMENTUMAINAK FELHASZNALASA
DIFFERENCIALEGYENLETEK NUMERIKUS MEGOLDASANAL

FREI TAMAS -
Osszefoglalds

Szerz6 a megoldandé differencidlegyenlethez hozzérendel olyan integrélegyenle-
teket, amelyeket a- megoldas-fiiggvény kielégit. Az integralegyenletekben szereplo
integrélokat mechanikus kvadratiraval kozeliti ; az igy kapott formuldkban a keresett
integralgoérbe bizonyos — onkényesen vélasztott —- helyeken telvett értékei szerepelnek.
¥ formulék, ill. ezek rendszerei és kiilonbozé kombinacidi alkalmasak kozonséges diffe-
rencidlegyenletek  keruletérték- és kezdetiérték-feladatainak megolddsara. A bemuta-
tott médszerek mindkét problémakért illetben felveszik a versenyt az eddig ismert
moédszerekkel, kivéve a kezdeti-érték feladatok 4. n. kezdeti szakaszénak szémitasat.

Bevezetés

Kozonséges differencidlegyenletek numerikus megoldasanal az egyik leg-
gyakrabban alkalmazott mdédszer : egy integrilegyenletet definidlunk, amely-
nek — bizonyos feltételek alapjan kivilasztott — rész-megoldasrendszere
kielégiti az eredeti differencialegyenletet. Felmeriil az a kérdés, nem lehet-e
a numerikus megoldast megkoénnyiteni azaltal, hogy nem egy, hanem tobb
integralegyenletet rendelimk az adott differencidlegyenlethez, amelyeknek
— bizonyos feltételek alapjan kivalasztott — rész-megolddsrendszere kozos
s kielégiti az eredeti differencialegyenletet. Jelen dolgozat célja, hogy egy-
részt megmutassa, hogyan juthatunk el legegyszeriibben ilyen integrilegyen-
letek sokasdgahoz és hogyan tudjuk azt a numerikus megoldasnal felhasz-
nalni. Mar a bevezetésben szeretndk hangsalyozni, hogy a bemutatott méd-
szerek els6sorban a magasabbrend(i differencidlegyenletek keriiletérték-
feladatainak numerikus megolddsara lesznek alkalmasak. Targyaldsunkat
inkabb a médszer egyszer{i ismertetése céljabdl kezdjiik az elsérendii egyen-
letek esetével. )

1. § Elsérendti differencidlegyenletek
Azokkal a differencidlegyenletekkel foglalkozunk csak, amelyek
M Y =f=y)
alaktak. Tsmeretes [1], hogy &z adott differencié]egyen]ethez hozzdrendelve az
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integrilegyenletet, az (1) egyenlet bdarmely olyan mego]daca amely az z,
helyen az y (x,) értéket veszi fel, kielégiti a (2) integralegyenletet ; ha tovibba
feltessziik, hogy f (x, ) az @y, ¥ (xo) helyet tartalmazé valamely ¢ tartomany-
ban folytonos fﬁggveny és a (2) mtegra]eg}enletnek csak a G tartomdnyban
folytonos megoldasalra szoritkozunk, tgy ezen megolddsok kielégitik az (1)
differencidlegyenletet és az y (x,) = y, kezdeti feltételt. Parcidlisan mtegralv
azonnal beldthaté, hogy az (1) egyenlet barmely megolddsa kielégiti az

3) Jv©rds =y @z + j( )€y (9) s,

Xo

illetve altalaban az

x T — )+l X eVE+L
W [e-or@ds =y, T 4 T EZOT e @)

Xp k41 k+1 .
egyenletek barmelyikét is. (Ezen egyenletekhez Ugy is eljuthatunk, ha a (2),
majd a (3) stb. egyenleteket rendre integrialjuk az =z, és z hatdrok kézott.)
Differencidlva az egyenleteket, kozvetleniil adédik, hogy a (3), ill. (4) egyen-
letek barmelyikének folytonos megolddsa egyszersmind (2)-nek is folytonos
megoldasa, s igy kielégiti az (1) egyenletet is.

Ezen egyenletekben fellépnek a keresett integralgorbe kiilonb6z8 rend
momentumai is, innen szarmazik a moddszer elnevezése.

Meg kell jegyezniink, hogy a (4) egyenletekhez hasonléan tovabbi integ-
ralegyenleteket tudunk szdrmaztatni valamely yp (), az [%,, ] intervallumban
differencialhaté fiiggvény segitségével. Az fzp (x) de = ¥ (x) jelolést hasz-
nalva, parcidlis integralassal kozvetleniil adédik, hogy az

5) |y (O dE =y @) ¥ @) —¥ @)+ [ [¥@—¥ (@)1 ( y (§)]fl§
Xg Xy

egyenleteket (1) barmely megoldasa kielégiti ; viszont (5) barmely folytonos
megoldasa folytonos megoldasa (2)-nek, s igy (1)-nek is.

Fenti integralegyenleteink mindkét oldalat kozelitsiilk mechanikus kvad-
raturdval,, — éspedig jelen esetben ekvidisztans alappontokra tdmaszkodé
. mechanikus kvadraturdval. E ¢élbdl az [x,, 2] intervallumot n egyenls részre .
osztva, az osztépontokat jelsljik z;-vel (1 = 0,1, ...,n). Az integralgérbe
e pontokban felvett értékeit y; = y (x;)-vel, az f fiiggvény megfelell értékeit
pedig fi = f (z:, y (x:))-vel jeloljik. Az ekvidisztans beosztasnak megfeleld
Newton—Cotes-féle szdmokat ¢;-vel, a Laurent —Cotes-szamokat [;-vel jelol-
jik. (2), (3), (4), ill. (5) egyenleteink a kivetkezl osszefiiggéseket adjak :
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@) A Newton—Cotes formulikat hasznilva

(2') Yn="Yo + (Bn—2¢) [Cofo + cifs + + -+ +cafnl,

3 (eooteyn+ - Feyn=y,+ [¢o (Bn—2y) fo + ¢, (xn“‘%)fl +
+ [ +Cn-«1 (x,,—xn~1)fn—1],

(). o @n—a0) Yo + 1 @n—2)* Ys + + + + + Oy (@n— B Yn_y =
= T Wo n 0 ¢ (en =)y + 05 (o) 41 fy 4 - -
cr ey (@ — %) T ],
%) Co® (Zo) Yo + e (@) y1+ -+ -+ cnp (Fn) Yn =
T Yo [ @) = ¥ (@) ] o [ () = ¥ () o+ e [¥ () —
—Y@) i+ ey [P @) — ¥ (@ae) ] fag-

I

b) A Laurent—Cotes-formuldk alkalmazdsdval kapesolatban [amikor
az (%, x) intervallumot 2 n egyenld részre osztjuk], csak a (2) integralegyen-
letbdl szarmazé ‘

(2") Yan = Yo + (Ton— o) (afy + bofs + lsfs + - - - + lnfany)

relaciét emlitjiik. :
Legyenek ismeretesek az o, ¥y, Yo, ..., ¥n—1 értékek kozelitGértékei :

Yo, Y1, Yy, ..., Yno1; ezek segitségével szdmitani tudjuk az f; értékek

kozelitértékeit is, éspedig az
Fi=f(@, YY) ¢=0,1,2,...,n— 1)

- értékeket. Feladatunk, hogy ezek felhasznaldsival tovabbi pontokban keres-
siink megfeleld kozelitGértékeket. A (27) egyenlet alapjan pl. az Y, Y,, ...,

Yno1 és az Fy, Fy, ..., Fn_1 értékek segitségével szamitani tudjuk Y,
értékét, a (4’) egyenletek barmelyike segitségével pedig az Y, Yy, ..., Ya—s,
és Fy, F,, ..., Fn_o felhasznaldsiaval az Yn—1 értéket — csakhogy altalaban

egy nem-linedris egyenlet megolddsa aran. Ezzel szemben a (3'), (5'), ill. a
(27) egyenletek linearisak az Y, ismeretlenben, s igy segitségiikkel ennek
értéke [t. i. az y (xn) kozelitGértéke] egyszerfien szdmithaté. Megjegyezziik, -
hogy egyenleteink altaliban mdas-mas kozelitéértékét szolgaltatjak ugyan-
annak az értéknek.

Nem foglalkozunk a »kezdeti szakasz« pontjainak szdmitasaval [jéllehet
erre akar a (3’) egyenlet, akar pedig a (2'), (3’), (4'), (5") egyenletek megfelel§
rendszere alkalmas volna], mert ennél lényegesen egyszeriibb médszerek alla-
nak rendelkezésiinkre e feladat megoldisihoz, pl. a Runge—Kutta médszer,
kiilonb6z8 numerikus iteraciés eljarasok stb.

A kezdeti szakasz kozelitGértékeinek ismeretében a (3’) egyenlet alkal-
mazésa tiinik els6 pillanatra leghasznilhatébbnak, tovdbbi kozelitGértékek
szamitasanal ; a kivetkez§ bekezdésekben azonban latni fogjuk, hogy nem a
(3’) formuldval, hanem a (3’), (4'), (5") és (2’) egyenletek bizonyos kombina--
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cidival jobb dolgoznunk ; s6t, e kombindciék megalkotasanal bizonyos mér-
tékig figyelembe vehetjiik a megoldandé differencidlegyenlet specidlis tulaj-
donsigait is. E célbél vazlatosan megvizsgaljuk a formulak alkalmazisakor
felléps hibak forrasait.

Els8sorban a formuldk »épéskozéte, azaz két szomszédos- alappont
tavolsagat, tovabba az integracids intervallum hosszét, azaz az (x,, x») tavol-
sagot kell rogziteniink, hogy azutdn mar konkrétan vizsgdlhassuk az egyes
formulakat. A 1épéskéz nagysdgrendjét a megkivint pontossig megszabja ;
ezen beliil ugy valasztjuk azt, hogy a 10-es szdmrendszerben lehetileg kevés
jegyt legyen. Az integracids intervallumot illeten mar néhiny prébalkezds
meggy6z benniinket arrdl, hogy annak névelése — altaldban — bizonyos

hatdrig fokozza a pontossigot, majd ismét romlik a szdmités jésdga. (Ezt a -

tényt a mechanikus kvadratura hibabecsld formuldjaval indokolni lehet.
Tekintettel azonban arra, hogy ekvidisztdns alappontok esetén a hibabecsl-
formula csaknem éattekinthetetlen, praktikus kovetkeztetést ugysem tudnank
"az indokoldsbél kiolvasni.) Meggondolandé az is, hogy a formuldk kezelése
noveked§ alappontszam esetén egyre nehézkesebbé vilik, mert a tagok szdma
egyre n6. Az egyetlen praktikus kovetkeztetés, amit a Runge— Kdnig: Nume-
risches Rechnen c. konyvben [3] kozolt vazlatos hibabecslé-formulabél kiol-
vashatunk (1. 78. §. 271 o.), hogy péaratlanszdma alappontra tamaszkodd
formuldt érdemes csak haszndlnunk. A konyv ezen megjegyzése a mi fel-
adatunkkal kapcsolatban az integricids intervallum ngévekedése miatt még
sokkal inkabb helytalls. Mi a koévetkezlkben elsGsorban az 6t alappontra
tamaszkodé formuldkat vizsgaljuk, azonban hat alappontra tdmaszkodé rela-
.ciékat is megadunk.*

A kombinéaciés formulak alkalmazdsit az a tény indokolja, hogy a
kvadratrahiba mellett a formuldk alapjdn szdmitott kozelit&értékeket a
felhasznalt kozelitGértékek hibaja is befolyasolja, sGt, a tapasztalat szerint
ez az 0. n. »oroklétt hiba« altaldban messze felilmulja a kvadratarahibat.
ElsGsorban ezt az 6roklott hibat akarjuk csokkenteni. Fejezziik ki tehdt az
alkalmazott formuldbdl a szamitandd Y,-et :

: ‘ n—i n—i -
(6) Yo=) aiFi+ ) BiY;
i=0 i=0

Jeloljik Y; hibajat e-vel, F; hibajat mi-vel (i =0,1,2, ...,2 — 1),
és keressilk meg e, értékét. A kvadratfirahibat elhanyagoljuk, és feltessziik,
hogy az &; és m; értékek elég kicsinyek ; ekkor

n:Nf (x;, Y) &5

enme 3] [oify (@1, Y9) + Bil ei
i=0

* Azért hasznaltunk parosszamu alappontra’ témaszkodé formulét is, mert a
kombinéacioképzésnél szébajové (37), (47), (57) és (2) egyenletek koziil csak igy lehetséges
elegenddszémn, azonos nagységrendii kvadratarahibaval rendelkezo formulat kivalasz-
tanunk.
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Tnnen kiolvashaté, hogy az 6roklstt hibat esckkentend$, az'la; f,, (x,, Yi) + Bi
értékeket mennél kisebbé kell tenniink a formulakban. Tekintettel arra, hogy
fy értéke a szamitds folyaman altaldban véltozik, nagysdgrends alakulasat
l1épésrél-1épésre figyelemmel kell kisérniink és szukseg esetén mas formula
alkalmazasara kell attérniink.

Megjegyezzilk, hogy a kvadraturahibat is kompenzalm tudjuk bizonyos
mértékig alkalmasan valasztott formuldval. Feltételezhetjiik ugyanis, hogy a
kvadraturahibak lépésrél-lépésre csak keveset valtoznak (t. i. az integricids
tartomanyok szomszédos alappontokhoz tartozé kozelitGértékek szamité-
sandl nagyrészben atfedik egymast). Ha tehat sikeriil olyan formulat talal-
nunk, amelynél ' :

:aif;(xi) )/ri)_!_ﬁii (l:O,lyzyn—z)
elég kicsi és e mellett

— 0,5 > Un ,1,;(1']1—1,' Yngl)'-}_ /3 n-1 > - lv

akkor az el6zéleg szamitott érték hibajival k01'rigé1juk (legalabbis részben)
a kovetkez8 1épés kvadraturahibajat.

Az eddig 1elmondo‘c’takat jol illusztralja a kovetkezd példa :

Az y = m wyr—xy; y0)=1 kezdetiérték-feladatot elSszér a (3%)

egyenletbdl ad6dé formuldval oldjuk meg. A = 0,1 nagysagu lépéskozt valasz-
tunk, 6t alappontra tdmaszkodunk, azaz integraciés intervallumunkat 0,4
hosszisdgtinak valasztjuk. A szdmitdst tehdt a (3’) egyenletbdl ad6dé

Y, = 11,857143 Y, —4,571420 ¥, — 1,714286 ¥, —
— 4571429 ¥, + 0,4 F, -+ 1,371420 F, + 0342857 F, + 0,457143 F,

formulaval végezziik. A tdblazatban kozoljik az egyes kozelitoértékek tény-
leges hibajat (&) és azt a hibat, amelyet a (7) formula felhasznalasdval kap-

: |
T - | Y ' 108 &g | B (L

| .
1
0 1,0 0 ‘
0,1 1,005046 I .
- . 6 tizedesjegyre
. = i pontos
0,2 1,000068 +£05 | findulasic
: értékek
0,3 |  0,985113 _
0,4 0,960541 : +4°.40,5 | + 9
05 . 0,926967 .~ 2040,5 1947
0.6 0,885460 | + 904+0,5 . + 8746
0,7 0836414 = —419.-0,5 11146
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hatunk (&) "az egyezés majdnem tokéletes, amit az mutatja, hogy esetiink-
ben a kvadratirahiba valéban elhanyagolhatéan kisebb az éroklott hibdnal.

A téblazatbdl lathat6, hogy a (3’) egyenlet hasznalatakor ennél a fel-
adatnal az 6roklott hibdk hatdsdra milyen gyorsan né az egyes kozelit§értékek
hibdja. Az o;f, + Bi kifejezések atlagos értéke [az alkalmazott formula
és a megoldasgorbe (0,3, 1,2) szakaszdt tekintve] 4, 5 nagysdgrend( ; ez nem-
csak kvalitative magyardzza a hibdk gyors novekedését, hanem kvantitative
is »meghatarozza« a hibasorozat egyes ériékeinek nagysdgrendjét.

Ugyanezt a feladatot a (3’) és (4'), valamint az eggyel kevesebb alap-
pontra tamaszkodé (27) formula bizonyos kombindcidéjabél szarmazé

Y, = 0,740780 Y, + 1,014026 ¥, — 0,317922 ¥, — 0,436884 ¥, —
— 0,011045 F, 4 0,277928 F, — 0,052461 F, 4 0,278825 F,

formuldval is megoldottuk. Ekkor az |a; f, + i (¢ = 0, 1, 2) mennyiségek
atlagos értéke [ismét a (0,3; 1, 2) szakaszra vonatkozdéan] 0,7 korill van,
ag fy + B, értéke pedig (ugyanezen intervallumban) — 0,5 és — 0,8 kozott
valtozik. (Meg kell jegyezniink, hogy az adott feladathoz a fentinél »lényegesen
jobb« formulat is talalhatunk.) A hibasorozat igy alakult :

.

z 108 &4 10" &g

0 0

0,1—0,3 | +0,5

0,4 +0,5 +1,3

0,5 +3 40,5 41,5

0,6 +7 +0,56 | —1,6 £1,5

0,7 +6 +0,5 | —3,6 £1,5

08 | +16 20,5 | 40,5 +1,5

0,9 +18 +0,5 | —1 +2

1,0 +17 £0,5 ) —4 2

Ll | +21 40,5 | +2 42

1,2 +25 40,5 | +4 +2

Ezen tdblazatnal Gsszehasonlitva e és e értékeit, ldthaté, hogy-a fenti
formula alkalmazasakor az 6rokl6tt hibak mellett elég erdSteljesen szébajon
a kvadraturahiba is : egyrészt azért, mert az 6roklstt hibak hatdsat a formula
elég erdsen letompitotta, masrészt, mert a (4’) és az eggyel kevesebb pont-
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szamra tdmaszkod6 (27) formula kvadraturahibaja fenti y (x) fiiggvényt
illeten nagysigrenddel nagyobb, mint (3')-é, s igy a kombin4 clokepzesnel a
kvadrattarahiba névekedett.

A kovetkez8kben médszeriinket, egy példa kapesdn osszehasonlitjuk a
leggyakrabban alkalmazott eljardsokkal : az Adams—Nystrém-féle extrapola-
ci6s eljarassal és a Runge—Kutta-médszerrel.

Az '

yy' + 1,792 = 13,125 e1%%; y (0) = 2,5

feladatot valasztottuk ki e célbédl, amelynek megoldasa:

x)=}e 34x | 525¢1.6%

A vizsgalt tartomanyban f; értéke _ 3,8 és — 4,2 koézott van. Ennek meg-
felelGen médszeriinkkel Lapcsolatban a kovetkezo kombinéciés formulat hasz-
naltuk fel : :

19 Y, = 1,8571358 ¥, + 12,2014736 Y, + 6,2894944 ¥, —
— 4,4220368 Y -+ 3,073933 Y, — 0,53905366 F, - 2,37808096 F, +
+ 1,12166796 F, — 0,15819536 F, + 4,3164917 F,,

amibdl kerekitéssel :

Y, =0,097744 Y, + 0,642184 Y, + 0,331026 Y, — 0,232740 Y3 +
+ 0,161786 Y, — 0,028371 I, + 0,125162 F, + 0,059032 F, —
— 0,008326 F + 0, 2’7184 F,.

A megadott kezdetiértéken kiviil médszeriink, ill. az Adams—Nystrom-
féle extrapoldciés médszer alkalmazasakor 3 tovdbbi figgvényértéket szami-
tottunk ki mds médszerrel. A mdédszeriink -alapjan szdmitott legelsS értéket
[az ¥y (0,3) kozelitGértékét] az

Y, = 0,155708 Y, + 1,307997 ¥, — 0,244429 ¥, — 0,219276 ¥, —
—0,032679 F, + 0,220376 F, — 0,073267 F, -I- 0,259439 F,

(6tpontos) formula segitségével kaptuk.

Az Adams—Nystrém-mdédszerrel kapesolatban az 6tédik differencidkat
még figyelembevettik ; a Runge—XKutta mdédszerrel kapc*olatosan a lépés-
kozt 0,3 nagysdginak vélasztottuk. Tey kb. azonos id6t kellett forditanunk
a hirom médszernél a kozelitSértékek szémitaséra. Az eredményeket a ko-
vetkezd oldalon taldlhaté tdblazatunk tartalmazza.

A hibabecslést illetéen a kvadrattGrahibdval esak keveset foglalkozunk.

Az (n 4+ 1) darab ekvidisztans alappontra tdmaszkodé mechanikus
kvadratara esetén a hibat az

0 @) = (@ —20).(x — 7)) (& — %) ... (& — n)
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T
s | S| K-
x | y@ _ Kapott eredmények
—0,1 2,424604
0 2,5
0,1 2,62159
0,2 2,78146
0,3 2,9740 2,9741 2,9741 2,9812
04 | 3,1950 31959 | 3,1059 |
05 | 34448 3,4449 } 3,4449 ‘
- 0,6 3,7204 3,7205 ! 3,7203 3,7280
0,7 4,0228 4,0229 l 4,0231 ‘
0,8 4,3528 4,3530 1 - 4,3521 ‘ .
0,9 4,7123 47123 | 47146 4,720
1’04 5,1026 5,1027 ‘ 5,0960 |
1,1 5,5262 - 5,5262 ' 5,5446 |
12 | 59856 | 59856 | 59333 | 50046

fliggvény segitségével a kivetkezd alakban becsu]het]uk [21:

Max | g” Flx

IHIS w

j o (£)dE»

ahol g"+! jelenti az integralandé g (x) fuggveny n + 1-edik derivaltjat.
A gyakorlatban azonban ezen becsléformuldndl sokkal jobban hasznal-
haté a kovetkezl kozelitd hibabecsld formula :

(n_ 1) h n+1- gﬂ+1 (6) ) B

i 'Q'n [ 3 ] eyt ha n paratlan szam,

S — 1)k gr(e)
l Qn [(n 5 )h] g (,‘) , . ha n paros szam,
-t n .
n Pn+2 . '
‘ p j_ 2' —.Z (—1 + %J C; ~ ha n piratlan szdm,
ahol Q, = i=0 :
1 n 9p\n+1 , ,
] —-l=0 (—1 + 7) i ha » paros szam,



h jelenti a 1épéskozt, C; a Newton— Cotes szamokat, és x, < € <xn[3]. On
néhany értékét kozoljiik :

2 .8 1 56
Q

Qy=——3 Q, =— ; Qy=——; fdy = —

15 ' 135 127 8505 -

Ennek alap]an felirhatjuk barmely kombindciés formula hibabecslését.
Tgy pl. a (3’) formulaval kapcsolatban a pontos értékek kozott fennall a kovet-
kezd relacié : :

n—1 n—1
Yn= N aifi+ 3 Byi+ g
i=0 ico .

ahol a;, ill. B; jelentése a (7) képletbél ismert, -
1
g = o [sqj—— g,
ahol g, ill. &, a (3) formula jobb-, ill. baloldalén szerepld kvadratara hibéja,
Mivel a kozelits értékek kozott az

nl

egyenlet 41l fenn, a két egyenlet kivonasdval azonnal kapjuk a hibdkra vonat-
kozé

n-—-1 n—1 . )
(10) 8nézaﬂ]i—i—-2ﬁ,‘£i——-8q L( ,f x,,Y)+ﬂ) gi— &
i=0 i=0

i=0

osszefuggést, ahol & és m; a (7) kepletbol ismert jelentésiiek.

Tébb képlet kombindciéjabél 4116 formula hibabecslését hasonlé médon
végezhetjilk.

Az els6rendii dlfferenmalegyenletek targyaldsat ki kellene egésziteniink
olyan formulagyiijteménnyel, amelybdl f; kiilonboz6 értékeihez jél haszndl-
haté formulakat valaszthatnank ki. I]yen formulagyiijtemény azonban még
nem késziilt.

2. § A magasabbrendt, differencidlegyenletek kezdetiérték-feladatar
Ezt a problémakort csak érintjik. Az -
M Y@ = (zy @),y (=), ...y (@)

~alaku differencialegyenlet numerikus mego]dasaw al fog}alkozunk Moédszeriink
elvben az 1. §-ban alkalmazott médszerrel megegyezik.
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fgy pl. — az 1. §-ban elmondottakhoz hasonléan -- konnyen beldthaté,
hogy az (1) egyenlet barmely megolddsa kielégiti az

(2) y(k—2) (x) = y(k—*z) (x()) + (x—x()) y(k_l) (xO) +

+ f @@= &), ...y () ds

Xo

integralegyenletet. Ugyanigy igen egyszeriien beldthatd, hogy a (2) egyenlet
barmely, egy G tartomanyban (k — 1)-szer folytonosan differencialhaté meg-
oldasa kielégiti az (1) differencidlegyenletet.

Felhasznaljuk ezenkiviil az

B)  yO @ =y - | g (5)dS; (=0,1,2, ... k—3),

X0

alaki integralegyenletek rendszerét is, amelyeket nyilvan barmely (¢ 4 1)-szer
differencialhaté fliggvény kielégit.

A numerikus megoldédssal kapcsolatban a kezdeti szakasz szdmitdsival
itt sem foglalkozunk. Ismertnek tekinthetjilk tehit az

Y (@) Yy ()5 .. ¥ (®n_y)
.7/, (xo) ’ ?/’ ()5 ... _ 3/’ (xn—l) )
YD (xg) 5 YUY () Y (@,_y,)
értékrendszer
Y() N Y] N 5 Yn—l
Yo, Yis..0 Y.,
Yol YL yic)

. kozelitéértékeinek rendszerét, ahoi &, 2y, . . ., Xn—1, €s Tn 82 [Xy, xn] szakasz
- ekvidisztans osztdspontjai. '

Ezen kozelitéértékek segitségével szdmitani tudjuk az
f (@ y () - g (@) 5 f @y @), -y gV () s o f @y (@),
y*~D(z,)) értékek

Fo; Fyj ... ;Fn-'l’

kozelits értékeit.

Az yn helyen el8szér y* 2 (zn) kozelitéértékét, YX2-et szamitjuk ki,
éspedig a (2) egyenletbdl mechanikus kvadrattiraval adédé :

(2) Yﬁ_z = Y’é_2 + (xn—xy) [Y’é-l + ¢y (xp—24) Fy 4
ot @) Py ey (@n—2ag) Fay]

formula segitségével.
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Ezutin Y% 3 értékét szamitjuk, éspedig a (3) egyenlethdl mechanikus
kvadrataraval el6allé :

(3) Vi3 = Y3+ (@a—ap) [0 Y72+ Y72+ - v fen Y2

egyenlet segitségével. Ugyanigy szdmitjuk egymdasutin
Y- Y=, .Y Y,

értékét. .
Az z,, helyen most mar csak Y%' és F, értéke ismeretlen. Ha az (1)
differencidlegyenlet hidnyos, t. i. az f fiiggvény y*~1 (x)-t8l nem fiigg (ez a
gyakorlatban elég sokszor eléfordul), akkor Fn értékét egyszerii helyettesi-
téssel mdris kiszdmithatjuk. Kiilon foglalkczunk tehat a hidnyos és a nem-
hianyos differencidlegyenletek esetével, hiszen Fp értékét az an,41 helyhez
tartozé kozelitéértékek szamitasanal fel kell hasznidlnunk, Y% ! értékére
pedig csak az xsn helyhez tartozé kozelitéértékek szamitasinal van sziik-
ségiink.

A nem-hianyos differencidlegyenletek esetében F, értékét csak Y%!
ismeretében tudjuk kiszdmitani. Y%~! értékét (éppagy mint az 1. §-ban
Y, értékét) az

(4) [y (g)dE = y*D (@) (@—a0) +

*o

X

+ § @—OF £V @ @) ... sy (@) Jag

*o

x — m+1

@ J =yt () de = yo () (%m——“ﬁ)f
X __&ym+1 _ '

+ P I e ey (@) (@) de

o m + 1

integralegyenletek segitségével szdmithatjuk. Elvileg mar a(4) egyenletbdl
mechanikus kvadratiraval adédé :

(4" cOY(’)‘—l + CIY{"“l NN L Yf,"»_l +
+ €0 (Bn— ) Fo + ¢ (xn;_xl) Fi+4 oo F ey @n—2ng) Fry

formula alkalmas volna Y% ! értékének kiszdmitdsdra.
Az igy kapott kozelitéértékre azonban az 6roklott hibak befolydsa épp
oly nagy lenne, mint az 1. §-ban (3’) kozvetlen alkalmazasakor az Y, kozelits-

értékére. Ezért az oroklstt hiba csokkentése céljabdl itt is elonyds az 1. §
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mintdjira kombinaeciés formuldkat hasznilnunk, amelyeket egyrészt a (4')
egyenlet, masrészt az (5) egyenletekbll mechanikus kvadrattiraval ad6dé

(5,) o (xn;xo).'n ng_l +'Cl (xn—xl)m Yll\'—l + et Cn—q (xn—-'xn—g)m Y’;—__II:.
_y (@®p— 2y Co{xp =)™ -
—_— k—1 N . LS. AU
0 m 1 T |% m A+ 1 Fo+
(‘z"n - xl)n]+l (xn - wn_'l)m-:—1 - ’
+ ¢ TTmEr Fi+ oo deny m Fn_,

egyenletek, végiil az

X

(6) ¥V @ =y @) + J 1695y (€) gt Y (©)ds

Xg

integralegyenletb8l mechanikus kvadrattraval kapott

(6) _ ngl.: Yol + (xp — ) [ct Fo+c* Fy+ -+ o et Fy]

egyenlet felhasznalasival képezhetiink. A (6”) egyenletben *-gal jelsltiik, hogy
az egyiitthaték az (n — 1), ill. (n — 2) alapponthoz taitozé Newton—Cotes-
szamokat jelentik; p ennek megfelel8en (n — 1)-gyel, ill. (n — 2)-vel egyenld).

A legkedvezibb formula megkeresése itt lényegesen komplikdltabb fel-
adat, mint az 1. §-ban, mert F hibajat sokkal tobb kozelit&érték befolyasolja.
Ezt a kérdést nem akarjuk részletesen megvizsgilni ehelyiitt. Az oroklott
hiba csokkentése érdekében megfelel6nek latszik az az eljaras, amikor csak az
Y%= ¢itékek hibajat vessziik tekintetbe. Ekkor — az 1. § mintdjara —
olyan formalat kell alkotnunk a (4), (5%), (6’) egyenletek segitségével, amelynél
az |a; f;k_l + Bi| értékek lehetd kicsinyek (i = 0, 1,2, ..., n —2), e mellett
— 0,5> an—1 fyk~y+Pn-1> — 1. Az o; ésp; értékek itt nemecsak jelenté-
sitkben, hanem szamértékiikben is egyeznek az 1. § hasonlé kifejezésében
szerepl$ értékekkel. Az ott alkalmasnak talalt formuldk tehat itt is kozvet-
leniil felhasznalhatdk. ' : : ’

Hidnyos differencidlegyenletek esetében sokkal egyszertibb Y%~! érté-
kének szdmitésa. Ilyenkor ugyanis Fp értékét Y%—! ismerete nélkiil szdmit-
hatjuk. Ennek kovetkeztében a (6) egyenletbél (de most @ = x, valasztssal)
addodé :

(6”) Vil = F o (2 — o) [eoFo + 6F 1+« + - + caF ]

relaciét kozvetleniil felhasznalhatjuk Y%~! szdmitasdhoz.

Megjegyezziik, hogy a Iépéskoz valasztasara, ill. az integriciés inter-
vallum hosszdra vonatkozéan az 1. §-ban elmondottak viltozatlanul érvé-
nyesek. A hibabecslés elvileg szintén ugyantgy térténhet, mint az 1. §-ban.

Kiegészitlleg egy feladat kapcsdn Gsszehasonlitjuk médszeriinket a. leg-
gyakrabban alkalmazott eljirissal, a Stérmer-féle extrapolaciés médszerrel.

406



R A R

)

y’f=2y(1+y“); y(0)=0; y (0)=1;

Az

feladatot valasztottuk e célra. A feladat exakt megoldasa :

y=tgux
| médszerinkkel * Stormer-médszerrel
x u(x) - - -
) |- kapott értékek és ezek hibdinak 108-szerese
—0,1 |—0,10033
0 "
0,1 0,10033
0,2 | 020271
Y | 6.309347 | 03()&;34 : o g0 | 0
C 04 i oa2219 | 042279 | 0 | o480 | 41 -
) 05 | 054630 0,54630 7*7—0“' 054630 | 0
. o R
0,6 | 068414 i 0,68413 —1 | oess12 | @ —2
0,7 | 0,84229 i 0,84228 —1 | o0,84224 —5
0,8 | 1,02964 | 1,02961 3 1,02952 —12
0,9 1,26016*l 1,26008 —8 | 1,25988 —18
1,0 | 1,55740 | 1,55722 18 | 1,55672 —68

A Stérmer-médszert alkalmazva a negyedik differenciakat még figye-
lembevettiik ; igy a kozelitértékek szdmitdsara forditott idé a Stormer-
mddszer alkalmazdsakor némileg nagyobb volt.

3. § Magasabbrendii differencidlegyenletek kerilet- és sajdtértékfeladatar

Amint a bevezetésben is emlitettitk, mddszeriink elsdsorban az ilyen
feladatok egyszerti, de mégis pontos numerikus megolddsdra alkalmas. Ezt
egyrészt az a tény indokolja, hogy a kezdetiérték-problémaknal médszeriink
bizonyos mértékig hatrdnyban volt a differencia-médszerekkel szemben, mert
azokndl az integriciés intervallum egyetlen lépéskozre terjedt csak ki alta-
laban ; a keriiletérték-feladatoknal viszont egyetlen integraciés intervallum-
nak kell tekinteniink a teljes tartomdnyt. Masrészt nagymértékben fokozni
tudjuk az alkalmazott mechanikus kvadratiira pontossdgat azaltal, hogy nem
ekvidisztans alappontokra, hanem pl. a Gauss-féle mechanikus kvadratira
alappontjaira tamaszkodunk, hiszen itt #z eljirds folytatasdrgl nines sz6. -

Qo&a vy
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D)

o . x

) YO @) = f (@, 5 @),y @), - .., gD (@)

k-adrendti differencidlegyenlet megolddsival foglalkozunk tehat bizo-
nyos el6irt :

ooy (1) 5y (2); .. sy () =by;v=1; 2;...
P (B5y(B); - Y (B) =cx;x=1,2,... -

keriileti feltételek mellett. :

Az eddigiekhez hasonléan az (1) egyenlethez hozzdrendeljiik az integral-
egyenleteknek egy seregét. (1)barmely megolddsa barmelyik integrédlegyenletet
kielégiti, viszont barmely integralegyenletnek valamely @ tartomdnyban foly-
tonos és elegendfen sokszor folytonosan differencidlhaté megolddsai kielé-
gitik az (1) cgyenletet is. Igy pl. a kovetkezd egyenleteket irhatjuk fel :

YD (@) =y (o) + f [y () .y D () dS, -

(22

(3.1)

r y=1 (5) ds : ¥y (o) (g —a) +

. a

+ [ @—atE ), .y (9 as;

....................................

[y @ @tz = E= yuon (g 4
(3.9) :
(x__f)P =t <
+;‘[ P f(S’y(::)s )d;:),
(+.1/a) YD (@) =y2 (o) + [ yi1(e)de
(4.1/b)

YED (@) = Y5 (@) + (2— )y (@) + [ (5= E) [ Y(E), .. ) dE 5

.....................................................
X X

@20 409 (a5 = @—a)yn @)+ [ )y @ e

e

[+ - [+

408




x

(4.200) [ 44D (€)dE = (@ — @)y (o) + LTIy g 4.

s [ ey, e
v,
(5.1/a) y (@) =7y (o) + f Y (£)dE ;
(5.1.0) ¥ (@) =y (o) +¥y (o) (®—a)+ Jf(?%f)y"’ € dé ; |

G.2a) [y ©di=y @@E—w+ | @0y (©)dE;

(5.2/b) .
: @—ap

v @iz =y @e—a+E Ly @ [ Lo g ae;

......................................................

(6.1'a) Y@ =y (@) + | y(©ds;

.........................................

>
bo
o
&
=
o
R
N
I
=
2
Y
L
2
+
gt-‘?x
®
l
o™
Q‘
Tq
K
@

.........................................

A numerikus szdmitds keresztiilvitele céljabdl az integrilegyenletek
fentebb megadott sokasidgdbdl bizonyos szdmu egyenletet valasztunk ki, és
a benniik szerepl§ integralokat mechanikus kvadratiraval kozelitjik. Leg-
egyszer(ibb az integralokat azonnal a teljes [a, 8] kozre szamitani. Bizonyos
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esetekben azonos szamoldsi munkdval nagyobb 'pontfosségob tudunk azonban
elérni, ha az [a, 8] intervallumot két vagy t6bb részre osztjuk majd. Tegyiik
fel, hogy n darab belsd- osztdspontot vesziink fel az {a, g] intervallumban.
Ez 4ltaldban (n 4 2) k kozelit6érték meghatarozdsit teszi sziikségessé. Kozot-
tik a keriileti feltételek k relaci6t hatdroznak meg. Tehat (n + 1) k integral-
egyenlet felvételére van sziikség. '

Az elmondottakat néhany példan fogjuk szemléltetni, amelyek kapcesan
egyszersmind Ossze hasonlitjuk mddszeriink hatékonysigit az ismert moédsze-
rekével. Ezt megel6zéen azonban néhany megjegyzést akarunk elérebocsatani.

A probléma természetébdl kivetkezGen a legnagyobb pontossidgot (leg-
kevesebb numerikus munka irin) nem a Gauss-féle mechanikus kvadratira
alkalmazédsaval érhetjik el,- hanem egy olyan mechanikus kvadratirival,
amelynél az intervallum végpontjai is szerepelnek a kvadratira alappontjai
kozott. A t6bbi alappontot és a stulyokat Ggy allapitjuk meg, hogy a formula
alehetd legmagasabb fokszami polinomra is pontos legyen. Igy pl.2 [— 1, 4 1]
intervallumban négy, ill. 6t alappont esetén alappontokul, ill. salyokul a kovet-
kezdket kap]uk

. 1
alappont -1 - = 4+ — 1
Vs Vs ‘
, i 1 ' 5 1
suly — — — —
12 12 12 12
alappont —1 s —] § : 0 : Vé 1
4T 7
S 1 49 64 49
- SEY 20 180 . 180 180 20

Hogy igy (ugyanakkora munkéval) a Gauss-féle kvadrataranil nagyobb
pontossagra szamithatunk, az egyszerfien abbél a ténybdl kévetkezik, hogy
az integricids intervallum két széls6 pontjiban felvett fiiggvényértékek és
derivaltértékek egyenleteinkben mindenkép szerepelnek, Gauss-féle mecha-
nikus kvadratira alkalmazésa esetén azonban nem haszndljuk fel 6ket.

Az integricids intervallumot a keriileti feltételek megszabjik. Esetleg
ugyanakkora munkaval nagyobb pontossigot érhetiink' azonban el, ha az
{a, B] kozt két vagy tobb, egymast esetleg részben atfedd szakaszra osztjuk,
egyenleteinket az egyes szakaszokra kilén-kiilon irjuk fel, és ezeket mint
egyetlen egyenletrendszert oldjuk meg.

Elsé pillanatra meglepd az a tény, hogy -olyan integralegyenletekbdl
indulunk ki, ame]yek nem fiiggetlenek, s a kozelitGértékekre felirt egyenlet-
rendszer 4ltalaban mégis egyértelmiien megoldhaté. Ennek 1gazolasaval itt
nem foglalkozunk ; példdink azonban meggyéznek errél.

Az eljaras hibabecslésével sem foglalkozunk, csak megjegyezziik, hogy
a hibabecslés elvégezhet§ az 1. § hibabecslésének, valamint a linearis egyenlet-
rendszer megoldasa hibabecslésének alapjan.

Els§ peldakent az

J.— W+ 90 =y(1)=0
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keriiletértékproblémat targyaljuk, amelynek exakt megoldasa :

Sln :l?

sin l

Ezt a feladatot osszehaeonhtaskep a Ritz- fele eljarassal tovébbé a hiba-
négyzet-minimalizalasaval is megoldottuk.

Ez utébbi médszer abban all, hogy a keriileti feltételeket kleleglto hata-
rozatlan mennyiségeket is tartalmazé fiiggvények koziil azt a fiiggvényt
~ keressiik meg, amelyre a differencidlegyenliet oldalaibdl alkotott kiilonbség

négyzetének integralja minimdlis. Feladatunkndl az

4 (& — 2%) + 0, (z — a9)

figgvényekkel dolgoztunk igy.

Ugyanezt a fiiggvényosztdlyt haszndltuk a Ritz-médszerrel valé meg-.
oldasnal is.

Médszeriinket a kévetkez -médon alkalmaztuk : a [0, 1] mtervallumot
3 belsd osztasponttal négy egyenld részre osztottuk.

A megoldasnil a kivetkezd 1ntegralegyen1etekbol adédé osszefiiggéseket
hasznaltuk fel :

(6.1/a) egyenlet, a (0;0,5) szakaszon integralva,

(3.1) egyenlet, a (0;0,5) szakaszon integralva (esetiinkben k = 2)
(6.1/b) egyenlet, a (0;0 5) szakaszon integralva,

(6.1/b) egyenlet, a (0,25; 0,75) szakaszon integralva,

(6.1/b) egyenlet, a (0,5; 1) szakaszon integralva, és végiil

(6.1/b) egyenlet, a (0;1) szakaszon integrilva. '

Ezen egyenletekben 6 ismeretlen szerepei, éspedig y (0, 25) y (0,58);
¥.(0,78) ; ' (0) 5 ¥ (0,25) és y’ (0,5) kozelitéértéke. A 6 egyenletbdl allé rend-
szer egyerte]muen megoldhaté. '

Mindharom médszernél a numerikus munka koriilbeliill azonos idét
emésztett fel — az altalunk javasolt mdédszer taldn minimalisan tobbet.
Az alabbiakban kézliink egy tablazatot, amelyben az Y,,;-re és az Yg-ra taldlt
értékek hibait hasonlitjuk ossze.

Pontos érték Ritz-moédszer Hibaja N Hibanégyzet m}‘ Hibdja | Momentum m ! Hib4aja
] .
[ B . I .'
Y5 ! 0,06975 0,06944 \ —0,459, 0,06807 : —2,49, i 0,07014 ! —0,55%,
—_ ] ’: — e - 1 -
Y(') 1 0,18840 0,19241 | +'2,1% 0,18754 §—0,46%| 0,19004 +0,87%

Mésodik feladatként az

QA+2y" +y +2(1+2)y=0;y0)=y(1)=0

sajatértékproblémat targyaljuk. E feladatot Collatz (Numerische Behandlung
von Differentialgleichungen c¢. kényvében) téhb kiilonb6z6 modszer segit-
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ségével oldja meg, pl. a Ritz-médszerrel, differencidlegyenletek segitségével,
tovabba nehény u. n. tobbpontos differenciaegyenlet segitségével. Az ered-
ményeket és a médszerek lefrdsat a 101, 115, 119—120,tovabba a 140 oldalon
talaljuk meg.

Médszeriinket alkalmazva a dlfferenmalegyenletet ilyen alakban irjuk fel:

(I 4+ 2)y' (@) = — A (1 + 2) y(=).

Az egyenlet kétszeri, ill. hdromszori integralasdval (és egyes, az egyen-
letekben szerepld integralok parcidlis integralas segitségével torténd atalaki-
tasaval) a kovetkezd két integralegyenletet szdrmaztathatjuk :

A +2)y@—y0) — [y(@di=—7 [@— 1 +8y(©)ds;
0 0
| dg—ay(0) — [ (&) @—€)dE =
‘ 0

L [e—era+ay@as
0

A felirt integrélegyenletekben szereplo integralokat azx = 0 ; & =~ Sesr= 1

pontokra tdmaszkodé mechanikus kvadraturdval (Simpson-szabdly) koze-
litjiik. Igy kétismeretlenes (homogén) egyenletrendszert kapunk #(0) és

1
y ()), ill. A kozelitGértékei szamara.

Az Gsszehasonlitdsndl szébajove mddszerek numerikus keresztiilvitelére
forditott id6tartamokat illetGen megjegyezziik, hogy a kézionséges differencia-
egyenletmdédszer, tovabba az altalunk javasolt mddszer idéraforditds szem-

- pontjabdl a legkedvezdbb, a Ritz-mddszer pedig a legkedvezétlenebb, esak-
nem kétszerannyi munkat ad, mint az elGbbiek.
. Az els8 két (értékre legklsebb) sajatértékre a kovetkezd kozelitéseket
"~ kapjuk :

Collatz konyvének adatai:

101. oldal 115, oldal 119—120. oldal Ritz-mddszer . Mddszeriink

Pontos érték I
[ hiba = érték ' hiba | érték ‘ hiba ‘ érték [ hiba

érték hiba érték

A, —0,029 3,1771 I~1 3%

2y “22,9643[ 13,164—43%‘ 18,00 22% 19,29 1—~16% I 25 334l +10,39,21,8229

i
3 2191! 2 836—12%3 0413 ‘—5,5% 3 0968}-3 89
{ —4.979
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Az eddig bemutatott két feladatndl a keriileti feltételek homogének
voltak. A kovetkezSkben bemutatunk egy inhomogén keriileti felte‘relekkel
kapesolatos feladatot is. Az

"=y 9(0)=0;92)=1

keriilet -értékfeladat megoldisa kapesdn pontossdg és iddraforditds szempont -

jabél is osszehasonht]uk a leggyakrabban alkalmazott modszert a Ritz-

moédszert és midszeriink néhany valtozatat.
Ritz-mddszerrel dolgozva

il

T1

i 1
Qo = by + [(I—bo) 1 + by (x—

=a, +x2[(1—a0) +a, (x

alaku fiuggvényekkel kozelitettiink.
Médszeriinket ekvidisztans felosztas mellett és a 326. oldalon javasolt,
a tablazatban optimalisnak nevezett felosztas mellett is kidolgoztuk. A fugg-

vényértékek kozelitGértékeit a (4.1/b),

—2)]

2) + by (@ — 2)2]

(4.2/b) stb. egyenletekbdl szdarmazé

megfeleldszama relaciék segltLegevel szamitottuk. Ezek ismeretében ¥ (2)
kozelitGértéke a (3.1) egyenlet segitségével kozvetleniil adédik. Az els6 derivalt
tovabbi kozelitGértékeinek szdmitdsdra viszont egyrészt a (6.1/a) egyenletet,

méasrészt a (6.2/a) és (3.%) ;

ci6kbdl elegenddszami egyenletet hasznaltuk fel.
Az eredményeket az alabbi tdblazat tartalmazza :

(6.3/a) és a (3.3) stb. egyenletekbdl szarmazé reld-

! . | 2 helsé ; 2 hels6 3 belséd
Pontos | 2 egyiitt- | 3 egyiitt- 1 belsd 1 ekvi- osztdaspont | osztispont
érték hatés Ritz | hatos Ritz | osztépout disztans éspedig éspadig
i osztopont | soptimdlis« m[;timfilis«
i i
I1dé- | :
raforditas |
éraban — 0,25 1 0,8 1,3 3,2
¥(0) ;
értéke 0,26580 | 0,27 166 0,26546 \ 0, 26316 0,26453 | 0,26589 | 0,265796
- PR SR
hibéja — 6% —0, 13% - 0,99 1»0,48%5 +0,039]| 0,00009,
7(0.5) | | | |
drtéke 0,41016 : 0,40542 | 0,41012 | 0,42105 | — ’ 0,410153
hibéja - . —1,169 AOOI% —|—2 587' i ~09,
., o - . i } o
értéke 0,31237 1| 0,31584 | 0,31098 | 0,30702 l 0,312363
\ A:
htbéja — 1,190 —0,450, —1,710;: | ~0%,
y'(1) | ; ; ; ‘
értéke 0,96403 0, 92164 1 0,95968 | 0,98245 ‘ 0,97272 . 0,96443 . 0,964027
e . »17_ o ' | [
hibdja — 4 —4, 4°/l —0 40% 191%' 10,09, +o,04%‘ ~09,
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MCMOJIb3OBAHUE MOMEHTOB MHTETPANIbHBIX KPUBLIX TMPH UUCJIEHHOM
PEIIEHHU NH®PEPEHIMAJIbHbIX YPABHEHUN

T. ®peit

Peswome.

K pemaemomy nudpepeHuMasbHOMY yPaBHEHHIO HaWAEHbl TAKUE MHTErpajbHbIE
YPaBHEHMs, KOTOPHIM yIOBJIETBOPsieT ero pewente. T1pubanrykeHusa BXOAAWMX BHHTel‘pa.ﬂbHOC
YPABHEHHE MHTErPaNOB BBUUCAAIOTCS € HOMOIIBID MEXAHHYECKOH KBaaparypul. B nony-
YEHHBIX TaKkum 00pasom (opmynax (GUIypHUpYIOT 3HAYEHHs] MCKOMOR MHTErpanbHOM KpHBOMH
HaxoAsiumecss B HEKOTOPBIX MPOM3BOJIBHO BHIOPAHHBLIX TOUKAX. YNOMAHYTHE GOPMYIIBl, UX
CHCTEMBbI M PA3NIMYHBIE KOMOMHAUMY NPUMEHHMB JJIS1 PELIEHMS 3aa4 C HAYAJIbHBIMH YCJIOBH-
SIMK M KpaeBbIX 3a/iady OOBbIKHOBEHHBIX AuddepeHInaNbHbIX YpaBHeHHH. ONUCAHHBIE METOAD,
B OTHOMIEHMHM O0OMX KpyroB 3ajad, PaBHOLEHHBI ¢ HU3BECTHBIMHM JO CHX NOP METOAAMHM, 33
HMCKJIIOYEHMEM BLIYUCIIEHHST MCXOAHOR (ha3pl 3ajay € HAYaIbHBIMH YCIOBUSIMH.

AN “'F\ DUNG DER MOMENTE DER INTEGRALKU R\'E\' ZUR NUMERISCHEN
LOSUNG VON DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

T. FREI -
Zusammenfassung

Einer Differentialgleichung werden Integralgleichungen zugeordnet, die durch
die Losungsfunktion erfiillt sind. Die in .den Integralgleichungen auftretenden Integrale
werden durch mechanische Quadratur approximiert; in den so erhaltenen Formeln
treten einige — willkiirlich gewiihlte — Funktionswerte der gesuchten Integralkurve auf.
Mit diesen Formeln, bzw. mit ihren Systemen und verschiedenen Kombinationen kann
man die Rand- bzw. Anfangswertaufgaben der gewohnlichen Differentialgleichungen
numerisch 16sen. Die hier besprochenen Methoden sind, mit Ausnahme der Berechnungen
des sogenannten Anfangsabschnittes der Anfangswertaufgaben, in keinem der oben-
" genannten beiden Problemklassen den bisher bekannten Methoden.unterlegen.
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