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TULAJDONSAGAINAK LEIRASARA SZOLGALO PARCIALIS
DIFFERENCIALEGYENLETRENDSZER MEGOLDASA
A MATRIX-SZAMITAS SEGITSEGEVEL

LOVASS-NAGY VIKTOR

Osszefoglalds

Jelen dolgozat a matrix-szémitds néhany ujabb eredményének felhasznalasa- -
val vizsgalja fesziiltség-hulldmok tovaterjedését tetszésszerinti szdmu parhuzamos
vezetékbol all6 rendszerben. Az egyes vezetékekben kialakuld feszultség- és dramerdsség-
eloszldst “a hely és id6 fiiggvényeként leiré parcidlis differencidlegyenletrendszerbél
levezetett egyetlen matrixdifferencialegyenlet (a skaldr telegraf-egyenlet vezetékrend-
szerekre dltalanositott analogonja) &ltaldnos megolddsa utdn szerzé kilén targyalja
azon esetet, mikor a vezetékrendszert alkot6 vezetékek egy »nullvezeték« kéré irt kor-
hengeren aequidistans moédon helyezkednek el, tovabba a vezetékek anyagi allandéi
és méretei azonosak ; ez esetben a megoldds a ciklikus matrixok néhény tulajdonsags-
nak felhasznéldsdval torténik. Végilil — példaként — szerzé bemutatja a levezetett
eredményeknek a hdromfézisi tdvvezetékre vald alkalmazdsit.

Jelen dolgozat célja, hogy a matrix-szdmitds néhany tjabb eredményé-
nek [1] felhasznaldsival vizsgalja tetszésszerinti szdmG parhuzamos vezeték-
bél alié rendszerek elektromos allapotanak lefrdsdra szolgalé linedris parcialis
differencidlegyenletrendszer megolddsidt. Hasonld vizsgdlatokat végeztek pl.
8. 0. Rice [2], tovabba H. .J. v. Bayer és R. Knechtli [3]; jelen dolgozat a
matrix-szamitds lehet8ségeinek fokozottabb kihaszndldsara torekedve, az idé-
zett szerzdk 4ltal vizsgalt eseteknél altalanosabban felvetett probléma gyakor-
lati szamitdsara is alkalmas megoldasat kivinja szolgdltatni.

Jeloljiik valamely, n darab parhuzamos vezetékbdl plusz egy nullveze-
tékbdl 4ll6 vezetékrendszer (hosszegységre vonatkoztatott) elektromos allan-
déit a kovetkez6képpen :

R, = a k-adik vezeték ohmikus ellenallisa,

L = a k-adik vezeték ésa nullvezeték alkotta hurok sninduktivitasa,
L = a k-adik vezeték-nullvezeték hurok és Il-edik vezeték-nullveze-
ték hurok kélesonss induktivitasa,

Ci = a k-adik vezeték és a nullvezeték kozotti kapacitas,
Cu = a k-adik és l-edik vezeték kozotti kapacitas,
Gue = a k-adik vezeték és a nullvezeték kozotti levezetés,
Gu = a k-adik és l-edik vezeték kozotti levezetés.

457



Jeloljuk tovabba a k- adlk vezetékben foly6 aramot ¢,-val, a vezeték
valamely pontjaban a nullvezetékhez viszonyitott fesziiltséget pedig w-val.
lly médon a vezetékrendszer matrix-alakban felirt dlfferenmalegyenletelben
szerepld matrixok a kovetkezdk :
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A k-adik vezeték mentén az aramerGsség, tovabba a fesziiltség valto-
zasat leiré egyenletek a kovetkezdk [4]:

3 0y .
) — o= Gy (— ) + - -+ G+ -+ Grn (U— ) +
0 G} Dl
»+ Ciy g(uk_%) 4+ 0k ﬂ—tuk.+ s oo 4 Cgn Fn (wy— wup)
0 i 0.
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Ezeket az egyenleteket valamennyi vezetékre képezve két (kiilon-kiilon
n darab els6rendii egyenlethdl allé) differencidlegyenletrendszert nyeriink,
melyek — a fenti jelolések felhasznaldsdval —
matrix-alakban a kiovetkezSképpen irhatok :

* 1
(la) —g% i G + C——
(2&) _d__u = Re. L Lot e , hull - vezetek "

ox | Q

A (2a)egyenletet x szerint differencialva és :—l

B

helyébe az (1a) egyenletb6l addédé kifejezést helyet-
tesitve (a matrix-szorzatokban iigyelve a tényezék helyes. sorrendjére)

nyerjiik, hogy :

1. abra

(ob)

L L (RC + LG)

0 ; A
pe 'dtz 5i + RGu
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(Ez a matrix-egyenlet szolgaltatja a skalar »telegraf-egyenletneke veze-
tékrendszerekre val$ altaldnositasat.) Minthogy — ismeretes médon [5] —
sallohullam« alaka megoldasok segitségével a »telegraf-egyenlet« tetszés-
szerinti yhaladé« hullim alakt megoldasa is el6allithaté, elegendé a (3) egyealet
»allohullam¢« alaki megolddsainak keresésére szoritkoznunk. Amint igazol-
hat6, a (3) egyenlet »vallohullam« alakia megoldasa :

(4) a= e I'x pyeiot

ahol

y 1
I' = [(R + joL) (64 joC)] 2
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Vizsgaljuk a tovabbiakban a kovetkezd esetet: A vezetékrendszer
elrendezése torténjék az 1. sz. abra szerint, tehat a vezetékrendszert alkoté
n darab vezeték egy »nullvezeték¢ koré irt kérhengeren aequidistans médou
helyezkedik el ; tovabbd a vezetékek anyagi 4llandéi és méretei azonosak.

Ez esetben a (3) egyenletben szerepl6 matrixok mind ciklikusak [6];
ugyanis »

Ri=Ry= -+ =Ry= - =R, =R

lek =Lypyr =+ =Lpgh_y= ... = erm-r-kﬂ = Ly,

Con=0Cpr1= . =Ckgpy= -+« = Crnner—1=Chq
Gl.k = G2=k+1 _ = kazk—l — = Grz,n+1{-1 = Gk—l

h=1,2,...,n)

tehat a ciklikus matrixoknal szokasos jelolésekkel :

R = RR,O0,...,0)
L = I(Ly, Ly, ....L,_,)
in—1 i
C == C( 201), —'C'l, _6’2, ey —OII—]_\)
=0 . g
n—1
G = (( MG — Gy, — Gy~ G,,_l)
v=9 ‘
tovabba, bevezetve az I, = joL,, ¢, = — (G + jwC,) roviditéseket, és meg-

jegyezve, hogy :
lv+—n = [v—n‘: lv = l‘——v

c‘wgn =Cp_n==0C=C_yp
ln=1y; ¢n — Co
nyerjiik, hogy az (R + jwl) (G + jw€) szorzat-matrix is ciklikus, éspedig

(R+jol) (G + juC) =

=0 v

‘* n—1 n—1 - ‘
Il—R 2= lieo + 3 (Unw—1) c,,], /

n—1 n—1
[Rcl —1i¢y + Y n—pir—1) c,,], - [Rck—lkco + Y v — ) c,.],

v=1 r=1

. n—1
s [Rc,,_l—ln_lco + Y Unevs ety — bny) c,,]}.

r=1
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Minthogy valamely C ' (@, @15 - - -, @n—1) m-edrendii ciklikus matrix
sajatértékei [6]:

h = gy + 0,0y + 0% + -+ -+ + a7t

ahol :
. 2k
O = ei%y L=

tehat az (R + joL) (6 + jo C) matrix sajat-értékeit a

n—1 n—1
g =—c¢ Zlvw,‘(’—.ﬁ [CO -+ Zcp(l—wz)] +

v=0 v=1

n—1 n-—1

+ 3 L elayin—ly) ot

v=1 pu=0

képlet szolgaltatja.
Ha a vezetékek szdma (n) pdratlan egész szam, akkor :

h=liy, b=l ooy =l w o, iy = lnyy
2 2

€L ==Cn_g, Cg=Cn—g,-e-5 Cp=Cn_py -+, Cn_y = Cnig

' 2 2

ez esetben tehdt az o + o ¥ = 2 cos v, Osszefiiggés felhaszndlasiaval azt
kapjuk, hogy :

n—1. n—1
n-1

-1 1
e = — ¢ {R + 1, + 22[,,cosv<pk’—QRch(l—coquck) +
v=1 . v=1 . '

n-i l
2 .72
+ 2 2 c,,{(l,,—lo) - 2 (I 4v— 2y 41y 1) cos ,uan| .
v=1 ©n=1 ’

Ha a vezetékek szama (n) pdros egész szam, akkor :

L=l L=1ly_o ..., ln =l
P [N
2 2

€, =Cn_1, C6=Cn_g, ++., Cn =Cn
L
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€z esetben tehat az w,-ra vonatkozd fenti Gsszefiiggés felhasznaldsaval :
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Nyilvén :
B a5 l+1,hak:0,2,4,...
3 C‘)2k: él < (pk: f'fkn s :

Ly ha b N5

. Minthogy valamely C ciklikus matrix adott f(C€) analitikus fiiggvény

-1
i 1 n @y : !
L ;sz (A)| @2 [logof. .. .of 1
k=1
40);:—1_
alakban allithat6 eld [8], tehat :
¢-Tx — ,—VRHoL)G+HwC)x__
1 —
1 v Wy * X
e HLBLLET B Ao i s 3
k=1
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e g
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Példaul n = 3 esetén :

2k
_7\,{:—00[R+l0—|—21100s 3 l— ,

— 9, [R - (ly—1)] |1—cos 2’;’] (b =1, 2,3)

tehat :
Ay =Ry =—(c+ 3¢) (BR+L—1)=
=[G + 3Gy + jo (Cy + 30)IR + jo (Ly— Ly)]

és
' leg =—¢y (B + ly + 20) = [Gy + jw.Co] [R + jo (Ly + 2L4) |-

Ily médon adédik, hogy =

hy = Ay = R (Gy + 3G,) — &? (Cy + 3C;) (Ly— Ly) +
- Jo [R(Cy + 301) + (Go + 3G,) (Ly — Ll)]

és

2y = ROG— w2 Cy (Ly + 2Ly) + jo [BCo + G, (Ly + 2Ly)].
Minthogy pedig : !

1 1
N v
U = 2 lo—Tax| ¢ [1€e]feVrx |g [tee]+

3¢

+ e—Visx 11 11| u, ejot =

1] 1 B! 1
T3y tat e | Nae]l+ [1ezg]]+eVox| 111 1]] g e,

™|

€ € 1

1 Az 4. n. »harmadik egység-gyokoke szokott jelolésével :

) . O, =& Wy=23, W;=1
és ily moédon :
2

= & = 2
w'=¢ 0} =¢ w3 =1

463



s . - R ) B St 0

kovetkezésképpen :

1 .
1 - _ -
U = 3 Bemlmx B 4 [e—Viex—e—bax]| 1| {1l 1 1) u,eiot

1
mert : o
1 1 - R -
el [leel+lel[leél=]e e € |[-t|le & E|=
€ £ e £ e-¢ e & e-¢

2 — 1 —1 3.0 0 I 1
=1 2—=1]=]0 38 0]—(1 U 1|=3E—|1|[1 1"1]

—1— 1 2 0 0 3 111 1

Ha példdul — specidlis esetként — feltessziik, hogy

t

’ u, = (,’VO ’

mf o =

akkor :

. ;

| o er—l'R(G\{fsbl‘)‘—m'(cg+3cl)(Lo—L1)+jw[T?(W{L?I'CIS3%'(001501)(&;?)]x £ | glat

£
1
minthogy
1 1] |1
L[t 1}jlel=l1lU0+e+e)=0
1 P 1

Ugynevezet rideslis vezetékq esetében (ha t. i. R = 0, valamint G, =
G, = 0) azt nyerjiik, hogy : ‘

U — UzeFel ©+3C) (Li—Li)x et

of 0 -

Tehat az egyes vezetékekben keletkezs fesziiltségek leirdsdra az aldbbi
fiiggvények adédnak :

U, =1, TV (Co+3C) (Le—Ly) x & jot
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1 X RTARSY - ,——— ;
U, =i_':)_ (__. 1 +3V3) 0, (;+m|"(C.,-r3C,)F(L,,—.Ll)x +jot

1 e [
U, = (— 1 — ?Vg) U0 ¥} (Co+3Cy) (Lo—Ly) x H-jot,

o4
Hasonléképpen képezhetdk az egyes vezetékekben felléps fesziiltsége-
ket leiré figgvények az dltaldnos (R 7= 0, G, £ 0; G, 3£ 0) esetben is.

(A szédmitdsaink kiindulasaként felirt (1) és (2) egyenleteket arra az
esetre képeztiik, amikor a nullvezeték iArammentes, tehat

n
S =0.

k=1

B n . .
Amennyiben. }’ 4, £ 0, a (2) egyenlet a kovetkezSképpen médosul :

k=1
.?Hlk -
— =Ry iy + i B
) o x 'kklkg;k o T+
:" ' 8 3 8 . . °
7 (1 0ty
Lo Ly, =1 v e e L —C oo A L
_ *,: kL 57 + + Lk 5 ™ B
R, + R, R, Ry ... By
y . R, R2+R0,'R" R,
. R e ..
- Ry - R, Ry ... R,+R,_
: . : " :
egyébként a tovibbi térgyalisméd analdg a 37 i, =0 esettel).
. k=1
L )
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PEUIEHUME C TOMOLIBIO TEOPUMU MATPHL CUCTEMbI YPABHEHHMIM C UACT-
HbIMM TMPOU3BOAHBIMH, CIIVIKAILEN OJ11 OTMMCAHUS CBOV[CTB SJIEKTPU-
YECKOW CETH, COCTOSILUEW W3 TIAPAJUJIEJIbBHbIX FIPOBOOOB

B. Jlopaunn-Haas
Peswove

Hacrosaman pa6oTta, HMCn0Jab3ysl HEKOTOpbIE HOBeillNMEe pe3yabTaThl TEOPHUM MaTpHIL,
HCCAEAYET PAacNpOCTPAHEHHE OPOCKOB HAMPSDKEHUST B DJIEKTPOCETH, COCTOAWEH M3 Mpous-
BOJIBHOT'0 4MC1a MPOBOAOB. [10CI€ HAX0KAEHHsT OCLIEro peleHst MATPHYHOTO AnuddepeHnn-
anbHOTO YPABHEHHs (AaHANOTHYHOTO CKaJIAPHOMY TejerpagHOMY YPABHEHHIO M ABJISIOWIEr0CS
00001eHNeM TTOCTEHEI0), BRIBEACHHOTO0 M3 CUCTEMBI YPABHEHUI C YACTHBLIMM IPOM3BOJHBIMH,
3aja0Lelk pacrpenenesye HanpasHKeHss M CHIIHL TOKA B OTJENbHBLIX NMPOBOAAX KaK QyHKLii
MeCTa M BpEMEHH, ABTOp 3aHMMAETCsT Cylyvaem, KOrAa 00pa3yolHe 3MeKTPOCEeTh HPOBOAMI
pacnonaraloTcss SKBHAMCTAHTHO Ha MOBEPXHOCTH KPYIVIOrO LMIHHAPA, ONHUCAHHOTO BOKPYT
HEITPaMi If KOTrla pa3Mepsl, a TaAK)Ke MaTePHaJIbHbIE II0CTOSIHHBIE TTPOBOJOB SABJISIIOTCST OJMHA-
KOBbiMH. B Takom ciyyae pemieHHe IPOM3BOJUTCA C HOMOLUBbIO HEKOTOPHIX CBOHCTB HMKIH-
YeCKMX¥ Marpul. B 3awiouenune aBTop B KavyecTBe NpPUMEpa JAeT IPUMEHEHHE BBIBENCHHBIX
pesyibTaToB 451 Tpex(dasHbIX JajbHUX JIMHMIA.

LOSUNG, MIT HILFE DES MATRIZENKALKULS, EINES PARTIELLEN
" DIFFERENTIALGLEICHUNGSSYSTEMS, DAS ZUR BESCHREIBUNG DER
ELFKTRISCHEN ETGENSCHAFTEN IN EINEM AUS PARALLELLEITERN
- BESTEHENDEN SYSTEM DIENT -

V. LOVASS-NAGY

Zusammenfassung
&

Unter Anwendung einiger neueren Krgebnisse des Matrizenkalkiils wird in vor-
liegender Abhandlung die Fortpflanzung der Spannungswellen in einem System unter-
sucht, das aus einer beliebigen Anzahl paralleler Leitern besteht. Vorerst wird eine allge-
meine Losung der einzigen Matrixdifferentialgleichung gegeben, die aus dem, die in den
einzelnen Leitern entstehenden Spannungs- und Stromstérkeverteilungen als Funktionen

,von Ort und: Zeit beschreibenden. partiellen Differentialgleichungssystem abgeleitet

. wurde und eine Verallgemeinerung der skalaren Telegraphengleichung ist. Sodann
behandelt Verfasser gesondert den Fall, in dem die Leiter des Systems auf einer Kreis-
zylinderfliche, die um einen »Null-Leiter« geschrieben ist, equidistant verteilt und die
Materialkonstraten und Abmessungen der Leiter gleich sind. In diesem Falle erfolgt
die Losung d irch Anwendung einiger Eigenschaften der zyklischen Matrizen.

Zum Schluss wird -— als Beispiel — die Anwendung der erhaltenen Ergebnisse
bei Drehstromleitung dargestellt.
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