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A MATRIX-SZÁMÍTÁS SEGÍTSÉGÉVEL 

LOVASS-NAGY VIKTOR 

összefoglalás 

Jelen dolgozat a matrix-számítás néhány ú jabb eredményének felhasználásá-
val vizsgálja feszültség-hullámok tovaterjedését tetszésszerinti számú párhuzamos 
vezetékből álló rendszerben. Az egyes vezetékekben kialakuló feszültség- és áramerősség-
eloszlást a hely és idő függvényeként leíró parciális differenciálegyenletrendszerből 
levezetett egyetlen matrixdifferenciálegyenlet (a skalár telegráf-egyenlet vezetékrend-
szerekre általánosított analogonja) általános megoldása u tán szerző külön tárgyalja 
azon esetet, mikor a vezetékrendszert alkotó vezetékek egy »nullvezeték« köré írt kör-
hengeren aequidistans módon helyezkednek el, továbbá a vezetékek anyagi állandói 
és méretei azonosak ; ez esetben a megoldás a ciklikus mátrixok néhány tulajdonságá-
nak felhasználásával történik. Végül — példaként — szerző bemuta t ja a levezetett 
eredményeknek a háromfázisú távvezetékre való alkalmazását. 

Jelen dolgozat célja, hogy a mátrix-számítás néhány újabb eredményé-
nek [1] felhasználásával vizsgálja tetszésszerinti számú párhuzamos vezeték-
ből álló rendszerek elektromos állapotának leírására szolgáló lineáris parciális 
differenciálegyenletrendszer megoldását. Hasonló vizsgálatokat végeztek pl. 
S. 0. Rice [2], továbbá H. J. v. Bayer és R. Knechtli [3] ; jelen dolgozat a 
matrix-számítás lehetőségeinek fokozottabb kihasználására törekedve, az idé-
zett szerzők által vizsgált eseteknél általánosabban felvetett probléma gyakor-
lati számítására is alkalmas megoldását kívánja szolgáltatni. 

Jelöljük valamely, n darab párhuzamos vezetékből plusz egy nullveze-
tékből álló vezetékrendszer (hosszegységre vonatkoztatot t) elektromos állan-
dóit a következőképpen : 

Rk = a /c-adik vezeték ohmikus ellenállása, 
Lkk = a fc-adik vezeték és a nullvezeték alkotta hurok öninduktivitása, 
Lki = a &-adik vezeték- nullvezeték hurok és Z-edik vezeték-nullveze-

ték hurok kölcsönös induktivitása, 

Ckk — a /c-adik vezeték és a nullvezeték közötti kapacitás, 
Cki = a /ь-adik és Z-edik vezeték közötti kapacitás, 
Gkk = a fc-adik vezeték és a nullvezeték közötti levezetés, 
Gki — a fc-adik és Z-edik vezeték közötti levezetés. 
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Jelöljük továbbá a &-adik vezetékben folyó áramot н-val , a vezeték 
valamely pont jában a nullvezetékhez viszonyított feszültséget pedig %-val. 
Ily módon a vezetékrendszer matrix-alakban felírt differenciálegyenleteiben 
szereplő mátrixok a következők : 

a) Oszlop-mátrixok: 

i = 
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b) Quadratikus mátrixok. 
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r = 

-ri 
0 

0 
r2 . 

. 0 

. 0 
= r = = 

_o 0 rn-

rn > (diagonal-matrix) 

A /с-adik vezeték mentén az áramerősség, továbbá a feszültség válto-
zását leíró egyenletek a következők [4] : 

o ) 
9 + 
dx = gkl (uk — uj) + 

+ с к 1 ö j (u k — % ) + 

+ öfcfcwfc + 

9 

+ gkn (uk — un) + • 

3 
+ ckn — (uk—un) 

<2) = т . лл d t t 
, j din 

Ezeket az egyenleteket valamennyi vezetékre képezve két (külön-külön 
n darab elsőrendű egyenletből álló) differenciálegyenletrendszert nyerünk, 
melyek — a fenti jelölések felhasználásával — 
matrix-alakban a következőképpen írhatók : 

<la) 

<2a) 

= gu 
dx 

r 9 u 
ldt 

9 u n i a i 

— — = н/ - l - -
дх ы 

A (2a)egyenletet xszerint differenciálva és dl 
dx 1. ábra helyébe az (la) egyenletből adódó kifejezést helyet-

tesítve (a matrix-szorzatokban ügyelve a tényezők helyes sorrendjére) 
nyerjük, hogy : 

(3) 
^ = l c ( r c 
9a;2 dt2 v 

LG) ~ + RG« 
öt 

(Ez a mátrix-egyenlet szolgáltatja a skalár »telegráf-egyenletnek« veze-
tékrendszerekre való általánosítását.) Minthogy — ismeretes módon [5] — 
»állóhullám« alakú megoldások segítségével a »telegráf-egyenlet« tetszés-
szerinti »haladó« hullám alakú megoldása is előállítható, elegendő a (3) egyenlet 
»állóhullám« alakú megoldásainak keresésére szorítkoznunk. Amint igazol-
ható, a (3) egyenlet »vállóhullám« alakú megoldása : 

(4) 

ahol 

е " Г х i:0eJat 

Г = [(R + j«L) (G'-f jü)C)] 
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Vizsgáljuk a továbbiakban a következő esetet : A vezetékrendszer 
elrendezése történjék az 1. sz. ábra szerint, tehát a vezetékrendszert alkotó 
n darab vezeték egy »null vezet ék« köré írt körhengeren aequidistans módon 
helyezkedik el ; továbbá a vezetékek anyagi állandói és méretei azonosak. 

Ez esetben a (3) egyenletben szereplő mátrixok mind ciklikusak [6] ; 
ugyanis 

r = r ( r , 0, . . 0 ) 
l = L(L0, Lv . . .,Ln_x) 

с = cl Y Cv, Cv — С2, • • •,—Cn_1 
I > = 0 

n — 1 
g = c l y — c 1 ; — go. • • •,— gn_x 

r=o 

továbbá, bevezetve az lv — jaLv, cP = — (Gv -f- ja>Cv) rövidítéseket, és meg-
jegyezve, hogy : 

Ip+n — !v—n — lv — l—V 

Cp + n ~ Cv—n — Cv = C—v 

és 
l n — lо j cn — cn 

nyerjük, hogy az (R + j wL) (G -p j юС) szorzat-matrix is ciklikus, éspedig 

(R + jeu L) (G + jaC) = 

i n — 1 n — 1 -1 
~ r e c v — l ä c 0 + exln-v — lo) cvl 

[L v = o v = l 
/ 

г n - l 
- 1гСй + £ (ln-v+l - h) Cv > • • • j 

n-1 -I 

Rck — lkc0 -f- yi (l(i-v+k — he) Cv > • • • 
V = 1 

Rcn_j ln-ico + Y^n—v+(n—l) ln—l) cv 
v=l 
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Minthogy valamely С (a0, аг, ...,an—1) те-edrendíí ciklikus matrix 
sajátértékei [6] : 

Kk = a0 + axak -f a2b)\ + • • • + an-jü^"1 

ahol : 
2kn 

a>k — el<Pk ; pk = ——. 
7ь 

t ehá t az (R -f- jwL) (G + jw C) mátrix saját-értékeit a 

n — 1 Г n — 1 -1 
i-k — ô ei*fí%-r k + ^ m i - o + 

v=0 v = 1 

n - 1 n—1 

képlet szolgáltatja. 
Ha a vezetékek száma (те) páratlan egész szám, akkor : 

# /1 — In—l, К — //1—2» • • • » ly — ln—vî • • • > //i—l ^ /п-f-l 
2 2 

c j = c2 = c/i —2» • • • » = (+—p, . . . , c/i — 1 ' f / i -f i 
2 a • 

ez esetben tehát az av
k + " = 2 cos vcpk összefüggés felhasználásával azt 

kapjuk, hogy : 

n - i ] n - i 
2 2 

^k = — c0 - f / „ + 2 E /„cos V ф д . | — 2 Ä E ck ( 1 — c o s V <pk) + 

n - 1 ( n - 1 
2 I 2 

(/n—fi +>> 2/yu, 
V=1 1 ft = l 

Ha a vezetékek száma (те) páros egész szám, akkor : 

= In—1> ~ In— 2» •••> /п 1 = ^ П д - 1 
2 2 

c j — c n _ j , c2 — fn—2» • • • i — un 
1 - + I 2 2 
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e'z esetben tehát az щ-та vonatkozó fenti összefüggés felhasználásával : 

í . 1 i -
co p + ío + 2 £lvCOsv(pk{ — 2 R £ c k (1 — cosu <pk) 

,i 1 ) . . . 

— í 

+ 2ec» + s^t/n-m-ipr-s/^ -w „) oos р. <pk-

2 

, í Г - 1 
+ [ - с « Л + 2 £ с „ (ín + c n ( i p - Z á ) 

2 2 2 2 2 

Nyilván : 

л n 
a2 = e / 2 <p* 

к gjkn 
j + l , h a jfc= 0, 2, 4, . . . 

I— 1, ha k — 1, 3, 5, . . . 

Minthogy valamely С ciklikus matrix adott / (C) analitikus függvény 

/ ( 0 = 

k-i 

Cùk 

л,2 

alakban állítható elő [8], tehát : 
g - гх g — у (r l) (g + > с) x _ 

1 " 
= •- ye-vtp 

1 - i 
со к 
со2, [1 со к со\ • « г 1 ] . 
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Például n — 3 esetén : 

a ä — — c0 R + l0 + 2 c o s 

2ы 

2k-

2к~т i 
- 2 c x [P + ( / 0 - Z j ) ] | l _ c o s — J 1 , 2 , 3 ) 

tehát 

es 

Aj = A, = - (c0 + 3cj) (R + l0 - £j) = 

= [ö0 + 3G1 + jo> (C0 + 3Gj) ] [P + jo> (X0 - i j ) ] 

A3 = - c„ (Д + /0 + 2/j) = [G0 + jcu C 0 ] [R + j« (L0 + 2LJ 

Ily módon adódik, hogy : 

Aj = % = R (G0 + 3Gj) - со2 (Cg + 3Gj) (L0 - Lx) 

+ j03 [R (Cg + 3Gj) + (Gg + 3Gj) (Lg - LJ] 

es 
A3 = RGg- СО2 С g (Lg + 2LJ + jOJ [ДС„ + Gg (Lg + 2LJ]. 

Minthogy pedig : 1 

1 
u 

3 

1 1 

e-vxix £ [1 e e ] + e - n x б [1 e e 

+ e--vu [1 1 1 ]( Ug ei0)1 

1 .1 1 

G—1 AI* Б [1 s s ] + Б [1 Б Б ] ] + Е - N * 1 [ 1 1 1 ] 
• 

iig ei<•>', 

1 Az ú. n . »harmadik egység-gyökök« szokott jelölésével : 

ы, = e, co2 = э, co3 = 1 
és ily módon : 

°>i = e , и | = e> °>з — 1 
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következésképpen : 

U = - 3e - l 'LxE + [ е -Гя 2 х_ е -Гя . ,х j 

mert : 

~ r 
1 [ 1 1 1 ] 

_1 

u0 etut 

1 1 1 e e I e e 

e [1 e e ] + e [1 fe ё ] = e e • e e2 i e e • e ~£2 

£_ _e s e2 e • e _£ e2 e • e 

2 — 1 — Г 3 0 (Г i i Г 1 
— 1 2 — 1 = 0 3 0 — i i i = ЗЕ — 1 

1— 1 2 0 0 3_ i l i _1_ 
[1 г 1 ] 

Ha például — speciális esetként — feltesszük, hogy 

j« — u 0 

akkor : 

„jut 

minthogy 

1 1 1 

1 [1 1 1 ] £ = 1 

_1 £ 1 

(1 + e f £ ) = 0 

Úgynevezet »ideális vezeték« esetében (ha t . i. r = 0, valamint g (, == 
G] = 0) azt nyerjük, hogy : 

U = u0e+ab(Co+3cl){Lo—loj 

Tehát az egyes vezetékekben keletkező feszültségek leírására az alábbi 
függvények adódnak : 

f / j = u 0 e + "'v(c.+3c1)(í..—í.,)x+ ;<»( 

•464 



U2 = r (— 1 + j \f 3) Ег0етго1'(св+зс1)(с0-р1)дс+уш( 

Z73 - (-=- L — /У'З) Z70 е+ш1 (С.+зср ( G - c j x jwt. 

Hasonlóképpen képezhetők az egyes vezetékekben fellépő feszültsége-
ket leíró függvények az általános (R ф 0, 0 ; Gí yó 0) esetben is. 

(A számításaink kiindulásaként felírt (1) és (2) egyenleteket arra az 
esetre képeztük, amikor a nullvezeték árammentes, tehát 

e k = o. 
ft^i 

n . 
Amennyiben- E Ф a (2) egyenlet a következőképpen módosul : 

к 1 

эи* 
эж 

= rk ik + E i k ro. + 

9», 
dt 

Rn 

д i к i 

R1 +R0 R0 

rn 

K ы 
R0 

Ro + R0 />',, 

Rt) 

r din 
lkn~dt 
R0 

rn 

rn - ь л 0 

egyébként a további tárgyalásmód analóg a ^ i k = 0 esettel). 
k~l 
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РЕШЕНИЕ С ПОМОЩЬЮ ТЕОРИИ МАТРИЦ СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ С ЧАСТ-
НЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ, СЛУЖАЩЕЙ ДЛЯ ОПИСАНИЯ СВОЙСТВ ЭЛЕКТРИ-

ЧЕСКОЙ СЕТИ, СОСТОЯЩЕЙ ИЗ ПАРАЛЛЕЛЬНЫХ ПРОВОДОВ 

В. Ловашш-Надь 

р е з ю м е 

Настоящая работа, используя некоторые новейшие результаты теории матриц, 
исследует распространение бросков напряжения в электросети, состоящей из произ-
вольного числа проводов. После нахождения общего решения матричного дифференци-
ального уравнения (аналогичного скалярному телеграфному уравнению и являющегося 
обобщением последнего), выведенного из системы уравнений с частными производными, 
задающей распределение напраяжения и силы тока в отдельных проводах как функций 
места и времени, автор занимается случаем, когда образующие электросеть проводы 
располагаются эквидистантно на поверхности круглого цилиндра, описанного вокруг 
нейтрали и когда размеры, а также материальные постоянные проводов являются одина-
ковыми. В таком случае решение производится с помощью некоторых свойств цикли-
ческих матриц. В заключение автор в качестве примера дает применение выведенных 
результатов для трехфазных дальних линий. 

LÖSUNG, MIT H I L F E DES MATRIZENKALKÜLS, E I N E S P A R T I E L L E N 
DIFFF^ENTIALGLEICHUNGSSYSTEMS, DAS ZUR B E S C H R E I B U N G DER 
I LI . '•" ' 'TÜSCHEN EIGENSCHAFTEN I N EINEM AUS P A K A L L E L L E I T E R N 

B E S T E H E N D E N SYSTEM D I E N T 

V. LOVASS-NAGY 

Zusammen j a sei i ng 
* ' nt -

Unter A n Wendung einiger neueren Ergebnisse des Matrizenkalküls wird in vor-
liegender Abhandlung die Fortpflanzung der Spannungswellen in einem System unter-
sucht , das aus einer beliebigen Anzahl paralleler Leitern besteht. Vorerst wird eine allge-
meine Lösung der einzigen Malrixdifferentialgleichung gegeben, die aus dem, die in den 
einzelnen Leitern entstehenden Spannungs- und Stromstärkeverteilungen als Funktionen 
von Ort und Zeit beschreibenden, partiellen Differentialgleichungssystem abgeleitet 
wurde und eine Verallgemeinerung der skalaren Telegraphengleichung ist. Sodann 
behandelt Verfasser gesondert den Fall, in dem die Leiter des Systems auf einer Kreis-
zylinderfläche, die u m einen »Null-Leiter« geschrieben ist, equidistant verteilt und die 
Materi al k оп.ч ta л ten und Abmessungen der Leiter gleich sind. In diesem Falle erfolgt 
die. Lösung сArch Anwendung einiger Eigenschaften der zyklischen Matrizen. 

Zum Schluss wird — als Beispiel die Anwendung der erhaltenen Ergebnisse 
bei Drehstromleitung dargestellt. 
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