KORKERESZTMETSZETU VEZETOBEN FELLEPO ARAMKISZORITASROL
FREUD GEZA -
Osszefoglalds

A szerzd kiszamitja egy homogén, o korfrekvencidji, sinusosan valtozd magne-
ses térbe helyezett korkeresztmetszettt vezetGben az dramsiirliségeloszlést, ha abban [

aram folyik. FKnnek segitségével moghafa.r(wza a vezetd hosqzegysegeben fellép6 Joule-
veszteséget. :

Bevezetés

Mint ismeretes, egyetlen maganos korkeresztmetszeti vezetGben fel-
16p6 dramkiszoritas szamitasdt A. Sommerfeld [3] oldotta meg. Bar Sommer-
feld szamitdsdnak szamos fontos alkalmazdsa van, az nem hasznalhaté fel
minden esetben. Ha olyan korvezetérdl van sz6, amely kevés és egymastol
tavoles$ vezetSkbdl a1l vezeték része, akkor Sommerfeld szamitdsa jol hasz-
nalhat6. Ugyanis ilyen esetben a tavolabbi vezetGk magneses tere és az
azoktdl szarmazé dramkiszoritds a kivalasztott vezetGben elhanyagolhaté a
vezetd aramatdl szarmazdé mégneses tér és ennek az drameloszlasra gyakorolt
‘visszahatdsa mellett. Egészen mas viszonyok alakulnak ki, ha nagyszdmut
- vezet8kbdl 4llé kiteg egyes vezetlit tekintjilk.

- Ilyen koriillmények kozt a t6bbi vezetében folyé aramok sokkal nagyobb
- magneses teret hozhatnak létre; mint a tekintetbe vett vezet§ ltal létrehozott
mégneses tér sajat drama. Ha a vezet8koteg igen sok kis dtméréjii vezetGbél
all, feltehetd, hogy a tobbi vezetdben folyé aramok altal keltett méagneses
tér egyetlen vezeté helyén még homogén. A feladat tehat az alabbi’ méden
egyszer {isodik : Egy térben homogén, id6ben sinusosan valtozé o korfrekven-
cidji magneses térbe egy korkeresztmetszetli vezett helyeziink, melyben
ugyancsak @ koérfrekvenciaja sinusos dram folyik. Meghatarozandé az dram-
eloszlés. a vezet6ben. Az arameloszlis ismeretében meg fog]uk hataroml a
vezetd hosszegysegere esé Joule-veszteséget.

Az igy megfogalmazott probléma a kérdés matematikai oldalat tekintve
hataresete egy Ch. Maneback [1] &ltal targyalt feladatnak : hatdrozzuk meg
azt az Orvénysrameloszlist, amit egy végtelen homogén korkeresztmetszeti
vezetGben egy vele parhuzamosan futé vonalszerti aramfonal kelt. A vezetd-
hengeren kiviili tér vakuum vagy pedig homogén szigetel6. Ch. Maneback
ezt az elektrodinamikai problémat egy integralegyenlet megoldasira vezette
vissza. A jelen dolgozat fiiggelékében ismertetjiik a Maneback-féle feladat
elemi megoldasat, -amely csak a potencidlelmélet altaldnosan ismert Ossze-
fiiggéseit feltételezi, integralegyenlet megolddsat nem teszi sziikségessé. Meg-

30% . 467

et

-y



oldésunk két vonatkozdsban tébbet nyajt, mint Ch. Manebacké: Elbszor is
minden kiilon meggondolds nélkiil -egycsapisra megadja az orvénydramok
altal keltett magneses. teret a vezetGhengeren kiviil is. Mésodszor minden
nehézség nélkiil szamitdsba lehet venni a magneses erGvonalak térését a vezets-
henger palastfelilletén annak kovetkeztében, hogy a vezet$ anyagdnak és a
vele érintkezd szigetel§ kozegnek (ill. val\uunmak) a magneses permeabilitdsa
kilonb6z6. Amennyiben a vezet$ ferromégneses anyagbdl késziilt, ezdltal az
orvénydramok intenzitisa tetemesen megnovekedik.

Visszatérve arra az esetre, amikor a kilsé mdgneses teret a vezet(
kornyezetében homogénnek feltételezziik, ezt az elGbbibél hataritmenettel
gy szarmaztathatjuk, hogy az aramfonalnak a vezetGhenger tengelyétdl -
mért R tavolsagit minden hatdron tal noveljitk, mikozben az dramfonalban
az I dramintenzitds Ggy novekedik, hoxy az I/R hianyados allandé maradjon.
Mint varhatd, a hatareset kozvetlen targyalasa egyszeriibb és dttekinthetobb,
mint az altalanosabb eseté. Ugyanakkor megvan az az elénye, hogy kombi-
~nalni lehet a mdgneses térerdsség kozvetlen kisérleti meghatarozasdval és
akkor is minden nehézség nélkiil hasznalhaté, ha az egyes aramfonalak altal
keltett mdgneses teret er6sen magnesez8ds anyagok (pl. vas; jelenléte jelen-
tékenyen mddositja. Tlyen vonatkozasban pl. a kozélt médon kiszdmithaté
a jarulékos veszteség korkeresztmetszetli vezetGvel -tekercselt kismotorok
hornyaiban. R. Richter (Archiv f. Elektrotechnik 4 1915, 15.) erre az esetre
kozelité képletet allit fel.! Ennek soran feltételezi, hogy a vezetSben indu-
kalt drvényaramok tere az erdvonalak lefutdsat nem mddositja, ez a koze-
lités nyilvan csak egészen kis frekvencidknal jogosult. Ugyancsak szd-
mithaté a jarulékos veszteség korkeresztmetszetii transzformator teker-
cselésében. Ebben az esetben a kozolt kozelités mellett elhanyagoljuk a
vezet$ gorbiiletét ; a magneses térer8sség akdr szamitdssal, akir modellkisér-
lettel meghatarozhato Hasonlé médon targyalhaté ’robb mas, a miiszaki
gvakorlatban eléfordulé elrendezés is.

Az drameloszlas szamitdsa

A feladatban szerepld elektromigneses tér két tér szuperpozicijanak
foghaté fel. Az els§ tér az I aram altal dtfolyt vezetl sajit tere, ha a kiilsg
magneses tér nem hat. A misodik, erre szuperponilédé elektromégneses
teret ugy szarmaztatjuk, hogy az id6ben sinusosan véltozé homogén kiilss
magneses térbe belehelyeztiik a korkeresztmetszetli vezetGt. A vezetSben a
kiils6 tér hatdsara orvenyaramok indukal6dnak, de a vezetd hosszaban eredé
aram nem folyik.

Az I amplituddéja dram altal atfolyt vezet hen kialakuls arameloszlast,
ha a kiils§ tér nem hat, az '

Ip  Jy(pr)

ke =y
2na J, (pa) ahol p ="

(lasd Simonyi [1], 3c. 31. képlet, 235. 0.) osszefliggés séolgéltatja " Ebben a

képletben a jelenti a vezetShenger sugarat, 7 (r) az 4dramsiirliség komplex

(1) i) =

Fényes Tamas kollégéank megall&pltotta hogy Richter eredeti keplete téves, az
egy 4 ténvezdvel szorzandé.
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amplitadéjat a vezetd tengelyétol r ta,volsagban ja ]\epletes egység, 6 a beha-
tolasi mélység, amely a

5 . .
g V “)Iizy

keplet segitségével szamithatd, ahol p, a vezeté homogén anyaginak abszolit
magneses permeabilitdsa és vy a vezetS anyagdnak fajlagos vezetOképessége
(lasd Simonyi [1] 3c. 42. képlet, 236.). J, (z), ill. J; (z) a nulladrendd, ill. elss-
rendii els6faji Bessel-fiiggvény. Erre - szuperponalodnak a kiils§ magneses
tér altal keltett orvenyaramok S

A wvezetd belsejében fellépd tér elodllitdsa vektorpotencidlldl

ElSszér is a vezet§ belsejében létesiil6 méagneses teret vektorpotencidl
segitségével allitjuk el6. A Maxwell-egyenletek, a szereplo fizikai mennyisé-
geket MKS egységben kifejezve :

rot H =i + @
(3) : ahol D=1¢e,Kés B - pu, H
rot E-——?ﬁ
ot

és az Ohm-térvény differencidlis alakja :
A masodik Maxwell-egyenlet teljestl, ha

a4
5 B=r sy K= — —-
(5) | rot A és T
A méagneses tér vektorpotencialja. Feltételezzilk, hogy. u, dllandd. Az els6
Maxwell-egyenlet - is kielégiil, ha a vektorpotencial a (helyettesitéssel nyert)

: . 04 024
6 K * A _— — —_—— — € —_
(6) rot rot Mo —5p — €2ls —pg

parcidlis differencidlegyenletnek tesz eleget. Miutén a vezetd belsejében toltés
nem halmozédhat fel, div D = 0, ami te]]esu] ha klegészitéskeppen kikotjik,

hogy
(7) . - div 4 =0.
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A masik "kiegészits egyenlet, t. i. div B = 0 szintén teljesiil, mert a magneses
teret: vektorpotenciillal allitottuk el8. (6) és (7)-bdl, ha felhaszndljuk a vektor-
analizisbdl ismert

rotrot A = grad div 4 — 44

osszefiiggést, kapjuk :
cA o 924

8 ‘ 2 9 ——v — U.

Kozelebbrdl meg akarjuk vizsgélni az olyan megolddsokat, amelyek a
z koordinata irdanyaban terjed$ haladé hullimokat allitanak el :

. 2w,
(9) A= 4,779

ahol A a vezetd mentén terjedd hullim hullimhossza. Ha (8)-ba behelyette--
sitjiilk (9)-et és (2)-Gt is szdmitasba vessziik, kapjuk, hogy

Fenti egyenietben
2
b= e
@ V32[U-2

az olyan szigetel6kozegben terjedd o korfrekvenciaja sikhullim hulldimhossza,
amely szigetelGkozeg abszolut dielektromos allandéja &, és abszolut magneses
permedbilitdisa u,, vagyis ugyanakkora, mint a tekintetbevett vezetsé.

” 7

A tovabbi szamitdsokat nagy mértékben egyszerus1t1 hogy a szokasos vezeték-
anyagokra a legalacsonyabb frekvenciatél egészen a mikrohulldma frekven-
cialg is érvényes, hogy

b <A b8 6 <

Ilyen médon (10) helyett jé kozelitéssel a numerikus szdmitdsok szempont
jabél sokkal. jobban kezelhetd :

. 2j
(l]) g_l[io_*é—z*AO: ]

22
egyenletre szoritkozunk. A —5 tag e]hanyagolaqa azt jelenti, hogy az eltolasi
~ aramot a vezetési aramhoz kepest elhanyagoljuk, vagyis a folyamatot a veze-
: 4n?

tén beliil kvazistacionariusként kezeljiik. A "5 tag elhanyagolasa azt jelenti,

hogy az elektromagneses tér hullamszerd t(*l]ede%t nem vessziik szamitasba.
Elegendd tehat a teret egy a vezetd tengelyére merdleges sikban vizsgalnunk.
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A wvektorpotencidl meghatdrozdsa

Attérimk a konkrét feladat targyalasira. A magneses teret olyan vektor-
potencialbdl szarmaztatjuk, amely a tér minden helyén a vezetShenger tenge-
lyével parhuzamos, és elGjeles értéke A,. A vezetdn beliil legyen

/,_“._

(12) Ay=1¢ J, (?l 7') cos g,

ahol "(r, ) a vezet6hengerre merdleges sikban mért polarkoordinitik, és a
polérkoordinitarendszer kezdGpontja a vezetShenger kozépvonalanak difés-
pontja a sikon.

A mégneses tér A¥ vektorpotencialja a vezetd hengeren kiviil az

AA% = 0

egyenletnek tesz eleget ; ennek megfelelen vegyiik fel (a, henger tengelyvével
parhuzamos) vek‘rorpotenmalt '

asy A% = Byrcos ¢ + ¢y LS,

r
alakban. Fenti kifejezést derékszogli koordinatdkra atirva,

*:
A Bx—}—c‘,——\—z_i_u

Ebbdl pedig a B magneses indukciévektorkomponenseit a B = rot A Gssze-
fiiggéshdl szamitva :

o4} 2¢q.2Y
By = = =— . ——"7
R
~oady L 2cex? Cs
b= B e g TE R

Ebbdl azonnal leolvashatd, hogy a vezetGtdl nagy tavolsagban a mdagneses
tér homogén és a magneses indukeié értéke B, a tér -~ y irdnyd.

A (12), ill. (13)-ban szerepld ¢, és ¢, allanddkat abbdl a feltételbd] hata-
rozzuk meg, hogy a vezetd hatdsira a mdgneses indukeciévektor normalis
komponense és a mdgneses térerdsségvektor tangencidlis komponense foly-

tonosan megy at :
94,y . (dA*
G = (5.

[4°N)
u:
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ahol w, a vezetén kiviili homogén ktjzeg abszolt magneses permedbilitasa.
Fenti Osszefuggésekbe 4, és A¥ (12) és (13) alatti kifejezését helyettesitve,
c. és Cy meghatarozaqara az alabbl kétismeretlent elsofoku -egyenletrendszerre
jutunk : ‘

Ennek megoldasa

2, By ‘
o= Y =25 =2 ’
1_ 2]0’ - — 2)“ ’ — <)
i [ ) o (5
. 1 : ) . )
il a Ji(@) = — —J, (&) + J, () sszefiiggés felhasznaldsdval
1 o £8
() ¢ = ' 2uptBy ’
V=3a , {Z3ay = 2ja)
M 5 Io( 5 ““)‘i‘.(#z—#l)Jl (T“)

és hasonlé kifejezést nyeriink cy,-re ; ez utébbira azonban nem lesz sziikségiink
A kitlizott feladatot meg is oldottuk : az érvényiaramok stirtiségének eloszlasa
a vezetd belsejében : :
. 04 .
t=~vyE =—y .811 =—javd,

azaz (12) és (14) felhasznaldsaval :

)
i

2,
2j"”/ pa By dy (L —

r) cos @

(15) P ~

_ ;Ull/ ‘52.74 (l/ (:m) +. (UZ— F1) ’]1 (L——-:w)

A wattveszteséy szdmitdsa
Tekintettel (1) és (15)-re, a vezetSben fellepo eredé a aramsuruseg komplex
amplitidéja, amely a vezet8 sajat aramanak és a kiils6 mégneses tér altal

indukalt orvényiramnak az ereddje,

V=25

. - .
| (16) - i = by, (Lsf—) r)—}— by Sy U—az r) cos @
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alaki. ‘A (16) képlet az Aramsiiriség komplex amplitadéjat szolgiltatja.
Tehat az idGegység alatt a vezetd hosszegységében howe atalakul6 effektiv
teljesitmény :

Vop o
V=g | tipdf =
. 1 2,'!. a NG 2
(17) | =35 {11)();2 | J JO(»—GZZ r)l rdrdp -
. 0 0
22 a . 5 3 ‘
+ [by}? ‘ J ’Jl(v—azj r){ cos? ¢ rdrdg }
6 ‘0 | i

Ebben a kifejezésben az a figyelemreméltd, hogy az Osszes veszteség két tagra
bonthaté : az elsd tag tartalmazza a vezets sajat dramdtdl szdrmazé veszte-
séget, figyelembevéve a sugariranyt dramkiszoritast, ami fiiggetlen a kiilgé
. magneses tértdl, a masodik tag viszontakulsomagneses tértdl szarmazé orvény-
aramok okozta wattveszteséget tarta]mazza -és ez utébbi fiiggetlen a veze-
t6ben folyé aram intenzitasatél. :
A (17)-ben szerepl$ integralokat az alabbi keple’o segitségével szamit-
hatjuk (laﬁd Simonyi [2] 15.13 képlet 102.) :

a .
. ’ 4 ’ ’
£ (02) J (1) dit = " (0T (Ba) I, () — B () (Ba) ],
; pr=a? . ,
o . ) V=2 V2 )
ahol a mi konkrét esetiinkben o= 5 B = 5 ésn= 0,1. Vezessik

r :
9 2 . iz 7" .2 2 t4 L 7 2 7
be az x = % a jelolést ; akkor a vezetd sajat aramatdl szarmazd veszteség

" (18) Wy == ‘{f2f Ry g (x),

ahol By — —
. "/a'"T

-xMW7J%@fW%H

W (V= )2

(19) g (%)

A kiils6 magneses tér okozta tovabbi wattveszteség, ha u; = p, (ami lénye--
gében réz- vagy aluminiumvezetd esetében teljesiil)

2
(20) Wy = %h (x),
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ahol H, = By/p,, a kiils¢ homogén magneses térerdsség amplitaddja és

b @) = 200 oD (iR L0 )}
Mo —j @)l2

1)

A g (x) értéke természetesen R/R,, ahol R a korvezetd mar Sommerfeld
altal szamitott viltédrama ohmos ellendllisa. x nagy értékeire a Bessel-fiigg-

qu
4
L
2 3 L
P
P
2
L @
1 oG X
0. NS LY S RN E R e S g h e g R g ]

1. 4dbra

‘vények nagy argumentumra érvényes aszimptotikus el8allitasabdl az alabbi
kozelité képletek addédnak :

- 2|2 18- 272 .. 136
2 ; gt 162 12822 1024a® 16384t
(22) g ()~ ~—— g SR e b A
2)/2 i 6]/2 18 45)2 = <~ 0998
16 12822 10242  16384at
i ;
@ %y 5 M G sgme T SR
Nfﬂ_{url_,jL CH o D
22 ¢ 208 D048 it
: 6)/2 30 15)/2 135
ik 16: 12822 10242 16384
(235 - B ) T e S TRRa S BT
' 22 2 g3 iRl
Il L

16z . 12842 | 10242® 16384zt

N11f2.z;gl~l(—2‘rl——li i,
Dt 8. g2 14096 wt

2 M o i SRR
)

Vasvezeték esetén csak azt az esetet targyalhatjuk, amikor a vezetdén
atfoly6 dram igen kicsi, tehat a H; nem tl nagy és igy a vasanyag permeébi-
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litdsa egyenlének vehetd annak kezdeti permedabilitdsiaval. Ennek értékét az
irodalmi adatok ‘alapjan 101-gyel vettiik egyenlének, igy p; = 1 mellett

- hx)
) ; LA
v
30
B4
- / ;
7
20 // A
10
A,‘
A/
21, 3
g 4 2 J 4 L7 6 ) 4 8 9 70
2. abra -

U0 2R S

py — g = 100 kerek szamnak adédik. Tlyen feltételek inellett a kiils6 mag-

neses térbdl szarmazé jarulékos veszteség

2 2
(24) Wy = — bk (2),-
Y ;
K1x) hiEs)
@
g2
20 /]
/
i /¥
/
{07Vl
g 5
LT 1
) R R B A e T TR R T 2
3: abra

Tekintettel d-nak u-tél valo fiiggésére, h*(x) és h(x/10)
az azonos vezetésugarhoz tartozoé értékek. |
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ahol h* (x)-et a 1II. dbrin tiintettiik fel. Egyben kizoljik a A* (z)-re a Bessel-
figgvények asz1mptot1ka]abol nagy x értékekre adddé -kozelitdé képletet,
tetszbleges u, és u, esetén :

: 62 . 30 /2 : '
h* (x) ~ L i 1 — - ‘)i—— N l)—l'-- _ 188 ], ahol
lff @ 162 12822 10242 16384
" L 36-33/2 324 512 22
® 2 [ e 332 +_3 49 885}/ 5
()4 51 2x - 1638422 1638423 16384
* 2 8 5)/2 2
ozl 6/2 18 lf2 22 } i
; 16z 12822 10240® = 16384at
o - - ===V -
+ g, VQ 9:—‘ | ”L ,._l‘l_ _ 41_2_70_1.?1_
) 4 6 196 51222 16384t

Véges tavolsdgban futé dramfonal dltal keltett orvénydram szdmitdsa

Az a sugart vezet$tdl R tavolsigban I intenzitast dramfonal van. Az
abra szerint vegyiik fel az (r, p) polarkoordinatarendszert. Akkor az aram-
fonalbdl szarmazé vektorpotencial

uyl . iyt ‘R —re's :
25 ——log o/p = - Re {lo (____‘._,,v { =
(25) . UR="5 g » )’
I &1 g
= —‘;;r~ 21 z F‘l COSs n(p

tehat A" cos ng alakt tagokbdl tehetd ossze, ahol
' I 1
26 A, =107 .
(26) o 27 nR"
Az a sugara vezetohengeren beliil az aramfonalbél és az 6rvénydramokbdol

szarmazé ered6 méagneses tér vektorpotencialja, amely kielégiti a (11) parcialis
dlfferencla]egyenletet el6allithaté az aldbbi ortogondlis sorfejtés alakjaban:

(27) A = 2 Cno o (—a-ﬂ r) cos N,

ahol Jn (2) az n-edrendii Bessel- fuggveny :
Ugyanakkor a vezetShengerben folyé orvenyaramok altal keltett jaru-
lékos magneses tér vektorpotencialjat a vezet6n kiviil vegyiik fel

7 n

oo
o COS B
2 em

n--1
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alakban, ahol a k1fe3tes minden tagja klelegltl a Laplace -egyenletet. Tehat a
vek‘rorpotenclal a vezetén kiviil -

(28) A= 2( nl +Cn1 )éos ng.

n=1

A hatérfeltételek az r = a sugart hengerpaldston

(29) (Drma = (Ao
68 : : = s
- A 1 94 1 (94
. (30) - 87 rea ;; ( or ,)rza

(27), (28), (29) és (30) cny és cny meghatérozé,s_éra az alabbi linearis egyenlet-
rendszerre vezet : R :

1 — | ' g
E}c‘nl"‘.—']n(v_]x) Ch2 : . =—A, an

n

ot T VTl VT2 oy — A0 man-1,
rrrmon + o [l Jx)+l/' = 7)) ng b ™"

~ Ennek megoldisa _ :
' o Hey 5 (/5 = W=
cud e n(l + /41JJ" ('~ ) +1 J& Ty ¢ 7‘1-)

(Bl) epp= —5 . an .
pedy R” - it . - — .
T (V=B Ty VT e T (5 @)
M :
és . . -
Tu, . an
(32) o=

T (1= B2 () T e (1 @)

A vektorpotenclalt a .vezetén kivil tehit a (26), (28) és (31) kepletek mig a
vezeton belill a (27) és (32) képletek szolgaltatjak. A vektorpotencidl ismere-
tében az = —j o)y A* osszefiiggéshOl megkaphatjuk az orvenyaramok
stirliségeloszlasat

J ( ~2j chosn :
(33) i = —iovred 5 (i) | Lo F .
R Lt s LA U R e R U )
Ha p, = g, ez atmegy a Maneback altal szémitott képletbe. :
Munkatdrsamnak, Szilvay Qézdnénak eztton is koszonetet mondok a -

kézirat gondos atnézése, valammt a részletszamitasok elveg7e%e terén nyu]tott
brtékes segitségéért.
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(21) 2. : :

O BBITECHEHUW TOKA, BO3HUKAIILUEM B ITPOBOJHWUKE KPVYIJIOrO
CEUEHMHA ;

I'. dpeiig
Pesome

Ompenenaercsa pacnpefeneHue 1 IUIOTHOCTH TOKA B IPOBOJAHHUKE KPYIJIOTO CeyeHus,
NIOMEIIEHHOM B O[HOPOJHOM CHHYCOMJAJLHO M3MEHSIOUIEMCST MArHMUTHOM TOJIe (YacTOTH).
C 1OMOIIBI0 3TOTO OTIPEREASIOTCS AXKOYIeBbIe IOTePH, BO3HMKALE B TIPOBOJAHKHKE HA eVHHULLY
H3MEpEHHs, _ ) .

UBER DIE STROMVERDRANGUNG'IN LEITERN
MIT KREISFORMIGEM QUERSCHNITT
G. YREUD &
Zusammenfassung

In einem homogenen, magnetischen Wechselfeld wird ein stromdurchflossener
Leiter hineingesetzt. Es wird die Stromverteilung und der Joulesche Verlust der Liéngen-
einheit berechnet.
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