PARHUZAMOS ELEKTROMOS VEZETOK MAGNESES TERENEK
SZAMITASAROL
2. rész
FREUD GEZA és SZILVAY GEZANE
Osszefoglalds
Ket parhuzamos kérkeresztmetszet(i vezetobol all6 vezetok onindukei6jat a (24)
képlet szolgaltatja. A szamitds sordan a szerzék feltételezik, hogy az egyes vezet6kbol az
adrameloszlés radidlisan szimmetrikus, ami teljesiil, ha a vezetok elég messze vannak egy-

méstél, vagy a frekvencia nem til nagy. A szédmitds sorén tekintetbevették a vezetd-
11engerek mégnesezbdésenek befolyéasét.

Bevezetés

Roviden attekintjiik a dolgozat elsé részében kozolt eredményeket,
melyeket szamitasainknal kés6bb felhasznalunk. Meg kell jegyezniink, hogy

1. dbra

az el6z6kben Gauss-féle mértékrendszerben szamoltunk, most pedig képle-
teinket MKS egységekben adjuk meg.!

Az a sugart p, permeablhtasu V vezetShenger tengelyétsl R tavolség-
ban I intenzitést vonalszer(i aram folyik. A hengeren kiviil a teret w, permeébi-
litasa anyag tolti ki. Kimutattuk, hogy a henger magnecezodese atjan létre-
jott magneses tér két vonalszeru aram I, és IF magneses terével helyette-
sithet6. Ha az I dram egyenese a V Vezetohenger k keresztmetszetkorének
sikjat Q pontban metszi, akkor I, vonalszerii Aram egyenese a keresztmetszet-

1 A dolgozat mar megjelent elsé felébe néhany jelolési kovetkezetlenség és
pontatlansdg csuszott. Ezeket most korrigdljuk. ;
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kor sikjat Q-nak k korre vonatkozé inverz pont]aban Q- ‘ben metszi. Q,-nek

0-t6l valé tavolsaga. E LAz I¥ aram a Vhengertengelyében folyik. A V henger

belsejében ekkor olyan a magneses tér, mintha az egész teret y; permedbili-
tast kozeg toltené ki és I helyén I’ dram folyna. A mdigneses tér vektor-
potencidlja a V henger tengelyével parhuzamos és értéke ¥ hengeren kiviil

(1a) A——lwﬂk%&+1b 0+ Itlog 11,
a ¥V hengeren beliil

’ 1 7 .
(1b) L A==l log 0 +C.

_ Vezessiik be az (r, p) polarkoordinatarendszert, az 1. dbra szerint

: 1

= (R 4 2 — 2Ry cos )2
P

2 1

+7 -—’%moscr)

b
%1 (

(1)-re teljesiilnie kell a dolgozat elsd részének (2) és (3) egyenlosegenek vala-
mint felhasznilva (2)-t, a kévetkezd formuldkat nyerjiik? :

9y 1 — o1 < -
3 P _ - = 1 .
(3) o C 57 Ho #1+Ho“0gR 2n,u0§11 og B
és '
I A e el BTV

(4) :u’1+,“’('0

. 9

7 uO :

I = I: [.

:U1+:U0 -

A V vezetShenger tengelyével parhuzamosan téle d tavolsdgban o sugaru W
vezetShengert helyezunk el, melyben —I dram folyik. A W vezetd mégneses
permedbilitdsa p,, és keresztmetszete .

A tovabbi szamitds sordn a tikéraramok keltette tiikiraramokat is
szamitasba vettiik. Ezek doféspontjai az dbra sikjaban az Op, ill. Q, pontok,
melyeknek az utolsé inverzifeentrumtél mért tavolsagét 7., ill. gn-neljeloltuk
aszerint, hogy az utolsé inverziét k, vagy a » korre végeztiik. Az igy myert
tu/corammok melyek 6sszességiikben ugyanazt a mégneses teret hoztak létre,

2 Mint az elsé részben..

Tl L .= ljg—.ﬂd — 2ug 2ug
H«1+:“0, o2 Mg + e H2+Hn

§1=
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mint a vezetk anyaginak magnesezédése, az els6 rész 2a, 2b tabldzataban
vannak osszefoglalva. Az rn, ill. gn sorozatok monoton niévekedék és az a,
ill. a korlat alatt maradnak, tehat a

lim 7y, = llm Tans1 = Too

n=oo

i e = Jimenrs o,
hatarértékek léteznek. _
Miutdn O, és rp-t, illetGleg Qn és gn-t iteralt tiikrozéssel nyertiik, az

(5) Thpp = —————5——1 Ony1 = —————5

rekurziés formuldk érvényesek. Ennek alapjén az {rn} és {gn} sorozatok hatér-
értéke szamithat6, mivel a keresett hatirértéket az

az a?

4{12__ N
il L

formuldk rendezése utdn nyert masodfokta egyenletek

d};i — Too (d?— a® + a?) + o3 = 0

dg?-- oo (d*—a? + a?) + a?d =0
a, ill. a-nal kisebb gyokei szolgaltatjak. Ugyanis az r__ és g, értékek a V
ill. W vezetd belsejébe esnek..

A tovabbiakban sziikségiink lesz néhany becslésre, melyet a dolgozat

els§ részébdl idéziink :

: Too — "niq ao 2 o
() I r— [(d—rm) d— gw)] =1
és
(—-) l . Qoo — @n+1 aa ]2 2
: O™ 9n—y < {(d— 0w} @—ra)l — 1

A (6) és (7) egyenlStlenségekbll Osszeszorzassal nyerhetjilk a kovetkezd
egyenl6tlenségeket :

700—7'2”+1<(7‘oo—’rl)q2n n = 1723-'-
Too“"/'zn <(r°°_7.0)q2n n = 172;---
Qoo — Q2n+1 < (Qoo— @) ¢*" n=12,...
0o —02n <(Qo—go)®" m=12,...

(8)
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Mivel ¢, és r, definiciészertien 0 és g, ill. r; pozitiv értékek, becsléseinknek a
kovetkezd format adhatjuk :

Foo = Fon 1 ' . 20
Foo — Tgn } < Toof
) Qoo Q ’
. o0 9n 4-1 y
‘ - < oo Zn.
Qoo == Qan } Qed

Hengeres vezetékelrendezések mdgneses terének energidjdrol

A magneses térenergia ismert kifejezésének érvényességét akarjuk meg-
vizsgalni, ha hengeres elrendezésrdl van sz6. A kiillon vizsgdlatra azért van
szilikség, mert a szokésos levezetés, ami az elektrodinamika kézikényveiben
megtalathatd, feltételezi, hogy a mdagneses térerdsség 1/r2 nagysidgrendii és a
vektorpotencial 1/r nagysigrend{i, ezenkiviil a vezetSk és a kornyezd szigeteld
magneses permeabilitasat is rendszerint egyenlének veszik. Kimutatjuk, hogy
az eredmény hengeres elrendezésre is haszndlhatd, és meggondolisainkbdl a
tovabbiak szempontjabél lényeges kivetkeztetéseket fogunk levonni a vektor-
potencial normalasara.

Egyetlen egyenes idf dramot tartalmazé aramfonal vektorpotenmal]a
ha a térben magnesez6d4 anyag nincs jelen

__ Fo- .
dA_——%ndflogQ,

ahol p jelenti a 'potenciélpontnak az aramfonal egyenesétSl mért tavolsigat.
Tehat a hengeres drameloszlish6l szdrmazé vektorpotencial

A:—;—Ijlloa odf,

ahol egy lehetséges additiv allandot zérusnak valasztottunk. Jelsljiik r-rel a
potencialpontnak egy térben rogzitett, az aramfonalakkal parhuzamos egye-
nest6l mért tavolsagit. Akkor3

1
log o = log r—i—O(;),
amibél leolvashatd, hogy -

A-‘—_—g—r‘:log rj idf + 0(;) .

’ 1 1
3 Az analizisben szokasos médon O (7) °gy nagységrendiiolyan f(r) fliggvényt

jelol, amelyre |rf (r)] egész térben korlétos marad.
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hacsak az osszes aramfonalak egy véges 4tmérdjii nyalabban helyezkednek el.

A toltés megmaradasa folytdn ugyanannyi dram folyik elére, mint visszafelé,
tehat

(10) [ idf=0
és igy '
a1) » A=0 (;)

A dolgozat elsd részében littuk, hogy a vezeték magnesezése olyan mdagneses
teret kelt a vezetGk kozt, amely pdaronként ellentétes eldjelii, egyenld vonal-
szerii dramokra bonthato, ilyen médon a tetszoleges additiv allandé valasz-

tasaval elérhetd, hogy a teljes vektorpo‘renmal nagysagrendje is O

J legyen.
’

Ez 4ltaldnos esetben is kimutathaté.
Vilasszunk ki egy¢ keresztmetszetsikot az dramok i 4nyara merdlegesen ;
ezen a felilletelemet dj-fe! fogjuk jelolni. Az a migneses térenergia, amely

két egymdstdl hosszegységnyi tavolsagban levd, a vezetokre merdGleges sik
kozti térben van tarolva

(12 Up = %f HB df:% | Hrot A af.

Felhasznalva a
div (A X H) = Hrot A— A rotH

Osszefiiggést, a Gauss-tétel segitségével (12)-bél
13 C Up=1{ArtHY 1Y@ xH),a
(13) m—§j 1o +§Z§>( X H),dl,

ahol az 6sszeg masodik tagjaban integralnunk kell egyrészt egy az egész sikot

a vezetOnyalabtdl »végtelen nagy tavolsagra« burkolé C) gorbére, tovabba
mindazon C, gorbek mindkét pontjica, amelyek két oldalén a vektorpoten-.
cialt (és igy a magneses térerdsséget is) két killonbozd analitikus klfe]ezes
allitja el§ ; vagyis a vezet8k hatdrgorbéire. A C; gorbét, mint egy rogzitett
a vezetSk komelében levé pontbdl rajzolt » sugart kor hatdrhelyzeiének tekint-

juk. Ha Hpax (r) jelenti a mdagneses térer6sség maximumét ezen a koron,
akkor tekintettel (11)-re

[f (A x H), df] < 277+ Hpax (1) O (%)» 0, ha r — co.

A vezet és szigetel§ hatardn a migneses térerdsség tangencialis komponense
folytonosan megy at. Feltételezziik, hogy a vektorpotencialt a vezetdk belse-
jében Ggy normaltuk, hogy a vezetdn kiviili tér vektorpotencialjahoz folyto-
nosan csatlakozzék. Mindkét kérilményt figyelembevéve A X H-nak a Cy-re
merdleges komponense folytonosan megy at. Tekintettel arra, hogy a C,
gérbe két pontjira vett integralban a normadlis irdnyitdsa ellentétes, a két
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partra veut integral egymast kiejti. Tehat (13)-ban a jobboldalon allé osszeg
zérust eredményez. Tehat (13)-bdl, tekintettel arra, hogy rot H =i

-

s (14) U, = j"Aidf.

ol

Fenti képlet levezetésénél feltételeztiik, hogy

a) a vektorpotencial az egyes vezetlk és a szigetel$ hataran folytonosan
megy at ; ‘
) b)* a vezetOktdl nagy tavolsdgra a vektorpotenciadl nagysagrendje O (;) .
’e Az aldbbiakban a vektorpotenciilt ennek megfeleléen fogjuk normalni.

; A magneses térenergiit a hosszegységre es§ onindukeié egyiitthatéival, A-val
/ kifejezve :

x | __ 1.
. Lm:§A12=»2J Aidf,
\

tehat :

Y (15) AzﬁJAM£

Ezt a képletet haszniljuk a vezeték onindukcidjanak szamitdasara. Tovabbiak-
ban az egyszerliség kedvéért legyen I = 1.

Onindukeio szdmitdsa

Nyilvan elegendé a (15) integral szamitdsat az egyik vezetdre, pl. V-Te
részletezniink. Az integriljel alatt a vektorpotencidlt 3 tagra bontjuk :

(16) Av= [Apidf+ [ A,idf + | A,idf,

v $%] v)

ahol A; a V vezet6 sajat aramatdl szarmazé magneses tér vektorpotencidlja,
= A, a W vezetOben folyé aram altal keltett mégneses tér vektorpotenciilja
: és végiill A; a V és W vezetGk magnesezddésétsl szarmazd magneses tér vektor-
potencialja, amit a tilkéraramok segitségével fejeztiink ki.
a) A, szamitasat arra az esetre részletezziik, amikor a radidlis dram-
kiszoritas elhanyagolhaté. A vezetd belsejében A.-nek a

24, 1 dA, 1
=—“—-—‘——- = — —_——
44, d» " r dr wa?

1 Ez a feltétel (10) kovetkeztében
1
A=C+OP)
pu
becsléssel helyettesithets, ahol C' egy 4llandé vektort jelent.
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differencislegyenletet kell kielégitenie, amib6l

7-2
(17) Alz—il—;r;z—-ﬁ—(}'].
A vezetdn kiviil
(18) A, :——‘;‘;log .

Miutin r = a esetén (17) folytonosan megy at (18)-ba, kapjuk, hogy

_ P Ko
01—4:1 onloga.

P4

Ennek alapjan

(19) [ Aiat= - (1 p,loga) -
(42

Amennyiben a radidlis dramkiszoritast nem hanyagoljuk el, (19) helyett az

- .
(19a) J) A idf= AW—;—; log a
(

osszefiiggést nyerjiik, ahol 4,y a V kirkeresztmetszet(i vezetd belsd onindukeié
egyiitthatdja, ennek szamitasat illetéen Sommerfeld [2] dolgozatara utalunk.

Ha a radidlis dramkiszoritast elhanyagoljuk, (19a) (19)-be megy at.

b) A W vezetében folyé6 — I = — 1 dram &ltal kozvetleniil keltett
vektorpotencidl az (1b), (3), (4) alapjan, tekintettel arra, hogy W vezets ten-

gelye a V vezet§ tengelyétll d tavolsagra van,

1 1 .
Ay = o a7 log Qo_ﬁﬁo &, logd.

Ebbél

R 1 1 + 7T 1
(20) | Agidf= o pymy [ i0)-rdr | log oy dgp— g o & logd
4]

27
(V) —7

Az els6 tagban a belss integral értéke r-t6l figgetlen :

(14
(21) { log gydp = 2mlogd.

Tekintettel arra, hogy

(i(r)-2nr-dr= | idf =1
] )
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(20) és (21)-bé] kapjuk, hogy

5 - o
(22) (J) Az‘df—— (Hl”h - Mo é1)logd = 2_;;10g d.

(V. 6. 2. lébjegyzet.)

(19a), ill. (19) és (22) Osszege kiegészitve a W vezet8re vonatkozé meg-
feleld tagokkal, szolgaltatja a parhuzamos vezeték mdir Maxwell [1] altal
kozolt, az elektrotechnikdban jol ismert kifejezését. A teljesség kedvéért
részletezziik a (21) integral szamitasat : A residuumtétel alapjan

¢ log (z—d)djz:%rilog(—d)::unzlogd—Qn,

ha a baloldali. integralt az |2] = r < d kor mentén végezziik el. A z = re'?
helyettesitéssel '

d +7 + ' .
(fw log (z——d)—;_ ) J fog (re"P—d)dgo =1 J log godp— Jvarc (z—d)de
- - . —n —7

és fenti két egyenletiinkben a jobboldalon a képzetes részt egyenlévé téve,
(21)-et nyerjiik.

c) Az j A4idf, azaz a tiikoraramoktdl szdrmazd jarulék szamitédsa ujabb:
elvi nehézséggel nem jar, mert ugyanolyan tagokbdl tevddik ossze, mint
amilyet a b) pont (22) képletében szamitottunk. A (2a) és (2b) tdblazatok
felhasznaldsaval

o . d—o; |
(23) ({,[ 31(1f—— [gzlog T —f §2logd_9? +

, d—
+ &, 65 log—=

o1
B el R S
+ £n gn+ilog— d— Qan (_n+1 é-”“logd Q2n+1
d"‘anﬂ ] — Qa2n+2
4 ]

A teljes onindukecié tehat (19), (22) és (23) felhasznalasdval

_ 1 ‘LLl d - ‘ d
A=g |5+ o (log + £ log i
d ‘-1 2 d Qz
— & & log L+ GElog Gt ]

Kimutatjuk, hogy a (23)-ban szerepld végtelen sor igen gyorsan konvergal
ugyhogy segitségével az énindukeié konnyen szamithato.
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Majoréljﬁk a végtelen sort olyanforman, hogy &, és &, 1-nél kisebb
szamokat 1-gyel helyettesitjiik, és a logaritmikus kifejezésekre a kovetkezd
becslést alkalmazzuk :

log J{}een ' log (1+ Qan-1— Qan J < Qan+1 T Qan

“d Q2n-1 d— Qanq d—Qans1

d“Q Ea Qania— @ Qon+g — Q2

1 S0 RN | 1 S2ni3  &an g2n+2 - G2n
% Q2n 2 o8 ( - d— 0sn+e )

d—Qonsa

Mivel a ¢n sorozat monoton né, (9) felhaszndlasaval

10(,7~£2ﬂ 8. _on
bd—Qzlnfl <d—!eooq

d=onsr Lo gan

1Ogd—an+2 "d— 0,

Ezeket felhasznalva j'A3i_df kifejezését geometriaisorral kozelitettiik, melynek

hanyadosa igen kicsiolll)y, tehat igen gyorsan konvergél.
Végeredményképpen felirhatjuk a ¥ és W vezet( egyiittes 6nindukeidjat.

A=Ay + Ay =

1 7 . d d
= on [Abv + Aww + Mologa'f‘ o log &+

. d d
+ #o-(éz log 4 T E £s log-»(r#i1 +
(24) O
d d—
+ &; log d T e &y logd;-— Ti—
e Tog STy
'3

Tekintsiik a (24) képlet segitségével kiillonboz8 anyagbdl késziilt vezetdk
azonos geometriai elrendezéséhez tartozé onindukcidjat ; feltételeztiik, hogy

. o d . , .
a vezetSk sugara azonos : @ = a. Amennyiben — = 3, a kjvetkezd eredményre
o

jutunk:
| ] T T
Herry | Herry Herry Herry
[ ak M~ | ArTM An" M aATM
Vas 0,044 - 105 1 0,99 - 10-5 | '0,002-10 5 | 1,036 - 105
U ! .
Réz 0,439-10-¢ | 0,10 - 108 [ —~0,001 - 10-%} 0,538 - 10 ¢

Tehat vasvezetSk esetén a teljes onindukciénak 95,6%-a a belsd, 4,25%,-a a
kiils§ onindukeié, mig a magnesezddéstSl szdrmazé komponens mindossze
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0,2%, bar ez utdbbi a kiils§ onindukciénak 4,69%,-a. Szdmitasunk természe-
tesen csak a kezdeti permeabilitds tartomdnyaban érvényes. Rézvezetdnél a
kiils6 onindukeié a tilnyomd, mely a teljes énindukeiénak 81,6%-a, a bels6
onindukcié viszont 18,6%,. A A itt is kicsi, a teljes énindukciénak 0,8%-a.

Ilyen médon a technikdban a mégnesez8déstdl szarmazé onindukeis-
komponens elhanyagoldsa jogosult.

IRODALOM

[1] J. C. Mazwell: A treatise on electricity and magnetism. 3. ed. Oxford,
1892. §. 685—686 o.

[2] A. Sommerfeld: Elektromagnetische Schwingungen. Frank—Mises: Diffe-
rential- und Integralgleichungen der Mechanik und Physik. IT. Teil ¢. konyvében-
XXI. Kapitel § 2.

O BbIYMUCJIEHMW MAFHUTHOTO ITOJIS1 MAPAJIJIEJIbHBIX 3JIEKTPOITPOBOOB

I'. dpelig u CunbBau T,

Peswome

CamMOMHAYKUMIO 3J1EKTPONPOBOAA, COCTOSIEr0 M3 BYX MapalljIebHbIX TPOBOJAHMKOB
KPYTJIOTO MOMEPEYHOro cedeHus, gaer gopmyna (24). INpu pacuetax npedmosaraem, yro pac-
TpeneNeHue TOKa B Ka)KAOM IPOBOAE PAAMAJIbHO CHMMETPHYECKOE. JTO BBHIIOJIHSAETCS B TOM
ciydae, eciid NPOBOJHMKM HAXOAATCS HA ROCTATOYHO GOJIBLIOM PacCTOSHMM OJUH OT APYrOro
UM IPU TOKE He CIMIUKOM BbICOKOH wacrotsl. Ilpu pacuerax NpHHWMANOCh BO BHUMaHHE
BJIMSIHME HAMArHMYCHHOCTH BEAYIUMX LIMJIHHAPOB.

UBER DAS MAGNETISCHE FELD EINER PARALLELLEITUNG. II.
G. FREUD UXD FRAU G. SZILVAY

Zusammenfassung

Anschliessend an die in der vorigen Nummer erschienenen Arbeit des ersten
Verfassers, wird die Selbstinduktion einer Parallelleitung berechnet, in dem die Berech-
nung der magnetischen Kraftlinien an der Oberfliche der Leitung beriicksichtigt wird.
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