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Az épilletek tartoszerkezetire killonbozo teherfajtak, ill. ezek kiilonbdzd kombinécioi
milkddnek. A szerkezettervezé mérndknek ismernie kell, hogy a szerkezet élettartama folyaman
varhatéan milyen teherkombinaciok fognak hatni, és ezekkel szemben a szerkezet teherbirasa
megfelelo-c. A dolgozat elsé része az allandd, hoé, hasznos, szél és homeérsékleti terhek terhelési
tartomanyat irja le a tdbbparaméteres teherrendszer tobbdimenzids terében. A masodik rész a
vasbeton oszlopok és gerendak teherbirasi tartomanyanak a felallitasaval foglalkozik, mig a
harmadik rész a teljes szerkezet teherbirasi tartomanyat vizsgilja a tobbparaméteres teherrendszer
terében.

Tartoszerkezeteinkre altalaban olyan terhek mikddnek, amelyek jellemzéséhez
nem egy, hanem szdmos paraméter szitkkséges. Vannak allando és esetleges terhek, az
esetleges terhek kozott szerepelnek a hasznos terhek és a meteorologiai terhek
kiildnbozd fajtai stb. Mindezen terhek a tartoszerkezet kiilonboz6 részeire egyidejiileg
is kilénbo6z06 értékkel milkédhetnek, és a tartdszerkezet élettartama soran altalaban
igen sok kiildnbozo teherelrendezédésnek van kitéve. A szabalyzataink a kiillonb6zé
jellegli terhek alapértékeinek megadasaval, a biztonsagi, egyidejlségi stb. tényezok
eldirasaval lényegében a figyelembe veendd teherelrendezddések sokasaganak
Htartomanyat” kivanjak kériilhatarolni.

A mérndki gyakorlatnak a lehetséges teherelrendez8dések sokféleségére
tekintettel kell lennie, és toreksziink is e kovetelménynek eleget tenni. Ezért a
tartoszerkezetek tervezésekor vagy ellendrzésekor tobb ,,mértékadd teherallasra”
vonatkozoan végziink vizsgalatot. E mértékado teherallasok a figyelembe veendd
teherelrendez6dések tartomanyanak jellegzetes (tobbnyire sarok) pontjai. A méretezés
soran szdmszerien figyelembe vett mértékado teherallasok kivalasztasa azonban sok
esetben (példaul sokszintes épiiletvazaknal) inkabb a gyakorlati tapasztalatok, a
mérnoki érzék alapjan térténik, s a pontosabb vizsgalatok helyes felvételiikh6z nem
adnak elegendd irdnymutatast. Ismereteink jelenlegi allasa még kevésbé teszi lehetvé
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olyan kérdések megvalaszolasat, hogy valamely adott szerkezet milyen jellegii terhek
viselésére alkalmas, a szerkezet merevségi és teherbirasi viszonyainak valtozdsa a
teherbirast a kilénbozo jellegh terhek szempontjabol miként moédositja, a figyelembe
veendd teherelrendezédésekre tekintettel miként célszerii a szerkezet merevségi és
teherbirasi viszonyait kialakitani stb. Altalaban megallapithatjuk, hogy a szerkezetek s
a tObbparaméteres teherrendszerek viszonyat illetden ismereteink bovithetSk és
szemléletmodunk fejlédése a célszeriibb konstrukcids tevékenységet segitené.

A BME Szilardsagtani és Tartoszerkezeti Tanszékén az MTA Miiszaki
Mechanikai Tanszéki Kutatocsoport keretében rendelkezésre allo lehetéségeket is
felhasznalva — t6bb munkatars foglalkozott az elmult években a tobbparaméteres
teherrendszerekre valo méretezés kiildnbozo kérdéseivel. Ha ugyanis a tobbparaméte-
res terhekre torténd méretezés elGsegitésére mindinkabb igénybe kivanjuk venni az
egzaktabb megfontolasokat és modszereket, szamos problémaval talaljuk szembe
magunkat.

Az els6 probléma mindjart az, hogy a tdbbparaméteres teherrendszer esetén (a
kinematikai terheket is ideértve) maguk a terhelési tartomanyok is csak kdzvetetten és
esetenként hianyosan vannak koriilirva a szabalyzati eldirasokban s altalaban a
mérndki gyakorlatban; igy a terhelési tartomanyok matematikai formaban valo
megadasa sok esetben kutatasi jellegii feladat. Hasonlo problémaval talaljuk szembe
magunkat akkor is, ha valamely geometriai €s szilardsagtani paramétereivel adott
szerkezeti elem (keresztmetszet, rud) teherbirasi tartomanyat kivanjuk eldallitani. A
hasznalatos gyakorlati modszerek és a szabalyzati eldirasok jelenleg altalaban
szamitanak arra, hogy alkalmazasuk mérndki ismeretekkel és ,,érzékkel” bird személy
altal térténik s igy nem annyira egzaktak és teljesek, hogy a teherbirasi tartomanyokat
egyértelmiien leirnak. gy ezen elemi teherbirasi tartomanyok leirasa sem csak
matematikai probléma, hanem a tartészerkezeti anyagok viselkedésének mélyebb
ismeretét, esetenként ezen ismeretek kiegészitését, tovabbfejlesztését, ujrafogalmazasat
igényli.

A tébbparaméteres teherrendszerre vald méretezés soran a terhelést és a
teherbirast kell egybevetni. A terhelési tartomany a szerkezet egészére nézve
jelentkezik, a teherbiras fogalma pedig talnyomorészt az egyes kisebb-nagyobb
szerkezeti elemek geometriai és szilardsagtani paramétereihez rendelheté hozza
kozvetleniil. A kettd kozott a szilardsagtani ismeretek segitségével tudunk kapcsolatot
teremteni: elallithatjuk a szerkezet egészének teherbirasi tartomanyat az elemek
teherbirasai alapjan, vagy lebonthatjuk a szerkezet terhelési tartomanyat az elemek
terhelési (igénybevételi) tartomanyaira, Ha az ,.elem” kifejezést tagabb értelemben
értjilk, azaz pl. egy olyan rudat is elemnek tekintiink, amelynek teherbirdsa
keresztmetszeteinek, csomopontjainak teherbirasara vezetheté vissza, akkor nyilvan-
vald, hogy a terhelés és a teherbiras egybevetése nemcsak a teljes szerkezetre
vonatkozdan, vagy éppen a legegyszeriibb elemekre (pl. elemi szalakra) vonatkozéan
térténhet, hanem szimos kOzbensé szinten is (pl. keresztmetszetenként, rudanként,
esetleg nagyobb szerkezeti egységenként).
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Mint emlitettilk, a terhelési és a teherbirasi tartomanyokat a szilardsagtani
ismeretek segitségével transzformalhatjuk olyan alakra, hogy Osszevethet8k legyenek.
Ennek szokasos mddja az, hogy a mértékado teherallisokhoz (a terhelési tartomany
jellegzetes pontjaihoz) meghatarozzuk az igénybevételeket, illetve a fesziiltségeket, és
ezeket vetjiik Ossze a hatarigénybevételekkel, ill. hatarfesziltségekkel (azaz a
teherbirasi tartomannyal). Ilyenkor tulajdonképpen az torténik, hogy a terhelési
tartomanyt (vagy legalabbis egyes pontjait) szilardsagtani ismereteink segitségével a
viszonylag egyszerii szerkezeti elemek (keresztmetszetek, anyagi pontok) szintjére
transzformaljuk. A szilardsagtani ismeretek megfogalmazasa, a szokasos szamitasi
modszerek jorészt az ilyen tipusi transzformacié igényeihez igazodnak. Ha egy
forditott irdnyu transzformaciot kivanunk alkalmazni, s elé kivanjuk allitani a
szerkezet egészének globalis teherbirasi tartomanyat, esetenként meglehetSsen
szokatlan szilardsagtani feladathoz jutunk.

Igy a teherbirasi és terhelési tartomanyok kiilonb6z6 szinteken valo egybevetése
a szilardsagtani modszerek fejlesztését is igényli.

Ha a terhelési és teherbirasi tartomanyokat azonos szintre transzformaltuk,
felmeriil a kérdés, hogy a teherbirasi tartomany tartalmazza-e a terhelési tartomanyt.
Sokdimenzids terhelési és teherbirasi tartomanyok esetén e feladat sem oldhaté meg
szemléletesen, hanem megfeleld szamitasi modszerek kidolgozasat igényli. A terhelési
és teherbirasi tartomanyok egybevetése az ellenérzésen tal akkor szolgalja kozvetle-
nebbiil a tervez6i munkat, ha képet tud adni arrdl, hogy a szerkezet egyes geometriai és
szilardsagtani paraméterei hogyan befolyasoljak a szerkezet egészének teherbirasat s
valamely terhelés elviselésére mely szerkezetek (a szerkezetet meghatarozo geometriai
és szilardsagtani paraméterek mely értékkészletei) alkalmasak. Vizsgalatainkat
igyekeztiink lehetdség szerint e fontos, de nem éppen kdnnyen kezelhetd kérdéskorre is
kiterjeszteni.

1. Terhelési tartomanyok

A terhelési tartomany — egy tartoszerkezet méretezésénél figyelembe veendd
teherkombinaciok sokasaga — egy n dimenzids tér tartomanyaként abrazolhat6. Az
alabbiakban egy foldszintes csarnok példajan bemutatjuk, hogyan allithato Gssze a
terhelési tartomany a terhek szintjén, €s ez hogyan transzformalhato az igénybevételek
szintjére.

Foldszintes csarnok esetén harom jelentds terhet emlithetiink meg: Onsily,
hoéteher, szélteher (1.1. abra). '

Minden egyes teherfajtat kiilon koordinatatengelyen abrazolva egy téglatestet
kapunk terhelési tartomanykeént. Szabalyzatunk szerint a mértékado teherkombina-
cioban csak egy esetleges terhet kell teljes ertékkel figyelembe venni, a tobbi esetleges
terhet egyidejiiségi csokkentd tényezével. Igy a terhelési tartomanyt le szabad
sarkitani (1.2. abra).
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A mértékado terhek tartomanyat célszerii az igénybevételek koordinata-
rendszerébe attranszformalni. Erre szolgalnak a szilardsagtan jol ismert modszerei.
Alul befogott pillérti csarnokoknal az oszlop also keresztmetszetében ébrednek a

legnagyobb igénybevételek. Ennek a keresztmetszetnek a terhelési tartomanyat az 1.3.
abra mutatja.
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A statikai szamitasnak azt kell bizonyitani, hogy a terhelési tartomanyt teljes
egészében tartalmazza a teherbirasi tartomany.

A terhelési tartomany eldallitasa térbeli, bonyolultabb szerkezeteknél célszert,
mert ezekben az esetekben nem tudjuk kellé biztonsaggal meghatarozni a szerkezetre
legveszélyesebb mértékado teherkombinéciot.
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A terhelési tartomanyok segitségével modszeresen eldallithatjuk az Osszes
mértékadé kombinaciot és ellendrizhetjilk ezekre a szerkezetet. Bonyolultabb
esetekben célszerll szamitogép alkalmazasa.

Merevités nélkiili csarnok esetében a pillérek két irdnyban dolgoznak, ferdén
kiilpontosan nyomottak. igy a széliranytol is fiigg a pillérek igénybevétele, Snmagaban
is kétparaméteres teher. Ezért részletesebben foglalkozunk a szél terhelési tartomanya-
val.

A szél terhelési tartomdnya

A sz¢l terhelési tartomanyat az egymasra merdleges falakkal hatarolt lapos
tetejil zart épiiletre hatarozzuk meg. Ugyanezek a meggondolasok hasznalhatok mas
épiilettipus esetén is.

A szél terhelési tartomanyat harom részbdl allitjuk el6:

— a szélszivas-nyomas

— a szélsurlodas az oldalfalakon

— a sz¢élsurlddas a tetdn.

Ezek mind mas jellegiiek, ezért célszerii kiilon-kilon foglalkozni veliik.

A szélszivds-nyomds terhelési tartomdnya

A vizsgalt esetben minden falnak, ill. falszakasznak van parja, ami vele
parhuzamos, de ellentétes iranyi szélterhet kap. Ezekre a falszakaszokra alkalmazhato
aszélszivas, ill. szélnyomas egylittes alaki tényezdje az MSZ alapjan. Meg kell jegyezni,
hogy mig az egyik iranyu falaknak a szélirdnnyal bezart szége «, addig a ra merdleges
falaké 90°—a. Jelentse H az épiiletre hatd eredd széler6t, melynek x irdnyd
komponense H,, y irinyi komponense H/! A [H,; H,] koordinata-rendszerben
abrazolhat6 egy tartomany, mely megmutatja, hogy kiilonb6z6 széliranyok esetén
mekkora H,, ill. H, széleréket kell szamitasba venni. Amennyiben a szél iranya
egybeesik az x tengellyel, a széler6 H, komponensét 1,2-es egyiittes alaki tényezd
figyelembevételével kell meghatarozni az Y tengellyel parhuzamos falfelilleteken. A H,
komponens meghatarozasanal az X tengellyel parhuzamos falfeliileteken mikodé
szélszivas-nyomast vessziik figyelembe. Akkor kapjuk a legnagyobb H  iranyu erét, ha
az egyik feliileten 0,2-es, a masik falon —0,4-es alaki tényezot vesziink figyelembe. De
ez tetszOleges iranyban miik6dhet (1.4. abra).

Amennyiben a szélirany kis mértékben eltér az X tengelytol, a 4. 4bran lathato,
hogy az 1,2-es egyiittes alaki tényez6 valtozatlanul érvényes a széliranyra kozel
merdOleges feliiletre, egészen addig, amig a szélirany 30°-os szOggel nem tér el a
merolegest6l. A szélirannyal kozel parhuzamos feliileteken viszont erdsen valtozik az
alaki tényez0. 30°-0s szélirany esetén az egyiittes alaki tényezo egészen 0,9-ig ndvekszik
fel (1.5. abra).

Lathato, hogy a 30°-os szélirany esetén nagyobb széler6 adodik, mint a
felilletekkel parhuzamos, ill. merdleges szélirany esetén. 0 és 30° k6zott a szélerok H,
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iranya komponense valtozatlan, a H, iranya komponens valtozik. 60°-0s szélirany
esetén mar a H  irinyu komponens eléri maximumat, és a H, iranyu komponenst kell
0,9-es egyiittes alaki tényezével szamitani. Az 1.6. abran vastag vonallal jeloltiik az elsé
siknegyedben meghatarozhato széler6-ereddket. Lathato, hogy a terhelési tartomany-
nak két sarokpontja van egy siknegyedben, és ezek a sarokpontok a tengelyekre
tikrozhetdk, igy kapjuk meg a szélszivas-nyomas nyolcszogu terhelési tartomanyat,
amit kettds vonallal jeloltiink.
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1.6. abra

Tehat az MSZ eldirasai a szél terhelési tartomanyaként szivasra és nyomasra egy
nyolcszoget hataroznak meg, melynek cstcspontjai a 30° ill. 60°-0s széliranyhoz
tartozo eredd szélerok. Ilyen iranyu szél esetén az egyik iranyban 1,2-es, a masik
iranyban 0,9-es egyiittes alaki tényezdvel kell szamolni.

Ez gy is megfogalmazhato, hogy a féiranyokban szamitott szélterheket 0,75-0s
egyidejiségi tényezo6 alkalmazasaval kell mikodtetni.

A tovabbiakban ezt a nyolcszogl terhelési tartomanyt nevezzilk a szélszivas-
nyomas terhelési tartomanyanak. A tovabbi szamitasokban ezt vessziik alapul, és ezt a
terhelési tartomanyt egészitjiik ki a tobbi teher és hatas terhelési tartomanyaval.

fgy megkapjuk a szélszivis-nyomas terhelési tartomanyat az épiilet egy
kitiintetett pontjara. Ez a pont a homlokzati feliilleteknek a kovetkezd szabaly szerint
vett silypontja:

, i 2x;&;
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ahol x; és y; — az egyes homlokzati feliiletek hossza
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&; és n; — a homlokzati feliileteknek az alaprajzi értelemben vett sulypontjanak
koordinatai

X, €s y, — a szélszivas-nyomasbol szarmazo szélerdk ereddjének helye.
Egy adott épiilet esetén a kiilonb6zé mennyiségek értelmezése:
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1.7. dbra

Miutan az épliletre hato legnagyobb vizszintes er0 a sz€lszivas-nyomas ereddje,
az éplilet kialakitasanal torekedni kell arra, hogy a homlokzati feliiletek sulypontja
essen egybe az épiilet csavarasi kozéppontjaval.

A szélteher terhelési tartomanyat fel lehet irni az épiilet tetszéleges pontjara,
ebben az esetben minden vizszintes er6kombinaciohoz egy csavaronyomaték is
tartozik, ami a fodém sikjaban mikodik.

A szélsurlodds terhelési tartomdnya

A sz¢lstrlodas hatasa sokkal kisebb, ezért a legnagyobb szélszivas-nyomashoz
tartozo széliranyhoz vessziik fel a surlodo szélerOk nagysagat. Az épiilet oldalfalain a
teljes szélsurlodas sin 30°, ill. cos 30°-szorosat vessziik fel, a tet6fodém pedig a szélerd
eredojét 30°, ill. 60°-osnak tételezzik fel. Tehat a széliranyt mindig 30°, ill. 60°-osnak
tételezziik fel.

Az épiilet oldalfalain keletkezd szélsurlodas ereddje szintén az épiilet egy
kitlintetett pontjan megy at, ez altalaban nem egyezik meg a szivasbol, ill. nyomasbol
szarmazo szélerOk tamadaspontjaval. Az elobbit a kovetkezd Osszefiiggésekbol
szamithatjuk, hasonl6 modon, mint a szélszivas-nyomas esetén (1.7. abra).

A tet6fodémen keletkezod szélsurlodas ereddje a tet6fodém sulypontjan megy at.

A kiilonbozo szélterhek ereddje adja a szél egyiittes terhelési tartomanyat,
amelyet centralis nyolcszog ir le a kétiranyl vizszintes er6k [H,; H,] koordinata-
rendszerében. Attol fiiggden, hogy az épiilet melyik pontjara irjuk fel ezt a terhelési
tartomanyt, ennek minden sarokpontjahoz mas csavarényomaték tartozik.
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Vizszintes hatdsok

A szerkezetekben fellépd hOmérsékletvaltozas hatasara létrejovo igénybevétele-
ket szamitasba kell venni. A figyelembe veendé hémeérsékletvaltozas nagysigat az
épuletfizikai tervezd szolgaltathatja. Szamitasainkban csak a teljes fodémtarcsa
egyenletes homérsékletvaltozasaval szamolunk, a beton linearis hétagulasat vessziik
figyelembe:

Al=alAt

Ebbdl a hatasbol szarmazo vizszintes erdket az igénybevétel-szamitas soran vessziik
figyelembe.

Az elOregyartott épiiletek 1—2 hetes — gyakran hoérlelt — elemekbdl épiilnek.
Ezért a nagyobb épiileteknél jelentés igénybevételek keletkezhetnek a fodém
zsugorodasabol. A szamitasokban feltételezhetd, hogy a zsugorodas fele mar lezajlott,
¢és a tovabbiakban a masik félértéket vesszilk szamitasba. A beton zsugorodisianak
hatasa nagyon hasonlit a hdmérsékletvaltozashoz, hiszen mindkét hatas a fodémtarcsa
hosszvaltozasat eredményezi. Célszerl a két hatas egyiittes figyelembevétele. 20 °C-os
lehiilés éppen 0,02%;-os fajlagos alakvaltozast okoz, tehat ennyivel nagyobb mérték i
lehiilést fogunk szamitasba venni. Nem lehetetlen, hogy régebbi, tobb hdnapos
elemekbdl késziil az épilet fodémszerkezete, ezért az épilet felmelegedését teljes
értékkel vessziik figyelembe, a zsugorodas hatasat ebben az esetben elhanyagoljuk.

A szélteher és a hémérsékletvdltozds egyiittes hatdsdnak figyelembevétele

A szélteher és a homérsékletvaltozas egymastol fiiggetlenil felléphet a
szerkezeteken. Ezért a szélteher nyolcszogletli tehertartomanyat ki kell egésziteni a
hémérsékletvaltozas terhelési tartomanyaval. A szélteher kétparaméteres teher, a
homérsékletvaltozas egyparaméteres teher. A teljes terhelési tartomany szintén
kétparaméteres lesz, €s ugy kaphatjuk meg, hogy a szélteher terhelési tartomanyat
eltoljuk a hoémérsékletvaltozas-vektor meghatarozta iranyokba. Az igy kapott
tartomanyok burkoléja lesz a vizszintes terhek teljes terhelési tartomanya, aminek 10
sarokpontja lesz, hiszen lesz két pont, amelyet mindkét iranyban el kell tolni, a tébbi
sarokpontoknak pedig csak egy uj felel meg.

Amennyiben a fliggéleges terhek hatasat is figyelembe vessziik, a terhelési
tartomany kibovill a derékerdk tengelyével.

Kilpontos fiiggbleges er0k esetén a terhelési tartomany az orig6tdl eltolodik és
eltorzul. Ennek kovetése csak szamitogéppel lehetséges. Tanszékiinkon elkésziilt egy
szamitogépi program, mely mindezek figyelembevételével hatarozza meg egy
foldszintes csarnok pillérének terhelési tartomanyat.
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2. Vasbeton rudak teherbirasi tartomanyai

Térbeli erdjatéku rudszerkezet esetén a keresztmetszeti szintil terhelési
tartomanyok hatdimenzios koordinata-rendszerben irhatok le. A koordinata iranyok
a kovetkezo igénybevétel komponenseknek felelnek meg (2.1. abra)

N: derékerd

M: hajlitonyomaték
V: nyiréerd

T: csavarOnyomaték

2.1. abra

Szokasos szerkezeti kialakitas és statikai-kinematikai teherrendszer mellett a
fenti igénybevétel komponensek ,sulya” az egyes szerkezeti elemek jellegétdl fiiggden
eltéro.

A fuggdleges tengelyli oszlopokban a hajlitonyomatékok és a derékerd hatasa
dominal, a nyiréerd Osszetevok és a csavaroOnyomaték a gyakorlati esetek jelentos
részében elhanyagolhato. A vizszintes tengelyt rudelemek — gerendak — keresztmet-
szeteiben viszont a vizszintes sikban muk6do nyiroerd és hajlitonyomaték, valamint a
derékerd hatasat nem veszik figyelembe a tervezdi gyakorlatban.

A harom fennmaradé igénybevétel kiillonbozo terhelési eseteknek megfeleld
kombinacioi mar mindkét szerkezeti elem esetén jol szemléltethetok térbeli koordina-
ta-rendszerben.

Az egyes szerkezeti elemek keresztmetszeteinek teherbirasi ellendrzését akkor
tudjuk a terhelési és teherbirasi tartomanyok oOsszehasonlitasanak modszerével
elvégezni, ha teherbirasi tartomanyukat a megfelel6 terhelési tartomany valtozéinak
terében allitjuk el6. A kovetkezOkben vasbeton oszlop- és gerendaelemek teherbirasi
tartomanyainak kérdéseivel foglalkozunk.

2.1. Vasbeton oszlopok teherbirdsi tartomdnya
2.1.1. A hatdrdllapot egzakt definicidja
Az MSZ 15022/71 szabvanylap 3.2 fejezetének értelemszerii alkalmazaséaval
megnyugtatoan sikeriilt megfogalmazni az axialis igénybevételi keresztmetszet

teherbirasi hatarallapotanak algoritmusat. Mivel ez szemléletében és néhany kisebb
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jelentoségl tartalmi vonatkozasban is eltér a szabvanyban kozoltektdl, célszeriinek
tartjuk a teherbirasi hatarallapotnak — az altalunk alkalmazott — algoritmikus

Alapelvek: a sik keresztmetszetek (altalaban) sikok maradnak; az anyagok
viselkedését az idealizalt diagram irja le; az egyensilyi kévetelményeknek teljesiilni
kell.

A teherbirasi hatarallapotot a 2.2. abra foglalja Ossze, illetve szemlélteti.

A fenti alapelveket az alabbiak szerint értelmeztiik:

a) Az ercdetileg sik keresztmetszet sik marad. A fajlagos alakvaltozast abrazolo sikot
egy egyenes és egy pont hatarozza meg: egyrészt a nyomott betonév hatdrvonala (ahol
&,0 = —0,5%0), masrészt az ettdl legtavolabbi nyomott betonszdl vagy huzott acélbetét
kozil az, amelyikben a fajlagos alakvaltozas el6sz6r éri el a szabvany 1.31
szakaszban ko6z6lt hatarértékeket (g, = —2,5%0, €,y = +25%). Az elfordulasi
tengely (¢=0) a keresztmetszeten kiviil is lehet, kGzpontos nyomas esetén a
végtelenben. Abban az esetben, ha az ¢, mértékado, akkor ¢, ., <2,5%o, ezért az
elfordulasi tengely széls6 szaltol mért tavolsaga nagyobb lesz, mint a szabvany 10.
abrajan ko6zolt x,=1,25x.

b) A betonkeresztmetszet nyomott 6vének hatarvonala ott van, ahol g, = g, =0,5%0. A
hatarvonal a keresztmetszeten kivil is lehet (kiilpontos huzas vagy kis kiilpon-
tossagu nyomas esetén).

¢) Az acélbetétek fesziilltségét a fajlagos alakvaltozas sikja hatarozza meg:

Gai=Ea£i’ de a;HéaaiéaaH
L

0,0005
xO —X

ahol & =

Ha a nyomott acélbetét atmérdje d < 12 mm (e. gy. szerkezetnél d <10 mm) vagy a
kengyeltavolsag t, > 12d, akkor a,,=0.

d) Ha N,> N, adodna, akkor az dsszes nyomott acélbetét szamitasba vett fesziiltségét
N,/N, aranyban csokkentjiik. Ez ellentmond a sik keresztmetszetek elvének, az
ebbdl adodo hiba viszont elenyészd.

Kiindulé adatként mindig a hatarvonal helyét tekintjiik ismertnek, az Gsszes
tobbi mennyiség ebbol szamithato. A hatarvonalat a B tavolsag és a  sz6g hatarozza
meg.

Eredmény a belsO erdk eredSjének nagysaga és helye (Ny, ey,, ey,), azaz a
hatarallapotot okozo axialis igénybevétel (az ered6 ellentettje).

Megfigyelhetd az dbran, hogy a belsd erdk ereddje és az Osszetevok (N, N., N,)
nem esnek egy sikba, ezért a ,hajlitas sikja” nem értelmezhetd, de nincs is ra sziikség.
Ha ey, és ey, helyett My, és My, hajlitbnyomatékokat kivanunk alkalmazni, akkor
onkeényes kozéppontot kell folvenni (pl. az N, nyomoerd helyét, vagy a ,,geometriai
kézéppontot” — ez utobbi pl. U vagy T alaku szelvénynél nehezen értelmezhetd).
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Lathat6 az is, hogy a nyomott beton hatarvonalanak helyzete kiilonb6z6 lehet
(altalaban nem meroleges a ,,hajlitas sikjara”). Az x, x,, t;, h stb. méreteket — jobb hijan
— a hatarvonalra meréleges helyzetiinek tekintjuk.

2.1.2. A teljes teherbirasi tartomdny

Axialisan igénybevett keresztmetszet teherbirasanak dokumentalasara elterjedt
¢és bevalt az N—M teherbirasi hatarvonal, vagy roviden teherbirdsi vonal. Itt N és M az
egyidejlileg felléepé nyomoerd és hajlitonyomaték. A teherbirasi vonalat altalaban
szimmetriasikba esé és erre merdleges iranyt killpontossagokhoz szerkesztik, a
hajlitas sikjaban felvett koordinata-rendszerben (2.3. abra folytonos vonallal rajzolt

MgO MM: eM'NM

2.3. abra. N — M teherbirasi hatarvonal

gorbe). A vonal azokat az Ny— M értékparokat abrazolja, amelyek hatasira a
keresztmetszet teherbirasi hatarallapotba kerill. Ha egy adott N, — M, értékpar a
vonalon beliili teherbirasi tartomanyba esik, akkor a keresztmetszet még biztosan nem
keriil teherbirasi hatarallapotba, azaz teherbirasa megfeleld (2.3. abra, Y jeli pont).

Ha a rid befogasi viszonyai ismertek, a de = Ae,, + Ade, killpontossag-ndvekmény
eldre kiszamithato. Ekkor célszerti abrazolni a ,,redukdlt” teherbirasi vonalat is, hogy a
tervezonek a teherbiras ellendrzése kozben csak az e, =M /N, ,tervezett” kiilpon-
tossagot kelljen meghataroznia, és ne kelljen kiilpontossag névekménnyel bajlodnia
(2.3. abra, szaggatott vonal). Ez a lehetdség fennall pl. tipusszerkezetek oszlopainal.

Sziikség esetén egyes ferde iranyokhoz tartozod teherbirasi vonalakat is
megadnak (2.4. abra, éta irany). E vonalak az N—M,— M, teherbirasi felilet N
tengellyel parhuzamos (fiiggoleges) sikmetszetei. A zart feliilet a teherbirasi tartomanyt
hatarolja.

A 24. abran a felillet egy szegmensét vazoltuk. A hagyma alaku feliilet
abrazolasa azonban nagyon nehézkes. A teherbirasi felilleten még egyetlen altalanos
helyzetli pontot — teherbirasi hatarallapotot okozo6 igénybevétel kombinaciot —
meghatarozni is hosszadalmas miivelet.
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A teherbiras grafikus abrazolasanak masik lehet6sége az N —e (nyomoerd és
kiillpontossag) teherbirasi vonal, illetve az N —e,—e, teherbirasi feliilet (2.5. és 2.6.
abra). A ferdén kiilpontos igénybevételek abrazolasa itt is nehézkes, s6t a diagram
egyik vége — a nagy kiilpontossagli nyomas, illetve a tiszta hajlitas kornyezetében —
aszimptotikus, ezért nem fér el a papirlapon.

N //"

M,:ey~N aneg-N

NHo

Ny kozp. 7

Nm

2.5. abra. N —e teherbirasi vonal

Altalanos iranyban kiilpontos nyoméigénybevétel esetén kézenfekvd a nyomo-
erd helyét abrazolni a keresztmetszeti sikon folvett koordinata-rendszerben. K dssiik
Ossze azokat a pontokat, amelyek egy adott N; nagysagi nyomoerd hatarkiilpontossa-
gai! Egy-egy vonal azt a tartomanyt hatarolja, amelyen beliil miik6d6é N; nyomoderd
még nem okoz teherbirasi hatarallapotot (folyamatos vonalak a 2.7. abra jobb
oldalan). Ha az N; nyomoéer6 e vonalon mukddik, ekkor a keresztmetszet éppen
teherbirasi hatarallapotba keriil.
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Az adott nagysagii nyomoero hatarkiilpontossagait abrazolé gorbét a tovabbi-
akban kiilpontossagi hatarvonalnak, vagy roviden kiilpontossdgi vonalnak nevezzik. A
vonalon beliili teriiletet teherbirasi vagy kiilpontossagi tartomanynak nevezhetjiik. A
2.6. abran lathato, hogy a kiilpontossagi vonalak az N —e, —e, teherbirasi feliilet N
tengelyre merdleges (vizszintes) sikmetszetei (szintvonalai). Az N — M, — M teherbira-
si feliilet szintvonalai ugyanazon N eré kiilpontossagi vonaldhoz hasonlé gorbék,
ugyanis o iranyu kiilpontossag esetében Mn=e. N, azaz Mn és e kozott linearis
Osszefiiggés van (2.3. abra).

2.6. dbra

Elég siriin megrajzolt kiilpontossagi vonalakkal a teherbiras ellendrzése
egyszeru és szemléletes:

a) adott helyzetii nyomoerd hatarértéke a kifelé kovetkezo kiillpontossagi vonalra irt
értek (pl. a 2.7. abrarol leolvashatd, hogy az « iranyban e, =e, kiilpontossagi
nyomoerd hatarértéke éppen Ny=N,);

b) adott nagysagun nyomoerd hatarkiillpontossagat a hajlitasi sik és a megfeleld
kiillpontossagi vonal metszéspontja jeldli ki (pl. a 2.7. abrardl leolvashato, hogy az «
iranyban kiilpontos N,, = N, nagysagi nyomoeré kiilpontossaganak hatarértéke
eg=e,).

Keét kilpontossagi vonal kozott linearis interpolaciot lehet alkalmazni.

A szabvany 3.21 szakaszaban el6irt kiilpontossag-ndvekmény szamitasba vétele
is egyszeri. A doféspontot a tervezett kiilpontossag (2.7. abra, D, pont) helyérdl
elmozditjuk: el6szor de, értékkel a hajlitas sikjanak megfeleld 1., majd de, értékkel a
legnagyobb [,/h hajlékonysagnak megfelel6 2. iranyban (D4, ill. D,,,). Az a mértékado
kiillpontossag lesz veszélyes, amelyik kozelebb esik a kovetkezd kiilpontossagi
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vonalhoz. Abrankon pl. a D,,, doféspont helyzete veszélyesebb, de még ez is az N
er6hoz tartozo teherbirasi tartomanyon beliil van.
Vajon az N-—e,—e, teherbirasi felillet aszimptotikus tulajdonsidga nem
akadalya-e a szintvonalas abrazolasnak? Konnyen belathato, hogy nem.
Oszlopokban tiszta hajlitas ritkian keletkezik. Altaldban megadhaté az a
legkisebb nyomoerd, ami egy szerkezeti rendszer oszlopaiban eléfordulhat. Az ehhez

<tervezett kUlpontosség>(mértékodé kilpontossag >

o iasillls

A kilpontossag
névekmenyek:

2.7. abra. A kiillpontossagi hatarvonalak

tartozo kiilpontossagi tartomany még nem nagyméreti (altalaban 1 méternél kisebb
atmeérdojii), ezért kényelmesen abrazolhato akar M =1:1 vagy 1:2 léptékben is. A kicsi
nyomoerdk hatarkiilpontossagainak abrazolasara oszlopok esetében nincs sziikség,
bar ez is megoldhato mas léptékkel. A 2.5. abra jobb oldalan megjeldltiik azt az
ordinata szakaszt, ahol az M, értékek elhelyezkedhetnek. Az N —e diagramnak
(feliiletnek) ez a része kb. 45°-0s helyzet(i, ami szintvonalas abrazolasra idealis.

Az altalanos axialis igénybevétel teherbirasi felliletének gyakorlati célu
abrazolasat mar javasoltak, azonban nem a teherbirasi feliiletet, hanem egyes
paramétereit abrazoltak. Ez a modszer koriilményessége miatt gyakorlati felhasznalas-
ra alig alkalmas.
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Gyakran a riad befogasi viszonyai elOre ismeretesek (sorozatban gyartott
szerkezetek, tipusszerkezetek). Ekkor a kiilpontossag névekményeket mindegyik
iranyban célszerll elére meghatarozni, és tablazatosan vagy grafikusan k6zdlni. Ilyen
grafikon lathatd a 2.7. dbra bal als6 részén.

A teherbiras ellendrzése tovabb egyszerisddik, ha a kiilpontossagi vonalakat
redukaljuk a killpontossag-novekmények értékével, azaz megkeressiik azokat az e,
tervezett kiillpontossagokat, amelyek megnovelésével a killpontossagi vonal pontjai
létrejohetnek. Pl. a 2.7. abran jelolt 4,, pont mértékado kiillpontossiagabdl levonjuk
eldszor a de,, majd a de, névekményt. A veszélyesebb elmozdulast jelentd névekmény
— példankban a de; — kijeloli a tervezett kiilpontossagot -— példankban az A,
pontot. Az igy kapott pontokat Osszek6td gorbe a redukdlt kiilpontossdgi vonal
(szaggatott vonalak a 2.7. abra bal oldalan).

A redukalt kiilpontossagi vonalak egyesitve tartalmazzak a vasbeton szabvany-
ban eloirt mindkét irdnyd killpontossag-ndvekmény hatasat; ugyanigy lehetéség van a
kilpontossag-novekménynek a szabvanyban elGirtnal pontosabb — éppen ezért
bonyolultabb — szamitasba vételére is, anélkiil, hogy a tervezé munkaja bonyolodna.

Redukalt kiilpontossagi vonalak alkalmazasaval a tervezonek mind0ssze az e, =
=Ny /My €s az e, = Ny/M,,, tervezett kiilpontossagokat kell kiszamitani. Ezutan
— a keresztmetszet rajzaval azonos léptékben — abrazolni kell a d6féspontot, majd a
kifelé kovetkezd kilpontossagi vonalrdl leolvashato az Ny értéke. A moddszert
egyszeriinek és szemiéletesnek tartjuk, mert nem kell segédmennyiségeket kiszamitani,
tovabba az abran a tavolsag tavolsagot jelent (nem nyomatékot, erdt stb.).

A leirt redukalas eredménye gy is megfogalmazhato, hogy amig a kiillpontossa-
gi vonalak a keresztmetszet teherbirasat, addig a redukalt kiilpontossagi vonalak a
szerkezeti elem (oszlop) teherbirasat abrazoljak.

2.1.3. A teherbirdsi tartomany elédllitdsa

A teljes teherbirasi tartomany gyakorlati célu eidallitasara szamité és rajzold
program késziilt a fenti elvek alapjan, R 10 szamitoégépre és CALCOMP 936/925
rajzoléautomatara. A program tetszlleges keresztmetszetil vasbeton oszlophoz
kiszamitja és lerajzolja:

— az adott « iranyokhoz tartozo Ny — My nyomasvonalakat;

— vagy az adott N, nyomoerdk ey, — ey, hatarkiilpontossagait;

— vagy az adott N, er6k mellett megengedheté My, — M, hajlitbnyomatekok
diagramjait;

— kivansag esetén a fonti vonalak ,redukalt” valtozatat.

A programot harmadik éve hasznaljak, és nagyszamu oszlop teherbirasat
kiszamitottak. Azok a statikus tervezok, akiknek modjuk van hozzaférni, szivesen
fordulnak ehhez a szolgaltatashoz.

Példaként a 2.8. abran bemutatjuk az OK 12-50/60 jelli elOre gyartott vasbeton
oszlop keresztmetszetének teherbirasi diagramjat: az egyes gorbék azt mutatjak, hogy
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a folirt nyomoerd mellett a kiilonbozé iranyokban mekkora hajlitonyomatékok
mikodnek. A nyomoéeré 0,0 Mp-tol 250,0 Mp-ig valtozik.

Ennek a programnak egy valtozatat beépitettiik a BVM-TIP épitési rendszer
tartoszerkezettervezési programrendszerébe. Itt eldallitjuk valamennyi rendszerkom-
ponens pillérkeresztmetszet teljes teherbirasi tartoméanyat (az Ny, — My, — My, feliilet
negyedrészének mintegy 20 pontjaval jellemezve), és ezt adattarban Orizziik. Az egyes
konkrét épiletpillérek terhelési tartomanyairdl (amelyeket megnovelink a AM =
=4eN,, értékkel) megallapitjuk, hogy belill vannak-e a teherbirasi tartomanyon.

60,0 bk
30,0 300 |

M = 1210

250 _|, 25,0
25,0

MY [MPM]=-EX%N
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2.8. abra
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Az Osszehasonlitas soran lehetoség van a teherbiras mennyiségi értékelésére is:
grafikusan abrazoljuk a terhelési és teherbirasi tartomany azonos ,,szintjeit” (vizszintes
sikmetszeteit), amelyek tavolsaga és viszonya a kihasznaltsaggal van Gsszefiliggésben.
Jelenleg dolgozunk olyan modszereken, amelyekkel a terhelési és teherbirasi
tartomany viszonya skalaris mérészamokkal mindsithetd.

2.2. Vasbeton gerendak teherbirdsi tartomdanya
A teherbirdsi tartomdny szamitdsa
A vasbeton gerendak keresztmetszeteinek teherbirasi tartomanya egy olyan
térbeli koordinata-rendszerben abrazolhato, amelynek koordinatatengelyei a

fiiggoleges iranyl nyirderdnek, a rudtengelyt tartalmazo fliggdleges sikban hajlito
nyomatéknak és a radtengely koriil csavaré nyomatéknak felelnek meg (2.9. abra).

2.9. dabra

A vasbeton gerendakeresztmetszet teherbirasanak meghatarozasa Osszetett
igénybevétel esetén olyan vasbeton-elméleti probléma, amellyel szamos kutatohelyen
foglalkoznak; esetenként még a koordinatatengelyekkel alkotott metszéspontok
meghatarozasara kidolgozott modszerek sem teljesen megnyugtatok.

Kutatasaink soran elfogadtuk a vasbetonszerkezetek teherbirasanak
szamitasara vonatkozo6 hazai szabvanyok (MSZ 15022/1 és MSZ 15022/4) eldirasait.

A kovetkezo6 kérdésekre kerestiink valaszt:

1. Miért célszerii a vasbeton gerendak keresztmetszeteinek teherbirasi tartomanyat
eléallitani?

2. Szabvanyel6irasaink alapjan egyértelmiien meghatdrozhaté-e a hajlitott — nyirt —
csavart vasbeton keresztmetszet teherbirasi tartomanya?

3. Milyen maodszerrel célszerti a teherbirasi tartomanyt eldallitani?

1. Kiilpontosan nyomott keresztmetszet teherbirasi tartomanyat fésikban
torténd hajlitas esetén a tervez6i gyakorlatban méar hosszabb ideje alkalmazzak
(nyoméasvonal). Az — azonos sikban — hajlitott-nyirt keresztmetszet hatarte-
herbirasat nem szoktak diagrammal abrazolni. Ennek részben az Osszefiiggés
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egyszerlisége, részben az lehet az oka, hogy a keresztmetszet nyirasi teherbirasanak a
gyakorlatban a hajlitd hatairnyomatékhoz tartozo hatarnyirderdt tekintjiik, amivel
altaliban a biztonsag javara kovetiink el kisebb hibat. Ily médon a teherbirasi
tartomany egyetlen pontjat allitjuk eld, amit valoban nem érdemes diagramon
abrazolni. Hajlitott—nyirt—csavart keresztmetszet haromdimenzios teherbirasi
tartomanya a nagyszamu( korlatozo feltétel miatt mar nehezen attekinthetd.
Abrazolasa emellett azért is célszer(l lehet, mert tampontot adhat a meghatarozasa
soran alkalmazott teherbirasi feltételek kritikai vizsgalatahoz.

Nagy szamban alkalmazott — tipizalt — szerkezetek esetén igen jelentOs
szamitasi megtakaritast jelent a teherbirasi tartomany eldallitasa. Ez esetben ugyanis
adaptalaskor mar csak a terhelési és teherbirasi tartomany Osszehasonlitasat kell
elvégezni.

Tovabbi — a teherbirasi tartomany szemléltetése mellett sz616 — érv, hogy
ismerete fejleszti a konstrukcios készséget; a terhelési tartomanyra valé ,igazitidsa” —
mint ahogy azt mar kiilpontosan nyomott elemek esetén is emlitettilk — gazdasagi
elonydk forrasa lehet.

2. A hatarigénybevétel komponensek altalaban képlékeny — esetenként
rugalmas — allapotban érvényes egyensulyi feltételekb6! hatdrozhatok meg. E
feltételek egyike sem tartalmazza egyszerre mindharom igénybevételi Osszetevot,
amibél arra kovetkeztethetiink, hogy az igénybevételek egymasra hatasa sok esetben
még tisztdzatlan. Mindemellett megallapithaté volt, hogy a teherbirasi feltételek
korultekintd, megfelelé sorrendben torténd és a logikai Osszefliggéseket figyelembe
vevl alkalmazisaval a magyar szabvanyel6irasoknak megfeleld teherbirasi tartomany
meghatarozhato.

3. A teherbirasi tartomanyt hatarolo feliilet analitikusan nem allithat6 el6. A
numerikus szamitas a hatarfeliilet jellegzetes pontjainak meghatarozasara kell
iranyuljon. A kell6 siiriségben kiszamitott pontok kozott kozelitésképpen linearis
Osszefiiggést feltételeziink, ami Osszhangban van a képlékenységtan konvexitasi
tételével. Mivel egy-egy kontirpont meghatirozasa is jelent0s szamitasi raforditast
igényel, a teherbirasi tartomany szamitasara érdemes szamitogépet alkalmazni.

A vasbeton gerendak hosszvasalasaban a hajlito- és csavardigénybevételbdl,
harantiranyl kengyelezésében pedig a nyird- és csavardigénybevételbdl ébrednek
hizofesziiltségek.

Mivel a csavaroigénybevétel felvételéhez mindkét tipusu vasalasra sziikség van,
és masrészt az egyes hatarigénybevétel komponensek nem fejezhetok ki a tobbivel
explicit formaban, célszeril a szamitast Ggy iranyitani, hogy mindig ismert csavaréonyo-
matékhoz tartozo hatarnyomatékot és hatarnyirder6t kelljen csak meghatarozni. Ezt
ugy érjiik el, hogy el6szor
— a nulla nyiréeréhéz és hajlitonyomatékhoz tartozé csavaré hatdrnyomatékot

szamitjuk ki (7%), majd a T=konstans (< T2) sikokban allitjuk elé a hatarfeliilet
jellegzetes pontjait.
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A teherbirasi testet ezaltal a csavaronyomatéki tengelyre merdleges szeleteivel
irjuk le.

Egy-egy ilyen sikmetszet jellegzetes pontjai:

— a nulla hajlitbnyomatékhoz tartozé pozitiv és negativ hatarnyiréero;
— a nulla nyiréer6hoz tartozé pozitiv €s negativ hajlitdo hatarnyomaték;
— a hajlito hatarnyomatékhoz tartozé pozitiv és negativ hatarnyirdero.

E jellegzetes pontok kozott a teherbiras valtozasat kozelitden linearisnak
tekintjiik. A csavaronyomatéki tengelyre merdleges sikmetszeteket tehat nyolc pont
hatarozza meg, amelyek koziil 3—3 egy egyenesre esik, igy a pontok egy hatszoget
hatarolnak (2.10. abra). Mivel a csavaronyomaték eldjele k6zombos, a teherbirasi test

-M M
‘Vru,i _Vru,:
—Mru,l Mry,i 2P
M
* M
Vrmi Vru,u
Vey,i
v
2.10. abra

a T=0 sikra szimmetrikus: elegend6 csak a T=0 féltérbe eso részt abrazolni. Ha a
keresztmetszet vizszintes szimmetriatengellyel rendelkezik, a tartomany az M = 0 sikra
is szimmetrikus, ami tovabbi egyszerisitést tesz lehetove. Végiil ha a nyirasi vasalas
merdleges a rudtengelyre, és az also és felsd Ov a rudtengellyel parhuzamos, a V=0 sik
is szimmetriasik lesz. A fenti feltételek egytittes teljesiilése esetén elégséges a teherbirasi
test egy térnyolcadba esé részét szamitani, illetve abrazolni.

A mértékado igénybevételek eldjele esetenként eldre ismert a statikai modellek
és a varhato terheknek megfelelden. Ilyenkor a testnek csak a megfelelé koordinata-
iranyokba eso részét érdemes eloallitani. A hatarfeliiletet a csavaronyomatéki tengely
iranyaban Ggy linearizaljuk, hogy a sikmetszetek megfelel6 pontjait egyenesszakaszok-
kal kotjiik Ossze. Az eddigi tapasztalatok azt mutatjak, hogy elegendé — egyenld
osztaskozzel — négy sikmetszetet felvenni.

Alkalmazasi példa, tanulsagok

A 2.11. abran a BVM-TIP épitési rendszerbe tartozo SIBf 30/152 jelu valtozo
keresztmetszeti feszitett vasbeton gerenda néhany keresztmetszetének teherbirasi
tartomanya lathato. A szamitasok a Tervezésfejlesztési és Tipustervezé Intézet R 10

tipusu szamitogépére irt programmal késziiltek. A fenti alkalmazas a Tervezésfejleszté-
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si és Tipustervezd Intézet megbizasa keretében tortént, amelynek soran a BME
Szilardsagtani és Tartoszerkezeti Tanszéke kidolgozta a BVM-TIP épitési rendszer
tartoszerkezettervezési programrendszerét.

Az elemszintii teherbirasi tartomany vasbeton gerendak esetén négydimenzids
térben irhato le. A negyedik dimenzi6 a teherbiras rudtengely iranyu valtozasa. A
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keresztmetszetek teherbirasi tartomanyat a rudtengely mentén alkalmas helyeken

felvett diszkrét pontokban hatarozzuk meg. Kelld sliriiségil osztas esetén az egyes

keresztmetszetekhez tartozd teherbirasi felilletek megfelelé pontjai k6zott linearis
interpolacio hajthaté végre.

A szerkezeti elem teherbirdsat esetiinkben hat keresztmetszet teherbirasi
tartomanyaval kozelitettiik. A statikai modellnek — kéttamasz( tarto — és a varhato
terhek jellegének megfelelden a testnek csak a pozitiv térnyolcadba esd részét
hataroztuk meg, s6t ez elméleti tdmasz keresztmetszetében — mivel ott a mértékado
hajlitonyomaték nulla — csak e résztest M =0 sikmetszetét allitottuk eld. A szerkezeti
elem szimmetriajat gy hasznaltuk ki, hogy a hat keresztmetszetet a tarto egyik felén
jeloltiik ki. Az elméleti tamaszok kozotti keresztmetszetek haromdimenzids teherbirasi
tartomanyanak felilletét — a szamitas korabban ismertetett menetével Osszefiiggésben
— T=allandé szintvonalaival abrazoltuk. Négy ilyen sikban szamitottuk ki a
metszetek csucspontjait: a maximalis csavaronyomaték harmadpontjaiban. A trapéz
alaku sikmetszet maximalis csavaronyomaték mellett egyenesszakassza fajult.

A rendszerkomponensek teherbirdsi tartomanyainak kirajzoltatasa tdbb
szempontbol is elényds:

— a nagyvolumenl szamitasok eredményeinek gyors, vizualis ellendrzését teszi
lehetové: hasonlo keresztmetszetek teherbirasa kozotti kirivo kiilonbségek hibas
bemend adatokra — esetleg programhibara — engednek kovetkeztetni;

— a szerkezeti elemek teherbirasi tartomanyaibol Osszedllitott katalogus jo segitséget
nyujt a hagyomanyos — kézi — adaptacios tervezés soran. Megjegyzendd, hogy
esetiinkben a rajzoltatds 6nmagaban semmilyen adatelokészité munkat nem
igényelt: a rajzoloprogram az adatokat — amelyek a hatarigénybevételeket szamito
program eredményei — hattértarolorol olvassa be.

A teherbirasi tartomanyok megjelenitése ugyanakkor felhivta a figyelmet a
szamitasi modell fogyatékossagaira. Kilondsen feltiind a kétdimenzids teherbirasi
tartomany konkav jellege, de a haromdimenzids tartomanyok konkavitasa is
érzékelhetd. E jelenségek okainak azonositasa részben megtortént. Tovabbi vizsgala-
tok szabvanykiegészitd, illetve -modosito javaslatok kidolgozasahoz vezethetnek.

3. A terhelési és teherbirasi tartomanyok egybevetése
a teljes szerkezet szintjén

Mint emlitettilk a terhelési és teherbirasi tartomanyok egybevetése torténhet oly
modon is, hogy eléallitjuk a teljes szerkezet teherbirasi tartomanyat. Ennek soran a
teherbirast befolyasolo tényezdk viszonylag szemléletesen jelentkeznek, ugyanakkor a
feladat meglehet6sen szokatlan, hiszen az altalanos modszer a szerkezetek mére-
tezésénél éppen enneck cllenkezdje: nem a teljes szerkezet teherbirasi tartomanyat
szoktuk az elemek teherbirasaibol felépiteni, hanem inkabb a terhelést ,,bontjuk le” a
szerkezeti elemek szintjére az igénybevételek, ill. fesziiltségek meghatarozasa
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formajaban. A jelen fejezetben a kevésbé szokasos utat kivanjuk kovetni, azonban e
célra egy egyszerll szerkezeti modellt valasztunk, amelynél az aitalanos probiéma
alapvetd jellegzetességei viszonylag tisztan kidomborodnak.

3.1. Igénybevétel és teherbirds dsszefiiggése
statikailag hatdrozott szerkezeten

Tekintslink eldszor is egy statikailag hatarozott konzoltartét, tetszélegesen
valtozo keresztmetszeti méretekkel és tetszoleges rudtengelyre merdleges terheléssel.
Ezen elemi feladatot is tovabb egyszeriisitjiik egy rugalmas csuklokbol és azokat
Osszek6t6 merev rudakbol allé diszkrét modell felvételével. A diszkrét modellen a
terhek is csak a rugalmas csuklok pontjaiban mikddnek (3.1. ébra).

L\A\

1

e r ey

e ,
4e49p oyl

3.1. abra

A diszkrét modellek felvétele a tartoszerkezetek vizsgalatanak széles korben
hasznalt, a ,,mérnoki érzék™ altal is jogosnak elfogadott modszere. A diszkrét és a
folytonos szerkezet viszonyanak kérdéseivel a jelen cikkben nem kivanunk k6zelebbrol
foglalkozni, s figyelmiinket a diszkrét modellre forditjuk. A diszkrét modelliink6n
valamennyi, a szilardsagtani vizsgalat soran szdba jovo jellemzé a felvett rugalmas
csuklok szamanak megfelelGen n darab paraméterérték megadasaval irhato le, s ezeket
az nskalaris értékbol all6 értékkeészleteket a szemléletes targyalas érdekében célszerli n
dimenzids euklideszi terek vektorainak tekinteni. Igy, ha a szerkezetre valamely adott
teher miik6dik, ennek leirasahoz meg kell adni az egyes rugalmas csuklok helyén (ill. a
tartovégen) mikddé Py, P,, ... P, terheket, az n dimenzios tehertér egy p vektorat.

A teher hatasara e szerkezeten nyomatékok ébrednek. Csak a rugalmas
csuklokban ébredd nyomatékoknak van modelliink esetében jelentdségiik, igy a
nyomatékabraegy m=M,, M, .. .M, vektorral irhato le. A tehertér és a nyomatéktér
vektorai k6zott — kis alakvaltozasok esetén — kolcsOndsen egyértelmil linearis
megfelelés van, egyszerii statikai aton minden P, P,, ... P, teherhez meg tudjuk
hatarozni a rugalmas csuklokban ébredé M, M,, ... M, nyomatékokat, és ha az
utobbiak vannak adva, azokbol a terhek ismét visszaszamithatok.

Ap=m, A 'm=p.
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A tartd teherbirasat modelliink esetében a rugalmas csuklok hatirnyomatékai
korlatozzak. Ha az egyes csuklok — elojeltol eltekintve — rendre My, M5y, ... M,y
nyomatéki értéket tudnak elviselni, a tényleges nyomatékokra nézve fenn kell allni az

M =My, MysMypy, ... s MM,y
feltételeknek.

E feltételek a nyomatékok n dimenzids terében egy ,hiper-téglatestet”
hataroznak meg, amelynek (egydimenzios) élei parhuzamosak az M, M,, ... M,
koordinatatengelyekkel, kdzéppontja pedig az origd. Ezt tgy is kifejezhetjiik, hogy az
adott szerkezet azon nyomatékrendszerek viselésére képes, amelyek nyomatékvektora

m=[c;My,c; My, ... ;M4 (1)
alaku, ahol is

-1, 21, —1Z¢,21, ... —1Z2¢,£1,

azaz a ¢y, ¢,, . .. ¢, parameéterek —1 és + 1 koz¢ esnek.

Kérdés, hogy szerkezetiink mely P,, P,, ... P, terhek elviselésére alkalmas?
E feladat megoldasa érdekében el6szér is hatarozzuk meg azon tehervektorokat,
amelyek egy, és csakis egy rugalmas csukloban (rendre az elsdben, masodikban, . .. n-
edikben) ébresztenek egységnyi nyomatékot. E tehervektorokat karakterisztikus
tehervektoroknak nevezzik és q,,4q,, - .. g, jellel jeldljik, annak megfelelden hogy
hanyadik rugalmas csukléban ébredd egységnyi nyomatéknak felelnek meg. Te-
kintsiik azt az esetet, amikor az i-edik csuklopontban ébred egységnyi nyomaték (3.2.
abra). Ekkor két rudszakasz terhelt, az i-edik és az i+ 1-edik. Ezen ridszakaszok
egyensulyanak biztositdsara a csomopontban ébredé6 nyomatékok mellett még
riidvégi eré6kbdl allo erdparok sziikségesek. Igy ahhoz, hogy az i-edik csomépontban
egységnyi nyomaték ébredjen, a P;erének —1/d, a P,,, erbnek +2/d és végiil a P, ,
eronek ismét — 1/d értékkel kell miikddnie, a tobbi csomdponti erd pedig zérus. Ennek
tanulsagait felhasznalva (és d értékét 1-nek véve) a karakterisztikus terhek vektorai
rendre a kovetkezok:

q,={-1,2,-1,0,...0,0,0]

4,=[0,-1,2,—1,...0,0,0]

: @
qn—2=[0’0’0a0’ oo _1a2’ _1]

qn*1=[0a0>0,0a s O, _112]
4,=[0,0,0,0, ...0,0, —1]

A szerkezetiinkdn az egyes rugalmas csukloban nem egységnyi, hanem maximum
My, M,y, ... M,y abszolut értéki nyomatékok ébredhetnek. Igy mindazon p
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vektorral jellemezhet6 teherrendszerek megengedhetdk a szerkezetre, amelyek a
pP*=ci;Miyg +e;Maygo+ ...+, Myq, ... (3)

alakban eldallithatok a ¢y, ¢,, . . . ¢, paraméterek —1 és +1 k6zé es6 értékei mellett.
(E képlet (1) és (2) egybevetésébdl kozvetleniil adodik.)

Vizsgdljuk meg kiss¢ ko6zelebbrdl, hogy a (3) képlet — figyelemmel a
41, 4q,, ... 4, vektorok linearis fiiggetlenségére és a c,,c,, ... c, paraméterekre
vonatkozo korlatozo feltételekre — milyen testet, jobban mondva milyen n dimenzids

4‘ |
)
-1/d ﬁh’d

3.2. abra

Hhiper testet” hataroz meg a terhek terében. E testet (n—1) dimenzids ,hiper
oldallapok™ hataroljak. Egy ,,oldallap” képletiinkbdl Ggy adodik, hogy egy paraméter
értékét a lehetséges szélsé értékek valamelyikében (azaz + 1-ben vagy — 1-ben)
rogzitjiik, a tobbi (azaz n—1) paraméter pedig befutja teljes megengedett
értekkészletét. Kovetkezésképpen 2. n hiperoldallap van, s ezek parosaval (az
ugyanazon paraméter +1 és —1 értékhez tartoz6 oldallapok alkotnak egy part)
parhuzamosak. A megengedhet$ terhek testjének (egydimenzios) élei a (3) képlet
alapjan ugy vezethetdk le, hogy egy kivételével valamennyi paraméter értékét + 1-ben
vagy — l-ben rdgzitjiik. igy minden egyes paraméterhez 2~ 1) é] tartozik, ezek mind
parhuzamosak az illeté paraméternek megfeleld karakterisztikus tehervektorral, és az
n paraméternck megfeleléen Osszesen n2"~ 1) él van. A megengedhetd terhek testje egy
»hiper romboid”, vagy ,hiper parallelepipedon”, amelynek kézéppontja az origd, élei
pedig rendre a karakterisztikus terhek vektoraival parhuzamosak, altalaban tehat
ferdeszogliek, élhosszai pedig rendre 2M 4, 2M,y, ... 2M 4.

Erdemes megfigyelni, hogy a megengedheté terheket abrazolo testet n vektor,
nevezetesen a karakterisztikus terhek vektorainak a rugalmas csuklok hatarnyomaté-
kaival vald szorzataként adodo M4y, M,43q,,. .. M,yq, vektorok egyértelmilen
meghatarozzak. E vektorok — s veliikk a hiperparallelepipedon éleinek — irdnya
fuggetlen a tarto teherbirasi jellemz6itol (az My, M,y, ... M,y hatirnyomaté-
koktdl), s csak a tartotengely altalanos geometriai viszonyaitdl (egyenes voltatol, a
rugalmas csuklok egymas kdzti tavolsagatol) fiigg. Az My, M,y, ... M, hatarnyo-
matékok a teherbirasi test nagysagat, kozelebbrdl élhosszusagat befolyasoljak.

A teherbirasi parallelepipedon magaban foglalja mindazon terheket, amelyek
viselésére a szerkezet alkalmas. Nem kdnny@i azonban eldénteni, hogy valamely adott
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P teher a teherbirasi parallelepipedonon beliil fekszik-¢ vagy sem. E célbol altalaban
ugy jarhatunk el, hogy az adott p vektort eldallitjuk a 4,, 4,, . . . 4, karakterisztikus
tehervektorok linearis kombinaciojaként, azaz eldallitiuk a §,,q; ... qn bazis
(ferdesz6gli koordinata-rendszer) szerinti koordinatait

p*=ki g, +k,q,+ ... +k,q,,

és megvizsgaljuk, hogy a ¢y =k/M y,c,=k,/M,y, ... c,=k,/M,,; paraméterek
mindegyike — 1 és + 1 kozé esik-e. Ezen eljaras csak megfogalmazasaban kiilonbozik a
mérndki gyakorlat szokasos eljarasmodjatol, nevezetesen attol, hogy ismert statikai
uton meghatarozzuk az egyes rugalmas csuklokban a j teher hatasara ébredd
nyomatékokat és ezeket rendre egybevetjiik a megfelelé hatarnyomatékokkal.

Az adott tehervektornak a karakterisztikus tehervektorok rendszerében értett
koordinatai ugyanis éppen az egyes rugalmas csuklokban ébredé nyomatékok,

ki=M,, k,=M,, ... k=M,

és kiszamitasukhoz is pontosan ugyanazon szamitasi lépések elvégzése sziikséges.

Jeloljik a q,,4, ... q, karakterisztikus tehervektorokbol, mint oszlopvekto-
rokbol 4116 matrixot 4 ~! jellel. Ehhez a p tehervektornak a G, 4, . . . g, bazis szerinti
koordinatai A ~! inverze, azaz 4 segitségével szamithatok

Ap=k

(aholis ka ky, k,, ... k, értékeket dsszefoglald oszlopvektor). Mivel k =rm, valoban jogos
agy,,qa, . . . 4, karakterisztikus tehervektorok matrixat 4 ~ !-gyel jeldIni, azaz az adott
teherhez tartozo nyomatékokat a statikai egyensilyi feltételek alapjan eldallithatd 4
egyensalyl matrix inverzének tekinteni. (Ez egyébként a 4,, 4, . . . g, karakterisztikus
tehervektorok megkonstrualasanak modjabdl is kovetkezik.)

Az adott teher esetén a rugalmas csuklokban ébredé nyomatékok szamitasat
leir6 A matrix n sorvektora a teherbirasi parallelepipedon n hiper-oldallapjanak
normalisa. Egy hiper-oldallapot ugyanis az 4 ~! matrix (n— 1) oszlopvektora ir le, és
az A matrix egy megfeleld sorvektora, (mivel az 4 ésaz A ~! inverz matrixok szorzata
az egységmatrix) ezck mindegyikére meréleges. Ebben az értelemben az 4 matrix
sorvektorai — melyeknek elemei eredeti jelentésiik szerint a nyomatékszamitasnal
szerepld karok — a terhek terének vektorai (s mint ilyeneket g, 4, . . . g, jellel fogjuk
jelolni 6ket). E vektorok iranya — mint el6bb lattuk — szoros Osszefiiggésben van a
teherbirasi hiperparallelepipedonnal, mint oldallapjainak normalisa. Nagysagukat
igy hozhatjuk Gsszefiiggésbe a teherbirasi parallelepipedonnal, ha rendre meghataroz-
zuk az e vektorokkal jellemzett félsugaraknak a megfelelé oldallapokkal vald
doéféspontjait. Ezt — figyelemmel arra, hogy az oldallapon a megfelel6, mondjuk i-edik
rugalmas csukloban éppen M, hatarnyomaték fog ébredni — ugy hatdrozhatjuk meg,
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hogy a g'-t egyszer sorvektornak, egyszer oszlopvektornak fogva fel, képezziik
Oonmagaval vald (skalaris) szorzatat, (ami tulajdonképpen a §' teherbdl az i-edik
csukloban ébredd nyomaték), és g'-t M,,/G'? aranyban redukaljuk.

Azeddigelmondottakat 6sszefoglalva tehat megallapithatjuk, hogy a teherbirasi
hiper-parallelepipedon jellemzésére két kiillonbozd vektorkészletet hasznalhatunk.
Egyrészt leirhatjuk a teherbirasi parallelepipedont az 4 ~! matrix G, oszlopvektorai
alapjan képezheto

ki=M g (=12 ...n

modositott karakterisztikus tehervektorokkal, masrészt az 4 matrix sorvektorai
alapjan képezhet6
K 1 g (i=12 n)
= q 1=1,4 ...
My

modositott lapnormalis vektorokkal. A k; rendszert mint egy bazist (ferdeszogii
koordinata-rendszert) hasznalhatjuk. Egy p vektorral adott teher viselésére akkor
alkalmas e szerkezet, ha a k; rendszerben értelmezett koordinatai kdziil abszolut
ertékre nézve egy sem nagyobb 1-nél.

3.2. Alakvadltozdsi korldtozdsok

Vizsgaljuk a tovabbiakban szerkezetiink rugalmas alakvaltozasait. A rugalmas
csukldk elfordulasai és a nyomatékok k6zott aranyossag all fenn, tehat az elézéekben
szerepeltetett M, 4, M5y, ... M, értékek egyarant kifejezhetnek nyomatékokra vagy
szogelfordulasokra vonatkozé korlatozast. Mindenesetre a szogforgasok és a
nyomatékok k&zotti aranyossagi tényezd az egyes rugalmas csuklokban mas és mas
lehet. Igy a tényleges alakvaltozasok targyalasakor legcélszeriibb, ha az egyes
rugalmas csuklokra vonatkozoan az My, My, ... M,, nyomatéki hatarértékek
mellett a nekik megfeleld ¢, y, @5y, . . . @,y szOgforgasi hatarértékeket is megadjuk.

Térjiink ra az egyes rugalmas csuklok tartdtengelyre merdleges elmozdulasai-
nak vizsgalatara. Jel6ljiik a szabad tartovég, ill. a rugalmas csuklépontok elmozdula-
sait rendre f)-gyel, f,-vel, ... f,-nel. Ezek az elmozdulasok, az elmozdulasok n
dimenzios terében egy f* = f,, f,, ... f, vektorral abrazolhatok. Ha az egyes rugalmas
csuklopontok tartotengelyre merdleges elmozdulasait illetéen egymastdl fiiggetien
korlatok vannak adva, azaz fi.4y<f,<fi 0 foaun=S2S fogns - o Joan LS farns
akkor ezek egyiittesen az elmozdulasok terében egy derékszogii ,,hipertéglatest™-et
hataroznak meg. A rugalmas csuklok ¢y, ¢@,, . . . @, szdgelfordulasainak terére agy
térhetiink at, ha eléallitjuk az i-edik rugalmas csuklopont egységnyi elmozdulasahoz,
azaz a fi=1 ha k=i

fi=0 ha k#i (k=1,2,...n)
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tartoalakhoz tartozo tengelyfordulasokat, mint karakterisztikus tengelyelfordulas-
vektorokat. Ezek — mint a 3.3. abra alapjan is lathato — a kovetkezok:

§=1,0,0,0,...0,0,0

§#=-2,1,0,0,...0,0,0
B=1-210...0,0,0
$%=0,1,-2,1,...0,0,0
§=0,0,0,0,...1, 2,1

Az §; karakterisztikus tengelyelfordulas-vektorok és a korabban targyalt g, karakte-
risztikus tehervektorok felépitésében nagy a hasonlosag. gy konnyen belathato, hogy
az elmozdulasokra vonatkozo, az elmozdulasok terében hipertéglatesttel abrazolhato

3.3. dbra

korlatozasoknak a tengelyelfordulasok terében egy olyan hiper-parallelepipedon felel
meg, melynek élei rendre az 5y, 55, . . . §, karakterisztikus tengelyelfordulas vektorok-
kal parhuzamosak, élhosszuk pedig f}.u+/fi 11> fran +f2rus - - - Joan +fupu- A tengely
elfordulasok terér6l a nyomatékok terére igen egyszeriien attérhetiink, az egyes
koordinata iranyokban kell rendre az ry =M 4/@ 14, T2 =M,u4/02hs - - - Th=M,u4/Ouu
aranyoknak megfeleld léptékvaltast (zsugoritast vagy nyujtast) végrehajtani. Igy, ha
egy szerkezetre vonatkozoan mind nyomatéki-szogelfordulasi, mind pedig elmozdula-
si korlatozasok adva vannak, akkor a nyomatékok terében az elébbiek egy
hipertéglatesttel, az utobbiak egy hiper-parallelepipedonnal abrazolhatok, s mindkét
feltételrendszernek eleget tevd nyomatékvektorok a kettd kozos részébe esnek.

E ko6z0s rész ismét egy ,.hiper test”, egy maximum 4n ,lapu” hiperpoliéder. Ha a
nyomatékok terében mar a kovetelményrendszereknek eleget tevé vektorok ,hiper
testje” adva van, attérhetiink a terhek terére és megszerkeszthetjilkk a szerkezetre a
kovetelményrendszerek figyelembevételével megengedhetd tehervektorokat magaban
foglalo teherbirasi hipertestet. A nyomatéki tér koordinata egységvektorainak a terhek
terében a karakterisztikus tehervektorok felelnek meg, s ezzel az attérés (linearis
leképzés) egyértelmilen rogzitett.
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3.3. Statikailag hatdrozatlan szerkezetek

Az elmozdulasi korlatozasok kozott kilonos figyelmet érdemel az az eset,
amikor bizonyos elmozdulasokra vonatkozoan zérus értéket irunk elé. Ily modon
ugyanis a megtamasztasok okozta kényszert fejezhetjiik ki, s a statikailag hatarozatlan
szerkezeteket a statikailag hatarozott szerkezetekre vonatkozo alakvaltozasi korla-
tozd feltételek specialis rendszerével jellemezhetjiik. E gondolatmenet alapjan a
statikailag hatdrozatlan szerkezetek mar az el6z6 pontban mondottakban benne
foglaltattak, mint az alakvaltozasi korlatozasok specialis esetei. Gyakorlati fontossa-
guk és kiilonleges sajatossagaik miatt azonban érdemes veliik kdzelebbrol foglalkozni.

Vizsgaljunk tehat egy olyan szerkezetet, amelyen az n rugalmas csukldoban a mar
eddig is targyalt nyomatéki (szégelfordulasi) feltételek

—Mg=M;SMy, vagy —ouSe:Seoiw (=1,2,...n)

mellett m csuklopontban (a j1,j2, ... jm indexi csuklopontokban) tamaszt alkalma-
zunk, azaz a tart6 tengelyre merdleges elmozdulasok értékére zérust irunk el6.

fj1=0a fj2=0, N f:im=0'

E szerkezet m-szeresen hatarozatlan statikailag.

Ezen alakvaltozasi korlatozo feltevéseket a szogelfordulasok terében egy (n—m)
dimenziés linearis altér irja le. Ezen alteret 0gy kaphatjuk meg, hogy az §,,5,, ... S,
karakterisztikus szdgelfordulas-vektorok koziil az eldirt tamaszoknak megfeleléen a
j1,j2, ... jm indexiit elhagyjuk, s a maradék (n—m) karakterisztikus szogelfordulas-
vektor fesziti ki a szoban forgd linearis alteret. Ezen linearis alteret a megengedett
alakvaltozasok alterének nevezziik.

A szerkezeten az alakvaltozasi és a nyomatéki (szogelfordulasi) korlatozo
feltételek egyszerre érvényesek. A nyomatéki (szogelfordulasi) feltételeket a szogelfor-
dulasok terében — mint lattuk — egy hiper-téglatest irja ki. A statikailag hatarozatlan
szerkezetiinkon azon szogelfordulas rendszerek engedhetOk meg, amelyek vektora a
hiper-téglatest altal a megengedett alalvaltozasok linearis alterébdl kimetszett (n—m)
dimenzids test belsejébe (vagy hatarara) esik.

A megengedhetd szogelfordulas rendszereket abrazold (n—m) dimenzios test
alakjaval célszerii kozelebbrél megismerkedni. E célbol — az egyszerlibb irasmod
érdekében — atindexeléssel rendezziik at a karakterisztikus szogelfordulas-vektorokat
ugy, hogy az Ui indexek sorrendjében az elsé (n—m) vektor feszitse ki a megengedett
alakvaltozasok linearis alterét, azaz legyen ezen altér egy tetszOleges vektora a

t=fi5i+ fo5;,+ . .. + fin-mySn—my

alakban el6allithato, ahol is f,, f3, . . . fi, - m tetszéleges paraméterek. Lathato, hogy a
megengedett alakvaltozasok alterének helyzete a szogforgasok n dimenzids terében
teljesen fiiggetlen a szerkezet szilardsagtani jellemzitdl, a hatarszdgforgasoktol,
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kizardlag a szerkezet legaltalinosabb geometriai és megtamasztasi viszonyaitol fiigg,
amelyek az 5,5, . . . 5,., vektorokban jutnak kifejezésre.
Ervényesitsiik a szogelfordulasi hatarértékekre vonatkozo feltételeket:

— oS fisi, 12520t - Su-mS-m 1 S P1n

— @S 15124252 2% - Su-mStn-m), 2S P2n

_q)nHéflsl.n+f232.n+ A 'f(n—m)s(n-m),né(pnﬂ

A megengedett alakvaltozasok (n—m) dimenzids alterébdl ezen egyenlStlenségek egy,
az egyes egyenlStlenségeknek megfeleld (n—m—1) dimenzioés hipersik oldallap-
parokkal hatarolt testet metszenek ki. Lathatjuk, hogy e testnek legfeljebb n ilyen
oldallap-parja, azaz 2n oldala van, az n egyenlétlenségparnak megfeleléen. Nincs
azonban okvetienill meg mind az n oldallap-par. Vizsgaljuk ugyanis példaul az els6 n

—m egyenldtienség part. Ezek — a karakterisztikus szogelfordulas-vektorok
linearisan fiiggetlenek 1évén — meghatarozzak az f paraméterek egy tartomanyat
_le§f1§f1H7

~fouS JoE o

_ﬁn'* m)né (n*m)éf(n—m)H'

A fennmarado m szdgelfordulas mindegyikére vonatkozdan kiszamithatoé azon
legnagyobb ¢ (és legkisebb —¢’) szbgelfordulas, amely az f paraméterek adott
tartomanyon beliili értékeivel eléallithaté. Ha valamely rugalmas csuklo szogelfor-
dulasara eldirt korlatozas

Q;= Pjn

— a szabad lehajlasaban is korlatozott statikailag hatarozatlan szerkezeten — nem
jelent ténylegesen Gjabb megkotottséget (a szerkezet hatarozatlan jeilegébdl s a tobbi
csuklo hatarozott szogforgasabol adodoan e feltétel mindig teljesiil).

Az ilyen csukloknak megfelelé hataroldlapok hianyoznak. fgy a megengedett
alakvaltozasok alterébdl a szogforgasi korlatozasok altal kimetszett testnek legfeljebb
n lapparja van, de ezek nem minden esetben vesznek részt mind a megengedett
szogforgdsok testjének lehatarolasaban, egyes lapparok hianyozhatnak. Biztosan van
viszont (n—m) lappar, ennyi egyenl6tlenség ugyanis okvetleniil kell a t,,¢,, ...t
paraméterek tartomanyanak lehatarolasahoz.

Vizsgaljuk meg, hogy a megengedett szbgelfordulasok testjének egy — mondjuk
az elsd korlatozo egyenlotlenség parnak megfelelé — oldallap-parjat milyen modon
irhatjuk fel karakterisztikus szogelfordulas-vektorokkal. Tekintsiik elGszor is az

n—m

Jk =5 _(Sk. 1/Si, 1)§i

vektorokat, ahol is k=1,2, ... (i—1),(i+1), ... (n—m), az S, pedig egy tetszdleges
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olyan vektor, amelynél S; , #0. Az ily modon elballitott d, vektorok mindegyiknél
D, ,=0.

Jeloljiik é,-el az éppen vizsgalt rugalmas csuklo szégelfordulasainak megfelelé
koordinata-egységvektort. Képezziik a

t=ugly +uydy +uydy+ . Au di i+
+o Uy iy
vektort. E vektor nyilvan mindaddig eleget tesz a széban forgd rugalmas csuklo
szogelfordulasi korlatozo feltételeinek, amig

— Q0 uSUS Q.
A megengedett szogforgasok testjének egy hatarlapjat tehat a
t=@gl+udi+ . Audi o tudi 4+
+uy_pd

n—m)

alakban eldallithatd vektorok végpontjai irjak le, mialatt az uy, ..., 4;_ 4, .. Uy
paraméterek (Gsszesen n—m— 1 paraméter) lefutjak teljes értékkészietiiket. Az (n—m
—1) dimenzids oldallap térbeli ,iranyat” a t vektor képletében a zarojelbe foglalt
tagok, illetdleg az ezekben szerepld d,(k=1,...i—1,i+1,...,n—m) vektorok
szabjak meg. Az oldallap mindig parhuzamos a d, vektorok altal kifeszitett (n —m—1)
dimenzids altérrel, fiiggetleniil a ¢, 4 szégelfordulasi hatarértékektdl. Ha meggondol-
juk, hogy a d, vektorokat a karakterisztikus szogelfordulas-vektorokbdl pusztan ezen
vektorok tulajdonsagait felhasznalva konstrudltuk, s a karakterisztikus szogelfor-
dulas-vektorok készlete csak a tartod altalanos geometriai €és megtamasztasi adataitol
fiigg, megallapithatjuk, hogy a megengedett szogelfordulasok testjeinek hatarlapjai
iranyuk tekintetében fiiggetlenek minden szilardsagtani adattol (@ g-ktol, M 4-ktdl). Az
egyes rugalmas csuklok ¢,;4-szogelforduldsi hatarértékei a megengedett szogforgasok
testjiének meéreteit, oldallapjainak az origotdl vett tavolsagat, valamint a test
lehatarolasaban ténylegesen résztvevoé oldallapok szdmat (és azt, hogy ha nem
valamennyi lehetséges irdnyu oldallap szerepel tényleges hataroldlapként, melyek a
tényleges oldallapok a lehetségesek koziil) szabjak meg.

A megengedett szogelfordulasok testjének ismeretében a mar bemutatott médon
térhetiink ra a teherbirasi poliéder meghatarozasara. Eloszor is a szogelfordulasok
teréro6l a nyomatékok terére kell attérni az r\ =M 4/0 4, r2=Mopy/Osy, ... Th=
=M, /¢, faktoroknak megfelelé6 koordinataléptékvaltasokkal, majd a nyomatéki
koordinata egységvektoroknak a hozzajuk tartozo karakterisztikus tehervektorokat
feleltetve meg, transzformaljuk a megengedett nyomatékok testjét a terhek terébe s igy
eldallitjuk a teherbirasi poliédert.

Statikailag m-szeresen hatarozatlan, n rugalmas csuklobol Gsszetevodo szerke-
zetlink teherbirasi poliédere a terhek n dimenzios terének egy n—m dim. linedris
alterében helyezkedik el. (E linearis altér a megengedett alakvaltozasok alterének
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transzformaltja.) Igy tulajdonképpen az n dimenzids tehertérben nem ,igazi” test.
Hagyjuk el a tehertérbdl azon koordinata-iranyokat, amelyek az elmozdulasukban
megakadalyozott, azaz megtamasztott tartotengelypontoknak felelnek meg. fgy
tulajdonképpen a tamaszerdket hagyjuk figyelmen kiviil, és csak az aktiv terhek alterét
tekintjiik, amely egy (n—m) dimenzids linearis koordinata-altér. Vetitsiik le (a
tamaszeroknek megfelelé koordinatakat 0-ra véve) ezen altérre a teherbirasi poliédert.
Az aktiv terhek n—m dimenzios alterében az (n—m— 1) dimenzios lapokkal hatarolt
vetiileti teherbirasi poliéder mar valddi test. Tulajdonképpen e vetiileti teherbirasi
poliédert kell azigazi teherbirasi tartomanynak tekinteni, mert ez mondja meg, hogy az
aktiv terhek mely kombinacidit tudja szerkezetiink elviselni. Az eredeti teherbirasi
poliéder ettdl csak annyiban kiilonbozik, hogy az aktiv terhek megengedhetd
kombinacidihoz a megfelelé tamaszerd értékeket is hozzarendel.

Az aktiv terhekre vonatkoztatott teherbirasi tartomany megszerkesztésénél
vazolt eljaras ravilagit arra, hogy a szerkezet jellemzSi a teherbirast miként
befolyasoljak. A karakterisztikus szogelfordulas vektorok és a karakterisztikus
tehervektorok a szerkezet legiltalanosabb és legallandobb jellemz6i, csak a szerkezet
tengelyvonaldnak egyenes voltdval és a rugalmas csuklok egyenletes kiosztasaval
vannak Osszefliggésben. A megtamasztasok azt befolyasoljak, hogy a karakterisztikus
szogelfordulas-vektorok kozil melyek feszitik ki a megengedett alakvaltozasok alterét.
A ¢,y hatarszogforgasok a teherbirasi tartomany hatarolo lapparjainak szamat és a
lapparok relativ helyzetét szabjak meg. Végiil az M, hatarnyomatékok a karakterisz-
tikus tehervektorok, mint bazis altal megszabott ferdeszogli koordinata-rendszer egyes
koordinatatengelyeinek léptékét adjak meg, ezzel kialakitva a teherbirasi tartomany
tényleges méreteit. Mindez — szerzd véleménye szerint — modot ad a szerkezet, a
szilardsagi jellemzdk, a teher és a teherbiras Osszefiiggésének szemléletes attekintésére,
az ellendrzési és a konstrukcidos munka segitésére. Ennek altalanossagban vald
kifejtésével egy kovetkezd dolgozatban kivan a szerz6 foglalkozni, most — befejezésiil
— egy szemléltetd példa kapcesan tekintsiik at az eddig eimondottakat. Ez egyben
modot ad az alkalmazasi lehetoségek érzékeitetésére is.

3.4. Szemlélteté példa

Tekintsiik a 3.4. abran bemutatott, harom rugalmas csuklot tartalmazo6 modell-
szerkezetet. A karakterisztikus tehervektorok a kovetkezdk:

qai=[-1] G.=[ O]és a@=| 0
2 -1 0
-1 2 —1
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E vektorok az A egyensulyi matrix inverzének oszlopvektorai

A tmibead L0000
2 -1 0
-1 2 -1
Ps P2 Py
SRR L e
3 2 1

E matrix adja meg, hogy a rugalmas csuklokban ébred6 adott m*=[M, M,, M;]
nyomatékrendszerhez milyen p teherrendszer tartozik

p=A "',
vagyis
pP=M G, +M;,4,+M;q;.

Ha a rugalmas csuklok nyomatékbirasara adva vannak az

IM,|SM,y, M| EMyy € | M| SMyy

hatarok, akkor ezek a nyomatékok haromdimenzios terében egy derékszogi
téglatestet hataroznak meg, amit a p=A4 ~'m transzformacio a terhek — ugyancsak
haromdimenzios — terébe visz at, és ott ferdeszogl parallelepipedonként jelentkezik.
A 3.5. abra a terhek terében abrazolja a q,, q,, G karakterisztikus tehervektorokat a
3.6. abra pedig — folytonos vonallal — az M, ;=M ,,;=M;5=1 esetnek megfeleld
teherbirasi parallelepipedont tiinteti fel. A szaggatott vonallal jelzett teherbirasi
parallelepipedon akkor all el6, ha az M4t 1-r6l 2-re noveljiik.
Szerkezetiink alakvaltozasainak vizsgalatanal az

5=[-11 s=[ 2] &=[-1
el 2
0 0 U

karakterisztikus elmozdulasvektorokbol indulunk ki. Ezeket a ¢, ¢,, @5 szogforga-
sok terében a 3.7. abra abrazolja. Jellegzetes, hogy az §,, §,, §; oszlopvektorokbol
alkothaté matrix az 4 egyensiilyi matrix inverzének transzponaltja:

/T _1*=[§1, 5_2,53] .
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Térjink most at az eredeti statikailag hatarozott modellszerkezetrdl egy statikailag
hatarozatlanra oly modon, hogy a P, eré tamadaspontjanak fiiggéleges elmozdulasat
egy megtamasztas beiktatasaval megakadalyozzuk. (3.8. abra) Ez azt jelenti, hogy a
karakterisztikus elmozdulasvektorok koziil az §, csak zérus egyiitthatoval szerepelhet,
azaz az §, vektort a megengedhetd alakvaltozasvektorok koziil el kell hagynunk. Igy

3.6. dbra

azok a szogelfordulasok johetnek létre, amelyek a ,maradék” karakterisztikus

elmozdulasvektorok linearis kombinacidjaként eldallithatok:

t=1,5,+f35;
E képletben az f, és f; paraméterek éppen az elmozdulasban nem gatolt pontoknak (a
P, ill. a P, er6k tamadaspontjainak) fiigg6leges elmozdulasai. A rugalmas csuklokban

¢bredé nyomatékok korlatozott volta egyben maga utan vonja a ¢, @,, @ relativ
elofordulasok korlatozottsagat is:

01|12 01n, @2l S @2m, o3| S @3h.

E korlatozo feltételek a szogelfordulasok terében egy téglatestet hataroznak meg. A 3.9.
abran szaggatott vonallal a ¢, ;= ¢@,5 =035 =1 esetnek megfeleld kockat, folytonos

AP;
=13
12
412 | -3
S3 | s | PO =2
“1
ALY II./ Tsll fitas
2 P G R i
=9 . P3 PZ
/] y L
%<2 . Gk R T 2
3V¥’s, 3 2 1 “P
P, i3 1,0 1,0 1.0 !
3.7. abra 3.8. abra
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vonallal pediga ¢,y =@, =1, ¢35=0,75 értékek mellett adod o téglatestet tiintettiink
fel. Ugyanezen abran abrazoltuk azt az origon atmend sikot is, amelyet az §, és §;
karakterisztikus elmozdulasvektorok hataroznak meg. E sik — statikailag hatarozat-
lan szerkezetiink esetén — a megengedett alakvaltozasok altere. Helyzetét a
szogelfordulasok terében kizarolag a szerkezet halozati rajza, a rugalmas csuklok
elhelyezkedése szabja meg. A szilardsagi jellemzok, nevezetesen a ¢y, @on, @3y

P2

€7 24
'\ |

=4 i
! | Yy P
| 8 i
! F &
| s

v
o 0
3.9. dbra 3.10. dabra

hatarszogelfordulasok a megengedett alakvaltozasok sikjanak helyzetét nem befolya-
soljak. Az abra azonban azt is szemlélteti, hogy kiilonb6z6 hatarszogelfordulasok
esetén a korlatozo feltételek téglatestje mas és mas sikidomot metsz ki a megengedett
alakvaltozasok sikjabol. (Az abran a megengedett alakvaltozasok sikjat tulajdonkép-
pen e sikidomok révén abrazoltuk.) A ¢,y = @, = @35 =1 esetben egy romboidot, mig
ha ¢,4-t 0,75-re csokkentjiik, egy hatszoget kapunk, amelynek szemben fekvo oldalai
paronként parhuzamosak. Térjiink at ezek utan a terhek terére és allapitsuk meg, hogy
szerkezetiink mely terhek viselésére képes. Ehhez a szerkezet valamennyi szilardsagta-
ni adatara sziikség van. Tekintsiik azt az esetet, amikor egyrészt ¢,z =@,5=1¢s ;3=
=0,75 (a 3.6. abran folytonos vonallal abrazolva), masrészt M, =M,y=1¢és M3, =2
(a 3.6. abran szaggatott vonallal feltiintetve). Mivel a hatarnyomatékok és a
hatarszogforgasok a szerkezet egy €s ugyanazon allapotat jellemzik (két kiilonb6zd
szempontbol), a 3.9. abra folytonos vonallal jelzett téglatestje megfelel a 3.6. abra
szaggatott vonallal abrazolt ferdeszogli parallelepipedonjanak. Ha ez utobbiba a 3.9.
abra aranyainak megfeleléen berajzoljuk a megengedett alakvaltozasok sikjabol
kimetszett hatszoget, megkapjuk a teherbirasi poliédert, azaz most sikidomot (3.10.
abra). Ezt masképpen ugy is mondhatjuk, hogy a ¢, ¢, @5 szogelfordulasok terébdl a
¢, egységvektort (M,y/@.p)d;=4q, vektornak, a ¢, egységvektort az
(M,u/@21)d2=q, vektornak, s végil a ¢ egységvektort az (Myu/@34)43 =26 45
vektornak feleltetve meg, linearis transzformacioval tériink at a P, P,, P; terhek
terére.

A 3.10. abran vazolt sikidom mint teherbirasi tartomany kifejezi azt, hogy
minden P, és P, értékparhoz csak egy szigortian meghatarozott P, teher tartozhat,
ami természetes is, hiszen P, er0 nem aktiv teher, hanem tamaszer6. Ha a
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tamaszerdkkel nem kivanunk kozelebbrol foglalkozni, és figyelmiinket arra kivanjuk
Osszpontositani, hogy a tényleges (aktiv) terhek tekintetében mi szerkezetiink
teherbirasa, akkor legcélszeriibb a tényleges teherbirasi tartomanyt az aktiv terhek
alterére, esetiinkben a P, P, sikra vetiteni. A 3.11. abran feltiintettiik az aktiv terhekre
vonatkoztatott hatszogii teherbirasi tartomanyt szaggatott vonallal. Ugyanezen abran
— Osszehasonlitasként — feltlintettiik a teherbirasi tartomanyt arra az esetre is, ha az 1

=4 V3 -2\ 0 -1 2 \l, P,
\ L]
N |

i |
-2 \\\\ |
=3 \\\\J
3.11. abra

i

jelt rugalmas csuklo helyett tényleges (korlatlan szogelfordulast megengedd, nyo-
mateék felvételére nem képes) csuklod van (ez tulajdonképpen egy két rugalmas csuklot
tartalmazo6 konzolnak felel meg).

Az elmondottakat attekintve, bizonyos kovetkeztetések adodnak arra vonat-
kozbéan, hogy az egyes szilardsagtani jellemzOok (modellszerkezetiink esetén a
@11, Pan» @3y hatarszogelfordulasok és az My, M,y, M5, hatarnyomatékok)
miként befolyasoljak a szerkezet teherbirasat. Statikailag hatarozott szerkezetnél a
teherbirasra az My, M,,, M5, hatarnyomatékok vannak elsésorban hatassal. A
teherbirasi tartomany oldallapjainak ,iranya” adott, valamely hatarnyomaték
valtoztatasa a neki megfelel6 oldallapot 6nmagaval parhuzamosan eltolja (lasd 3.6.
abra). Gondolatmenetiink keretében ezaltal jut kifejezésre az a kézismert tény, hogy a
statikailag hatarozott szerkezet keresztmetszeti méretei egyszeriien tervezhetok:
mindossze képezni kell az eldirt terhek tartomanyanak az egyes oldallapok
normalisara vett vetiiletét, és a hatarnyomatékokat ezen vetiiletekkel egyenlonek véve
tervezhetjiik meg a hatarnyomatékokat, illetoleg a keresztmetszeteket.

Statikailag hatarozatlan szerkezet esetében tdrvényszerien mind a
@1u> P2 P3p hatarszogelfordulasok, mind az M, M,,, M5, hatarnyomatékok
befolyasoljak a teherbirast. A teherbirasi tartomany megszerkesztésérol mondottakat
attekintve belathatjuk, hogy valamely rugalmas csuklo szogelfordulasi hatarértékeét és
hatarnyomatékat egyidejlleg valtoztatjuk, Ggy, hogy aranyuk (az r;= M,/ ¢y értek)
alland6 maradjon, akkor a teherbirasi tartomany megfelel6 hatarol6 oldala ugyanugy
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onmagaval parhuzamos eltolodast szenved, a tobbi oldal pedig ugyanugy valtozatlan
helyzetli marad, mint a statikailag hatarozott esetben. Tehat a statikailag hatarozatlan
szerkezeteknél is van lehetoség egy hasonloképpen egyszer tervezési eljarasra, mint a
hatarozott esetben, feltéve, hogy a keresztmetszetek szogelfordulasi és nyomatékbirasi
hatarértékeit egyszerre és aranyosan kivanjuk valtoztatni.

Mas a helyzet akkor, ha a hatarnyomatékot és a hatarszogelfordulast nem
aranyosan valtoztatjuk. Tekintsiikk azt az esetet, amikor a hatarszogelfordulast
allandonak vessziik, s csak a hatarnyomatékot modositjuk. (Erre és az el6z6
bekezdésben érintett aranyos valtoztatasra minden mas eset is visszavezethetd.) A
bemutatott gondolatmenet alapjan a teherbirasi tartomany modosulasa ez esetben is
szemléletesen kovethetd. A 3.12. abran azt vizsgaltuk, hogy miként valtozik a

o i
. -y
4 321
F\\\\ = TR Mig=10
I by T PHELL (Myy=05
i T, T M0
i

3.12. abra

teherbirasi tartomany, ha az 1. rugalmas csukl6 hatarnyomatékat felére csokkentjiik.
Valamely hatarnyomaték valtoztatasa tulajdonképpen azt jelenti, hogy az illetd
rugalmas csuklohoz tartozo karakterisztikus tehervektor mas szorzoval szerepel. Az
eredeti (szaggatott) és a modositott (folytonos vonallal jelolt) teherbirasi tartomany
sarokpontjait 6sszekotd vektorok a 3.12. abran tehat mindig parhuzamosak és
megfelelnek a ¢, karakterisztikus tehervektor P,P; sikra vetett vetiiletének. A
sarokpontokat 0sszekot6 vektorok nagysaga attol fiigg, hogy az illeté sarokpontnak
megfeleld teher a szoban forgd 1. rugalmas csukloban mekkora szogelfordulast ébreszt.
Mivel azon oldal mentén, amely a 1. rugalmas csukloban ébredo korlatozo feltételnek
felel meg mindentitt, éppen ¢, = @, 4, €z az oldal 6nmagaval parhuzamosan tolodik el,
mikozben M,y =-10l az M, ;=0,5 esetre tériink at. A teherbirasi tartomany tobbi
oldala mind az origotol mért tavolsagat, mind iranyat valtoztatja, jellegzetes viszont,
hogy a megfelelé ,régi” és ,,05” oldalak metszése egy, az origon atmend és az 1.
rugalmas csuklonak megfeleld hatarold oldallal parhuzamos egyenesre esik. Az
dsszehasonlitas kedvéért pontozott vonallal feltiintettiik a 3.12. abran azt az esetet is,
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amikor az M, ; csOkkenésével ¢, is aranyosan csOkken. Ekkor csak az 1. rugalmas

csuklonak megfeleld hatarold oldal tolodik kozelebb az origdhoz, némileg erésebben
mintha ¢, valtozatlan maradna.

A teherbirasi tartomany alakjanak a kildnbo6z6 szilardsagi paraméterektdl valo
fiiggése tehat attekinthetd, kovethetd €s mindez segitheti a gyakorlati konstrukcios
munkat.

Problems with the multy-parametric load system. — The structures of a building are subjected to
different types of loading acting in different combinations. The structural engineer has to determine the
possible load combinations which are likely to occur during the lifetime of the structure, and to judge
whether the loadbearing capacity of the structure is sufficient in view of all these load-combinations or not.
The first chapter of the paper describes the possible combinations of dead, wind, live, snow and thermal loads
as a domain of the multy-parametric load-space. The next chapter investigates the domain of load-bearing
capacity of reinforced concrete beams and columns on the level of internal forces. In the last chapter the
domain of the load bearing capacity is studied on the level of the whole structure, i.e. in the space of the multi-
parametric load system.

Die Aufgaben mit dem mehrparametrigen Lastsystems. — Die Tragwerke sind durch viele Lasttypen,
welche in verschiedenen Lastkombinationen wirken, beansprucht. Der Statiker muss die Lastkombinatio-
nen, welche wihrend der geplanten Lebensdauer der Konstruktion voraussichtlich vorkommen, kennen,
und fihig sein zu beurteilen, ob die Tragfahigkeit der Konstruktion anbetracht dieser Lastkombinationen
hinreichend ist, oder nicht. Erstens werden die zu beriicksichtigenden Kombinationen von stindigen, Nutz-,
Schnee-, Wind- und Temperaturbelastungen als ein Bereich im Raume des mehrparametrigen Lastsystems
beschrieben. Im weiteren werden die Tragfahigkeitsbereiche von Stahlbeton Strukturelementen (Balken,
Siulen) aufgestellt, und die Tragfahigkeit eines Tragwerkes im Ganzen, d.h. in dem mehrdimensionalen
Raume des mehrparametrigen Lastsystems untersucht.

3anaum ¢ mMHoTOMapaMeTpWueckHMH Harpylkamn. — Ha coopyxenus 3panuit Bo3aeicTsyroT
Harpy3ky pa3jIH4HOrO THIMA B PA3JHYHBIX COYETAHHAX.

IIpH KOHCTPYHMPOBaHHH NOJKHO ObITh H3BECTHBIM, KakHe KOMOWHALIMM HAarpy3ok AEACTBYIOT
BEPOATHO B TE4eHMH CNykKObl 3NaHMSA, a4 TakHe ABJIAETCA JM [OCTATOYHON Hecyas COCOGHOCTH
KOHCTPYKLHHIA BBHOY 3THX BO3MOXHbIX KOMOHHaNM#.

B nepBoii 4acTH CTaTbM ONMCHIBAETCS COBOKYMHOCTh BO3MOXHBIX KOMOMHauMii Harpysok
(cobcTBeHHBI Bec, CHeET, BETEp, BO3ACHCTBUE TeMNlepaTyphbl) B JETEPMHHOBAHHOM BHIE B IPOCTPAHCTBE
MHOrOfapamMeTpH4eckuX Harpy3ok. Bo BTopod 4acTH wM3naraercs Hecyllas CrnocOOHOCTH CeYeHHik
KeMe300e TOHHBIX CTOJIG0B M 6a10K B Ctysae MHOTONIapaMETPHIECKHX ychiki. B TpeTheit yacTv nayuaercs
Hecymas cnoco6HOCTL COOpPYXEHHs B 1I€/IOM, T.€. B NPOCTPAHCTBE MHOTONAPaMETPHYECKHX HATIPY3OK.
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