ELOREGYARTOTT EPULETSZERKEZETEK
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Rudszerkezetek képlékenységtani problémai hasonloan a rugalmassagtani feladatokhoz,
megfogalmazhatok és megoldhatok matrixalgebrai eszk6zokkel. Ez a megkozelités lehetévé teszi a
feladatok szamitogéppel t6rténé megoldasat, amelyet mintapéldaval illusztralunk.

Az altalanositott feitételes kapcsolati kontinuumok allapotvaltozas-vizsgalati alaposz-
szefiggéseit a variacios elvek alapjan vezetjiik le, majd ismertetjiilk az érintkezési probléma
matematikai programozasi vonatkozasait is. Az alapdsszefiiggések alkalmazasat véges dimenzios
modellen mutatjuk meg.

A folyasi hatarokat valoszinliségi valtozoknak tekintve figyelembe vehetjiik hatarallapot-
vizsgalat és optimalis tervezés esetén az anyagmindség ingadozdsanak hatasat. Sztohasztikus
képlékenységi feltétel bevezetésével a statikai tételek alapjan felirhato a feladatok sztohasztikus
programozasi modellje. Numerikus eredményeket panelszerkezetek szamitasanal mutatunk be.

A Budapesti Miiszaki Egyetem Epitdmérnoki Karanak Mechanika Tanszékén
mar hosszabb id6 Ota foglalkozunk az eldre gyartott épiiletszerkezeti tartorendszerek
vizsgalatidval. Az els6 problémakoér a merev alapra helyezett, keretvazzal vagy
panelrendszerrel modellezett merevitdfal vizsgalata volt, amelyet részint a radszerke-
zetek altalanos elméletére alapozott programmal, részint véges elem programokkal
oldottak meg. Késobb meggy6zddtek arrol, hogy a talaj engedékenysége a szerkezet
erdjatéka szempontjabol nem elhanyagolhato, tovabba az is befolyasolja a viszonyo-
kat, hogy ha figyelembe veszik a szintek egymas feletti szakaszos épitését. Mindezekre a
problémdakra szamitasi programokat dolgoztak ki és folyamatosan egyeztetik az
eredményeket részben a valosagban megépiilt panelépilletek, illetve toronyhazak
elmozdulasi viszonyaival, részben legijabban annak a kisérleti épiiletnek az
igénybevételeivel és elmozdulasaival, amelyet az ETI szentendrei laboratériumaban
eredeti nagysagban megépitettek. — Ezeken a ma mar részben nyugvoponton levonek
tekinthet6 kutatasokon kivill a tanszéket a radszerkezetii keretvazak és a merevnek
tekinthetd panelekbdl dsszeallitott falak kérdései kozil négy csoport foglalkoztatja:

! Dr. Nédli Péter tudomanyos munkatars BME Epitdmérndki Mechanika Tanszék, 1118 Bp.
Homorod utca 20. i

2 Kurutzné Dr. Kovacs Marta egyetemi adjunktus BME Epitdmérnoki Mechanika Tanszék 1118
Budapest Serleg u. 8. )

3 Vasarhelyiné Dr. Szabo Auna, tudomanyos munkatars EGSZI Bp. Csalogany u.9., 1126. Bp. Kiss
Janos altbn. u. 34.

“ Dr. Gaspar Zsolt tud. fémunkatars BME Epitdmérndki Mechanika Tanszék 1025 Bp. Kapy u.
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144 NEDLI1 PETER ES MTSAI

a) A rudszerkezetek képlékenységtani problémainak matrixalgebrai eszk&zokkel
torténd targyalasa,

b) az altalanositott feltételes kapcsolatokkal rendelkezd szerkezetek allapotvaltozasi
vizsgalata,

c) a panelszerkezetek hatarallapotvizsgalata sztochasztikus programozassal,

d) a katasztrofaelmélet alkalmazasa rugalmas szerkezetek tokéletlenség-érzékenységé-
nek vizsgalatanal.

A négy problémat négy kiilonallo, de egymassal szorosan dsszefiiggo fejezetben
mutatjuk be, ezek egyiittesen képezik annak a kutatasnak a beszaimolojat, amelyet a
targyban az 1976—80 évek kozti Otéves tervidészakban végeztiink. Az irodalmi
hivatkozasokat mind a négy fejezethez killon adjuk meg.

RUDSZERKEZETEK KEPLEKENYSEGTANI PROBLEMAINAK
SZAMITOGEPES MODSZEREI*

1. Bevezetés

Rudszerkezetek képlékenységtani problémai, hasonléan a rugalmassagtani
feladatokhoz, megfogalmazhatok és megoldhatok matrixalgebrai eszkézékkel.

Ez a megkozelités lehetdvé teszi az idevonatkozé matematikai apparatus
hatékony alkalmazasat mind elméleti, mind gyakorlati vonatkozasban és a feladatok
szamitogéppel torténd megoldasat. A képlékenységtani feladatok memoria és gépido
igénye azonban altalaban joval nagyobb mint a rugalmas megoldase.

A jelen dolgozatban linearisan rugalmas, tokéletesen képlékeny anyagu,
csomoOpontjain terhelt rudszerkezetek:

— képlékeny hatarallapot vizsgalatat

— a képlékeny hatarallapoton alapuld optimdlis tervezését

— beallasi hatarallapotvizsgalatat

— rugalmas képlékeny allapotvaltozas vizsgalatat

mutatjuk be az elsérendii elmélet keretein belill, linearizalt képlékenységi feltétel és a
képlékenységi feltételhez a plasztikus potencialelmélettel kapcsolodd folyasi térveny
esetére. A rugalmas képlékeny allapotvaltozas témakorében kitériink a geometriai
nemlinearitas figyelembevételére is.

Ezek a problémak matematikailag linearis programozasi, illetve lineéris
komplementaritasi feladatra vezetnek.

* Dr. Nédli Péter munkaja.
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2. A képlekenysegi feltétel és a folyasi torvény
rudszerkezetek esetén

A képlékenységtani Osszefiiggések €és fogalmak lényegiiket tekintve természete-
sen rudszerkezetek esetében sem killdnboznek a képiékenységtan altaldnosan ismert
oOsszefiiggeseitdl, de formailag, a matrixalgebrai targyalasmod sajatossagainak
megfeleldek.

Ennek megfeleléen a szerkezet képlékenységi feltétele:

¢=N*s—k=<0

alaku, ahol N*: a folyasi matrix
@: a plasztikus potencial
s: a belsd erék vektora
k: a szerkezet teherbirasjellemzoit tartalmazo vektor.
Ez az Osszefliggés 0gy jon létre, hogy a képlékenységi feltételt
— csak a szerkezet egyes pontjaiban (a rudak kezdé és végpontjai) vizsgaljuk,
— egy pontban a sima folyasi felilletet konvex poliéderrel helyettesitjiik.
A szerkezet folydsi torvénye hasonléan matrix Osszefiiggésekkel irhatd le.
Jelolje J azon indexek halmazat melyekre ¢;=0 (J: {j|¢;=0}). Ekkor a folyasi
torvény

p=N#k, L0,
1101 )]

9,0, A*¢=0
m u

alakq, ahol N: a folyasi matrix (a képlékenységi matrix transzponaltja)

p: a képlékeny alakvaltozassebességek vektora

A: a képlékeny szorzok vektora

¢: a képlékeny potencidlsebességek vektora

(J): azonindexek halmaza, ahol folyas van, mert a folyasi térvény csak ezen

helyekre vonatkozik.

3. Képlékeny hatarallapot vizsgalat

Képlékeny hatarallapoton azt az allapotot értjiikk, amelyben még teljesiilnek az
egyensulyi egyenletek és a képlékenységi feltételek de egyben létezik egy un. folyasi
mechanizmus is, Egyparaméteres terhelés esetén ez a kOvetkezd Osszefiiggésekkel
irhato le:

— egyensulyi egyenlet G*s+mq,=0
— képlékenységi feltétel N*s<k
— kompatibilitasi egyenlet  Ga+Ni=0, 120
— a lehetséges affin mechanizmusok kozil ki kell jelolni egyet qda=1.

10 Miszaki Tudomdny 61, 1981



146 NEDLI PETER ES MTSAI

A még nem szerepelt Uj jelolések a kdvetkezok:
G*: az egyensulyi matrix
m: a teherparaméter
¢o. az alapteher
G: a geometriai matrix, (az egyensulyi matrix transzponaltja)
: az elmozduldssebességek
A fenti Osszefiiggésrendszer ekvivalens a kOvetkezd dualis linearis programozasi

feladatparral,
G* qo S - 0
>
GRS | R =

[0* 1] [fn]=max!

S SIEH o

[0* k*] [;] =min!

mely megfelel a statikai, ill. kinematikai tételnek.

Erémodszer alkalmazasaval a kinematikai tételen alapuld Osszefiiggésekbdl a
nem el6jelkorlatos u ismeretlen kikiiszobolheto és igy a feladat a klasszikus Ax=b, x >
=0, c*x=min! alaku linearis programozasi problémara egyszeriisodik, melyre mar
kozvetlen alkalmazhat6 a szimplex algoritmus:

N,-G,G,' N.|. [0 “
= =min!
[—q(",‘ “UN, s 1 k*A =min!

G,‘ - . ’ . I3 . . ’ . I
Itt G a szerkezet geometriai matrixanak egy statikailag hatarozott torzstartd

s

szerinti particionaldsat jelenti és az N matrixot ennek megfeleléen kell particionalni.

4. A képlekeny hatarallapoton alapulé optimalis tervezés

A minimalis silyn szerkezet meghatarozasat célul kitizé optimalis tervezési
feladathoz a képlékeny hatarallapot vizsgalt statikai tételebdl kiindulva juthatunk:

G*s =—gq
N*s—kg 0
1* k=min!,
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ahol a célfiiggvény azt fejezi ki, hogy a szerkezet sulyat a teherbirast jellemzé adatok
linearis fiiggvényének tekintjitk. A feladat ismeretlenjeit a k és s vektorok jelentik.
Mivel a szerkezetben altalaban azonos elemek is vannak k=M*xk alakban irhato6 és a
feladat kevesebb szami ismeretlent tartalmazva a kovetkezd lesz:

G* s =—q
N*s—M* x< 0
I'* x=min!

A kapott linearis programozasi feladat megoldasa a képlékeny hatarallapotvizsgalat-
hoz hasonloan végezhetd.

5. Beallasi hatarallapotvizsgalat

Beailasi hatarallapoton azt az allapotot értjitk amelyben a maximalis rugalmas
igénybevételek és a szerkezetben a képlékeny alakvaltozasok hatasara létrejovéd un.
sajatigénybevétel eloszlas egyiittese még kielégiti a képlékenységi feltételeket és
egyidejlileg kialakul egy, a halmozo6do képlékeny alakvaltozasoknak megfelels folyasi
mechanizmus is, amely természetesen nem azonos a képlékeny hatarallapotban
értelmezett folyasi mechanizmussal.

A probléma matematikailag szintén linearis programozasi feladatra vezet, mely
a kovetkezo

G* s =0
N*s+m ro<k
m=max!

Gu+NA=0
3A=1%1=0
k* L =min!

Itt r, a terhelési folyamat sordn a rugalmas alapon szamolt maximalis
igénybevételeket jelenti az alapteher figyelembevételével: ro=max(N*s ).
A feladat gyakorlati megoldasa analog a képlékeny hatarallapot vizsgalatéval.
6. Rugalmas-képlékeny allapotvaltozas vizsgalat
A rugalmas-képlékeny allapotvaltozas vizsgalattal egy ismert allapotban adott
tehersebességek hatasara keletkezd allapotjellemzo sebességeket tudjuk meghataroz-

ni. Az erre vonatkozoé osszefiiggések a kovetkezdk:

10* Miszaki Tudomdny 61, 1981
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J:{jlo;=0}
LB F
G 'F Npllé |+ t-|=0
N Jligd Low
o;=0,  A;20, ok =0

A fenti Gsszefiiggésrendszer egy un. linearis komplementer problémat alkot. A
nem elojelkorlatos valtozok matrixmiveletekkel kikiiszobolhetok és a rendszer:

A x+y=b, x>0, y=0, xTiy=0

alakra hozhat6. Ez a feladat pedig a szimplex algoritmussal megoldhato.
A kapott allapotjellemz6 sebességek addig érvényesek mig a tehersebesség nem
valtozik, ill. mig 0jabb folyas nem torténik. Ekkor a vizsgalatot meg kell ismételni.
A geometriai nemlinearitas figyelembevétele esetén az [ S]-ben rugalmas anyagu
szerkezetekre ismertetett modszer €s az elozo relaciok alapjan az allapotvaltozas
Osszefliggései a kovetkezok:

D G* -]a+q+Aq=0
MU]

Ly § t At
Nt - gl Log | Lae
‘Pm =0,
k=0,
Ofih=0

Az altalanositott igénybevételeknek és alakvaltozasoknak az S-ben alkalmazott
definicioja kovetkeztében az egyensulyi (G*) és a kompatibilitasi (L), valamint a
képlékenysegi (IN*) és a folyasi (M) matrixok nem transzponaltjai egymasnak. A D
geometrial merevségi matrix és az F hajlékonysagi matrix pedig nem szimmetrikus. Aq,
At, A az egyensilyi, kompatibilitasi és a folyasi hibakat jelenti. Az F matrix és az At
vektor csak numerikusan allithaté el6. Az allapotvaltozasi Osszefiiggések altal
meghatarozott linearis komplementer probléma megoldasaval a szerkezetnek a
tehernovekmények hatasara bekovetkezo visszahatasa meghatarozhato. A terhelési
folyamat végigkovetése pl. a Newton—Raphson modszer alapjan végezheto, a fellépd
hibak (Aq, At, A@) adott hatarokon beliil val6 tartasaval.
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7. Szamitogépes tapasztalatok
Mind a négy probléma megoldasara szamitogépes programot készitettiink

sikbeli keretek esetére. A programokat az MTA CDC 3300, ill. a Miiszaki Mechanikai
Tanszéki Kutatocsoport PDP 11/34 szamitogépére irtuk.

A
0.8 2.3 4
07 :
o APo ‘APO “AP@
06 | —_ i
NPg/4)| P, =28,91 |
05 I
¥ APy IAPy [Py |
o csukld A [6] A Al 5 AJ ‘ ‘_,*
08 1 0613 06063 003173 [6 5 1| APg/4) | E=2,1-108
2 0,768 0,7765 0,06118 F=2010"3 A
024 3 0,779 0,7777 0,06142 1=20-10-5 |
4 07326 0,10382 Mp=50,6 r
ored .8 07310 010546 85 %> oo L
6 0,7007 0,12179 77 tel
0 Jrssi i pal L jiea vl o v o) o R g ) Y SRR U B e
0 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 006 0,07 0,08 0,09 0,0 01 0,12 0,3 A/l

1. abra

Példaként egy az irodalomban [6] kevésbé pontos (masodrendil) moédszerrel
megoldott sikbeli keretnek a geometriai nemlinearitas figyelembevételével végzett
rugalmas-képlékeny allapotvaltozasanak vizsgalatat mutatjuk be, képlékenységi
feltételkeént a klasszikus képlékeny csuklo hipotézis alkalmazasaval.
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Computer methods for the plastic analysis of framed structures. — The plastic analysis of framed
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KONTINUUM ALLAPOTVALTOZAS-VIZSGALATI
) ) ] ALAPOSSZEFUGGESEI
ALTALANOSITOTT FELTETELES KAPCSOLATI MEZOK MELLETT*

Az alhtalanositott feltételes kapcsolatii kontinuumok allapotvaltozas-vizsgalati alapész-
szefiiggéseit a varidcios elvek alapjan vezetjiik le, majd ismertetjilk az érintkezési probléma
matematikai programozasi vonatkozasait is. Az allapotvaltozas-vizsgalati alapOsszefiiggések
alkalmazasat véges dimenzios modellen mutatjuk meg.

Bevezetés

Az alabbiakban targyalasra kerild jelenség a mechanika érintkezési problémai
kOrébe tartozik. Az épitési mechanikaban vizsgalt szerkezeteknél gyakran el6fordul,
hogy bizonyos hatasokra a szerkezet egyes részein kontaktusok jonnek létre vagy
sziinnek meg, ezaltal a szerkezet viselkedése legtdbbszor lenyegesen megvaltozik. Ilyen
érintkezési probléma példaul a surlodas, amelynek lekiizdése utan megsziinik a
kontaktus, vagy a képlékennyé valas, amelynek soran szintén a kapcsolat fella-
zulasarol beszélhetiink. De érintkezési probléma a talajtol elvalo gerenda vagy alaptest
viselkedése is, amelynél a hianyzo kontaktus bizonyos hatasokra mégis létrejohet. Az
emlitett példak alapjan érzékelhetd, hogy a kapcsolat létrejotte vagy megsziinése
mindig valamilyen feltétel fiiggvénye, ezért az ilyen kapcsolatokat feltételes kapcsola-
toknak nevezziik.

A feltételes kapcsolatok viselkedése a terhelési folyamat fiiggvénye, figyelem-
bevétele jelentds matematikai nehézségekkel jar. Tekintve azonban a feltételes
kacsolatok egyes tipusai k6zott fennallo fizikai és matematikai dualitast, egységes
kezelésiik a vizsgalatot altalanossa és egyben egyszeriibbé teszi.

Az alabbiakban a legaltalanosabb esetb6l indulunk ki: bemutatjuk a feltételes
kapcsolatmezdkkel rendelkezd test allapotvaltozasi alapegyenleteit és az alapdsz-
szefliggéseket a variacios elvek alapjan, a vonatkozd matematikai programozasi
problémakat, majd ezek alkalmazasat véges szabadsagfoku modellre.

Jeloléseinkben a tenzorszamitas szokasos Osszegzési és derivaltkepzési konven-
cibit alkalmazzuk, ortonormalt koordinata-rendszerre vonatkozoéan.

1. Az altalanositott feltételes kapcsolat
A feltételes kapcsolatok fizikai és matematikai modelljének altalanositasat
PRAGER [1] utan KaLiszky [2] alkotta meg, vizsgalatainkban az altaluk megadott

Osszefiiggésekre tamaszkodunk.

* Kurutzné, Dr. Kovacs Marta munkaja
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A test egy pontjanak mechanikai allapotat a pont helyén Iétrejové o;;
fesziiltségtenzor és ¢;; alakvaltozastenzor jellemzi. Az dltaldnositott feltételes kapcsolat
helyén a o;; feszilltségeket az

Flo, )0 (1)

i
szildrdsdgi, és az ¢;; alakvaltozasokat az

S(&;, BY=0 )

geometriai feltétel korlatozza. Az Osszefiiggésekben o anyagi, f pedig szerkezeti
allando, és minthogy értékiik a testben pontrol pontra valtozik, skalarmezdk elemei
(pl. « lehet folyasi hatar, B pedig illesztési hézag). A tenzorok skalarfiiggvényeként
megadott & az un. folydsi fiiggvény, f pedig az Un. zdréddsi fiiggvény.

A tovabbiakban feltételezziik, hogy az

F (0, 0)=0, illetve f(e;, f)=0 3)

figgvényeket a o;; fesziiltség-, illetve az ¢;; alakvaltozastérben egy-egy zart, konvex
hiperfeliilet abrazolja. A hiperfelilletek altal hatarolt hipertér a feltételes kapcsolat
kezdeti allapotanak megfeleld origot is magaban foglalja.

A szilardsagi és geometriai korlatozasokat egy altalanositott feltételes kapcsolat
esetén kozos feltételbe is foglalhatjuk:

g{gk(aijs a), fl(sij, ﬂt)}éo G
k=12,....m =12, ...,m

ahol m és n a kapcsolatra el6irt szilardsagi, illetve geometriai feltételek szama, tehat g az
altalanos aktivizdléddsi fiiggvény. Ha valamennyi g=0 feltételt a oy;, &;; koaxialis
koordinata-rendszerben abrazoljuk, akkor a kapcsolatra eldirt feltételek szamanak
megfeleld6 m+n elembdl allé konvex hiperfelillet-sereget kapunk, az 1. abranak
megfeleléen. Az egyes hiperfeliiletek egymashoz viszonyitott helyzetében jut kifejezésre
a kapcsolatra eldirt feltételek precedencidja. Az 1. abran a g =0 feltételeket abrazoltuk
m=2 ¢és n=1 mellett, vagyis azt az esetet, amikor a test egy pontjaban — a vizsgalt
kapcsolatban -— két szilardsagi feltétel kozrefog egy geometriai feltételt. A 2. dbran a
fenti altalanositott feltételes kapcsolatnak egy egyszeril, egyszabadsagfok valtozatat
tintettiik fel a megfeleld feltételekkel és hiperfeliiletekkel egyiitt, amely utébbiak —a
koaxialitasnak és az egytengelyi allapotnak megfelelden — csupan egy-egy
pontparként abrazolhatok.

Az allapotvaltozas vizsgalatakor az egyes allapotjellemzéknek a terhelési
folyamat soran bekovetkezé valtozasat kell kovetniink. Hogy kdlcsondsen egyértelmii
Osszefliggést adhassunk meg a terhelés és az egyes allapotjellemzék kozott,
valamennyit az id6 fuggvényének kell tekinteniink, és az allapotvaltozast az egyes
allapotjellemz6k sebességével kell leirnunk. Id6 valtozo alatt azonban barmilyen mas,
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F2(6)=0

f1(€ij) =0

1. abra
M
P SLIJF[Odé ______ T e i ——
ey - lemez M1T J
11——"‘:'\ Syl % _____
/// \:\/// \\ M T M04L ‘ ‘|
e i
A < ~ / % = |
\ gl by 25 |
\_-~  keplekeny \\\/ =My} |
S csuklo --Y—T !
&49%
egyszabadsagfokU a feltetelek a hiperfeliletek
altalanositott felteteles kapcsolat (pontok)
2. abra

monoton valtoz6 paramétert, példaul teherintenzitast is érthetiink, ily modon a
sebesség és novekmény fogalma targyalasunkban azonos szerepet tolt be.
Igy az 7, illetve f aktivizalodasi fiiggvényeknek megfelelden értelmezziik azok
sebességét az un. aktivizdloddsi potencidlsebességeket:
i e By of
F = gau=37,-ja,~j, il. f= i
ij

ij
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ahol #,; ¢s f; az & ill. f skalarfiiggvény tenzor szerinti gradiensei, maguk is
masodrendii tenzorok, igy # és f skalirmennyiségek.

Amint az az 1. abran is lathato, a kapcsolat szilardsagi értelm aktivizalodasa
soran §; alakvaltozas-ndvekmények, geometriai értelmii aktivizalodasa soran 4f;
fesziiltségnovekmények lépnek fel:

(24

égj=Ag‘;T =A%z, il dfj=i%=,{fi,. (6)

ij tJ
ahol 4 és 4 nemnegativ skalarok, az aktivizalodasi allapotjellemzdk szorzésebességei.
A (6) Osszefliggés az aktivizdaloddsi torvény, amely szerint az aktivizalodasi fiiggvény az
aktivizalodasi allapotjellemz6-ndovekmények potencialfiggvénye. Ez a normalitdsi
térvénynek felel meg, hiszen az # =0 illetve f =0 hiperfeliiletek kiils6 normalisat az &
ill. f fiiggvények #; illetve f;; gradiense adja meg, igy (6) geometriailag azt fejezi ki,
hogy &; az # =0, ¢f; az f=0 feliilet killsé normalisanak iranyaba mutat. Az
ortogonalitdsi torvénynek megfelelGen viszont az aktivizalodasi allapotjellemzé és
dualisanak sebességvektorai skalarszorzata zérus:

8,6,=0, illetve 6%,=0, @

vagyis (5) és (6) értelmében:
AF =0, illetve Af=0. 8)

Az 3ltalanositott feltételes kapcsolat viselkedése tehat az aktiv és tehermentesiild
allapotot magaban foglaloan igy jellemezhet6:

F <0 é A20, de F A=0,
illetve 9)
f<0 é 120, de fi=0.

2. A feltételes kapcsolatil test vizsgalata

Egyetlen kapcsolat viselkedésének leirasa utan vizsgaljuk meg a feltételes
kapcsolatokkal rendelkezd kontinuum visclkedését. Az inhomogén test anyaganak
szilardsag tulajdonsagai az id6t6l fiiggetlenek, az anyag izotrop, linearisan rugalmas,
tokéletesen képlékeny, az elmozdulasok kicsinyek. A teher egyparaméteres, monoton
novekvo (csokkend), kvazistatikus.

Az Osszefiiggések levezetése soran a legaltalanosabb variacios elvbdl, a Hu-
Washizu-féle [3] energiafunkcionalbél indulunk ki és arra toreksziink, hogy az
aktivizalodasi torvénnyel kapcsolatos fenti dsszefliggéseket is a variacios elvek alapjan
fogalmazhassuk meg. Ezért kiindulasképpen az aktivizalodasi torvénnyel kapcsolato-
san csak a trivialis feltételezésekre szoritkozunk.

Legyen a vizsgalt test a haromdimenzios tér egy V résztartomanya a megfeleld S
hatarfeliilettel. Ismeretes, hogy a szilard test egy pontjanak mechanikai allapotval-
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tozasat az allapotjellemz0 sebességek hatarozzak meg. Ha e pont feltételes kapcesolat,
akkor e pont mechanikai viselkedését az allapotjellemzokre, illetve azok sebességeire
vonatkozo (1), (2), ill. (4) feltételek szabalyozzak. Tételezziik fel, hogy a vizsgalt test
barmely pontja feltételes kapcsolat lehet, igy a kontinuum mechanikai allapotanak
jellemzéséhez az allapotjellemzd-scbességekhez tartozd tenzormezékdn kivil az
altalanositott feltételmezok ismerete is sziikséges. A tovabbiakban F és f az
altalanositott feltételmez6t, vagyis tenzorok skalarfiiggvénymezdit jeldli.

A V tartomanyon értelmezett fesziiltség-, illetve alakvaltozas-sebesség mezdk (6)
értelmében:

Giy= 6% +6%, illetve  éy=ég+el (10)
ahol df; €s & az aktivizalodas altal pillanatnyilag nem érintett — rugalmas —
sebességek tenzora. Az aktivizalodasi szorzdsebességek A, illetve 4 skalirmezdire
vonatkozoan feltételezziik, hogy

AeVg, llletve AeV, (11)
ahol Vg, illetve V, a V tartomany azon részét jelenti, ahol # =0, illetve f =0, tovabba

azaz Vy és V, diszjunkt tartomanyok.

A V tartomanyban értelmezzik még a g¢; térfogati erdrendszert, amelyrol
feltételezziik, hogy ¢, #0, tovabba az 4; elmozdulassebesség-mezoket.

A V tartomany S hatarfelilletén az alabbi fliiggvényeket definialjuk, ha

S=S,+S, é S,nS,=0, (13)

p; € S, az S hatarfeliilet S, részén eldirt tehersebességvektor; o; € S, az S feliilet S, részén
el6irt elmozdulassebesség-vektor; 7€ S, az S felilet S, részén keletkezd reakciose-
besség-vektor.

A V tartomanyon definialjuk tovabba az A(é;) alakvaltozasi és a B(d)
komplementer alakvaltozasi teljesitménysiiriiség fiiggvényt az alabbiak szerint:

B(6;)=06,6;—A(&) é&s
(14)

Itt
. t, Y
A(eij)= 58ijaijkl£kl+ fijﬁij
o e ge o A R e
B(Uij)=8ij0ij+ Fi-of— 5 &ijQijkiéxt

2
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igy

g;=65+ A Fy

s ezaltal az anyagtorvényt rogzitettiik.

A linearisan rugalmas-tokéletesen képlékeny anyagi altalanositott feltételes
kapcsolati test alapdsszefiiggéseinek levezetésénél induljunk ki a Hu-Washizu-elvbol
[3], [4], hiszen a linearisan rugalmas testekre érvényes energiatételek a linearisan
rugalmas-tokéletesen képlékeny testekre is érvényesek, ha azokat nem egy meghataro-
zott allapothoz tartozoé energiara, hanem az allapotvaltozast jellemzd energiasebessé-
gekre vonatkoztatjuk [S):

Ryw = iA'(é,-j)dV— ‘[giu,.dV— ip,.a,.ds—

- ‘[[é,.j—%(ai_,.m,_,.)] G, dV -
- J (t;— 0)F; dS (15

amelyben az els6 tag az alakvaltozasi energia, a masodik és harmadik tag a belsé és
kiils6 er6k potencialis energiaja, a negyedik és Otodik tag a diszlokaciés energia
sebessége. Figyelembe véve a (10) Osszefiiggéseket, a 6-mezos 7,y funkcional:

Rl 65, 5, th;, Fiy A, D)= !:A'(é,-j)dV— ‘[g,.u,.dV—
- J pitt; dS — i[éfj+/i.%,—%(d,-',+d,',~):|(af,+1f,-j)dV—

- S[ (t;— 0, dS (16)

A funkcionalban szereplé 6%, &), u;, Fy, A, 4 fiiggetlen mezdk, igy a V tartomany (vagy
annak bizonyos résztartomanyai) felett szabadon varialhatok, hiszen csak a (6) és (10)
feltételt vettiik figyelembe és nem irtuk elé az egyes mezdk (7), (8), ill. (9) szerinti

......

jussunk:

Ofiyw =04 Ttyw + s Tiyw + 0uTiyw + 0; gw + 0 ityw + 0t yw
Osftyw = ,: (aijué:t" dfj)ééfj dv=0
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OsTtyw=— ‘[[éfj+/i.?7,~j— %(a,._ﬁu',.'i)] d65;dV =0
Ofttuw = — [ 65+ 41y +4: 83, dV =0
Oittyw=— ‘[ [(d5+4f;)#,;1 64 dV =0

Oittuw=— | [/i Fi= %(a,,,-w,.‘,.))f.-,- ]5,{ dv =0

O ityw=— g‘ [pi_(diej""iﬁ.i)n.i] ou; dS—

a

—J [F;—(65;+Af)n;] 6u;dS=0,

6f7tHW=_J(di_l}i)6’:idS=0’ (17

ahol a3, = a,;;; az anyagallandok negyedrendii szimmetrikus izotrop tenzora. Amint az
(17)-b6l nyilvanvalo, a 67t =0 stacionaritasi feltételek a linearisan rugalmas,
tokéletesen képlékeny anyagu, altalanositott feltételes kapcsolatu test dllapotvdltozdsi
alapegyenleteivel egyenértékliek.

Tekintsitk rendre az alapegyenleteket.
Az anyagegyenlet:

[ A V-ben. (18)
A kompatibilitasi egyenlet:
&+ .?}j—%(ui,j+dj_,~)=0 V-ben . (19)
Az egyensulyi egyenlet:
(65+4f;);46:i=0  V-ben (20)

A peremfeltételek:
pi=(G5+Af)n; S, (a)
F=(@5+Af)n;  S,n  (b) @1
u="0; S,n (©

ahol n; az § normalisa.

A (17) variacios egyenlségekbol megkapjuk az aktivizdloddsi térvénynek
megfeleld mellékfeltételeket is, ha tekintetbe vessziik, hogy 4 csupan Vj és 4 csupan vy
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felett varialhat6 szabadon, tovabba, hogy VynV,=0:

65Fj=F <0 ésA>0 Vg-ben és F A=0 V-ben, (a)
illetve (22)

E fontos Osszefiiggéspar az aktivizalodasi feltételeknek megfelelé hiperfeliiletekkel
kapcsolatos ortogonalitasi torvényt irja le, vagyis azt, hogy aktiv allapotban — amikor
A, ill. 1 szabadon varialhatok — az aktivizalodasi allapotjellemzé és dualisanak
sebességvektorai ortogonalisak. Masképp fogalmazva, aktiv allapotban a potencialse-
besség zérus. Ekkor 8 47ty <0, ill. 57ty <O Vi-ben ill. Vj-ben, mert itt A és 4 csak az
aktiv allapot fennmaradisa (# =0, ill. f'=0) mellett varialhatok szabadon, és a
tehermentesiilésnek (F <O, ill. f <0) megfelelden nem lehetnek tetszdlegesek, hanem
ekkor a 64 >0 ill. 81>0 értékeket kell felvenniiik. A tehermentesiilést is magaban
foglalé # <0,ill.f <0 feltételek figyelembevétele matematikai programozdsi feladathoz
vezet [6].

A 65;, 4, F, mezOk statikailag lehetségesek (egyensilyiak), ha eleget tesznek a (20)
és(21.a.b) egyensulyi feltételeknek, és statikailag elérhetdk is, ha még a (22.a) feltételeket
is kielégitik.

Az, A, ti;mezdk kinematikailag lehetségesek (kompatibilisek), ha eleget tesznek
a (19) és (21.c) kompatibilitasi feltételeknek, és kinematikailag elégségesek is, ha még a
(22.b) feltételeket is kielégitik.

A 6%, 4,7, 65, A, ti; mezSk ténylegesek, ha a megfelelSk statikailag elérhetdk, ill.
kinematikailag elégségesek és a (18) anyagegyenlet altal megszabott kapcsolatban
allnak egymassal. Minthogy a 7, =0 feltétel csak az Gsszes egyenlet kielégiilésével
érheto el, a 71, energiasebesség-funkcionalt a tényleges mezok teszik stacionariussa.

Megmutattuk, hogy a Hu-Washizu elvbdl kiindulva nemcsak az allapotval-
tozas-vizsgalat alapegyenleteit kaptuk meg, hanem az aktivizalodasi toérvénnyel
kapcsolatos — korabban ismertetett — mellékfeltételekhez is eljutottunk.

A tovabbiakban tekintsiik at az allapotvaltozasvizsgalat matematikai progra-
mozdsi problémaként valdo megfogalmazasat.

E célbol a (16) 7iyy funkcional fiiggetlen mez6i koziil némelyeket fliggdségbe
hozunk egymassal az alapegyenletek megfeleldinek kielégitése Gtjan, mialtal 7t
funkcionalban a fiiggetlen mezOk szama csokken, de a mellékfeltételek szama nd.

Tekintsiik eloszér az anyagegyenlet melletti kompatibilis, sOt, kinematikailag
elégséges mezoket, ezaltal a 6 mezds 7,y funkcional a 2 mezds 7,(8f;, A), vagy a
7ty A) a potencialis energiasebesség funkcionaljara egyszeriisodik a (18),(19), (21.c) és
(22.b) feltételek kielégitése révén. Leegyszeriisitett geometriai értelmezésben ez azt
jelenti, hogy keressiik a 7y, funkcionalnak megfelel6 ,felillet” extremalis pontjat a
(18), (19), (21.c) és (22.b) mellékfeltételeknek megfeleld ,,metszésvonalak” mentén.
Kiterjesztve az Osszefiiggéseket a tehermentesités esetére is, az allapotvaltozas-
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vizsgalat alapdsszefiggéseit a potencidlis energiasebesség minimumdnak tétele alapjan
tehat igy foglalhatjuk Ossze:

ty= | A@)dV— [ g dV — [ pi,dS=min! V-ben,

a"j“ é: — a"fl = 0 l/'ben

1
&+AF;— 5(ai.j+aj.i)=0 V-ben

ﬂi—ﬁi=0 Su-n, (23)

A20;  f=fye;s0, f4=0.,  Vben,
A0 V-ben.

Egy linearisan rugalmas, tokéletesen képlékeny anyag, altalanositott feltételes
kapcsolati test kinematikailag lehetséges és az aktivizalodasi torvényt kielégito, tehat
kinematikailag elégséges alakvaltozas-sebességmezoi kozill az a tényleges, amely a
potencialis energia sebességét minimumma teszi. Minthogy a potencialis energia
sebességének a kifejezése az ismeretlen allapotjellemz6 mezok kvadratikus fiiggvénye,
és ezen mezOkre egyenlétlenségi mellékfeltételek is érvényesek, a (23) feladat
kvadratikus programozasi problémara vezet.

Tekintsitk most az anyagegyenlet melletti egyensulyi, sot, statikailag elérhetd
mezOket, vagyis koveteljiikk meg a (18), (20), (21.a.b) és (22.a) feltételek teljesiilését. A (16)
6 mezds 7y funkcional, igy ismét 2 mezdsre egyszerisddik: #(d5;, 4)= — 7., ahol 7, a
hagyomanyosan értelmezett komplementer energia sebessége. Kiterjesztve az
Osszefiiggéseket a tehermentesités esetére is, az allapotvaltozas-vizsgalat alaposz-
szefliggéseit a komplementer energiasebesség minimumdnak tétele alapjan tehat igy
foglalhatjuk Ossze:

—1,=max! vagyis
i, = £ B(g;;)dV — bj 0;/;dS=min!  V-ben,

a,ube—05=0  Vben,
65+ AL +4:=0  V-ben,
pi—(@4+1f)n=0 S, 4
Fi—(65+Afi)n;=0  S,n,

A20, #=F,0550, FA=0  Vben,

120 V-ben.
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Egy linearisan rugalmas tokéletesen képiékeny anyagq, altalanositott feltételes
kapcsolati test statikailag lehetséges és az aktivizalodasi torvényt kielégito, tehat
statikailag elérhet6 fesziiltségsebesség-mez6i koziil az a tényleges, amely a kiegészitd
potencialis energia sebességét minimumma teszi.

A komplementer energia sebességének kifejezése az ismeretlen allapotjellemz6-
mezdk kvadratikus fiiggvénye, igy a (24) feladat szintén kvadratikus programozasi
feladatra vezet.

A fenti két energiatételt leegyszeriisitett geometriai értelmezésben a kovet-
kezoképpen foglalhatjuk Ossze: a 7y, funkcionalnak a tényleges mez8k felett
nyeregpontja van, ez a pont egyben a kinematikailag elégséges (azaz a szilardsagilag
aktiv, ill. tehermentesiilé kompatibilis) mezdk feletti minimumot, a statikailag elérhetd
(azaz a geometriailag aktiv, ill. tehermentesillé egyensilyi) mezdk feletti maximumot
reprezentalja.

Megemlitjik még, hogy a Hu-Washizu-elv alapjan j6 néhany kiilonbdzé
variacios elv vezethetd le, amelyek természetesen valamennyien a 7y, ugyanazon
nyeregpontjat jelolik ki, de mas-mas bazisban, igy mas-mas jellegii extremummal.

frjuk most fel a Hu-Washizu-féle funkcionalt tisztan az aktivizalodasi
allapotjellemz6-sebességek fiiggvényében. Ez egy hibrid elvhez vezet, minthogy itt az
anyagegyenlet altal leirt kapcsolatban levd egyensilyi, illetve kompatibilis mezdket
feltételeziink, és ahol az ismeretlen mezok az aktivizalodasi allapotjellemzé mezdk
fesziiltségi és alakvaltozasi jellegii szorzésebességei. Ez a (18), (19), (20), (21) feltételek
érvényességét jelenti. Igy a 2 mezds n. aktivizdldddsi energiasebesség funkcionaljahoz
jutunk, és az alapdsszefiiggések igy foglathatok Sssze:

oA, )= ,:A' (E;)dV — é(&f,+if,-j) €5+ A F ) dV =extr! V-ben,

a,-jk, éil - d’fl = 0 V-bﬁn,

65+ Af;+di=0  V-ben,

1
i+ AF ;- 5(13.-.,-+11,-..-)=0 V-ben,

Fo—(65+Afipn;=0  S,n,
4—0,=0  S,n,

Az0

120 } V-ben

Egy linearisan rugalmas, t6kéletesen képlékeny anyagi, altalanositott feltételes
kapcsolati test statikailag és kinematikailag lehetséges, az anyagegyenletet is kielégitd
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aktivizalodasi allapotjellemzG-sebességei koziil az a tényleges vagyis statikailag
elérhetd és kinematikailag elégséges, amely az aktivizalodasi allapotjellemz6 sebesség-
mezdk fiiggvényében felirt energiasebességet stacionariussa teszi.

3. Alkalmazas véges szabadsagfoka modellre

Kontinuumfeladatunk véges szabadsagfok modelljét ugy képzeljiik el, mint
véges méretil elemek illeszkedd Gsszességét, ahol az egyes elemek érintkez felilleteinek
bizonyos pontjaiban folytonossagi kovetelményeket elégitink ki. E pontok a
csomopontok. Az allapotjellemzoket tehat e csomopontokra vonatkoztatott véges
méretl vektorokkal jellemezhetjiik. Célszeriien ugyanezen pontokra vonatkoztatjuk
az aktivizalodasi feltételeket is. Az aktivizalodasi feltételeknek megfeleld hiperfeliilete-
ket konvex poliéderseregként vessziik fel, ezaltal a feltételeket linearizaljuk. Ennek
megfeleloen a linearizdlt feltételek az alabbiak lesznek:

F =No—-a<0,
illetve
f=Me-B=0

ahol N és M az un. gradiens hipermatrixok:

_F ill. M= a (26)

N= 3" 2

vagyis az aktivizalodasi hiperfeliilleteknek megfeleld konvex poliédereket alkoto sikok

normalvektorait — fliggvényeket — tartalmazé hipermatrixok, tovabba a és P

ugyanezen sikok origotol valod tavolsagat — skalarokat — tartalmazo hipervektorok.
Az aktivizalodasi torvény véges szabadsagfokl modelire érvényes alakja:

£=A*N, il. ¢=i*M 27
az aktivizalodasi potencialsebességek pedig:
# =No&°, ill. {=Me* (28)
Az allapotjellemz6-sebességek igy
6=6°+¢"
E=g 4 (29)

Az alabbiakban a legegyszeribb véges szabadsagfoku rendszerre, a riddszerkezetre
alkalmazva mutatjuk be az allapotvaltozas-vizsgalat alapdsszefiiggéseit.
Tekintetbe véve [7] alapjan a rudszerkezet alapegyenletét

o & LR .
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amely megadja az Osszefiiggést a szerkezet adott q eré- €s t kinematikai terhei, valamint
a keletkez6 u elmozdulasai és s belsd erdi kozott, a kapcesolati feltételek az alabbi alakot
Olthetik.

Legyen az i-edik kapcsolati helyre vonatkozo szildrdsdgi feltétel az alabbi
linearizalt képlékenységi feltétel [8]:

Fi=Nis|—k;=0 (31)

ahol s/ az i-edik kapcsolati helyhez tartozod s; belsé erék kéziil a korlatozas ala
tartozokat jeloli. N; matrix rogziti az utobbiak kombinacioit azaltal, hogy a konvex
poliéder egyes hipersikjaihoz tartozé normalis egységvektorokat tartalmazza. A k;
vektor a hipersikoknak az origotol valo tavolsagat adja meg. Példaul, ha N, =E, vagyis
az identitas matrixa, akkor a hipersikok normalisai éppen a koordinatatengelyek, igy a
feltétel csupan a keletkezo igénybevételeknek a tordigénybevételekkel valo numerikus
Osszehasonlitasat irja eld.

Legyen az i-edik kapcsolati helyre vonatkozd geometriai feltétel a relativ
elmozduldsokra vonatkozd alabbi linearizalt alak:

f-‘=Mi'{“li§0 (32)

ahol t/ az i-edik kapcsolati helyen fellépd t; relativ elmozdulasok kéziil a korlatozas ala
tartozokat jeloli. M, irja el6 ezek kombinacioit az adott |, konstansokhoz viszonyitva.
Tekintsiik a kapcsolatok aktivizalodasa soran az s° illetve t° ndvekményvekto-
rokat:
.

S SR O SR N (33)
ahol /4 az On. szilardsagi és A a geometriai szorzosebesség, a keletkezd belsé erd, illetve
relativ elmozdulaskomponensek kombinacidira vonatkozéan. Egyszabadsagfoki
kapcsolatnal magaval a ndvekménnyel egyenld.

A terhelési folyamat soran az allapotjellemzék g, t, 4, §, A és A sebességei
(névekmenyei) kozotti osszefliggések az altalanositott feltételes kapcsolatok akti-
vizalédasanak folyamataban:

0 G* 0 G'M)[u]l+[4q] =0 (34)
G F Nt 0 |s i
0 N o 0 |IA F

MG 0 0 o0 {4 I

tovabba
"
[ﬂ;o, [{ J§0 és [AA] [‘ﬂ —0 (34.2)
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Megallapithat6, hogy mind az egyensilyi, mint a kompatibilitasi egyenletek
kiegésziiltek a megfelel6 aktivizalodasi igénybevétel-, illetve relativ elmozdulassebessé-
gekkel.

Kiisz6boljilk ki a (34) egyenletrendszerb6l a nem el6jelkorlatos o és §
ismeretleneket. Ekkor az alabbi egyenletet nyerjik:

~NF !'GK™!G*F " 'N*+

: A+
+NFIN* :

I

|

—~MGK " 'G*M* A

+[N[F'GK Y(—G*F ')+F ] ] - [F]=0
—~MGK ' (§—G*F 1) f
amelyet egyszeriibb alakra hozva:

Dx+d—y=0
ahol
x20, y<0 és x*y=0

Ez a feladat megfelel az alabbi linearis komplementer problémanak:
LC:{Dx—y+d=0,%20, y<0, x*y=0}

amely egyenértékit a kovetkezé kvadratikus programozasi feladat primal-dual
feladatparjaval:

Q1: min {% X"DX+d"‘)’(|)’(;0}

02: min {% x*Dx|Dx+d <0, xgo}

A linearis komplementer problémaval ekvivalens linearis programozasi feladat
megoldasat a szimplex algoritmussal egyenértékil eljaras alapjan végeztiik, amelynek
részleteirdl, fizikai hatterérol, tovabba szamos numerikus eredményrél és

szamitastechnikai tapasztalatrol a [9], [10], [11], [12], [13] dolgozatokban
szamoltunk be.
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Basis relations of state change analysis of continua with generalized conditional joint field. — The basic
relations of the state change analysis of continua with generalized conditional joints, obtained from the
variational principles, and the mathematical programming relations of the contact problem are presented.
The applications of the basic relations are illustrated on discret models.

DISZKRET MODELLEKKEL LEIRHATO TARTOSZERKEZETEK
KEPLEKENY HATARALLAPOT-VIZSGALATA ES OPTIMALIS
TERVEZESE SZTOHASZTIKUS PROGRAMOZASSAL*

1. Bevezetés

Az anyag- és energiatakarékossag miatt egyre nagyobb jelentsége van az
anyagmindség megbizhatésaganak. Ebben a dolgozatban képlékeny hatarallapot-
vizsgalat és optimalis tervezés esetén azt vizsgaljuk, hogy az anyagmindség ingadozasa
milyen hatassal van a szerkezetekre. A folyasi hatarértékeket valosziniiségi valtozok-
nak tekintjiik, igy sziikségessé valt egy sztohasztikus képlékenysegi feltétel bevezetése.
A feladatokat sztohasztikus programokkal oldjuk meg.

* Vasarhelyiné dr. Szabé Anna munkaja.
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2. Képlekenyséygi feltétel sztohasztikus feladatok esetén

Szerkezeti elemek (ill. keresztmetszetek) vizsgalatanal csak véges szamu pontban
szoktuk a fesziiltségeket szamitani, és feltételezziik, hogy az elemeknek csak ezen
kitiintetett pontjai jatszanak szerepet a képlékenységi feltételeknél.

Feltételezziik tovabba:

a) Egy keresztmetszet ezen pontjaiban a folydsi hatarértékek nem fiiggetlen
valdsziniiségi valtozok.

b) A folyasi hatarok egyiittes eloszlasa normalis, a varhato értékek, szorasok és a
valtozok kozotti korrelaciok értékei ismertek.

Egy clem képlékenyseégi feltételei determinisztikus esetben:

ahol1,,1,, ... 1, az egyes elemeket reprezentald pontok maximalis nyiré fesziiltségei.
Legyen egy elem megbizhatosaganak valdszinliségi szintje adott (p), vagyis
legalabb p valosziniséggel az elem teherviseld.
irjuk fel annak a valésziniiségét, hogy az anyagi pontra jellemz6 folyasi fiiggvény
értéke nem lehet pozitiv:

g(‘c,tf)=P(‘c,,f1§T,, 15, £1,, TafB<T3"'

@

—thg-1, —-ths-tu..., —-ths-1)2p

Mint lathatd, a (2) Osszefiiggés definicioszeriien az eloszlasfiiggvény értéke, a
fonyirofesziiltség értékeitdl fiiggd helyen. A b) feltételben normalis eloszlast tételeztiink
fel, a (2) standardizalt valtozokkal egyszeriibb alakra hozhato.

Vezessitk be a kovetkezé jeldléseket:

t—E(tf) — i+ E])
D(r.{. =4 D)

Ti— E(T{i _ —7;+ E(T{'i) _
bl Dy "

A fenti jelolésekkel (2) a k6vetkezé alakra hozhatd:

P(éiéxb ’1.‘§Yni= 1, .- '9")

1\
>

3
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A standard normalis eloszlasfiiggvény (@) szokasos jelolésével (3) a kovetkezo
formaban is irhato:
POLRR i=1,...,2n)2p “)

ahol az & vektorban az x és y vektort foglaltuk &ssze. igy egy normalis eloszlasfiiggvény
értékét kell szamolnunk. Ez matematikailag lehetséges, de igen szamitasigényes. Ezért
a gyakorlat szempontjabol megfelelébb, ha feltételezziik, hogy az also és fels6 folyasi
hatarok értéke fiiggetlen valosziniiségi valtozok. Ekkor a (4) Osszefiiggés a fiiggetlen
valoszinliségi valtozok szorzatara vonatkozo tétel értelmében a kovetkezéképp irhato:

PORxy i=1, . ) POy i=1, . n)zp &)
illetve
P(éiéxi)i=ly-~"n)P("i§yisi=1a--'sn)gp (6)

PrREKOPA [1] munkajanak 3. fejezet 18. tételében bizonyitja, hogy (6) konvex feliiletet
alkot.

3. Képlékeny hatarallapot-vizsgalat

A képlékenységtan legrégebben hasznalt, legalaposabban ismert teriilete a
képlékeny hatarallapot-vizsgalat. Feladata a szerkezetek teherbirasi kapacitasanak
meghatarozasa, aranyosan novekvo terhelés mellett. Ez a fejezet el6szor a 3.1 pontban
ismerteti a determinisztikus feladatok esetén a hatarallapot-problémak megoldasat
linearis programozassal. A 3.2 részben a folyasi hatarok értékeirdl tételezziik fel, hogy
valosziniiségi valtozok. '

3.1 Képlékeny hatarallapot-vizsgdlat determinisztikus
feladatok esetén

Hatarallapot-vizsgalat esetén keressiik azt a maximalis teherparaméter értéket,
amely mellett a szerkezet még éppen nem valik labilissa — még éppen nem 1épnek fel
korlatlan képlékeny alakvaltozasok. Ekkor a képlékeny alakvaltozasok mellett a
szerkezet rugalmas alakvaltozasai nem jatszanak szerepet, ezért elegendé a vizsgalatot
merev-idealisan képlékeny anyagu szerkezeten elvégezni. Ha a teher egyparameéteres,
¢és a paraméter monoton névekvo, akkor csak egyszer alakulhat ki hatarallapot, és ezt
a teherparaméter szélsé értéke jellemzi.

A képlékeny hatarallapot-vizsgalat két alapveto tétele a statikai és a kinematikai
tétel. Ezek alapjan felirhato az a linearis programozasi feladatpar, amellyel a feladatok
megoldhatdk. A tovabbiakban a statikai tételre lesz sziikségiink. A statikai tétel
értelmében a tordintenzitds a statikailag lehetséges teherintenzitasok maximuma.
Statikailag lehetséges az a teherintenzitas, amelyhez talalhato olyan belsé erdeloszlas,
amely kielégiti az egyensulyi egyenleteket és a képlékenyseégi feltételeket.
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Ennek alapjan felirhato a feladat linearis programozas primal feladatanak
megfelelé6 megfogalmazasa:

G*s+aq=0 (7/a)
k,=sN*s<k, amy ()
a—max. (7/c)

3.2 Képlékeny hatdrdllapot-vizsgdlat abban az esetben,
ha a folydsi hatdrok valdsziniiségi vdltozok

A hatarallapot-vizsgalat a (7) Osszefiiggésekkel leirt statikai tétel alapjan
végezheto el.

A szerkezet egyensulyi egyenletei (7/a) valtozatlanok maradnak. A (7/b)
képlékenységi feltétel helyett most a 2. fejezetben levezetett sztohasztikus képlékenysé-
gi feltételt hasznaljuk. A (7/c) célfiiggvény valtozatlan. Igy a sztohasztikus programoza-
si feladat a kdvetkezoképp irhato fel:

G*s+aq=0 . (8/a)
P(ki<Ns'sk)2p  i=1...n (8/5) (8
(—a)—>min. (8/¢c)

Bdvitsiik az ismeretlen belsé erok vektorat a teherparaméterrel, a geometriai matrix
transzponaltjat pedig a tehervektorral.

G*=[G* q); &= [s]

o

Ekkor a feladat egyszeriibb formaban irhato fel:

G*s=0 (5/a)
P(ki<Ns'skh)zp'  i=1...n ©/b) (9
(=8, +))—min. /)

Ez a feladat megfelel Prékopa valoszinliségi valtozokkal korlatozott M1 jelii
sztohasztikus programozasi modelljének [1].
4. Optimalis tervezés
A szerkezettervezés célja a szerkezeti elemek sziikséges képlékeny teherbirasi
értékeinek meghatarozasa oly modon, hogy a szerkezet statikai szempontbol megfeleld

legyen, ugyanakkor eleget tegyen gazdasagi vagy egyéb optimum-kritériumoknak.
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Csak a minimalis silyra valé optimalis feladattal foglaikozunk, s felhasznaljuk
azt az altalanosan elfogadott kozelitést, hogy a szerkezet sulya felirhato a teherbiras-
jellemzdk linearis kombinaciojaként.

4.1 Optimdlis tervezés determinisztikus feladatok esetén

A klasszikus, minimalis silya szerkezetek optimalis tervezési feladata esetén
adottnak tekintjik a terheket, a szerkezet geometriajat (geometriai matrixat) a
képlékenységi feltételeket (képlékenységi matrixat) és keressiik a szerkezet teherbirasat
jellemz6 értékeket (folyasi hatarok értékeit) gy, hogy az egyensilyi egyenletek és a
képlékenységi feltételek teljesiiljenek, a teherbiras-jellemzok linearis kombinacidja
minimalis legyen. Vagyis a linearis programozasi primal feladat a kovetkezOképp
allithato fel.

G*s+q=0 (10/a)
N*s—k<0 (10/b)  (10)
I*k —»min. (10/c)

Ez megfelel az optimalis tervezés statikai tételének, melynek értelmében annak a
szerkezetnek a silya, amelyhez talalhato egy, az egyensilyi és képlékenységi
feltételeket kielégitd belsderd-eloszlas, nagyobb vagy egyenld, mint a minimalis suly.

4.2 Optimdlis tervezés abban az esetben, ha a folydsi hatdrok értékei valosziniiségi
vdltozok

A determinisztikus feladat megfogalmazasatol ez a sztohasztikus feladat
annyiban tér el, hogy most a folyasi hatarok varhato értékeit keressik. A szorasok és a
korrelaciok értékeit ismertnek tételezziik fel. Az optimalis tervezési feladatunk
kiindulopontjat a (10) osszefiiggésekkel leirt statikai tétel jelenti.

A szerkezet (10/a) egyensulyi egyenletei valtozatlanok maradnak. A (10/b)
képlékenységi feltétel helyett a 2. fejezetben bevezetett sztohasztikus képlékenységi
feltételt hasznaljuk. A célfiiggvény felirdsakor a kovetkezo gondolatmenetet kovessiik:
A szerkezet sulya annal kisebb, minél jobban megkozelitik a belsé erék a folyasi
hatarok értékeit. Ezt az eltérést — a valosziniiségi valtozoji folyasi hatarértékek és a
belsé erdk kozti kiilonbséget — mint biinteto fliiggvényt tekintjiik. Feltételezziik, hogy
azeltéréstol a biintetés linearisan fiigg. A biintetések Osszegének varhato értékét az alsod
folyasi hatar esetén a kovetkezOképp irhatjuk fel:

PO= 3 (Nisi—Elka) | (Nisi—0dFi0). an

i=1 halc}
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Analég modon a fels6 folyasi hatartol valo eltérés esetén a biintetés a kovetkezd alaki:

PP= 3 (Etkp)~Nis) | (0—Nis)dFo(o). (12)
i=1

Nisi

fgy a célfiiggvény (11) és (12) Osszegeként felirhatd. A Stieltjes-integralokat a
surliségfiiggvények segitségével Riemann-integralokka Aatalakitva és parcialisan
integralva (11) és (12) egyszeriibb alakban irhato, kihasznalva azt, hogy vF(v)—0, ha v
— — 0, illetve (1 — F(v))—0, ha v— 0.

m Nis;
PV = % (Nis;—E(k,)) | Fri(v)dv, (13)
i=1 -
illetve

PP = i (—Nis;+E(ky) ij‘s‘ (1~ F{(v)dv. (14)

i=1

Végiil a sztohasztikus programozasi feladat a kdvetkezd:
G*s+q=0 (15/a)

Pk, = Ns;skjp)zp?  j=1...n (15/b)
(15)
m Njs
PULPOI= S (N;s;— E(kyy) | Fie(o)do+
' i1

+ }2::1 (E(k )~ N,s; I (1 — F4)(u)\do—min. (15/0)

Ez a feladat Prékopa M11-es modelljének felel meg [1].

S. Numerikus tapasztalatok panelszerkezetek szamitasanal

A 3., illetve 4. fejezetben ismertetett eljarasokat panelszerkezetek szamitasanal
mutatjuk be. A szerkezeteket a merev tarcsa modellel kozelitettiik [2]. Ekkor a
paneleket olyan merev testeknek tekintjilk, melyeket élei mentén harom idealisan
képlékeny rugo kapesol Gssze az 1. abra szerint. A rugok koziil kettd a huzast-nyomast,
egy pedig a nyirast vesz fel.

Ha két paneclél csatlakozasat mint egy keresztmetszetet fogjuk fel, ahol a
képlékenységi feltételeket a rugoknal szamitjuk, hatarallapot-vizsgalat esetén a (8)
optimalis tervezéskor a (15) Osszefiiggésekkel felirt sztohasztikus programozasi
feladatot kell megoldanunk.
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1. abra

5.1 Panelszerkezetek hatdrdllapot-vizsgalata

Azt vizsgaltuk, hogy az egy panelél mentén levé harom rugo kozotti korrelacio,
majd a szorasértékek hogyan befolyasoljak a torGteher értéket.
a) Korrelacios matrix hatasa a toréparaméter értékére és a folyasi mechanizmus

kialakulasara
Determinisztikus folyasi hatarnak a varhato értékeket tekintettiik (2. abra).
Sztohasztikus esetekben a szorasok értékeit nem valtoztattuk, az egyes korrelacios
matrixokat az abrak mellett tiintetjiik fel. A korrelaciés matrix sorai illetve oszlopai
rendre a bal oldali, jobb oldali hizasi rugodra, bal oldali huzasi rugokra és a nyirasi
rugokra vonatkoznak.
A folyasi hatarok varhato értékei és szorasai a vizszintes panelélek mentén

varhato érték  szoras

nyomas: —2080,0 N/em? 25,5

huzas: 820,0 N/cm? 25,5

nyiras: +1470,0 N/cm? 25,5
16,2' 1000 N

i
@ i

3x5m J

|
]\
2x3m

=5 >3

2. dbra
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Fiiggoleges panelélek mentén:

varhato érték  szoras

nyomas: —2000,0 N/cm? 18,0
hizas: 820,0 N/em? 18,0
nyiras: +1020,0 N/cm? 140

Az elSirt biztonsag (p) minden esetben 95%,. Egy panelélen beliil korrel jeldljiik
azt a rugot, ahol a folyas bekovetkezett (3. abra).

A korrelacios matrix valtozasaval a toréparameéter értéke is valtozott, az eltérés
elérte a 26%-ot is. Vagyis a minOség egyenletessége elonyosen befolyasolja a szerkezet
viselkedését.

A folyasi mechanizmusok igen valtozatos képet mutatnak. Sztohasztikus
esetben mégilyen egyszeril tarté és teher esetén se megjosolhato, hogy hatarallapotban
milyen torési kép alakul ki. Erdemes ramutatni, hogy sztohasztikus esetben sokkal
tobb helyen alakul ki folyas, mint a determinisztikus szamitasokban.

b) Szoéras hatasa a térOparaméter értékeére

Szamitasokat végeztiink kilonboz6 szorasok esetére. Az elobbi feladatban a 4-es
korrelacios matrixot hasznaltuk, a varhato értékek valtozatlanok voltak. Ekkor a
kovetkezo térOparaméterértékek és folyasmechanizmusok alakultak ki (4. abra).

Mint lathatd, a térOparaméter értéke rohamosan ndvekszik a szorasok
csOkkenésével. Vagyis az anyag mindségének allandosaga igen elénydsen befolyasolja
a szerkezet viselkedését. Erdemes ramutatni, hogy a gyakorlatban eléforduld
szOrasértékek esetén (fiiggbleges éleknél 2530, vizszintes éleknél 30—35) a feladatnak
nem volt lehetséges megoldasa, vagyis teljesen megjosolhatatlan a szerkezet
viselkedése.

5.2 Panelszerkezetek optimdlis tervezése

A bemutatott eljarassal a kdvetkez6 feladatot oldottuk meg determinisztikus és
sztohasztikus esetben (5. abra).
Sztohasztikus esetben a folyasi hatarok szorasértéke a vizszintes élek mentén 25,5,
fiiggdleges élek mentén 18,0 volt minden egyes rugonal. Az egy él mentén levo rugdk
folyasi hatarai k6zotti korrelacios matrixot a kdvetkezOképp vettiik fel:

107 02
R=l07 1 02
- 02 02 1

Mind determinisztikus, mind sztohasztikus feladat esetén a stlyozd faktort (l)
egységnyinek vettiik.
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15,21-1000 N

=1

|

Rl W TR =
2) ls,m 1000 N
00
$— f— =
[l
=31 0—3% F—
3) ‘e,zs-woo N
I
$—3 —3 3—
4) ‘s,ee-woo N
ESH e RETR
o o I
PTG v B =R
3. dbra

,0 05 05
R=[05 1,0 05

0,505 1,0

10 07 0,7
R= {07 10 03

07002120

10 08 08
R=108 10 0,8

08 08 1,0

10 Q7 0,2
R= 107 10 0,2

0,202 1.0
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1) ‘4.67'1000 N Szorasok
v
) o
0 iz ¢
NE B3
U’Q o5
3 =0 @= 3l
@ I 31,0 22,0
W 31,0 22,0
— 3 R)=3 )= 31,0 19,0
2) ls,aewooo N
MAM
@ 255 18,0
255 14,0
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Determinisztikus feladat megoldasa (6. abra).
A célfiiggvény értéke — vagyis a folyasi hatarok értékeinek Osszege —2462,62.
Sztohasztikus feladat esetén (7. abra) a folyasi hatarok értékeinek Osszege
2535,28. Az eredmények azt mutatjak, hogy kiilonbozo rugdk folyasi hatarértékei
kozott a kiilonbség lényegesen alacsonyabb sztohasztikus esetben (187,88), mint
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determinisztikus esetben (310,07), vagyis a szerkezet egyenletesebben ,kivanja” az
anyagot. Igaz ugyan, hogy a Zk érték valamivel magasabb volt sztohasztikus esetben,
mint determinisztikus esetben, de a gyakorlatban olyan szerkezetet nem lehet épiteni,
ahol a folyasi hatar értéke nulla, igy legalabb egy ¢l mentén — de altalaban nagyobb
egységekre bontva a szerkezetet — azonos mindségli anyagot szoktak hasznalni.
Ekkor azonban a sztohasztikus feladat megoldasa kedvezdbb, mert a legmagasabb
folyasi hatarérték itt 206,48, mig determinisztikus esetben 310,07.

A feladatok megoldasahoz a modositott Lagrange-modszert hasznaltuk fel [3].
A haromdimenzios normalis eloszlasfiiggvény fiiggvényértékét a Hilton-féle transz-
formacio segitségével allitottuk el [4], gradiensét Szantai modszerével hataroztuk
meg [5]. Az egyes feladatok megoldasahoz sziikséges gépidd-igény erdsen fiiggott a
korrelacio- és szorasértekektol is.

Jelolések
A jelek a latin, majd a gorog abc alfabetikus sorrendjében a kovetkezok:

a panel x iranyl mérete

b panel y irany mérete

D(¢) ¢ szorasnégyzete

E(¢) ¢ varhato értéke

Ve ON A 0) i-edik csomopont k,; also, illetve k ;; felsé folyasi hataranak siriiségfiiggvénye
(j =dimenzidszam)

Fie'(v), F4(v) i-edik csomopont k,; also, illetve k ;; felsd folyasi hataranak eloszlasfiiggvénye

(j=dimenzi6szam)
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g(t, k) folyasi fiiggvény

G geometriai matrix

i,j indexek

kais kgi i-edik csomopont also, illetve felso folyasi hatara

—

linearis kombinacioban az i-edik egyiitthato

m belsé erok szama

n csomOpont-szam vagy belsé panelélek szama
N képlékenységi matrix

p: i-edik el6irt valoszinliségi érték

P valoszinliség

q tehervektor

r panelek szama

R korrelacios matrix

s belso erok vektora

X,y koordinata-rendszer

o teherparaméter

Eum valoszintiségi valtozok

T nyirofesziiltség

tf tiszta nyiras esetén a folyasi hatar értéke
thth i-edik also, illetve felsé folyasi hatar értéke
Tinas maximalis nyirofesziiltség

] standard normalis eloszlas-fiiggvény

3 id6 szerinti derivalt

% transzponalas
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Collapse load analysis and optimal design of discretesed structures by stochastic programming. —
In the case of plastic collapse load analysis and optimal design the effects of uncertainties of matherial
quality can be taken into consideration if the yield conditions are random variables. The stochastic
programming models of the above problems can be solved on the base of statical theorems introducing the
stochastic yield condition. Numerical results are presented for panel structures.

Plastische Grenzzustand-Untersuchung und optimale Planung diskreter modelierbahre Tragwerke
Untersuchung und optimaler Planung beachtet werden indem man die Fliessgrenze als Wahrscheinlich-
keitsverdnderlichen betrachtet. Mit der Einfilhrung stochastiescher plastischer Bedingungen konnen die
stochastischen Programmierungsmodelle dargestellt werden. Numerische Ergebnisse werden mit Panel-
konstruktionsberechnungen vorgezeigt.
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AHA/IM3 M ONITHMA/IbHOE NPOEKTHPOBAHKE KOHCTPYKUHH B ILIACTHYHOM COCTOSIHHH ¢ NOMOINbIO
JIMCKPEeTHON MO/IE]IH B CTOXACTHYECKOI'0 NPOI paMMHpoBannst. — CHHTas IPEAETbl TEKYYECTH BEPOATHOCT-
HbIMH NIEPEMCIIILIMH, MOXEM YYECTDb BJINSTHMC M3MCHCHMA KA4€CTBA MaTCpUasia MPH AHAH3E NPENEIBHOTO
COCTORAHHS U IPH ONTHMAJIBHOM NPOCKTHPOBAHHH. 3AIUCAB BEPOATHOCTHOE YCIIOBHE NAACTHYHOCTH, HA
OCHOBAHMY CTATHYECKHX TEOPEM MOXHO 3anucaTbh MOJIEJIb CTOXACTHYECKOrO MPOrpaMMHPOBAHHA.
Yucnentple pe3ynbTaThl JEMOHCPHPYIOTCA Ha IIPUMEpE PACUETA MAHENbHbIX KONCTPLIKIHA.

A KATASZTROFAELMELET ALKALMAZASA
RUGALMAS SZERKEZETEK o
TOKELETLENSEG-ERZEKENYSEGENEK VIZSGALATANAL*

Az elliptikus és a hiperbolikus koldk katasztrofa kanonikus alakja esetén az eldgazasi
halmaz egyenletei ismertek. A szerkezet teljes potencialis energijanak fiiggvénye e kanonikus alakra
transzformalhato az ilyen tipusu katasztrofapontok kornyezeteben. E transzforméaciok fel-
hasznilasaval algoritmust adunk a tokéletlen szerkezetek kritikus terhének szamitasara. A
katasztrofaelmélet eredményeit felhasznava megadjuk a kritikus tokéletlenségi tartomanyokat. E
tartomanyokat azok a tokéletlenségek alkotjak, melyeknél a kritikus teher paramétere egy eldirt
érteknél kisebb., Ha a tokéletlenségek siirliiségfiiggvénye ismert, akkor a kritikus tokéletlenségi
tartomanyok segitségével ki lehet a stabilitasvesztés valosziniliségét is szamolni.

Bevezetés

KorTer (1945) kidolgozta a rugalmas kontinuumok altalanos stabilitaselméletét,
majd ezt THOMPSON és HUNT (1973) kiterjesztette diszkrét rendszerekre is. Mindkét
elmélet a szerkezet teljes potencialis energiafiiggvényét hasznalja fel ahhoz, hogy
meghatarozza az adott teherhez tartozo egyensulyi helyzetet, az egyparaméteresnek
tekintett teher kritikus értékét, az egyensulyi utak szamat és elhelyezkedését a kritikus
pont kornyezetében, valamint a tokéletlenség-érzékenységi Osszefiiggéseket. Ez
utdbbiak mutatjak meg, hogy egy tokéletlen (a tervezettdl eltérd) szerkezet kritikus
terhe mennyire tér el a tervezett szerkezet kritikus terhétdl, melyek a legveszélyesebb
tokéletlenségek.

Az elemi kataszirofaclmélet (THoM 1972, ZEEMAN 1977, POSTON és STEWART
1978) is gradiens potencialisfiiggvények szingularitasaival foglalkozik. A szingularita-
sokat osztalyozza, megadja az univerzalis szétnyitasukat (az ehhez sziikséges
paraméterek szamat, helyét) és az elagazasi halmazokat (azokat a paraméterértékeket,
melyeknél a fiiggvénynek szingularitasa van).

A rugalmas stabilitas elméletének és a katasztrofaciméletnek a kapcsolatat
THoMpsoN és HUNT (1975) mutatta ki. Azdta szamos cikk foglalkozott e kdzos
teriilettel. E cikk célja, hogy egy rovid attekintést adjak sajat, e témakorben kifejtett
tevékenységemrol.

* Dr. Gaspar Zsolt munkaja.
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Modellek

Az egyes stabilitasvesztési tipusok szemléltetésére, vizsgalatara nagyon haszno-
sak az egyszerii modellek. THOMPSON és HUNT (1973) igy mutatja be a hatarpontot és a
nemszimmetrikus elagazasi pontot (ranc katasztrofakat), a stabil és instabil szimmetri-
kus elagazasi pontot (a csucs €s a dualis cstcs katasztrofat), sot, az Augusti-modellel
még a kettOs csucs katasztrofa egy tipusat is. Az ellenhajlasu elagazasi pontra
(elliptikus koldok katasztrofa) egy harom rugédval megtamasztott merev rud nyujt
modellt (1. abra), az egyhajlasu elagazasi pontra (hiperbolikus k6ldok katasztrofa) egy

merevitett lemez (THoMPsON és HUNT 1975). Ujabb tipusok bemutatasira az egy
ruadbol és harom rugobol allo szerkezetet altalanositottuk, mégpedig két iranyban.

Az els6 esetben (GASPAR 1977) megtartottuk a rugék szimmetrikus elhelyez-
kedését, de a rugok szamat (n) noveltiik (2. abra). n=3 az eredeti esetet adja, n=4 az
Augusti-modellnek megfeleld cstcs katasztrofat. n > 4 esetén a kettos csucs katasztrofa
egy elfajulo esete (POSTON és STEWART 1976, 136. oldal, (x* + y?)? tipust esete) jon létre,
és a trivialis egyensulyi utat mindig n masodlagos egyensulyi Ut metszi. Ezzel
kimutattuk, hogy kettds csucs katasztrofa esetén tetszoleges szamu masodlagos
egyensulyi Ut létrehozhatd. Megjegyezziik, hogy SAMUELS és STEVENS (1982) késébb
bebizonyitotta, hogy a kettds csucs katasztrofanal ezen elfajuld eset kivételével a
masodlagos egyensulyi utak szama mindig 2 vagy 4.

A szerkezet masodik altalanositasanal (THOMPSON és GASPAR 1977) harom rugé
maradt, de az elhelyezkedésiiket folyamatosan valtoztattuk (3. abra). Ekkor a kettds
kritikus pont biztositasahoz a rugok merevségét is valtoztatni kellett. Az o paraméter
folyamatos valtozasa soran rendre a kovetkezd szingularitasok jonnek Iétre:
egyenhajlasu (a harom masodlagos egyensulyi ut a szimmetriasikra vetitve egy
iranyban hajlik), haromszoros ut (a harom ut egyesiil, legalabbis az elagazasnal k6zos
az érint6jik), egyhajlasu (csak egy masodlagos egyensulyi Ut marad), szimbolikus
koldok (az eddig meglevé masodlagos egyensulyi ttol tavol megjelenik egy kétszeres
ut, illetve az elagazasnal kozos érintdvel rendelkezd két ut), ellenhajlasu (a harom
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masodlagos egyensulyi Ut a szimmetriasikra vetitve kiilonb6zé iranyban hajlik),
parabolikus koldok (az elagazasnal az egyik ut érintGje vizszintes) és végiil Gjra
egyenhajlasu elagazasi pont. Megmutattuk, hogy az egy szimmetriasikkal rendelkezd
rendszereket jellemz6 pontok hogyan helyezkednek el a (transzformalt) paramétertér-
ben Zeeman koldokszerl karperecéhez (ZEEMAN 1977) viszonyitva.

Megjegyezziik, hogy ezeket a vizsgalatokat SAMUELS (1979) nemszimmetrikus
szerkezetekre is altalanositotta. Modelliinket is még két iranyban altalanositottak.
HUNT, REAY €s YOSHIMURA (1979) a rugdk merevségét valtoztatva a majdnem egybeesd
kritikus pontok esetét vizsgalta, SAMUELS (1980) pedig a rugok elhelyezkedésében még
meglevo szimmetriat is megsziinteti.

Tokéletlenség-érzékenységi feliiletek

Egyszeres kritikus pontnal az egyetlen ,,f6 tokéletlenség” fliggvényében felirhato
a kritikus teher valtozasa, és adott szerkezetnél a tokéletlenség-érzékenységi gorbe
konnyen felrajzolhatd (THoMPsSON és HUNT 1975). Kétszeres kritikus pontnal a
tokeéletlenség-érzékenység még a legegyszeriibb esetekben is (elliptikus és hiperbolikus
ko6ldok) csak bonyolult feliiletekkel abrazolhatdé (THOMPSON és HUNT 1975, HUNT
1977). Uj szerkezetnél 0j felilletet kell rajzolni, analizalni. A katasztrofaelmélet
bebizonyitotta, hogy az azonos tipusu katasztrofak elagazasi halmazai diffeomorfak.
Ezért javasoltuk (GAsPAR 1983a; — amit THOMPSON, TAN és LiM (1978) abrai is
sugallnak —, hogy az elliptikus €s hiperbolikus ko6ldok katasztrofak esetén csak egy-
egy kanonikus alakra rajzoljuk fel az elagazasi halmazt (ezek egyenletét POSTON és
STEWART (1978) megadja), és az egyes szerkezeteknél a koordinata-rendszert
transzformaljuk. Itt és a tovabbiakban is elhagyjuk az elagazasi halmazok azon részeit,
melyek két oldalan a minimumpontok szama megegyezik, hiszen a teherparamétert
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valtoztatva ezen feliileteken vald athaladaskor a stabil egyensulyi helyzet nem valtozik
meg. .

Bebizonyosodott, hogy a tdkéletlenségek tengelye egyenes marad és a
teherparaméter tengelye mindig egy rogzitett sikban fekvdé parabola. A szerkezet
valtoztatasanal a parabola egyetlen paramétere valtozik. GASPAR (1983a) megadja az
egyes alosztalyokhoz tartozd paramétertartomanyokat és algoritmust ad az adott
tokéletlenségekhez tartozo kritikus teher szamitasara.

Kritikus tokéletlenségi tartomany

Hatarozzuk meg azokat a tokéletlenségeket, melyek hatasara a kritikus teher
egy eloirt értéknél kisebb. Az e tokéletlenségek altal alkotott tartomanyt nevezziik
kritikus tokéletlenségi tartomanynak. E tartomanyok hatarvonalai nem mindig az
elagazasi halmazok szintvonalai, hiszen a tokéletlenség-érzékenységi feliilet
tobbértékll fiiggvény is lehet. Azt tapasztaltuk, hogy a gyakorlatban legfontosabb
eseteknél elegendo csupan egy kritikus tokéletlenségi tartomany meghatarozasa, €s a
teherparaméter fiiggvényében megadhato egy jol meghatarozott, szemléletes valtozasi
szabaly (GASPAR 1983b).

Els6 1épésként a potencialis energiafiiggvénybdl az irodalomnak megfeleléen a
passziv valtozokat kell kikiliszobolni. Az aktiv rész vizsgalt esetei a kovetkezok.

A ranc katasztrofanal a hatarpont

V=c,x>+&,x*+e,x— Ac,x* +¢4x)
és a nemszimmetrikus elagazasi pont

V=c,x3+ e, x+&,x— Mc, x2 +5%).
A
V=cx*+e,x3+e,x  +e3x— e, x? +64x)

alaki csucs katasztrofanal harom esetet vizsgalunk (az instabil szimmetrikus elagazast
és a stabil szimmetrikus elagazast az elsddleges vagy masodlagos egyensilyi 0tbol
kiindulva). '

Az elliptikus és hiperbolikus kéldok katasztrofaknal a potencialis energia-
fiiggvény altalanos alakja:

V=c,y3+c,x2y—Acsx2+cay?)+e x+e,).

A fenti képletekben x, y az aktiv koordinatak, 4 a teherparaméter, ¢;-k a tokéletlensé-
gek, ¢;-k a konstansok, a tokéletes szerkezeteknél =0, ;=0 és c;#0.

A kovetkez6 1épés a fenti fliggvények kanonikus alakra valo transzformalasa, az
ehhez sziikséges képleteket, valamint a kanonikus alakokhoz tartozd kritikus
tokéletlenségi tartomanyok egyenleteit és a valtozasi szabalyokat GASPAR (1983b)
megadja.
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Pé¢ldaként bemutatjuk az elliptikus koldok katasztrofa esetét. Az elagazasi
halmaz szintvonala mindig egy haromszégt hipociklois, melynek paraméteres (@)
alakja

&, = B(A/3)"/? (sin 20 —2cos 0)i?

&, =(C+ B(cos 20 — 2 sin @))A?,
ahol

A=_c2c4’ B=(A+3)2, C=(A—3)(A+l)
Gi0y 1242 44?2
Minden pontnak az origotol mért tavolsaga A négyzetével aranyosan valtozik, igy
altalaban a haromszogh hipocikloisok metszik egymast. Minden tokéletlenségnél a
legkisebb kritikus teher a mértékado, ezért a haromszogi hipocikloisoknak két cstuicsat
a 4. abra szerint az origdbol indulo érintékkel le kell vagni. A kritikus tokéletlenségi
tartomany a hatarvonalon kiviil fekv teriilet, tehat 4 <0 esetén az egész tokéletlenségi
sik.

a) A€ b)

5

4. abra

A stabilitasvesztés valosziniisége

A tervezett és a valosagos szerkezet eltérése adott hatarok kozeé kell, hogy essék,
kiilonben a szerkezetet nem megfelelonek (selejtnek) tekintjiik. Ezek a korlatozott
tokéletlenségek a tokéletlenségi paraméterek sikjaban egy teriilettel adhatok meg
(megengedett tokéletlenségi tartomany). A szerkezet biztos elbir stabilitasvesztés
nélkiil egy adott terhet, ha e teherhez tartozo kritikus tokéletlenségi tartomanynak és a
megengedett tokéletlenségi tartomanynak nincs k6zos pontja. Ha kozos teriiletiik is
van és ismerjik a tokéletlenségek valoszintiségi stiriségfiiggvényét, akkor a stabilitas-
vesztés valoszinlisegét a strlségfiiggvénynek a kozos teriileten vett hatarozott
integralja adja. Ezeket az értékeket néhany teherparaméter esetén kiszamolva a
valoszinuségfiiggvény felrajzolhato (GASPAR 1983c).
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Példa. A vizsgalt modell egy egységnyi hosszi merev radbdl és harom koriilotte

c)

€1 €4

e) i

10

szimmetrikusan elhelyezkedd, 45° hajlasszogli, egységnyi merevségii rugobol all, amit
egy fuggoleges eré terhel (5/a. abra). A szerkezet barmely helyzete egyértelmiien
megadhato a rud tetejének koordinataival (x, y). A tokéletes szerkezeteknél terheletlen
esetben a rad fiiggoleges, tokéletlen szerkezetnél x
allapotban mindig fesziiltségmentesnek tételezziik fel.

=a,, y=0,. A rugokat terheletlen

h2

€2

stabil instabil

5. abra

oy
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E szerkezet specialis esete a (GASPAR 1977) altal vizsgalt szerkezetnek. Annak
alapjan az energiafliggvény:

32

.3 N 5 16 . N
V= V- ATy — rr}r/.(x“+_\“)7811.\'7812y )

Ennek az a; =, =A=0 pontban elliptikus k6ld6k katasztréfa pontja van.
Az 5/b. dbra mutatja a megengedett és a kritikus tokéletlenségi tartomanyt,
k6z0s résziik vonalkazott. Két slirliségfiiggvényt vizsgaltunk (5/c, d abra):

h— 3(R—/e?+¢2)
1= 3
R°r

h,=

170‘ R (e +£3) N et +e3) !
3n \R* R* R® '

Mindkét esetre az 5/e. 4bra mutatja a teherparaméter fliggvényében a stabilitasvesztés
valoszinliségét.
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Imperfection-sensitivity of elastic structures using the catastrophe theory. —The equations of the
bifurcation sets at the canonical forms of the elliptic and hyperbolic umbilic catastrophes are known. The
total potential energy function can be transformed into these forms in the neighbourhoods of these types of
catastrophes. Using these transformations aigorithms are given to compute the critical loads of imperfect
systems.

Using the results of the catastrophe theory critical imperfection territories can be given. These
territories include imperfections resulting in a smaller parameter of the critical load than a prescribed value.

If the density functions of the imperfections are known, then the probability of the instability can be
computed by the help of the critical imperfection territory, as well.

Die Anwendung der Katastrophentheorie bei der Imperfektion-Sensibilitiit der elastischen Tragwerke.
—Im Falle der kanonischen Form von elliptischen und hyperbolischen Umbilikalkatastrophen sind die
Gleichungen der Verzweigungsmengen wohl bekannt. In der Umgebung von solcher Katastrophenpunkten
kann die Funktion der gesammten potentiellen Energie auf diese kanonische Gestalt transformiert werden.
Mittels Verwendung dieser Transformationen liefern wir ein Algorithm fir die Berechnung der kritischen
Last von Tragwerken mit Imperfektionen.

Wenden wir die Resultaten der Katastrophentheorie an, so beschreiben wir die Bereiche der
kritischen Imperfektionen. Diese Bereiche werden durch diejenigen Imperfektionen gestaltet, bei welchen der
kritische Lastparameter kleiner als ein vorgegebener Wert ist. Ist die Dichtefunktion der Imperfektionen
bekannt, so kann man auch die Wahrscheinlichkeit des Stabilitdtsverlustes mit Hilfe der kritischen
Imperfektionsbereichen berechnen.
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