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[Beérkezett: 1981. szeptember 19-én}

E tanulmidny tdrgya linedrisan rugalmas, izotrop anyag@, vdltozé keresztmet-
szetli rad. A véltoz6 keresztmetszetdi inhomogén anyagi rid dinamikus héGzdsi merevsé-
gére vonatkozé egyenldtlenségi reldci6 bizonyitdsa dontSen a Schwarz-egyenlgtlenség és
a Rayleigh- hanyados minimum tulajdonsdginak a felhaszndldsdval térténik.

Fontosabb jelslések

X, 5,3 derékszogii koordindtdk,

0= o(z) siirfiség,

E = E(z) Young modulus,

t ids,

w terhelés korfrekvencidja,

1 a rad hossza,

A= A(z) a riad keresztmetszetének teriilete,

w = w(z, t) tengely irdnyt elmozdulés,

w = w(z) tengely irdnyd elmozduldsi amplitadé,
R a ritd dinamikus hazdsi merevsége,
H=1/R a rad dinamikus hazdsi ,hajlékonysdga™,

a longitudindlis rezgd mozgést végz8 rad legkisebb sajit korfrekvencidja,

-2
bl= b(z), f=f(z) segéd fiiggvények.

Az egyéb mennyiségeket, valtozékat a szoveg értelmezi.

1. Bevezetés

Az 1. dbra valtozé keresztmetszetii rudat szemléltet. A rid kereszt-

metszeteinek sikjai az xy sikkal parhuzamosak, a rid tengelye pedig a z tengely.

A rid végsd z = I koordinataval kijelolt keresztmetszetét az idében har-

monikusan valtozé F = F cos wt erd terheli.

A rid keresztmetszetek elmozduldsat leiré w = w(z, t) kétvaltozés fiigg-

vényt a kiovetkez6 peremérték feladattal hozhatjuk kapcsolatba ([1], [2]):

.— _
gAM:i—(AEﬂJ 0<z<d, (1.1)
ot? 0z 0z 0<t <oo,
WO, 6)=0 0<i< oo, (1.2)
I:AE%E—] =Fcosot, 0 <<t<oco. (1.3)
% lz=t
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90 ECSEDI 1.

L

1. gbra. Harmonikus gerjesztd ergvel terhelt rad

Az inditasi feltételek,

i ow
w(z,0) ¢é ——
€0 & [ )

alkalmas megvalasztasaval elérhetd, hogy az (1.1), (1.2), (1.3) egyenletek altal
kijelolt peremérték feladat megoldasa

w(z, t) =w(z) cos wt (1.4)

alaki legyen.

A terhelés o korfrekvencidjaval kapesolatban egyelére csak azt tételez-
ziik fel, hogy nem egyezik meg az 1. abran vazolt rid szabad rezgéséhez tartozé
egyetlen «; (i = 1, 2, . ..) sajat korfrekvenciaval sem.

Az (1.4) alaki megoldds az F harmonikus gerjesztéershéoz tartozé
,;allandésult” allapotnak megfeleld mozgast irja le.

A w = w(z) (0 < z<l) elmozdulasi-amplitidéra az (1.4) alakd meg-
oldasnak az (1.1), (1.2), (1.3) egyenletekbe valé helyettesitésével a kovetkezd
peremérték feladatot vezethetjiik le:

i(AEd—w)+gm2Aw=o, 0<s<l, (L.5)
dz dz
w0y 0, (1.6)
[AE d“’] i L7
dz
Tekintsiik a
b0 =2 0<s< (1.8)

elgirassal értelmezett egyvaltozos figgvényt.
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RUDAK DINAMIKUS HUZASI MEREVSEGE 91

Ez a fiiggvény a

i[AEﬁ]+gw2Ab=0, 0<z<1, (1.9)
z dz
b(0) =0, (1.10)
db
(AE-— =1 (L11)
dz |,

k:rii]etérték feladat megoldasaval hatarozhat6 meg. Az (1.8) képletbél kiolvas-
haté, hogy

F=——u(l), (1.12)

vagyis az F er§-amplitidé és w(l) elmozdulas-amplitiidé egymassal ardnyos. Az
(1.13)
1
- __F (1.13)
b(l)  w(l)

eléirassal értelmezett mennyiségeket a vdltozé keresztmetszetéi rid dinamikus
hiizdsi merevségének nevezziik.

A dinamikus hizasi ,,hajlékonysagot” pedig a

H=— (1.14)

képlettel értelmezziik.

Az (1.14) képlet alapjin belathaté, hogy az R mennyiség a rid anyaga-
nak, hosszanak, alakjanak és az o korfrekvencidnak a fiiggvénye, tovabba,
hogy R pontos (szigori) értékének meghatarozasihoz az (1.9), (1.10), (1.11)
egyenletek altal kijelolt keriiletérték feladatot kell megoldanunk. Azon-
ban az (1.9) viltozé egyiitthat6ji mésodrendii kozénséges differencidlegyenlet
zart alakid megoldéasat igen gyakran mem ismerjiik, emiatt nagy jelentGsége
van olyan egyenldtlenségi relacioknak, amelyek R becslését segitik eld.

E tanulminy elsédleges célja olyan egyenlStlenségi relacié levezetése,
melynek alkalmazasival R szamaira, az (1.9), (1.10), (1.11) egyenletek altal
kijel6lt peremérték feladat megoldasanak ismerete nélkiil is felsd korlatot
tudunk képezni.

A koévetkez6kben a H = b(l) mennyiség szamitasara alkalmas ijabb
képletet vezetiink le. Az (1.9) egyenlet alapjan azt irhatjuk, hogy

2
b9 (4B 4 wroarr =2 [4Es 8| — AE (D) + wr04b® —0.(115)
dz dz dz dz dz
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Az (1.15) egyenlethél integrilassal az

! 2 ! =/
[(4E (ﬁ) s — wZJ gAbzzdzzlAEb ﬁ]z (1.16)
s 0 dz 0

2 Jz=0

egyenletet kapjuk. A fenti egyenlet és (1.14), (1.13) képletek, valamint az
(1.10), (1.11) peremfeltételek kombinilasival levezethetjiik a

! db ‘2 1
H:(AE'—— dz~w2JgAb2dz (1.17)

o dz J 0
képletet.
A Rayleigh-hianyados minimum tulajdonsiginak a felhasznalasaval ki-

mutatjuk, hogy H pozitiv, ha
w? < of.

A Rayleigh-hdnyados minimum tulajdonsigabél kifolyélag az
1 2

J AE (ﬁ] dz

0 db

5 Aogrdz

o < (L.18)

egyenlGtlenség fennéll, barmely a 0 < z <l zart intervallumban folytonos,
a 0 < z < Il nyitott intervallumban szakaszonként folytonosan differencial-
haté a g(0) = 0 homogén peremfeltételt kielégité nem azonosan zérus egy-
véltozés fiiggvényre. Az (1.18) egyenlStlenségi relaciéban az egyenldség jele
csak akkor érvényes, ha g = g(z) a rid legkisebb o, sajat korfrekvenciidhoz tar-
tozé sajat fiiggvényét jeloli.

Az (1.18) egyenl6Stlenségi relacié kozvetlen kovetkezménye az (1.19)
egyenldtlenség:

! dg |2 1
JAE(—J dz — mzf Aogtds >0, (1.19)
0 dz 0

hiszen
2
w? < o,

Legyen g = b(z). Ekkor az 1.19) alapjan a

1 db |2 !
H=J AE[—J dz-—wzf Agb?dz >0, (1.20)
0 dz 0
osszefiiggést irhatjuk, ui.
(AE—‘—ii] #0. (1.21)
dz 2=l
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2. Fels6 korlat

Tétel: Legyen w? < af. Legyen tovabba f= f(z) a 0 < z <[ zart inter-
vallumban folytonos, a 0 < z < I nyilt intervallumban pedig szakaszonként
folytonosan differencialhaté, az

f0) =0 (2.1)
fil) =0 (2.2)

feltételeket kielégité egyvaltozés fiiggvény. Ebben az esetben azt allitjuk,

J'AE[irdz_wz J:@Afzdz

dz

hogy fennall az

R< 22 2.3
[FOT (2.3)
egyenldtlenségi relacié.
Bizonyitas: Mivel
!
fAE[ l dz — 2J 0dgtdz >0, 2.4)
0 dz 0
a Schwarz-féle egyenlGtlenség alapjan azt irhatjuk, hogy
! 2 1
UyAE (_di] dz — w2j gAbzdz).
dz
( J (_di, dz — w2J QAfzrlzJ >
0 d
J 4% Y g, w2J" o Abfds| . (2.5)
0 dz dZ 0

A (2.5) alatti Schwarz-féle egyenlStlenség jobb oldalan szerepld integralt az
alabbi médon atalakitjuk:

U AEZb Y g wz.[lgAbfdz]2=

dz
l[fAE%Lo_J [dz [AE —) +w29Ab]fdz} ~ [fOT. (2.6)

Az
- JoAE (j’:} d:_ ” :Agb2 - 2.7)

képlet, a (2.6) és a (2.5) kombinilasival kézvetleniil a bizonyitands (2.3)
egyenldtlenségi relaciét nyerjiik.
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94 ECSEDI 1.
3. Megjegyzések a dinamikus huazisi merevséggel kapcsolatban

3.1.Régzitve a rid anyagat, alakjat, hosszat, a merevség csak a terhelés
o korfrekvencidjanak fiiggvénye lesz, vagyis

R = R(w?). (3.1)

Az R = R(w?) fiiggvény azalabbi tételben rogzitett monotonitasi tulajdonsag.
Tétel: Legyen )
0] < w3 < aj. (3.2)

Ebben az esetben azt allitjuk, hogy fennall az

R(w?) > R(w) (3.3)
egyenlGtlenségi relacio.
Bizonyitds: Jel6lje az (1.9), (1.10), (1.11) egyenletek altal kijelslt keriilet-
érték feladat megoldasat
b; = b(z), ha w=w;.

A (2.3) egyenldtlenségi relacié alapjan azt irhatjuk, hogy

{ 2 )]
JAE ‘&] dz——w%f Aob? dz
0

z 0

. 3.4
[G0F G
A (3.4) egyenlétlenségi relacié jobb oldalan szerepl kifejezést atalakitjuk:
1 2 1 1 2 !
JAE b dz_ng 0 Ab3 dz JAE‘ﬁl dz—w%J 0Ab? dx
0 0 _J0 dz 0

(o)) [5:())
foedbrds

R(w3) <

dz

— (0 — ?) == (3.5)
(= oD) " ap
A (3.5) egyenletbdl kiolvashaté, hogy
{ 2 !
JAE ﬂk} dz=ng 0 Ab3 dz
] dz 0 <
(b,(HI
! 2 l
JAE ‘.3"_1 dz — wgJ oAb dz
<2 z ° = R(w?), (0} < w). (3.6)

(b,(D)]?
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A (3.4) és a (3.6) egyenlétlenségek kombinalasaval a bizonyitandé (3.3) egyen-
16tlenségi relaciét nyerjiik.
3.2. Az w? = 0 helyettesitéssel a statikus S hizdsi merevségre jutunk:

S = R(0). (3.7)

Legyen w? < o}. Ebben az esetben az elébbiekben bizonyitott (3.3) egyen-
16tlenségi reldcié alapjan azt irhatjuk, hogy

R(w?) < S. (3.8)

4. Néhany példa fels korlat képzésére

4.1. Az (1.9), (1.10), (1.11) peremérték feladat megolddsa az w? = 0
esetben a :

L de
b=, 20 50 1

figgvény.
Elemi szamitassal az adédik, hogy

1 1
[y — -
o A(C) E(0)

S =R(o)

A (3.8) egyenlStlenségi relacié és a (4.2) képlet kombinalasaval azt irhatjuk,
hogy

R() < -

; T , (i< a?), (4.3)
jo A(8) E(¢)

4.2, Igen egyszerii szerkezetl fels6 korlatot kapunk az R mennyiség
szamara a (2.3) egyenltlenségi relaciohdl a

fla) == (4.4)

alaki figgvénnyel szamolva:

R(&?) < _11;_ ( f ' AE dz — o? J“'g Az dz]. (4.5)

0
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An Upper Bound for the Dynamic Tensile Stiffness of a Bar of Variable Cross Section. —
A bar of linearly elastic and of isotropic material with a variable cross section is treated. The
verification of the inequality relation representing the dynamic tensile stiffness of a bar having
a variable cross section and being of inhomogeneous material takes definitely place with the aid
of the Schwartz-inequality and by making use of the minimum propriety of the Rayleigh ratio.

Eine obere Grenze fiir die dynamische Dehnsteife eines Stabes von verinderlichem Quer-
schnitt. — Die Abhandlung bezieht sich auf einen linearelastischen Stab von isotropischem
Material und verinderlichem Querschnitt. Die auf die Dehnsteifé des Stabes von verinder-
lichem Querschnitt und inhomogenem Material wird auf eine entscheidende Weise durch die

Benutzung der Schwartzschen Ungleichheit und der Minimumeigenschaft der Rayleighschen
Quotient nachgewiesen.
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