
FELSŐ KORLÁT 
A VÁLTOZÓ KERESZTMETSZETŰ RÚD 
DINAMIKUS HÚZÁSI MEREVSÉGÉRE 

E C S E D I ISTVÁN* 

A MŰSZAKI TUDOMÁNYOK KANDIDÁTUSA 

[Beérkezet t : 1981. szeptember 19-én] 

E t a n u l m á n y tárgya l ineár isan rugalmas, i z o t r o p anyagú, vá l tozó keresz tmet-
szetű rúd. A v á l t o z ó keresz tmetsze tű inhomogén a n y a g ú r ú d d inamikus hózási merevsé-
gére vonatkozó egyenlőtlenségi reláció bizonyítása d ö n t ő e n a Schwarz-egyenlőtlenség és 
a Rayleigh- h á n y a d o s min imum tu la jdonságának a fe lhasználásával tö r tén ik . 

Pon tosabb jelölések 

X, y, z derékszögű k o o r d i n á t á k , 
g — q(z) sű rűség , 
E = E(z) Y o u n g modulus, 
t idő , 
со t e rhe lés kör f rekvenc iá ja , 
l a r ú d hossza, 
A = A(z) a r ú d keresz tmetsze tének területe, 
w — w(z, t) t e n g e l y i rányú e lmozdulás , 
w — w(z) t e n g e l y i rányú elmozdulási ampl i túdó , 
R a r ú d dinamikus húzás i merevsége, 
H = 1/R a r ú d dinamikus húzás i „ h a j l é k o n y s á g a " , 
OÍJ a longi tudinál is rezgő mozgást végző r ú d legkisebb s a j á t kö r f r ekvenc iá j a , 
b = b(z), f = f ( z ) segéd függvények . 

Az egyéb mennyiségeket , vá l tozókat a szöveg értelmezi. 

1. Bevezetés 

Az 1. ábra vál tozó keresztmetszetű r u d a t szemléltet. A rúd kereszt-
metszeteinek síkjai az xy síkkal párhuzamosak, a r ú d tengelye pedig a z tengely. 

A rúd végső z = l koordinátával kijelölt keresztmetszetét az időben har-
monikusan változó F = F cos cot erő terheli. 

A rúd keresztmetszetek elmozdulását leíró w = MÍ(Z, t) kétváltozós függ-
vényt a következő peremérték fe ladat ta l hozhat juk kapcsolatba ([1], [2]): 

0 < * < Z ' (1.1) 
dt2 dz { d z j 0 < t < oo , 

w(0,t) = 0 0 < t < o o , (1.2) 

dw AE 
dz 

= F cos mt, 0 < t < o o . (1.3) 
Z=I 
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Az indí tás i fe l té te lek , 
— I D™ 
ic(z, 0) és dt j,-9 

a lka lmas megvá lasz tásáva l elérhető, h o g y az (1.1), (1-2), (1.3) egyen le tek által 
ki jelöl t pe remér t ék f e l ada t megoldása 

M;(z, t) =w(z) COS COt (1-4) 

a l akú legyen. 
A terhelés со kö r f r ekvenc i á j áva l kapcso la tban egyelőre csak a z t tételez-

zük fel, hogy n e m egyezik meg az 1. á b r á n vázolt r ú d szabad rezgéséhez tar tozó 
egyet len a,- (i = 1 , 2 , . . .) s a j á t kö r f r ekvenc i áva l sem. 

Az (1.4) a l akú megoldás az F ha rmon ikus ger jesz tőerőhöz tar tozó 
„ á l l a n d ó s u l t " á l l apo tnak megfelelő mozgás t í r ja le. 

A w = iv(z) (o <[ z /) e lmozdulás i -ampl i túdóra az (1.4) a l a k ú meg-
o ldásnak az (1.1), (1.2), (1.3) egyen le tekbe való helyet tes í tésével a következő 
p e r e m é r t é k f e l ada to t v e z e t h e t j ü k le : 

— [aE— ! +çco*Âw = 0, 0 <z<l, (1.5) 
dz \ dz j 

AE 

W(0) = 0 , (1.6) 

dw 
dz 

= F. (1.7) 
z=l 

T e k i n t s ü k a 

4 * ) = - ^ (1-8) 

előírással é r te lmeze t t egyvál tozós f ü g g v é n y t . 
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Ez a függvény a 
1 I JL \ 

\A E \ + geo2 Ab = 0, 0 < z < f , (1.9) 
dz \ dz J 

b(0) = 0 , (1.10) 

A E f ) = 1 (1.11) 
dz )z=i 

kerületér ték fe ladat megoldásával ha tározható meg. Az (1.8) képle tből kiolvas-
ható , hogy 

F = - U № ( j ) , (1.12) 
b{l) V ' 

vagyis az F erő-ampli túdó és w(l) e lmozdulás-ampli túdó egymással arányos. Az 
(1.13) 

1 F 
f? = — — = — - (1.13) 

6(0 ic(l) 

előírással ér telmezett mennyiségeket о változó keresztmetszetű rúd dinamikus 
búzási merevségének nevezzük. 

A dinamikus húzási „ha j l ékonyságo t" pedig a 

Я = — (1.14) 
R V 

képlet te l ér telmezzük. 
Az (1.14) képlet alapján be lá tha tó , hogy az R mennyiség a rúd anyagá-

nak , hosszának, a lak jának és az со körf rekvenciának a függvénye , továbbá, 
hogy R pontos (szigorú) ér tékének meghatározásához az (1.9), (1.10), (1.11) 
egyenletek által kijelölt kerüle tér ték fe ladatot kell megoldanunk. Azon-
ban az (1.9) változó együt tha tó jú másodrendű közönséges differenciálegyenlet 
zár t alakú megoldását igen gyak ran nem i smer jük , emiatt n a g y jelentősége 
van olyan egyenlőtlenségi relációknak, amelyek R becslését segít ik elő. 

E t a n u l m á n y elsődleges cél ja olyan egyenlőtlenségi reláció levezetése, 
melynek alkalmazásával R számára , az (1.9), (1.10), (1.11) egyenletek ál ta l 
kijelölt peremérték feladat megoldásának ismerete nélkül is felső korlátot 
t u d u n k képezni. 

A következőkben a H — b(l) mennyiség számítására a lkalmas ú j a b b 
képle te t vezetünk le. Az (1.9) egyenlet alapján az t í rhat juk, hogy 

ь A \aE^-\ + co-Q Ab* = (АЕЬ - AE i^U + co*QAb* = 0. (1.15) 
dz [ dz J dz \ dz j ( dz ) 
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Az (1.15) egyenletből integrálással az 

l d b \ 2 

Г AE I—I dz -w2  

Jo I dz 
; Г Q Ab2 = 
Jo 

dz AEb 
db 
dz 

z=l 

2 = 0 

(1 .16) 

egyenletet kapjuk. A f e n t i egyenlet és (1.14), (1.13) képletek, va l amin t az 
(1.10), (1.11) peremfel té te lek kombinálásával l eveze the t jük a 

H f db 2 z а Г AE 
db 

dz — со 1 Jo dz Jo 
q Ab2 dz (1.17) 

képletet . 
A Rayle igh-hányados minimum t u l a j d o n s á g á n a k a felhasználásával ki-

m u t a t j u k , hogy H poz i t ív , ha 
со2 < a 2 . 

A Rayle igh-hányados minimum tu la jdonságábó l kifolyólag az 

í -
a x JO 

d g ' 2 
AEp®- dz 

I db I 
j \Aqgdz 

(1.18) 

egyenlőtlenség fennáll , bármely a 0 z l zárt in te rva l lumban folytonos, 
a 0 < z < l nyi tot t i n t e rva l lumban szakaszonként folytonosan differenciál-
ható a g(0) = 0 homogén peremfel té te l t kielégítő n e m azonosan zérus egy-
változós függvényre. Az (1.18) egyenlőtlenségi re lác ióban az egyenlőség jele 
csak akkor érvényes, h a g = g(z) a r ú d legkisebb x1 s a j á t körfrekvenciához tar-
tozó s a j á t függvényét jelöl i . 

Az (1.18) egyenlőtlenségi reláció közvetlen köve tkezménye az (1.19) 
egyenlőtlenség : 

J'aE j-^ 2 dz — co2^1 Aeg4z>0, 

hiszen 
СО2 < X2 . 

(1.19) 

Legyen g = b(z). E k k o r az 1.19) a lapján a 

f ' db \2 Г1 

H= J AE - ^ j dz-co2J AQb2dz> 0 , 

összefüggést í rha t juk , u i . 

AE 
db 
dz 

0. 

(1.20) 

(1.21) 
Z—l 
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2. Felső korlát 

Tétel: Legyen со2 < <x\. Legyen t o v á b b á / = f(z) a 0 ^ z l zárt inter-
val lumban folytonos, a 0 < z < í nyílt intervallumban pedig szakaszonként 
folytonosan differenciálható, az 

/ (0) = 0 

m о 

(2.1) 

(2.2) 

feltételeket kielégítő egyváltozós függvény. Ebben az esetben azt állítjuk, 
hogy fennáll az 

R< 

egyenlőtlenségi reláció. 
Bizonyítás: Mivel 

j'A E J -^- j 2 dz - со2 j ' qAP dz 

um 

(' AE (dg 2 f dz - Cü2 

Jo dz Jo 
gAg2 dz > 0 , 

a Schwarz-féle egyenlőtlenség alapján azt í rhat juk, hogy 

db 2 

( 2 . 3 ) 

( 2 - 4 ) 

JÏ AE 

AE 

dz 

d P 2 

d z - o > 2 gAb2dz\. 

> J : 
dz 

db 

dz dz 

dz — со2 

AE^V-dz-co* 

i 

J o 

J ' Q Abfd. 

dz > 

( 2 . 5 ) 

А (2.5) alatti Schwarz-féle egyenlőtlenség jobb oldalán szereplő integrált az 
alábbi módon á ta lak í t juk : 

{J: 
Az 4fAE db 

dz 

R = 

db dl dz — со2 

dz dz 

С1 Г d 
AE 

db 
AE 

JoL líz dz 

1 

'[a Abfd: 

i^fdj1=um 

ÍAE[£ÍdZ-<AebÍ 

(2 .6) 

(2.7) 
dz 

képlet , a (2.6) és a (2.5) kombinálásával közvetlenül a bizonyítandó (2.3) 
egyenlőtlenségi relációt nyerjük. 
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3. Megjegyzések a d inamikus húzási merevséggel kapcsolatban 

3.1.Rögzítve a r ú d anyagá t , a l ak j á t , hosszát, a merevség csak a terhelés 
со kö r f rekvenc iá jának függvénye lesz, vagyis 

R = R(co2) . (3.1) 

Az R = R(co2) függvény az alábbi t é te lben rögzítet t monotoni tás i tu la jdonságú . 
Tétel: Legyen 

col < <4 < 4 • (3.2) 

E b b e n az esetben az t á l l í t juk, hogy fennáll az 

R(col) > R{col) (3.3) 
egyenlőtlenségi reláció. 

Bizonyítás: Je lö l je az (1.9), (1.10), (1.11) egyenletek által ki jelölt kerület-
é r ték fe ladat megoldását 

6, = bj(z), ha ft) = со, . 

A (2.3) egyenlőtlenségi reláció a lapján azt í r h a t j u k , hogy 

rl dh \2 r l 

J AE dz — co|J Aobfdz R(coi) (3.4) 
[MOI2 

A (3.4) egyenlőtlenségi reláció j o b b oldalán szereplő kifejezést á t a l ak í t j uk : 

r' 1 dh )2 Г1 Г1 db 12 Cl 

J AE y - dz - t o l j qAbldz J AE - y i j dz-colJ QAb\dx 

[MOI2 [MOI 
Sie Abi dz 

[MO 

A (3.5) egyenletből kiolvasható, hogy 

J ' A E j ^ j2 dz = ft)2|' QAb\dz 

[MO] 12 

j'A E [ f j d z - colj' eAb\dz 

<L [bl(i)Y = Щ о > 1 ) ' И < w i ) ( 3 - 6 ) 
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A (3.4) és a (3.6) egyenlőtlenségek kombinálásával a bizonyítandó (3.3) egyen-
lőtlenségi relációt nyerjük. 

3.2. Az co'z = 0 helyettesítéssel a statikus S húzási merevségre j u t u n k : 

S = R(0). (3.7) 

Legyen со2 < a 4 . Ebben az esetben az előbbiekben bizonyított (3.3) egyen-
lőtlenségi reláció alapján azt í rha t juk , hogy 

R(m2) < S . (3.8) 

4. Néhány példa felső korlát képzésére 

4.1. Az (1.9), (1.10), (1.11) peremérték feladat megoldása az CD2 = 0 
esetben a 

6 ( e ) = f ^ (4.1) 

függvény. 
Elemi számítással az adódik, hogy 

S = = w ^ • (4-2) b(l) 
í ; 0 Л(С)Е(0 

A (3.8) egyenlőtlenségi reláció és a (4.2) képlet kombinálásával azt í r ha t j uk , 
hogy 

Щ"2) ^ ^ , ( " 2 < * 2 ) , (4.3) 

J : AC)E(C) 

4.2. Igen egyszerű szerkezetű felső kor lá to t kapunk az R mennyiség 
számára a (2.3) egyenlőtlenségi relációból a 

/(*) = г (4.4) 

alakú függvénnyel számolva: 

Щ<»2) <. - у ( J ' AE dz - co2J ' Q Az2 dz j . (4.5) 
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An Upper Bound for t he Dynamic Tensile Stiffness of a Bar of Variable Cross Sect ion. — 
A bar of l inear ly elast ic a n d of isotropic m a t e r i a l wi th a var iable cross section is t r e a t e d . The 
ver i f ica t ion of t he inequa l i ty relat ion represen t ing t h e dynamic tensi le stiffness of a b a r having 
a var iab le cross section a n d being of inhomogeneous mater ia l t akes def in i te ly place w i t h t h e aid 
of the Schwar tz - inequa l i ty a n d b y making use of t h e m i n i m u m p rop r i e ty of the R a y l e i g h ratio. 

E ine obere Grenze f ü r die dynamische Dehns te i fe eines Stabes von veränder l ichem Quer-
schni t t . — Die A b h a n d l u n g bezieht sich auf e inen l inearelast ischen S t ab von i so t rop ischem 
Material u n d veränder l i chem Querschni t t . Die auf die Dehns te i fé des Stabes v o n ve ränder -
l ichem Querschn i t t u n d i nhomogenem Mater ia l wi rd auf eine entscheidende Weise d u r c h die 
B e n u t z u n g der Schwar tzschen Ungleichhei t u n d der Min imumeigenschaf t der Ray le ighschen 
Quot ien t nachgewiesen. 
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