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Jelen tanulméanyban annak feltételezésével, hogy a testek kozotti sarlédas elha-
nyagolhaté, az alakvaltozdsok pedig kicsinyek, keressiik a testek kozott kialakuld
érintkezési nyomdst, az érintkezési tartomdnyt, tovabba a merevtestszerii elmozdu-
lassal rendelkezd test eltoléddsdnak mértékét a terheld erd fiiggvényében. A vizsgdlt
rugalmas rendszerek alkoté elemei — dltaldnositott sikfesziiltségi dllapot feltételezése-
kor — kor, korgytird alakd, koralakd furattal gyengitett végtelen kiterjedésii tabla
(sik), vagy — sikalakvaltozdskor — a fenti geometridk altal meghatarozott kereszt-
metszetii hengeres test, illetve koralaka furattal gyengitett rugalmas tér. A dolgozat
a kvadratikus programozisi feladat feldllitdsdndl jelentkezd hatdsfiiggvények felépi-
tésére a sikrugalmassigtanban haszndlatos Airy-féle fesziiltségfiiggvényt felhasznalva
médszert javasol, kitérve a szdmitdsoknaél fellép problémadkra is. Végezetiil az elvég-
zett szamitdsok az érintkezési feladatok megolddsanak fent vazolt atjit illusztriljak.

Bevezetés

A gépészmérnoki gyakorlatban szdmos esetben talidlkozunk olyan rugal-
masnak tekinthetd szerkezetekkel, amelyeknek alkoté elemei egymassal érint-
keznek. Jelen dolgozat olyan érintkezési feladatokkal foglalkozik, melyeknél
sikbeli viszonyok tételezhetk fel. Konkrétan vizsgalat targya a kor és korgyiril
keresztmetszeti hengeres test érintkezése, valamint ezen testek és a furattal
gyengitett végtelen tér érintkezése. Az érintkezd testek vagy sikalakvaltozasi
(SA), vagy altalanositott sikfesziiltségi (ASF) allapotban vannak. A vizsgalat
soran feltételezziik, hogy a testek kozotti sirlédas elhanyagolhaté, az alakvil-
tozasok és elmozdulasok kicsinyek.

Jelen tanulmanyban keressitk a testek kozott kialakulé p érintkezési
nyomast, az £, érintkezési tartomanyt, tovabba a merevtestszeri elmozdu-
lassal is rendelkezd test 6 = 6(F) eltolédas-terhelés fiiggvény kapcsolatit.

Mint ismeretes, ha az érintkezési tartominy a testek méretéhez képest
nem hanyagolhaté el, akkor Hertz elmélete mar nem alkalmazhaté.

Az ilyen jellegii érintkezési feladatot elGszor STAERMAN I. Ja. oldotta
meg [1]. A [2] alatti tanulmény a gyf@rdalaky test és koralaki tarcsa, illetve
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148 PACZELT I.—NANDORI F.—ECSEDI L

furattal gyengitett sik érintkezési feladatat azzal a feltételezéssel oldja meg,
hogy gyfiriinél a radialis' iranyi elmozdulés két részbdl tevédik 6ssze, egyrésat
a STAERMAN altal a teli tablara levezetett ,,helyi” deforméciébél, masrészt a
gylirinek — mint gérbevonali tarténak — hajlitasi deformaciéjabol.

Jelen dolgozatban az elmozdulasokat sikrugalmassagtani megoldasokbél
nyerjiik, ami a kitiizott érintkezési feladat pontosabb megoldasat szolgaltatja.

Hengeres héj és rugalmas tér egyiittdolgozasinak kérdéseivel a [3]-as
tanulméany foglalkozik.

. 1. Erintkezési feladattal kapcsolatos matematikai programozasi feladat
megfogalmazasa

Annak feltételezésével, hogy az R, és az R, sugarak (1. abra) alig kiilon-
boznek egymastél, az érintkezési feladat a kovetkez§képpen fogalmazhaté
meg [1]:

Erintkezés 1ép fel mindazon pontokban,! ahol

y=u® - u® _cosq + (Ry— R)(1—cosg) =0, p>0 (1)
és rés van a testek kozott, ha

Itt u® = u® (R, ¢), u'® = u® (R,, ¢) — radidlis irdnyd elmozdulasok,
6 — az I-es jeli test merevtestszerii eltolédasa a ¢ = 0 sugar iranyéban,
(R, — R,) - (1-cos p) — a kezdeti hézag értéke.

A feladat megoldasa céljabél fejezziik ki az elmozdulasokat a p = p(p)
érintkezési nyomason keresztiil. A H®(g, y) és a H®(g, y) Green-fiiggvények
bevezetésével (n(l)(zp), -——n(”(zp) normalis iranyd egységnyi terheléshez tartozé
radilis irdnyd elmozdulas az R,, illetve R, sugari koér ¢ helyén) a radialis
iranyd elmozdulas

u® (Ry, @) = [0y H® (9, %) p(v) Rydy, b=1, 2, 3)

ahol 2 — a széba johetd érintkezési tartomany.

! Az érintkezéselvalds (rés) feltételét a testek perempontokbeli elmozduldsainak nor-
mélis irdnyt vetiileteivel fejezziik ki, azaz csak a radidlis irdnya elmozduldsokat vessziik figye-
lembe. Az R, és R, sugarak kicsiny kiilonbségébsl adédéan nem tesziink kiilonbséget a ¢(V,
o2 szogek kozott; ezeket p-vel jeloljiik.
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SIKRUGALMASSAGTANI ERINTKEZESI FELADATOK 149

1. @bra. Normil érintkezési feladat megfogalmazdasa

A (3) figyelembevételével az érintkezést—elvalast kifejezd integralegyen-
let-egyenlétlenség az alabbi?
y = fo (H® (@ ¥) + H? (9, y)) p(y) Rydy — dcos g +

=0, P(‘p) =0, q’E'QO’ (4'3’ b)
W s v G
(R, — Ry) (1 —cos ¢) i Wl

ahol Q,, 2, a rés-, illetve az érintkezési tartomanyokat jeloli, 0= Q, + Q.
A (4a, b)-bél kovetden

py=0, ¢€Q, (5)

azaz az érintkezési nyomasnak az y relativ elmozdulason végzett munkaja
az  tartomany minden pontjaban zérus. A feladat megoldasa soran az I-es
jeld testre felirt

F = (op(g)cos VR dp — F =0 (6)

egyensilyi egyenletet is ki kell elégiteni, ahol F — az I-es testre haté kiilsé
erdrendszer ¢ = 0 sugar iranyi ereddje; V' — a vizsgilt test (tabla) vastagsaga.
Mivel az (5) értelmében _
{@py Ridp=0, p>0,y>0, (7)
Az R, a b= 1,2 sugarak kozeli azonossdga miatt

Rydy < R.dy.
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150 PACZELT I.—NANDORI F.—ECSEDI I.

tovabba (4) alapjan y a p linearis fiiggvénye, igy (6), (7) alapjan a kévetkezs
kvadratikus programozisi feladat fogalmazhaté meg:

min{j'(a)p-y-Rldq:IPZO, y >0, F‘:O}. (8)

Kozelitd megoldast valasztva, a (8) helyett véges dimenzidjd kvadratikus
programozasi feladatot fogalmazunk meg. E célbél az  tartomanyt felosztjuk
2k db R,Ap hosszisigi altartomanyra, s altartoméinyonként az érintkezési
nyomist 4llandé intenzitisd megoszlé nyomassal helyettesitjiik (véges elemek
médszer terminolégiat hasznalva, constans elemeket vilasztunk az érintkezési
nyomas approximalasira [4]).

Ennek értelmében az érintkezési nyomast

ple) = P7 () p = [P_i(9)> P_ya(®)s--.» Pi(9), R(9), -- .. F@)]p (9)

alakban kézelitjiik, ahol PT(p) — approximaciés matrix (sorvektor), P(p) —
koordinata fiiggvények, p* = [p—y» .. s P=1s Py - - -» Pi] — érintkezési nyoma-
sok vektora,

Jelen esetben a ¢ = 0 egyenesre vonatkozé szimmetridbél adédéan

i > 0 esetében
P(p) =0, ha 0<gq<2p(i—1),
P{p)=1, ha 28(i —1) < ¢ <28i, (10a)
P(p) =0, ha 2fi<op<k-28=0,

mig i < 0-nal

P(p) =0, ha 28(G + 1) <o <0,

P(g)=1, ha 28i<g<2B(i+ 1), (10b)
k>0,

ahol @ — az érintkezés tekintetében széba johetd Q vizsgalt tartomany szélsé
hatarahoz tartozé szog értéke, 28 = Agp (2. abra).
Ekkor a (7) helyett

min fg,p-y- Ry dp ~ BT fo P(9) [fia (HO(p:¥) +
+ H®(p, v)) PT(y) Ry dy p — dcos g +
+ (Ry — R)) (1 - cos ¢)] R, dp =
=57 [(H® + H®)p — 6 + & R,26=pTj R,26 =0

(11)
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A28

A

i<0 i>0

y9=0

2. dbra. Altartoményok kijelolése, a P_.(p), P,(®) koordinatafiiggvény

irhatd, ahol

1
ap = .28 e/ | Plp)| HY(g,y)P(y) Ridydgpe; =
1 ((2)] Q)

1
eeutth. P Hg, p) P(y) R, dy|dg =
26 )0 (9) U(m (9 v) Py) w] P

1
=—| Ple)u (p)dp~ uP(e)) . (12)
26 )@
i>0 280 — 1) <o <26
1< 0 2pi < 9 <23 + 1)
a H® hatésfiiggvény matrix ij eleme. ug-b)((p) — a j-k szakasz felett haté egy-
ségnyi intenzitasi radiilis terhelésbdl szirmazé radiilis irinyd elmozdulast
jelenti, ¢; —olyan vektort, melynek i-ik eleme egységnyi, a tobbi zérus. A sza-
mitégépre torténd programozas egyszeriisitése céljabol célszeriia ¢, szogek érté-
két a valasztott i-ik altartomany kozépsd pontja altal kijelolni, vagyis
@; = sign(i) B + (i — sign (i)) 26
i=—k, —k+1,...,—1,1,..., k.

ha
} b Jommorr it e

A g, h vektor i-ik eleme az integralszamitas kozépértéktétele értelmében

1
g = P(¢) cos ¢ R, dp ~ cos ¢, 13)
8 28R, ) o) ( 1 (
~ ]
P = P{(p)(R, — Ry) (1 —cos ¢) Ry dp = (R, — R,)(1 — cos ¢;) (14)
26 Ry J (o

t=—k, —k+1,..., —1, 1, ... k.
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152 v -. PACZELT 1.-NANDORI F.—ECSEDI L
A (6) egyensiilyi egyenlet a (9), (10), (13) felhasznalasaval

(j(n)pT(q;) cosp VR, dp)p — F = 2R, VBg'p — F =0, (15)
illetve
gTp—q=0 “ (16)

alakban irhaté, ahol ¢ = F/(28R,V).

A terhelés és a szerkezet ¢ = 0 tengelyre vonatkoztatott szimmetridjat
érdemes kihasznilni a szimitisok elvégzésekor. Elegendd az érintkezésfelvilas
feltételének teljesedését i =1, ..., k jeli altartoményokban ellendrizni.
Ebbél adédéan az érintkezési nyomast 0 << ¢ < 28k tartoményban kozelitjik.

A hatasfiiggvény matrixokat, illetve az egyensiilyi egyenletet szimmetria
feltétel esetében gy kell felépiteni, hogy a —2kf < ¢ < 0 tartomidnyon meg-
0sz16 nyomas hatdsat is figyelembe vegyiik a 0 < ¢ < k28 tartomany felett.
Igy egyrészt a hatasfiiggvény matrix elemei

H = up () + u%p) (1)
i j=1,2,...kb=1,2

osszefiiggéssel szamithaték, misrészt a (16) egyensiilyi egyenlet helyett a

g'p—q=0 (18)
egyenletet kapjuk, ahol ¢ = F/48R,V, p" = [py, P2» - - -» Px] — k db altarto-
many felett kialakulé érintkezési nyomas vektora, gT = [cos ¢, cos ¢, ...,
cos @], tovibba a h vektor (kX 1) tipusi elemei a (14) dsszefiiggéssel © = 1,
« « +» k értékeknél nyernek meghatarozast.

A fentiek figyelembevételével a kovetkezd programozisi feladat fogal-
mazhaté meg: ‘

min{p7y|p20,yEHp—6g+h20,ng—q=0}, 19)

vagy mas formiban a megoldandé algebrai egyenlet/egyenlétlenség

[;;i:] m—[;,ﬂ"g_]:“’ (20)

—A x —b z
6>0,p>0,y>0,pTy=0.

A 0 pozitiv értékiisége az érintkezési feladat felallitasabél kovetkezik, ugyanis
a merevtestszerid mozgist végzd test a kialakulé alakvaltozasok hatasara a
¢ = 0 tengely irdnyaba fog elmozdulni.
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Mivel a —A matrix pozitiv szemidefinit [5], igy a feladat megoldasara
alkalmazni lehet a Dantzig-féle algoritmust [6], Frank—Wolfe médszerét [7],
vagy annak modifikalt valtozatat [8]. :

Tehat a (20) alapjan megfogalmazhaté kvadratikus programiozasi fel-
adat?

min {x"z|x >0, z=b — Ax > 0}. (21

Bizonyithaté, hogy (20) alatti egyenletek, egyenlétlenségek az S(Q)thld(p
integrallal médositott kiegészité munkara vonatkozé extremalis elvbél is
leszarmaztathaték [4].

2. A hatasfiiggvény matrix eldallitisanak kérdései

Az érintkezési feladatokat az 1. tablazatban vazolt szerkezetekre fogjuk
megoldani. Az ITIT = 0 jelzés arra utal, hogy az 1-es testre miikodé terhelés
a test kiilsé peremén, mig ITIT = 1-nél a belsé peremén hat. Az ITI = 0,
—1, 1 jel az 1-es és 2-es jelii testek eltérd geometriai felépitésére utal.

A kor-, korgytird keresztmetszetii testeknél feltételezziik, hogy a kiilsé
terhelés — az egyensiilyi feltételek kielégitése mellett — az érintkezési feladat

1. tablazat

ITl = -1

ITIT=0

ITIT=1

3 Altaldnos esetben, amikor a merevtestszerfi elmozdulds eltolédésbél és elforduldsbél
tevodik ossze, az érintkezési feladat Ggyszintén a (21)-el formailag megegyez8 kvadratikus
programozasi feladathoz vezethetd [4].
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154 PACZELT I.—NANDORI F.—ECSEDI I.

3. dbra. Kor- és korgyfirti keresztmetszet{i hengeres testek terhelése a hatdsfiiggvény madtrix
felépitéséhez

megoldasaval tisztazott O, érintkezési tartomény altal meghatérozott ivszaka-
szon oszlik meg. E miatt elégséges lesz az elmozdulédsokat a 3. dbran vazolt ter-
heléseknél meghatarozni, s a (17) alatti hatdsmatrix egyiitthatéit egyszeri
koordinatatranszformaciéval képezni.

A 3a. abran vazolt testnél a merevtestszerii eltolédas alatt O, pontjanak,
mig 3b, ¢ abrakhoz tartozé testeknél az O, ponton atmend vizszintes sik és a
kiilsé kor (4,, 4,) metszéspontjainak fiiggbleges iranyi elmozdulasat fogjuk
érteni. Amennyiben a 3c. 4brdn vézolt test merevtestszerii elmozdulast nem
végez, igy a ¢ = 0 sugarnak a kiilsd korrel kapott metszéspontjat tekintjiik
allandénak (B pont).

A 3. abran vazolt terhelésekhez tartozé elmozdulasokat fesziiltségfiigg-
vény meghatéirozasan keresztiil fogjuk elgallitani. Az r, ¢, z polariskoordinata-
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rendszerben értelmezett fesziiltségek az U = Ul(r, ) fesziiltségfiiggvénybél a

2
Loy L #U U

T Tar T e T T e
oo ¥ (22a-c)
3 (1 aU
Ty = —— [———
or\r 3¢]

osszefiiggéssel szamithaték. Ertelmezésiiket a 3¢ abra besraffozott részén tiin-
tetjiik fel. Sik alakvéltozis (SA) esetében az A alakviltozisi tenzor koordina-
tait az

1
g, =— (0, = v (o, 4 a,)),
1 (23a—c)
&, = —2—6(% —v(a, + 0,)).
Vre = rnp/G
egyenletekbdl képezziik, ahol G — a csisztaté rugalmassagi tén)'rez6, v —a

Poisson-féle szam.

A 3b, ¢ abrikon viazolt testek elmozduldsmezejét a kovetkezGképpen
hatarozhatjuk meg: -
- Mint ismeretes, az elmozdulasvektor névekménye [9]

dii = A.-dr 4 oxdr, (24)
illetve
‘ dd =yxXA-dr, (25)
ahol
- 1 . - - -
0w =-—VXu, u=ueg+ve,.

Figyelembe véve, hogy az alakvéltozisnak a ¢ = 0 tengelyre vonatkozé
szimmetriaja miatt
o(ir, p=0)=0

. b,
o(r, (p:O):OlaSrs

igy az r = R, 0 < # < ¢ egyenletil peremgorbe mentén valé integralissal azt
kapjuk, hogy

w(p) =J:=o[

& = w((p) k s
ahol

0¢,
; —&) — ds, 26
o + (5 — &) . (26)

i%}
2 9d¢
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illetve a (24) alapjin a radiilis iranyi elmozdulas R IR

J =0

4

u (R, ¢) = u(R,0) cosp Rcos (prb [(m(ﬁ) — %y,q,l cos ¥ +

+ £,(#)sin 0] d¥ + Rsin (pJqJ Hw () — —;— y,‘pJ sin & —
9—0

r=R

— £,(9) cos 0]

d = u (R, 0) cosp + u(R, ¢), +(27)
r=R S

a tangencialis iranyd elmozdulas pedig

v=v(R,¢)= — u(R,0)sing — Rcos ¢J¢ Hw(ﬂ)— %yw sin® —
801
— &, (%) cos -19] , dé — Rsin(p[j—o[ w(9)— %er cos?d +
(28)
+ &, (9) sinﬁ} d9 = — u(R,0)sinp + ¥(R, ¢).
r=R

Olyankor, amikor a 3c. abran véazolt test merevtestszeri mozgast vége'zl,
u(R,0) = v (R, n/2). R=b, (29)

mivel az R = b, ¢ = 7f2 pont fiiggbleges elmozdulasa zérus.

Rogzitett esetben
u(b, 0) = v(b, 0) =0, (30a)

tovabba az r = a sugari koron levé elmozdulasok szamitidsakor a ¢ = 0,
a < r < b szakasz osszenyomédasa jelenti az u(a, 0) értéket. Igy

u(a,0) = {Ze(r,0)dr. (30b)

Kéralaki testnél (3a. abra) a radialis irdnyd elmozdulds egyszeriibb
dton is meghatarozhaté. Ugyanis ilyenkor a test peremének radiélis elmozdula-
sat az 0, kozépponthoz képest az ¢, = £,(0, ) radialis iranyi fajlagos nyiilas
@ sugérmenti integrildsabél képezhetjiik:

u(p) =R, {5 & (e, p)do. (31)

ahol p=1r/R, 0 < p < 1.

Amennyiben a fenti &sszefiiggésekben »-t v/(1 + »)-re médositjuk, vgy
az altalanositott sikfesziiltségi allapot (ASF) feltételezése melletti eredménye-
ket nyerjiik.
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2.1 A korkeresstmetszetii hengeres testen fellépi radidlis irdnyd elmozduldsok
meghatdrozdsa, a hatdsfiiggvény mdtrix felépitése

A 3a. abran vizolt, a ¢ = 0 és ¢ = 1 kornyezetében az R;28 iv mentén
megoszlé terhelést Fourier sorba fejtve azt kapjuk, hogy

P= I"o + 2 i’n cos ne , (323)
n=24,6,...
ahol
. 2 . 4 sinn
po="2, p=2 R0 (23b-0)
7 T n

Konnyen meggy6zddhetiink arrél, hogy a (32) figyelembevételével

valasztott

U=cyr® 4 2 (e, 1" - d,r"*?) cos ng (33)

fesziltségfiiggvényhél a (22a—c) szerint szdrmaztatott fesziiltségek kielégitik
az r = R, peremen levs feltételeket

" UNmm? — <o <pa—f<p<atp
T,, =0 0<p<2n, (34D)
ha a (33) alatti sorbafejtés allandéi
_ co=£, cnz_i ~s>l—n~nﬂi~R1"+2,
o i m n(n—1) (35a-c)
2 sinnf n
dy= 2 SO0 g
n n(n+41) n=2,4,6, ...
értékiiek.
A kapott illandékat felhasznilva, egyrészt a fesziiltségekre a
0, = E[Ig+ > sinnf 0"(2 — n + ng2) cos mp] ,
n n=2,4,... N (36a—c)
0, = 2 [ﬂ + sinnf 0"(2 4+ n —np—2)cos n¢] s
= n=24,-. I
2 o g n —2) o
Tg== > sinnfe"(l—¢?*)sinng;
T n=2,4,... :

(e =r1/Ry)

Miiszaki Tudomdny 62 (1982)



158 PACZELT I.—NANDORI F.—ECSEDI I.

9=0

4. dbra. Terhelések megoszldsa korkeresztmetszet{i hengeres testnél a hatasfiiggvény maitrix
H f]') elemének elGillitdsdhoz

masrészt (23a), (31) alapjan a radialis iranyti elmozdulasra az

i) = 2R, [ﬁ’i—v]+ ~> sinnf 2n —1—2v(n— 1)

G 2 i 2ug i n®—1

cos ntp] (37)

osszefiiggés vezethetd le.

Az u értékeket a test peremén ¢ = 0, 28, 48, . « ., 2kf helyeken meghaté-
rozva, és az érintkezési feladatnal jelentkez§ szimmetria tulajdonsigokat
figyelembe véve, (17) alapjan a hatasfiiggvény matrixanak elemei az alabbi
osszefliggés segitségével szamolhatok (lasd 4. abra):

HY =u(R,,¢; — ¢;) —u (R, ¢; + 9)) (38)
B o B )

2.2 A kiilsé peremén véges szakaszokon terhelt kirgyiirii hatdsfiiggvény mdtriza
A 3b. abran viazolt z tengelyi hengeres test r = b sugari korén az alabbi

egyenstilyi erdrendszer hat:

a=l°’ v awiogs daenin bl iandy
T [Nmw?), —-B<e<B  a-p<o<a+B,

T,y =0, 0<op<2n. (39¢)
Az r = a sugaru palast terheletlen, igy
0, =0, 0, 0<op<2xn. (40a-b)

A feladat fesziiltségfiiggvénye:
U=U(@,9)=cInr+dyr?*+
g8 B (e P darttr L oy dl r™) cos ng. (41)

n=2,4
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A ¢ = 0, p = n kiornyezetében megoszlé allandé intenzitasd terhelés Fourier-
sora megegyezik a (32) alattival.

A fesziiltségekre a (22a—c) alapjan az alabbi osszefiiggések vezethetdk le.

°= g9, |= FO(r) Co -+ 2 An(‘P) Fn(r) L (428)
o n=24,...
]
L
ahol
Fo(r)=[ r22], A(g)=] cosnp (42b—c)
(3x2) _r29 <3x3 cos ng
0 0 sin ng
c(’{ = [CO d()] ° cz; = [cn dn CI’I d;‘l] (42e—f)
F(r)=] (n—n)r—? (n+2—n?r"
(3Xx4)

(n+n2)r "2 (n2—3n+2)r

—(n+n%)r—"*2 (2 —n — n*r"
(n—n®)r"—% (n*+3n - 2)rm

[_

(n®—n)r'—% (n*+4 n)e" —(n+ n®)r 2 (n — p%)r"
illetve tomorebb felirassal (42g)
(42g)
F.(r)=[ F®, FO, (42h)
3x4) (1Xx2) (lxz)
F@, FO,
(1X2) (lx2)
F®, F®,
ax2) (x2)

Acgc,(n=2,4,...)ismeretlen allandék meghatarozisara a (39a—c),
(40a—Db) peremfeltételek, tovabba a (32) alatti sorbafejtés segitségével az alabbi
algebrai linearis egyenletrendszereket nyerjik:

a? 2]fce]=[0

o 0] 7] o] = oo =0 (83
FO,0) FO.0) |e=[ = L% ope,=fp) @9
FO,(5) F(b) 0
F.(a) FO(a) 0
Fii,(a) F&(a) | 0

Felhasznélva a (42), (23a—c) kifejezéseket, tovabba a (43), (44) egyenlet-
rendszerek megoldasat, az r = R = b sugari koron fellépé radidlis és tangen-
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cialis iranyi elmozduldsokra a (27) —(28) alattiak figyelembevételével az alabbi
osszefiiggések vezethetdk le: .

b, ) = u(b ) oosp + = S (1 = cos) +

b S, —nL
4 n n . s ne) —
5C n=224‘ B (cos ¢ — cos ng) |
=u (b, 0)cosp + u(b, ¢); : , (45)
. b . ‘ nS,— L =S,
v (b, (p):—zf[s sin g + ,,=%:,... ————————nz_ . sin ntp+ 3 smq)” (46)

ahol

S =¢pb 4 dy (2 — ),
S,=c¢,(nP—n)b"2+d(n41)(n+2—4)b" 4
+ (P4 n)b 2 +d(n —1)(n — 2 4 )b,
L,=c,(n?—n)b"2+d(n+1)(n+4—4)b" —
—cp(nP+n) b2 4 d(n—1)(4—n—4)b~". (47a—c)

Amennyiben u(b, 0) = v(b, n/2), dgy a (45), (46) képletek a 3b. dbran vazolt
terhelés okozta elmozdulisokat jelentik.
Ezekutan ratérhetiink az érintkezési feladat megoldasahoz sziikséges
(17) alatt definialt H® hatasfiiggvény mitrix tagjainak meghatérozasara.
Mivel a gy{ir{i kézéppontjan atmend vizszintes sik és a gy{ird kiilsé perem
metszéspontjanak (R = b, p = 4-72) fiiggbleges elmozdulasat tekintjiik zérus-
nak, igy a 4. abran vézolt terhelés alapjan a hatasfiiggvény matrix elemei

H{p = i(b, ¢; — ;) +ilb, ¢; + ;) +
+ [#(b, /2 — @) + (b, /2 + @))] cos @; (48)
L, j=L12, ..k,
hiszen a ¢, sz6g kis kornyezetében (2bf ivszakaszon) miik6d§ terhelésektdl
nem 90°-ra helyezkedik el az a pont, amelynek fiiggdleges elmozdulasit zérus-

nak tekintjiik, hanem z/2 F ¢, szogre. Megjegyezziik, hogy az alakvaltozas
szimmetridjabél kovetkezden

&b, /2 — @) = 9(b, 7|2 + @)). (49)
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2.3 A bels és kiilsc peremén véges szakaszon terhelt korgyiirii hatdsfiiggvény
mdtrixa

A 3c. abran vazolt testet az alibbi egyensiilyi erérendszer terheli:
az r = a sugaru koron

- b
o= ~;‘[N/mm’], —B<p<LB
T,=0 0< < 2n; (50¢)
mig az r = b sugari koérén
o,={ 0 P<p<222—§ (51a-b)
—1[Nmm?] -
T,y =0 0< g <28, (51c)

A —radialis irdnyd p(r) nyomas — terheléseket Fourier-sorba fejtve, azt
kapjuk, hogy

p(a)=po+ 3 Pmcosmp=o,(a), (52a)
m=1

p)= po'{‘ 2 i’m cos mp = g, (b) , (52b)
m=1

ahol az egyiitthaték rendre

. b .
po=—£——, po=—~ﬁ-, (53a-b)
JTa T
po=—2 2 SmmE (53c)
a U m
. 2 sinm
b= — 2 _Sinmp (53d)
. 4 m

Kiindulva az elmozduldsmez§ egyértékiiségét biztosité

U=U@,p)=c¢, lnr+d0r2+£%r¢sin¢+

v..—
+(egr+dyr*+eirt+dirlnr)cosp + (54)
+ 2 (en™+ dp ™2 4 cpr™ 4 b, ™) cos me

m=23, ...
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fesziiltségfiiggvénybdl, a (22a—) felhasznaldsiaval a fesziiltségekbdl a (42a)
szerint osszeallitott 6 feszilltségvektorra az alabbi kifejezést nyerjiik:

—F) e+ A@FM) e+ S An@)Fnlr)en (55)

ahol Fy, A (¢), Fiu(r), g, ¢, a (42b—pg) alatt definidlt matrixok és vektorok
(m - n),

el =[d, ¢; d1], (56)
Fr)=12r - 2r3 1+v r1 FQ(r) |. (57)
(3%3) l—v R
6r 2r3 F&(r)
2r —2r3 F@(r) .

Az (50a—c), (51a——c) peremfeltételekbél egyrészt az (52a—Db), (53a—d)
alatti sorbafejtések, masrészt az (55)—(57) alatti fesziiltségek felhasznalasaval
az ismeretlen egyiitthaték meghatarozasara az alabbi egyenletek vezethetSk le:

a? 2 || =]|— L
a

£ 215 By =1,(8) (58)
B

b2 2 || 4, —

FP(®)] er = £(8) = Bye; = £(6) (59)
F(b)
Fi(a)
F(a) |

(4X3)

F(—il—?m(b) F(—l),m(b) Cn = m(ﬁ) = Bmcm = m(ﬂ) ] (60)
F®.(6) FO,(b)
FQ (a) F,(a)
FQ, (a) FO,(a)

ahol
ij B) = [— —2. sinjf,0, — —b— —2_ sinjf, 0] .
7ij a 7

Az (59) egyenletrendszerb§l ¢, egyértelmiien meghatarozhaté, mivel a
homogén egyenletrendszernek nincs trividlistél kiilonb6z§ megoldisa, s a
jobb oldallal bvitett egyiitthaté matrix rangja harom.
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A radiilis és tangenciilis irinyi elmozduldsok meghatarozasara szolgalé
(27), (28) Gsszefiiggésekben szerepld integralok kiszamitasahoz — felhasznalva
az (55)—(57),a(42b—g), illetve a (23a—c) kifejezéseket, tovabba az (58)—(60)
algebrai egyenletrendszerek megoldasait — a kévetkezd kifejezésekhez jutunk:

u(R,(p):u(R,O) cos @ + :;GS(I—cosq))—f—%(Sl—Ll)(psin(p.{_

R S, —mL
4 —_____ M (cosp — cos mep) = 61
v m=22,3,... 1 (cos ¢ ®) (61)

= u(R, 0) cos @ + d(Ra ‘P) 2

é:é(R,¢)=2—I({;Ssin<p+

R
—+- m [(Sl — L)) pcosp + (L; + Sy)sin ‘P] + (62)

R ‘'mS,,— L, . mL,—S, .
———sinme + ——————sme|,
26 p-z3,...| m*—1 m?—1
ahol
Li=d, (10 —8)R—¢j 2R3 —d R,
1—3»

1—v»

5,=d, (6 — 8) R+ c,2R3 —dj R,

mig S, S;,, Ly, a (47a—=c) képletekben b-nek R-re, illetve n-nek m-re torténd
cseréjével szamithaté ki.

A hatasfiiggvény felépitése szempontjabél két esetet fogunk megkiilon-
béztetni:

1. A vizsgilt test 4, és A4, pontjainak fiiggdleges iranyi elmozdulisa
zérus (R = b, p = 4 x/2).

2. A test kiilsd korének ¢ = 0 egyenessel torténé metszéspontjaban az
elmozdulas zérus (R = b, ¢ = 0).

Az els6 esethen az érintkezési feladat vonatkozasaban a merevtestszeril
elmozduléssal rendelkezé 1 jelii testrl van sz6, mig az utébbi esetben a merev-
testszerii mozgast nem végzd 2-es jelii testrdl.

Az els6 esetben a hatasfiiggvény matrixot a fenti megtamasztiasoknak
megfelelen az R = a kiils§ koron, mig a masodik esetben az R = a bels§ koron
kell kiszamitani.

Tehat az I-jelli testnél, ha az elmozdulasokat az R = b sugari kéron
szamitjuk (u(b, ¢), (b, p) a (61) és (62) szerint), akkor a hatasfiiggvény matrix
elemei a (48) szerint allithaték eld.

11%* Miiszaki Tudomdny 62 (1982)



164 PACZELT I.NANDORI F.—ECSEDI 1.

Ha a test a 2-es jeld, akkor a szamitas valamelyest bonyolultabba valik,
abbél adédéan, hogy az (R = b, ¢ = 0) pont a rigzitett és a sz6ban forgé matri-
xot a bels6 koron kell elgallitani.

Az R = a sugari koron lev§ elmozdulas szamitasakor jelentse u(a, 0) —
a (30b) alatti falvastagsig-valtozast.

A (23a—-D), (55)—(60) osszefiiggések felhasznalasaval u(b, 0) = 0 mellett

u(a, 0) ___J"er(,, 0)dr = —2%[% (71,' — :1) +dy (2 — 4v) (a—b)+
b
4-dy (1 — 4v)(a® — b?) +-dilnalb 4 ¢j(a™% — b72) + (63)
+ 3 [em(d™ 1 —a" ) m + d, (m — 2 4 ) (b — a™) 4

=2,3,...
’

+ e (@™ — b= m 4 dp, (m 2 — )@+ — b))l

Vagyis az u(b, ¢) olyan elmozdulasmezst jelent, amelyen ¢ = 0 kérnyezetében
=+ f intervallumban hat a terhelés, és az R = b, ¢ = 0 pont elmozdulasa zérus.
Az u(a, p) az ugyanezen terhelésnél és megtimasztisnal fellépd radiilis elmoz-
dulast jelenti, ha u(a, 0) a (63) alapjan meghatarozott érték.

Ezek utdn a H® matrix elemeinek kiszdmitasi képlete — a terhelés
@ = 0 tengelyre vonatkozé szimmetriajibol adédéan — egyszerii geometriai
megfontolasb6l nyerhet§:

HY = (uw(a, 9, — 9;) + u(a, p; + ¢;) — 20(b, ¢)) cos ¢;) afb, (64)
ij=1,...,k,

ahol az a/b hinyadossal valé szorzas az r = a sugari koron elhelyezends egy-
ségnyi intenzitasi terhelésre utal. (Az elmozdulis szdmitisara levezetett Gssze-
filggések a 3c. dbrin vazolt terhelésre vonatkoztak!)

2.4 A koralakd furattal gyengitett tér hatdsfiiggvény mdtrixdnak felépitése

Az R, sugari furat peremén (4. abra) radialis iranyd 2R, iv mentén meg-
05216, egységnyi intenzitasi [N/mm?] terhelés a ¢ = 0 pontban

R,p sinf | (L—#)(1—cosp)(x—f)
u(Rz’ 0) = 1 + x -|— —_
2 nG [ B 28 (65a)

—(1+%) _si’-l;ﬁln (2 sin—g—]] ,
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mig a @ = 0-t6l kiillonb6z§ pontokban

R,f o]
u (Ry,9) = — ——[(1 + %) cos@ln |2 sin —| —
27zG[ 2 ) (65b)
_(A—x(—9)

sin
.
radialis iranyi elmozdulast hoz létre ([10], 251. oldal), ahol % = (3 —»)/(1 + )
ASF, % = 3 —4» SA esetében.

A H? matrix elemei a (65a, b) osszefiiggésekkel elgallitott u(R,, ¢) segit-
ségével, a (38) értelemszerii felhasznalasival szamithaték ki.

2.5 A H madtrix kiszdimitisinak numerikus problémdi

A H eléallitasahoz sziikséges (37), (45), (46) és (61), (62), (63)-ban szerepls
végtelen soroknal a sorbafejtés legnagyobb indexét a o,-re vonatkozé perem-
feltételek @ = 0 helyen torténé teljesedésének mértékével hatarozzuk meg.
Amennyiben a 3a, b, ¢ abrakon vazolt terheléseknél, a o, fesziiltség hibaja
19, alatt van, vagy pedig, ha a sorbafejtés tagjainak a novelése a szamitasi és
kerekitési hibak miatti pontatlansaghél adédéan a o, értékét rontana, a sorba-
fejtéssel megallunk.

Szamitastechnikailag nem kis problémat okoz a (44), (60) algebrai egyen-
letrendszerek megoldasa nagy n, illetve m esetén.

Amennyiben az egyenletrendszer egyiitthaté matrixdban szerepld
F(j),n(R) vektorban szerepld mennyiségek jéval nagyobbak az F® (R)-ben
szerepl6knél (¢« = 1,3; R = b, a; n <~ m), dgy gépi szadmitas szempontjabél a
B,, illetve B, matrix determininsa zérussi valik. Ez fizikailag azt jelenti,
hogy a magas felharménikusoknal a gyiiri kiilsd és bels§ pereme ,,végtelen
tivol” van egymastdl, azaz a c,, d,, c;, d,, (n — m) allandékat egymastél fiig-
getleniil lehet meghatarezni.

A 3c. abran vazolt terhelésnél a (60)-bél az emlitett fizikai tény miatt

d,-re az
[Faezm(m] [ w | = [— 2 ~—‘”"—ﬁ] (66)
n m
Fo,.0) ] Ld, 0

[ F®, (a) [c;n } =[—f 2 iifml'ﬁ] (67)
F®,(u) Il dy, 0
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egyenletrendszerek irhaték fel. Megoldasuk rendre

1 sinmf 1 sin mf}

= — b—m+2, d = — — ™
n m(m—1) . m(m+1) 68ad
, b sin mﬁ m42 ’ b sin Hlﬁ m ( * )
cp=———"""—a 5 dp=— — a™.
an m(m -+ 1) ar m(m—1)

A kapott megoldasokat behelyettesitve az eredeti (60) egyenletrendszerbe,
egyenletenként a hiba mértéke a kivetkezs:

= Ol[(% H]’ 0= 02“ m_IJ ’ (69a-d)

onffi7) weff5)

vagyis a legnagyobb hiba mértéke (a/b)™ ~'-el aranyos, mivel ajb < 1.
A 3b. abran vazolt terhelésnél n > 2 esetében (44)-bél hasonléan allit-
haték el§ a ¢, d,, ¢}, d, dlland6k meghatirozasara szolgalé egyenletrendszerek.

-~|a

d
b

Az
[ F,(b) ] [ cn ] = [% sin np ] (10)
F® (b) d, 0
egyenletbél
2 sinnf
= —— ———— b |
T n(n—1) (T1a)
d, = 2 sinnf (n paros) (71b)
n n(n+1)
mig
chn=d,=0, (71c)

mivel a (67)-hez hasonlé egyenletrendszer homogén, egyiitthatématrixanak
determinédnsa zérustél kiillonbsz8. (Nyilvanvaléan a (71a, b) alatti ¢, d,, érté-
keknek meg kell egyezniiik a (35b, ¢) alatti a,, b, 4llandék értékével, hiszen az
r = g sugari furat hatdsiaval n > 2 nem szidmolunk, mintha furat nélkiili
testrgl volna szé.)

A (7la, d) megoldasoknak a (44) egyenletekbe torténé behelyettesitésé-
vel meggy6z8dhetiink arrél, hogy a hiba maximalis értéke (a/b)" ~2-vel aranyos.
Igy lathaté, hogy mindkét terhelési tipusnal (3b, ¢ 4brik) {,‘,‘,} — oo esetében
a hiba zérushoz tart.
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3. A & = b(F) fiiggvénykapcsolat elGallitisa

A gyakorlati problémak (pl. szerszamgép korvezetékek [12]) mechanikai
modelljének el§allitasakor igényként meriilhet fel a 2. fejezetben vizsgalt rugal-
mas rendszer I-jeld alkoté elemére vonatkozé merevtestszerii eltolédas mérté-
kének ismerete az F terhel6 erd fiiggvényében. A kérdéses & = §(F) ,,rugé
karakterisztikat’ a kovetkezd megfontolasok alapjan tudjuk elSallitani:

A diszkrét F; terhelés mellett kapott &, eltolédasokat (t=1, ...,
NST) a

6_2 (F) (72)

polinommal kozelitjiik. (A zaréjel melletti felsé index hatvinyozast jelol.)
Az a; allandék a hibanégyzet minimuma elve alapjan hatarozhaték
meg. Ezen elv értelmében keressiik az

1 NST (JF

=5 > Za](F) — o

i=1

funkcionil minimumat, azaz az algebrai egyenletrendszer

_3£=0, =1, ...,JF,
aa,
ami részletesebben
NST
ZocIZ(F)’(F)’— 26(17'), 1=1, ..., JF (73)
j= i=1 {m=1

alakot ohi.

A b = §(F) fiiggvény nem-linearitisinak mértéke az F terhelés mértéké-
tol fiigg. Ezért célszerii az NST sziamu terhelésnél (teherlépcsénél) kapott
pontokra iiltetett polinom «; tényezdinek maximalis szimit (JF) valamilyen
hiba mértékkel megallapitani, pl.

0; — 5‘“;‘ (Fy

j=1

ri=

< 0,059;. (74)

Nem érdektelen hangsilyozni, hogy a hibanégyzet elv alapjan meghata-
rozott ,,rugékarakterisztikat” csak azon terhelési intervallum felett alkalmaz-
hatjuk, amely felett az «; (j = 1, ..., JF) illandok meghatirozast nyertek.

4. Szamitasi eredmények

A fentiekben ismertetett mdédszerrel az 1. tablizatban foglalt (ITI,
ITIT) allandékkal jellemzett eseteket vizsgaltuk SA és ASF allapot feltétele-
zése mellett.
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A rugalmas testek geometriai méretei:

Az I-jelii test belsd és kiilsd sugara Ry = 20 mm, R, = 40 mm; a 2-jelii test belsd és
kiilsd sugara R, = 40,01425 mm, R; = 55 mm, tovibbd vastagsdguk V' = 20 mm; a testek
anyaga azonos, a csisztaté rugalmassdgi tényezd G = 0,73575 - 10° N/mm?, a Poisson-féle
tényezd v = 0,3.

Az F terhelés az 1, tabldzat szerinti helyen hat a V vastagsdgi rendszerre. A terhelés
maximdlis értéke Fp,;x = 10 kN, melyet 10 db teherlepcsoben visziink fel. Az érintkezési fel-
adat feldllitdsandl az altartomainyok (elemek) osztdsszige 28 = 3°;ily médon a szamltasokhoz
maximidlisan k = 20 db altartomdny felvétele elegenddnek blzon ul.

Az (ITI, ITIT) = (0,0) illetve (ITI ITIT) = (0,1) esetekben ASF dllapot feltételezésével
elvégzett szdmitdsok eredményeit a 2. és 3. tibldzatok tartalmazzdk, tovdbba a 6. és 7. abri-
kon az F = 5 kN és F = 10 kN terhelésnél kialakul6 érintkezési nyomds megoszldsdt lathat-
juk a @ szog fiiggvényében. Az emlitett dbrdk tartalmazzdk a Hertz-elmélet alapjdn [11]

2. tablazat

‘]"?IF:“O.,P:'}IT =0 V=20 mm, R, = 40 mm

‘Teherlépesé kN ‘ 1 2 3 4
Max. érintkezési nyomds N/mm? 3,724 5,365 6,670 7,828
1-jelii test elmozduldsa

4; - 10> mm 0,856 1,492 2,049 2,557
Erintkezd altartomédnyok szdma

@ > 0 intervallumon 4 6 7 8
Rugokaraktensztlka allandé6i o, = 0,92285270 - 10-¢ mm/N

= —1,0606171 - 10-1° mm/N?Z,

Rugékarakterisztika hibdja

ri - 103 mm 0,029 —0,007 —0,016 —0,008

3. tablazat

IA.IS.IF___‘"O‘,P;}IT -1 V=20 mm, R, = 40 mm
Teherlépcss kN 1 2 3 4
Max. érintkezési nyomds N/mm? 3,737 5,823 7,657 9,255
1-jelii test elmozduldsa
d; - 103 mm 0,590 0,989 1,334 1,649
Erintkezd altartomanyok szima
@ > 0 intervallumon 4 5 6 7
Rugékarakterisztika 4llandéi o, = 0,63878141 - 10-°¢

a,= —0,87291444 - 10-1° mm/N=

Rugékarakterisztika bibdja
r; - 103 mm 0,029

—0,006 ‘ —0,016 —90,008
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kapott nyomas értékeket is. Az (ITI, ITIT) = (0,1) esetben kiilénisen jol lithaté a Hertz-
elmélet és az dltalunk kapott nyomadsok kozotti lényeges eltérés.

A 2. és 3. tablazatokbol lathatd, hogy az a;. i = 1, .. ., 4 dllandékkal képzett (72) alatti
nem-linedris karakterisztika hibdja maximum 0,03 um, és ez az érték az 1-jelii test J, eltoléddsa-
hoz képest 9, -os viszonyitdsban is elhanyagolhaté hibét jelent, vagyis a hibanégyzet minimum
elvét sikerrel lehet alkalmazni a széban forgé nemlinedris karakterisztikdk elGallitdsdra. Jelen
esethben a (73) egyenletrendszerben NST = 10, JF = 4.

Amint mar a 2.5 pontban emlitettiik, a hatdsmitrix elemeinek meghatdrozdsakor hasz-
nalatos (37), (61)—(64) alatti sorbafejtések legnagyobb indexét a o,-re vonatkozé peremfelté-
tel ¢ = 0 helyen (helyeken) torténd ellendrzésével a szdmité program automatikusan dllapitja
meg. Olyan megolddssal éliink, hogy a szdmitéprogram a sorbafejtés tagjainak 20-szal torténd
névelése utdn megvizsgdlja a hiba értékét: csokkent-e az Gj tagok belépésével, avagy nem.
Ugyanis szdmitdsi és kerekitési hibik miatt el6fordulhat, hogy a sorbafejtés tagjainak belépése

G = 17,3575 - 10* N/mm?,

R, = 40,01425 mm, 28 = 3°, v=103, k= 20

5 6 I 7 8 9 10
8,878 9,863 10,806 11,709 12,596 13,436
3,908 4,314
3,031 3,480 4,713 5,092
9 10 10 11 12 12

o3 == 1,0546311 - 10— mm/N3,
« = — 0,40835932 - 10~18 mm)N*,
0,005 0,013 0,007 — 0,008 —0,011 0,007
G = 7,3575 - 10* Njmm?, Z; = ;2:?,le;"};= 20
5 i 6 1T 8 7 9 10
10,730 12,069 13,388 14,536 14,692 16,782
1,947 2,226 2,493 2,749 2,998 3,236
8 8 9 9 10 10
a; = 0,92816577 - 10-1* mm/N3,
a, = —0,37106934 - 10—1% mm/N4,
|
0,007 0,011 0,006 — 0,006 0,011 0,007
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(o

X
7.
U(Rz: (P)
// 4

9=0

5. @bra. Az u(R, @) radidlis irinyi elmozdulds meghatirozasira szolgilé terhelés, furattal
gyengitett tér esetében

(IT1, ITIT)=(0,0)
d o° q° 18° 27 36° [0
3
6
SkN
9 ""‘:—/’
12
10kN
-———"
—/
15
P
[N/mm21Y

6. dbra. Az érintkezési nyomds eloszldsa (0,0) tipusi szerkezetnél F — 5, 10 kNN terhelés esete-
ben, —: constans elem hasznadlatakor, — —: a Hertz-elmélet alapjan

Miiszaki Tudomdny 62 (1982)



SIKRUGALMASSAGTANI ERINTKEZESI FELADATOK 171

{171, ITIT)=(0,1)
0° i 18° 27° 36° 45° @

SkN
e -—"’%/ //
&/ / //
//

2 =/

o e . 10kN

0%

15

18
P
[N/mm?]
7. dbra. Az érintkezési nyomas eloszlisa (0,1) tipus szerkezetnél F' — 5, 10 kN terhelés esetében
—: constans elem haszndlatakor, — —: a Hertz-elmélet alapjin

nem csokkenti, hanem néoveli a hibdt. Ebben az esetben a szamitéprogram a sorbafejtés tag-
jainak szdmét nem noveli, hanem a pontosabban kielégitett peremfeltételt adé sorbafejtési
tagokkal szamolja ki az elmozduldsokat. y

Az dltalunk vizsgédlt esetben teli tdbldnal a hiba aw =1—o0(p =0, R=R,))=
= —0,0145 N/mm?, azaz abszolat értékét tekintve, 1,5%-ndl kisebb; gyfiriinél [ldsd (50b) —
(51b) alatti peremfeltételeket]

ofi °= —% + 0, (p = 0, R = R;) = —0,0093 N/mm?,
2

o(}f)" = —1+0.(p=0, R= R;) = 0,0093 N/mm?,

mig a sorbafejtés legnagyobb indexe 180.
Az 1. tdblizatban felsorolt tobbi szerkezeti megolddsokndl is hasonlé nagysigrendi

hibikat kapunk, amelyek j6l mutatjdk a sorbafejtés pontossigdt.

A 4. tablazat a 6 fajta szerkezetnél — SA és ASF dllapotokndl — elvégzett szamitdsi
eredményekbdl kiragadott o; i = 1, ..., 4 rugékarakterisztika dllandékat, tovibba az l-es
test dltalunk kivalasztott pontjainak ((p: {azg} P = R,) F = 2 kN és 4 kN terheléseknél

kapott fiiggleges 0 elmozduldsdt tartalmazza. Szerkezettipusokként az utébbiak Gsszeveté-
sébdl jol lathat6é a nemlinearitds.
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4. tablazat
A rigékarakterisztika dllandéi sum
i ’ Ao o - 10°mm/N |—, - 100 mm/Ns| o, - 10 mm/N* | —, - 100 mm/N¢| F= 25N | F= 4unv

E:— 1 | ASF 1,19433767 M_lk,2067079 1,1043494 0,41598684 | 1,9791 | 3,4396
T — 0 | SA 1,0961214* ~‘1,0617148 0,94690141 | 0,35039889 . >1,8310 3,1959
3Tl = ASF 0,92285270 | 1,0606171 1,0546311 0,40835932 | 1,4921 | 2,5575
ITIT=0 | SA 0,85294536 | 0,96010299 | 0,94058468 | 0,36031108 | 1,3865 | 2,3777 i
ITI =1 | ASF | 0,90308299 | 0,95746571 | 0,94305882 | 0,37286593 | 1,4851 2.2850”
ITIT=0 SA 0,83545211 | 0,88857474 | 0,87478172 | 0,34467396 ”1,3733 2.384_5;
ITI =0 | ASF | 0,63878141 ‘ 0,872914447 0,92816577 | 0,37106934 | 0,9899 | 1,6491
ITER —1 SA 0,59313669 { 0,80970571 | 0,85564179 | 0,34140719 | 0,9183 | 1,5300
TEE— flﬁ ASF‘ 0,59289829 | 0,95782491 1 0,97454443 | 0,37893213 v70,8682 1.35817-
TYIE— 1. s SA ; 0,56588260 AA0,895904-78 : (7),9134-73637 0,35603505 0,83; 1,3180
I;;L 1 ASF 0,31111’.;.; 0,80241235 | 0,87601720 0,3524246;— 0,3583 0,;;1;9 :
ITIT — 1 SA 0,30543655 | 0,75306459 ]\ 0,81622418 (;,32;31346 0,36; 0.45;

Szemléletes képet ad az 1. tablazatbeli — kiilonbo6z6 felépitettségii és terhelésii — rugal-
mas rendszerek merevségérdl a 8. dbra, amely a 6 = O(F) fiiggvénykapcsolatot, ,,rugékarakte-
risztikat” szemlélteti. Legldgyabb (ITI, ITIT) = (— 1,0) rendszer s legmerevebb az (1,1) tipusd.
Ez kénnyen magyardzhaté. A (—1,0) tipusndl az ismert terhelés az 1-jelii gyfirtire a kiils
peremen, mig az (1,1)-ndl a belsé peremen hat, tovabba a (—1,0)-ndl a 2-jelii test a végtelen
tavoli pontban, mig a masikndl a (p = 0, R = R,) pontban van megfogva; a terheléssel egyen-
salyt tart6 reakciéerSk a végtelenben, illetve a 2-jelii gyfirii kiils6 peremén az érintkezési tarto-
many &ltal meghatdrozott sugér dltal kijelolt iv mentén miikédnek. Az is vildgos, hogy a ter-
helés és a rendszer felépitettségébdl adédban paronként a (—1,0) tipustél az (1,0), tovabba a
(0,0)-t6l a (0,1), s végezetiil a (—1,1)-tdl az (1,1) tipusnak kell merevebbnek lennie. Ezt a tényt
a 0 = O(F) fiiggvények is jol érzékeltetik.

Kiilon figyelmet érdemld az (1,1) tipusnil a (p = 7/2, R = R,) pont 0 fiiggtleges elmoz-
duldsdnak valtozdsa az F terhelGerd fiiggvényében. A gyfir{ialaka testek bonyolult deforma-
ciéinak kovetkeztében — amire a 7. dbrdn vazolthoz hasonlé jellegli p érintkezési nyomas-
eloszlds is utal — a § = J(F) fiiggvény egy bizonyos F értékén tidl ,,ldgyulé’ karakterisztika-
val rendelkezik.

Megjegyzendd, hogy a 6. dbrdn vizolt alakd p fiiggvényt a (0,0)-n kiviil a (—1,0),
(—1,1) tipusoknadl, mig a 7. dbrdn vazolt alakat a (0,1) és az (1,1) tipusokon kiviil a (1,0)-nal
is talalunk.

Természetesen a 8. dbrdn védzolt 6 = O(F) fiiggvénytdl eltérdket kapunk akkor, ha az
1-es test merevtestszerii elmozduldsat a jelen szamitdsban szereplo (cp — {;{ /22} ARl s R']
pontok helyett pl. a (p = 0, R = R,) vagy (» = 7, R = R,) pontokat vilasztjuk. Ezekben az
esetekben a hatdsfiiggvénymadtrix elemeit a 2. pontban leirtak értelemszerii médositdsaval
lehet kiszamolni. Ettd] a dolgozat jelenlegi keretein beliil eltekintiink.

Az aldbbiakban a (—1,0) és a (0,1) tipusi feladatokat kiilonboz6 A —= R,/R,, x = R,/R,
értékeknél fogjuk vizsgdlni az R,/R, fiiggvényében. A terhelés mindegyik esetben F = 10 kN,
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8. ébra. A 6 = O(F) fiiggvény (rugdkarakterisztika) kiilonb8z6 szerkezeteknél. (ITI, ITIT)
az 1. tabldzatban foglalt szerkezeti tipusok jele

o
90°
R.
P
R, A=2
-t gl A=2 |
75° 2 /
e
AR
/ =A =10
60° /i
Y
x=5
=2
o //%\ a2
2/
30° 2
09995 1 R/R,

9. dbra. Az érintkezési tartomdny felének atfogdsi szoge az R,/R, fiiggvényében (—1,0) és (0,1)
szerkezet tipusnal kiilonb6z8 A = R,/R,, = Ry/R, értékeknél
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4
P2 H=

2 \
N

10

g
; sy
g

4

X=2
2 -
0,9995 1 Ri/R,

A= dll

10. dbra. 6 = 5(R1/R27 {x = 4l

}) eltol6dés fiiggvény a {g: (1)’(3} szerkezet tipusokndl

az 1- és 2-jelii testek anyagéllandéi a kordbbiakkal azonosak; a testek vastagsdga ¥ — 10 mm,
a benniik kialakul6 fesziiltségallapot dltalanositott sikfesziiltséghez tartozé.

Rogzitett R, és R, értékek mellett A — co-nél az 1-jelii test furatdnak sugara zérushoz,
mig y — oo-nél a 2-jelii test kiils6 sugara a végtelenhez tart.

A 9. dbra az Q, érintkezési tartomdny felének o dtfogdsi szogét tartalmazza R,/R,
fiiggvényében, kiilonboz6 4 és y értékeknél. J6l ldthaté, hogy a A = 4ll. gorbék feliilrl, mig a
x = all. gorbék alulrél kizelitik meg a (0,0) tipusnal kapott gorbét. A diagramban felvitt pon-
tok az elvégzett szdmitdsokbdl nyert értékeknek felelnek meg. A feltiintetett gorbék jol érzeé-
keltetik, hogy terheletlen 4llapotban, a testek kozotti hézag értéke erdteljes befolydst gyakorol
az o értékére, tovabba az o maximailis értéke minden esetben 90°-ndl kisebb.

A 10. dbrdn a § merevtestszerii elmozdulds értékeit szemléltetjiik az R,/R, fiiggvénye-
ken kiilonb6z6 4, y értékek mellett. A 1 = 2 gérbe fut a legmagasabban, a y = 2 pedig a leg-
alacsonyabban. Els6 esetben az 1-jelii test falvastagsdga a legkisebb (—1,0) tipust szerkezet,
midsodik esetben a 2-jelii test tigyszintén a legkisebb (0,1) tipusii szerkezet. Az elmozduldsok
kozti kiillonbség nyilvdnvalé: az els6 esetben az 1-jelii test igen hajlékony, mésodik esetben a
2-jelii test (p = 0, R = R;) pontja nem mozdul el, tovdbbéd 6 a 2-jelii test p = 0 sugdrirdnyt
falvastagsdgvaltozdsdbol és az 1-jelii test @ = 0 sugdrirdny osszenyomédédsabol tevodik ossze.

A A — oo feliilrgl kozeliti meg a (0,0)-nél kapott gorbét, jollehet az Ry — 0 dtmenetnél
nem kapjuk meg a teli tdbldhoz tartozé fesziiltségmez6t (a gyfirtihoz tartozé megoldds R = R,
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Prax 4
[N/mm2]
&
N R
N A==l
N Ry
23 N \\
‘
A =10
21 A=S
9
17
5 A=2
13 -
0,9995 1 Ry/R;

11. abra. A (—1,0) szerkezet tipusndl @ = 0-ndl ébred6 p,x maximdlis érintkezési nyomads
viltozdsa az R,/R, fiiggvényében kiilonboz6 4 = R,/R, értékeknél

sugar korén o, = 0, 7,o= 0 peremfeltételt elégit ki, mig a teli tdbldndl az R = 0 helyen
Op = 0p = 0; lasd (36a, b) kepletet) Gyakorlatilag a fesziiltségmez6k kiilonbsége az R = R,
sugarti perem elmozduldsira mir nem gyakorol észlelhet befolydst.

A y — oo alulrél ,,nem tisztdn” kozeliti a (0,0) jelii gorbét, amit a gyfiriire és a furattal
gyengitett sikra vonatkozé megoldédsok felépitésének kiillonbségével lehet magyardzni. A gyfirii-
nél a kiilsé peremnek csak az érintkezési tartomény dltal meghatarozott szakaszan hat normal-
irdnyh fesziiltség, mig a furattal gyengitett sikndl a végtelenben ,,mindeniitt” ébrednek
fesziiltségek.

Végezetiil a 11. és 12. dbrdn vézolt diagramok a maximadlis érintkezési fesziiltségeket
tiintetik fel. A 2 = 4ll. gorbéknél a ppyax @ @ = 0 helyen ébred, mig a y = 4ll. gorbéknél
@ = 0-16] kiilonb6z6 helyeken. Mivel a A = 2-nél volt az & a legnagyobb, igy nincs mit csodal-
koznunk azon, hogy ennél a geometridnal kapjuk a legkisebb érték{i maximalis érintkezési
nyomadst. A novekvs értékii A gorbék alulrél kozelitik meg a (0,0) jeliit. Ennek forditottja a 12.
abran vézolt y = 4all. gorbéknél méar nem dll fenn a kordbban vazolt (7. dbra) nyomadsnak a
(0,0)-nal kapottél (6. abra) eltér6 megoszldasibél adédéan.

Az

o=0o (Rx/Rz’ {;}) €  Pmax = Pmax (R‘/Rz, {;})

gorbék osszhangjéra utal az is, hogy névekvé R,/R,nél & n8, ppay csokken. Erdekes tényként
emlithetjiik meg, hogy a diszkrét 1 és y gorbék kozotti kiilonbség R,/R, novekedésével szintén

csokken.
* % %
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Prax 3
[N/mm2]
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=2 xe %
2 N, N

0, 4 \
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b N
22 N\ .. 3
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€5

% AR
09995 1 R,/R,

12. dbra. A (0,1) szerkezet tipusnil keletkea8 ppax = Pmax(Ri/ Ry, ¥ = dll.) fiiggvény

A jelen dolgozat megsziiletését elGsegitette a Szerszamgépipari Miivek Fejleszto Inté-
zete meghbizdsibél a Nehézipari Miiszaki Egyetem Mechanikai Tanszéke éltal elkészitett Sam.
159-XXVIII-3/1975. szam1 szerzodéses munka.
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Solution of Some of the Theories of Plane Elasticity Contact Problems. — By assuming
that the friction between bodies may be neglected and the deformations are small, the contact
pressure developed resulting between the bodies, the region of contact, further, the degree of
displacement of a body possessing a rigid-body-like displacement are looked for depending
on the loading force. In case of assuming a generalized plane stress pattern, the parts of the
elastic systems investigated are circle, annular, a plane of infinite extension weakened by a
circular hole or, in case of a plane deformation, a cylindrical body defined by the above geomet-
ries or an elastic space weakened by a circular hole. For the establishment of the action func-
tions presenting themselves in building up the quadratic programming problem, by making use
of the Airy stress function a suggestion is made also including the problem oceurring in the
calculations. Finally, the calculations demonstrate the way of solving the contact problems
oulined above.

Lésung einiger Kontaktprobleme der Planelastizitiitslehre mit Hilfe der quadratischen
Programmierung. Mit der Annahme, daf} die zwischen den Korpern auftretende Reibung
vernachlissigt werden kann und die Verformungen klein sind, werden der Kontaktdruck, der
Kontaktbereich, weiters die Grofle der Versetzung des eine starrkorperartige Verschiebung
besitzenden Korpers in Abhiingigkeit der Belastigungskraft gesucht. Die Teile der untersuch-
ten elastischen Systeme sind bei Voraussetzung von eines ebenen Spannungszustands — eine
kreisformige, kreisringférmige, mit einem kreisformigen Loch abgeschwiichte Scheibe von
unendlicher Ausdehnung — oder im Fall von ebener Verformung, ein zylindrischer Kérper
mit durch die obenerwiihnten Geometrien definiertem Querschnitt bzw. durch ein Kreisloch
abgeschwiichter elastischer Raum. Zum Aufbau bei der Aufstellung der Programmierungs-
aufgabe vorkommender Wirkungsfunkction schlagen die Autoren eine Methode bei Anwendung
der Airyschen Spannungsfunktion vor, die bei den Berechnungen angewendet werden kénnen.
SchlieBlich demonstrieren die durchgefiihrten Berechnungen die obengeschilderte Art der
Liésung der Kontaktprobleme.

12 Méssaki Tudomény 62 (1982)



	62. kötet / 1-3. szám
	PÁCZELT ISTVÁN-NÁNDORI FRIGYES-ECSEDI ISTVÁN: Néhány síkrugalmasságtani érintkezési feladat megoldása kvadratikus programozás segítségével�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

	Oldalszámok������������������
	147����������
	148����������
	149����������
	150����������
	151����������
	152����������
	153����������
	154����������
	155����������
	156����������
	157����������
	158����������
	159����������
	160����������
	161����������
	162����������
	163����������
	164����������
	165����������
	166����������
	167����������
	168����������
	169����������
	170����������
	171����������
	172����������
	173����������
	174����������
	175����������
	176����������
	177����������


