KRITIKUS TOKELETLENSEGI TARTOMANY

GASPAR ZSOLT*

A MUSZAKI TUDOMANYOK KANDIDATUSA

[Beérkezett: 1981. oktéber 21-én]

1. Bevezetés

Rugalmas szerkezetek statikai vizsgalatakor a kévetkezd kérdések meriil-
hetnek fel:

a) Adott tehet hatisira mekkorak az elmozdulasok és fesziiltségek ?

b) Mekkora a kritikus teher?

c) Az elkeriilhetetlen tokéletlenségek hatasira mennyire csokkenhet a
kritikus teher?

d) A posztkritikus allapothan esetleg mennyire fokozhaté még a terhe-
1és?

A fenti kérdések altalaban megvalaszolhaték a diszkretizalt konzervativ
rendszerek potencidlfiiggvényének vizsgalata alapjan [1, 2].

Az elmozdulasokat altalaban egy nemlinearis egyenletrendszer megol-
dasai adjak. Az egyparaméteresnek feltételezett teher kritikus paraméterét
szintén egy nemlinearis egyenletrendszer hatarozza meg, de megoldésara egy
sajat értékfeladat megoldéasat is magaba foglalé iteraciés eljaras javasolhaté.

A tikéletlenség-érzékenység vizsgalatakor — mely e cikk témaja — a
katasztréfaelmélet [3, 4, 5] eredményeit hasznéljuk fel. A posztkritikus allapot
vizsgalatakor az eligazott egyensilyi utak elemzésére is sziikkség van. A mér-
noki létesitményeken a kovetkez§ katasztréfafajtak johetnek létre:

Egy megépiilt szerkezeten csak egy paraméter (az id8) van, igy Thom-
tétele szerint csak a ranc katasztréfa létrejotte valészinl. A mérnékok azonban
gyakran terveznek szimmetrikus szerkezeteket, vizsgalnak szimmetrikus hata-
sokat. Ilyenkor a ,,tokéletes szerkezeten™ csics katasztréfa is létrejohet. Az
optimalasi eljaris sordn a tervezd gyakran arra torekszik, hogy a szerkezet a
stabilitdsat ugyanannal a tehernél veszitse el a kiillonbo6z8 stabilitasvesztési
médokban [6]. Két kihajlasi méd 6sszeesése altalaban hiperbolikus vagy ellip-
tikus koldok 1étrejottét eredményezi. Ha azonban mindkét elagazasi iranyban
szimmetrikus a szerkezet, akkor kettds csiics katasztréfa keletkezhetik. Ezzel,
bonyolultsaga miatt, nem foglalkozunk ebben a cikkben.

A diszkretizalt szerkezet teljes potencialis energidja

Vig, 4, =), (1)
* Dr. Gaspér Zsolt, 1111 Budapest, BME M{iegyetem rkp. 3.
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ahol ¢ = [q;, . - .» ¢4] az elmozdulasokat leiré altalanositott koordinatik vek-
tora, /A az egyparaméteresnek feltételezett teher paramétere, x = [a,, .. ., «]
az Altalanositott tokéletlenség-koordinatak vektora. Tokéletes szerkezetnek az
o = 0 esetet nevezziik. A potencialfiiggvény a /1 teherparaméter linearis fiigg-
vénye.

Jelolje A€ azt a teherparamétert, melynél a tokéletes szerkezet a A foko-
zatos novelésével elGszor jut kritikus allapotba. A hozza tartozé elmozdulas ¢°.
Az (1) potencialfiggvényt a (¢°, A°, 0) pont kornyezetében fogjuk vizsgélni.

A vizsgélathoz elGszor a
g=q¢+q, A=A+1

transzformaciékkal az origét a vizsgalandé pontba toljuk, majd a ¢ viltozék
szerint sorbafejtjitkk a fiiggvényt. PosTON és STEWART [5] 154. oldala alap-
jan ranc katasztréfa, elliptikus és hiperbolikus koldok esetében a sorfejtést
elegendd a harmadfokd tagokig végezni, a csiicskatasztréfanal a negyedfoki
tagok is kellenek.

Az aktiv és passziv koordinatdk szétvalasztasa torténhetik THOMPSON
és Hunt [6] vagy PosTon és STEWART [5, 150. 0.] algoritmusa alapjan. A vizs-
galatainkat csak a levalasztott, az aktiv koordinatdkat tartalmazé résszel
végezzik.

2. A kritikus tokéletlenségi tartomany

A szerkezetnek és a terheknek a tervezetidl valé eltérését (tokéletlensé-
gét) az a altalanositott koordinatakkal jellemezziik. Hatasukat igyeksziink
figyelembe venni az olyan alacsonyabb foki tagokban, melyek egyiitthatdja
o = 0 esetében zérus. Ha tul sok paraméter adédik, akkor a szamitas kezelhe-
t8sége érdekében a magasabb fokd tagok zavardsat nem vessziik figyelembe,
ugyanis ezeknek altaldban kisebb a hatasuk ([7] 93. o.). Az energiafiiggvényen
olyan transzformacidkat végziink, hogy a fiiggetlen paraméterek szamat mini-
maljuk. A valésagos szerkezet eltérése a tervezett (tokéletes) szerkezettdl kor-
latozott. E korlitok a paramétertér egy résztartomanyaval megadhaték.

Valamely teherparaméterhez tartozé kritikus tokéletlenségi tartomdny
pontjait azon tokéletlenségek alkotjak, melyek esetében a kritikus teher para-
métere kisebb e teherparaméternél. Kritikus tehernek azt a legkisebb terhet
tekintjik, amelynél a kezdeti stabil egyensilyi helyzet labilissa valik.

A kritikus tokéletlenségi tartomény a kovetkezd 1épésekben hatarozhato
meg:

a) Megallapitandé a katasztréfa tipusa, és meg kell hatarozni azokat a
transzformiécidkat, amelyek e katasztréfa egy kanonikus alakjat az aktualis
potencialfiiggvény alakjara transzformaljak.
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b) A kanonikus alak eligazisi halmazabdl el kell hagyni azokat a része-
ket, melyeken keresztiilhaladva a minimumpontok szdma nem valtozik. Fel
kell irni a megmaradt rész egyenletét (altalaban paraméteres alakban).

¢) Meg kell allapitani, hogy a megmaradt eldgazisi halmaz 4ltal a para-
métertérben kialakitott tartomanyok kéziil melyekben van minimumpont, és
ellendrzendd, hogy a tokéletes szerkezet kritikus terhénél kisebb teher esetében
valéban stabil volt-e az egyensiilyi allapot.

d) A teherparaméter viltoztatisa a paramétertérben egy gorbét hataroz
meg. Megallapitandé, hogy az elagazési halmazon val6 keresztiilhaladas milyen
tipusa sziinteti meg az eredeti minimumpontot.

e) Az eligazisi halmaz paraméteres alakjanak és a korabban meghata-
rozott transzformaciék ismeretében megillapitandé, hogy rogzitett teherpara-
méter esetében hogy néz ki a kritikus tékéletlenségi tartomany, valamint az,
hogy a teherparaméter fiiggvényében hogyan valtozik a tartominy.

A 3—6. pontokban a rinc, a csiics, a hiperbolikus és az elliptikus kéldok
esetében e lépésekkel kritikus tokéletlenségi tartomanyokat hatirozunk meg.
Némelyik esetben egy-egy 1épés trivialis is lehet, de mindegyik 1épést jelezziik
az a—e betiikkel.

Az egyes katasztréfik esetében egy adott teherparamétert felvéve, a toké-
letlenségi paraméterek terét harom tartomanyra osztjuk, és ezeket a kovetke-
z8k szerint sorszamozzuk is:

1. Az adott teherparaméterhez tartozoé kritikus tokéletlenségi tartomany.

2. Azon tokéletlenségek, melyeknél a kritikus teher kisebb a tokéletes
szerkezet kritikus terhénél, de nagyobb az adott tehernél.

3. Azon tikéletlenségek, melyeknél a tokéletes szerkezet kritikus terhé-
nél kisebb teher esetén nincs stabilitasvesztés.

A 2. és 3. tartomany megkiilonbéztetése elvileg nem lényeges, de altala-
ban jél szemlélteti a kritikus tokéletlenségi tartomany valtozasianak szabalyait.

A legveszélyesebb lehetséges tokéletlenség és a hozza tartozé (minimalis)
kritikus teher meghatarozasa annak a paraméternek a kikeresését jelenti,
amelyhez tartozé kritikus tokéletlenségi tartomany érinti a paramétertér azon
résztartomanyat, amely a megengedett eltéréseket mutatja.

3. Ranc katasztréfa

A ranc katasztréfa egy kanonikus alakja:
flu,a) = —?1’— ud — au. (2)

a) A vizsgalandé potencialfiiggvénynek a kritikus pontban rénc kataszt-
réfa alakja van, ha az altalinos alakja:

Vi=egx®+e12®+ g0 — Acy2® + ¢35 %), (3)
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ahol x az egyetlen aktiv altaldnositott koordinata, ¢, 5= 0, €] és ¢; az a tokélet-
lenségek fiiggvénye, és £)(0) = €3(0) = 0. A tokéletes szerkezeten altalaban
¢y 7= 0, de kivételes esetekben nulla is lehet. Ha ¢; = 0, akkor az a tipikus,
hogy ¢, 7% 0. A ¢, = ¢; = 0 esettel nem foglalkozunk. A ¢; 5= 0 és a ¢; = 0 ese-
tet kiilon targyaljuk. El§szor a ¢; = 0 esetet targyaljuk.

al. Elgszor a fiiggvényt egyszeriibb alakra transzformaljuk. A (3) egyen-
letet elosztjuk a 3¢;(1 + c,x/c,) kifejezéssel, és a korabbiaknak megfelelGen az
x-ben harmadnél magasabb foku tagokat elhagyhatjuk, tovdbba az egység
mellett a tokéletlenségeket az egyiitthatékban elhanyagoljuk. Az x-t8l nem
fliiggd tagok a vizsgalat szempontjabél érdektelenek, ezért itt is és a tovabbiak-
ban is elhagyjuk azokat. fgy

ol

—_— " 2 »”
V' =—2a + &) 2° + efx — dex (4)
D
adédik, ahol
’ ’ ’
€y &) — €€ € c
rn__ “3%1 2°2 " __ 2 3
g=—"—"=, &= , €= —"
3¢, ¢35 3¢, ¢

Az x = y — ¢] linearis transzformaciéval (4)
1
V(y,/l,s) :—3—y3—§—£y—lcy (5)

alakii lesz, ahol & == &; — (£])2. ¢ magébafoglalja a (3) fiiggvényben szerepls
osszes tokéletlenséget. (2) és (5) ekvivalens, mert az

u=y, .
a=¢—ch (6)
Aanszformaciékkal
, flu, @) = V(y, 4, o).

bl. Az (1) ranc katasztréfa esetében a kinyitasi (unfolding) tér egydimen-
zibs, az elagazisi halmaz egy pont:

a=0. (7

Az 1. Abra mutatja, hogy a kinyitési tér mely tartoméinyban milyen staciona-
rius pontok vannak. Az elagazasi halmaz két oldalan a minimumpontok szdma
kiilonbozik.

cl. Csak az a < 0 esetben van minimumpont, igy ¢ = 0, 1 << 0 esetében
negativ a értéket kell kapni, tehat ¢ < 0 kell hogy legyen.
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dl) Egy negativ a értékbél indulva, az eligazasi halmazt elérve, a mini-
mumpont taldlkozik a masik stacionarius ponttal, keresztiilhaladva a halma-
zon, mindkettd megsziinik.

1 minimum nincs  staciondrius  pord
1 maximum a'=0 . a
1. dbra
A0 05 Ac> A Ao> Ac
@ € =0 @ £ =]c7\° @ €
2. ébra

el) A (6)—(7) egyenletrendszerbdl kikiiszoboljiik az a valtozét, és kife-
jezziik az & valtozot:

e =cl. (8)

Rogzitett 1, < 0 esetében az &, = cA, pont adja meg azt a tokéletlenséget,
amely esetében a kritikus teher paramétere éppen A° + A,. Az ¢, pontnak az
origétdl mért tavolsiga A, linearis fiiggvénye. A tokéletlenségi tér harom tar-
tomanyat a 2. abra szemlélteti.

A kovetkezbkben azt az esetet vizsgaljuk, amikor a tokéletes szerkezeten
a (3) egyenletben ¢; = 0, de ¢, ¢ 0.

a2) Ekkor c; = ¢; a tokéletlenségek fiiggvénye. A (3) fiiggvényt elosztva

3¢;-gyel, majd az x = y — £7/(3¢;) linearis transzformaciét alkalmazva

1
V(y, 4, &, &) =?y3+€1y—1(cy2+ &) (9)
adédik, ahol
fo S e
3¢, 9c? 3¢
. — & 28
Y = —21
3¢, 9¢?

A (9) kifejezésben ¢, és &, magaba foglalja a (3) fiiggvényben szereplé mind-
harom tokéletlenséget (1, €, ¢, = £3). A (2) és (9) ekvivalens, mert az

u=y—ch,
a= g — g, —c2A?

(10)
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dg,

As<A,<A3 < A <A =0

©) -
@ E= Ao+ A%

4. dbra

transzformaciéokkal

f(ua a) = V()’, }*, els 82) + )’ (la Elv 82) ’

b2. lasd bl.

c2. Csak az a < 0 esetben van minimumpont, igy &, = & = 0,1 < 0 ese-
tében negativ értéket kell kapni. Ez a feltétel barmely ¢ 5« 0 esetében teljesiil.

d2. lasd dl.

e2. A (6), (10) egyenletrendszerbdl kikiiszoboljikk az a valtozét, és kife-
jezzilk az & valtozét:

& = Ag; + 222 (11)

Rogzitett 1, << 0 esetében (10) az (e, &) sikban egy egyenest hataroz meg.
Az egyenes helyzetét néhany A értéknél a 3. dbra mutatja. Hatérozzuk meg a
(11) egyenessereg burkologorbéjét! A (11) egyenlet A szerinti derivaltja:

&y 122620, =0, (12)
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A 1 < 0 miatt & > 0. A (11), (12) egyenletrendszerbdl kikiiszobslve A-at

_ &
& = R (13)

A tokéletlenségi tér harom tartomanyit a 4. 4bra tiinteti fel. A (13) egyenlettel
meghatarozott burkolégorbe fiiggetlen a 4, értékét6l. Adott tokéletlenségek
esetében a megfeleld érint§ egyenest kell megkeresni. Az egyenes és az &, ten-
gely metszéspontja alapjan 1, szamithaté.

4. Csucs katasztréfa
A csiics katasztréfa egy kanonikus alakja:

f(u,a,b)=+ %u‘—}—%auz—t—bu . (14)

Pozitiv elGjel esetében standard csicsnak, negativ el§jel esetében dualis csics-
nak hivjak. A két esetben a minimum- és maximumpontok szerepe felcseréls-
dik, ezért ezeket kiilon kell targyalni.

a) A vizsgalandé potencialfiiggvénynek a kritikus pontban csics kataszt-
réfa alakja van, ha az éaltalanos alakja:

V' =c 2t 4+ 612 + ega + 50 — A (c,2® 4 c322 + ¢, %), (15)

ahol x az egyetlen aktiv 4ltalanositott koordinata, ¢, = 0, €], ¢;, ; az o tokélet-
lenségek fiiggvénye és £/(0) = &5(0) = £5(0) = 0. ¢; > 0 esetében standard,
¢, < 0 esetén duilis csics katasztréfa van.

Cstics katasztréfa altalaban akkor adédik a szerkezeten, ha a szerkezet
és a teher egyiitt egy szimmetrikus rendszert alkot. Ekkor a tikéletes szerke-
zetnél csak x paros hatvéanyai szerepelnek. Ezért feltessziik, hogy ¢;74 0 a toké-
letes szerkezetnél, ¢, = e4(a), ¢, = e5(x)} és £,(0) = &(0) = 0. A vizsgalat kezel-
het8sége érdekében az e, tokéletlenség hatasiat elhagyjuk (ez altalaban sokkal
kisebb, mint & hatésa).

A (15) fiiggvényt 4 | ¢, | -gyel elosztva, majd az x = y — ¢;/(4c,) linearis

transzformaciét alkalmazva

1
V(y, 4, &1, €, 85) = @ T)A + ey +ay—i(cy* +&y) (16)
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adédik, ahol
& 3(a)

& Ie, 328 o = sign ¢,
P T L. T VN T
T e 8¢c3 32¢ 4¢,
el 3 &
&y = 5 3%
4e, 8¢}

A (16) fuggvény a c, kivételével magaba foglalja a (15) fiiggvényben szerepls
tokéletlenségeket. A (14) és (16) ekvivalens, mert az

u=y,
a = 2(g; — Ac), (17)
b= g — gy (18)

transzformacidkkal

Slu, a, b) = V(y, 4 &, &, &).

Elgszor a standard cstics esetét targyaljuk.
bl1) A (14) csics katasziréfa esetében a kinyitasi tér kétdimenzids, az
elagazasi halmaz paraméteres alakja:

a = —3p?, (19)
b = 2p3. (20)

Az 5. abra mutatja, hogy a kinyitasi tér mely tartomanyaban milyen stacio-
nérius pontok vannak. Az elagazasi halmaz két oldalan a minimumpontok sza-
ma kiilonbé6zik.

cl) A kinyitasi tér mindkét tartoményiban van minimumpont, tehat
barmelyik pontbél indulhattunk. A tékéletes szerkezeten (&, = &, = ¢ = 0)

b
Lsp 1 minimum
2 minimum p=0 -
1 maximum a
0
Q
5. débra
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b= 0, tehat a (17) képlethen ¢ el§jele mutatja, hogy melyik tartominybdél
indultunk. Ha ¢ > 0 és 1 < 0, akkor ¢ > 0, vagyis az egy minimumpontot
tartalmazé tartomanybdl indultunk, ha ¢ << 0, akkor a csiics belsejébdl indul-
tunk.

A két esetet kiilon targyaljuk. Elszor a ¢ > 0 esetet vizsgéljuk.

d1.1) A 6. dbra harom lehetséges utat tiintet fel. Az 4 Gtnal a csiicspon-
ton athaladva a minimumpont hirom stacionarius pontta agazik, tehat kriti-
kus allapot van. A B iitnal egy ranc ponton athaladva, az eredeti minimum-
ponttdl tavolabb két djabb staciondrius pont keletkezik, majd az elagazasi
halmaz ugyanazon agéin kijéve, a két 1j stacionirius pont sziinik meg, tehat
nincs stabilitisvesztés. A C dtnal a belépési pontnal megint két 1ij stacionirius
pont keletkezik, majd az eligazisi halmaz masik agan kijéve, az eredeti mini-
mumpont és az ij maximumpont sz{inik meg, tehat e masodszori keresztezésnél
stabilitasvesztés van.

el.l1) A (17)—(20) egyenletrendszerbdl kikiisz6boljiik az a és b valtozét,

és kifejezzilk az &, és &, valtozot:

g, = ciA —3p?/2, (21)
&g = Agg + 2p3. (22)

Rogzitett 1, < 0 esetében (21) és (22) az (e, &,, £3) térben egy feliiletet hatiroz
meg, mely p és g, paraméterekkel van megadva. A feliiletet a 7. abra mutatja.
A feliilet minden, az &, tengelyre merdleges sikkal valé metszete egybevago,
mégpedig az 5. 4brdn bemutatott csiicsnak az ¢, irdnyban felére zsugoritott
valtozata. Az él egyenes, és az ¢, tengelyre mergleges. 1, csokkentésével a felii-
let a —¢, iranyban eltolédik, az él pedig mindig az

gy = £165fC (23)
torzfeliileten van.
A 8. abra egy rogzitett &5 >> 0 esetében szemlélteti a metszet valtozasat.
Csak a vastagon jelolt gorbeszakasz pontjain halad keresztiil egy kisebb 4
esetében a masik ag, anélkil, hogy a sajat 4g1ijbdli keresztiilhaladasa megel§zné
ezt. Igy a (p,, 0) paraméterekkel hatérolt gorbeszakasz adja meg azokat a toké-
letlenségeket, melyekhez azonos kritikus teber tartozik. A p, pontban a gérbe
érintdje parhuzamos a (23) egyenessel, tehat

& de,  dey (de -1
c de, dp | dp
Felhasznalva a (21) és (22) egyenletet

&3

= ——, 24
b 9% (24)
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ib
| ___———C
/A
G
\B
6. dbra
&
\
\\ &,
\
\
\
\\ A
\
\,
\\
'~
7. @bra
g,
7\3 < A‘z < K‘ < 0
\ iy \
\\\ N \\\ & =8 &/
9 o NS €
\ o 1
B SN b=0
\\
\\
7,
%
/
Cof F
//:/ //
' 4
7 /

8. dbra
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&

&

L

~———
——

9. abra

A tokéletlenségi tér harom tartoméanyat a 9. abra mutatja. A kritikus tokélet-
lenségi tartomanyt hatarolé harom feliilet egyenlete:

1. &y = & &5fc + 3/(8¢3) & < cdy — 3€3/(8¢?), (25)

2.8 = cly — 3p?2 } —&/(2c) < p<0, ha & >0 (26)
&= Ao&g + 2p° 0< p< —&f(2¢),. ha' g3 <0,

3.8,=— 18 gfc g < Ae. (27)

Megallapithaté, hogy &; = 0 esetében nincs a tokéletes szerkezet kritikus terhé-
nél kisebb kritikus teher, tovabba, ha &, = 0 (illetve ¢, = 0), akkor a kritikus
tokéletlenségi tartoménynak csak az ¢; = 0 (illetve & = 0) esetben van pontja,
és ekkor az ¢-t6] valé fiiggés a 2. abra szerint alakul.

A tovabbiakban azt az esetet vizsgaljuk, amikor a (15) képletben ¢, > 0,
vagyis standard csiics van, de a (17) egyenletben ¢ < 0, vagyis 4 << 0 esetében
a tokéletes szerkezet fiiggvénye az 5. abrin lathaté csics belsejében levé
ponttal jellemezhetd.

dl.2. A fiiggvénynek 1 < 0 esetén két minimumpontja volt, és a szerke-
zet érzékenysége fiigg attol, hogy melyik allapotbél indultunk. Az egyik mini-
mumpont a p < 0, a masik a p > 0 agon talalkozik a maximumponttal, és az
agon athaladva az a két pont, amely taldlkozott, megsziinik. Feltessziik, hogy
a szerkezet eredeti allapotat jellemz8 minimumpont a p < 0 agon talalkozik
a maximummal (a méasik eset hasonléan vizsgalhat6). Megjegyezziik, hogy a
csticshél valé kilépésnél lehet csak stabilitdsvesztés (kivétel a csiicsponton valé
belépés), igy példaul a 10. dbréan feltiintetett itnal a masik agon lesz a stabili-
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10. abra

b.
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&

&0 |

&
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/

11. dbra

[ &0 |

12. gbra
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& 1& &

e

\__\ e‘ha/fl/ ® //,6//@)

cr-cho-3{40)" €rscno- 33"
13. dbra

tasvesztés. Ilyen jellegii it esetiinkben nem johet létre, igy az 5. abran lathaté
elagazasi halmaznak a p < 0 felét kell csak vizsgalnunk.

el.2) A (17)—(20) egyenletrendszer most is a (21), (22) feliiletre vezet,
de csak a p < 0 felét kell vizsgalnunk és ¢ < 0. Rogzitett ¢ > 0 esetében
a 1la. abra, rogzitett ¢; << 0 esetében a 11b. abra mutatja a metszet valtoza-
sdt. A p, paramétert most is (24) adja meg. A tokéletlenségi tér harom tartoma-
nyat a 12. abra szemlélteti. A kritikus tokéletlenségi tartomanyt most is a
(25)—(27) felilletek hataroljak, de a paraméterek korlatai a kovetkezdk:

1. feliilet: g3 < 0 és & > chy —3e3f(8c2),
2. feliilet: p <0,k e >0,

P < —&/(2¢c), ha & < 0,
3. felilet: g, > 056t e;, > el

A feliiletnek az ¢, = 0, &, = 0 és ¢, = 0 sikkal valé metszetét a 13. abra mutat-
ja. A 13a. és 13b. abran van egy-egy A,-tdl fiiggetlen parabola, melyet egy
Ag-tol fiiggd egyenes, illetve gorbe érint.

A kovetkezdkben a duilis csics esetét targyaljuk (¢; < 0 a (15)-ben).

b2) A duilis csicsnal is (19) és (20) adja meg az elagazdsi halmazt, de
az 5. abran a minimum és maximum sz felcserélendd. Az elagazasi halmaz
oldalan a minimumpontok szima kiilonbozik.

c2) A kinyitasi térben csak a csicson beliill van minimumpont. A toké-
letes szerkezetnél (¢, = ¢, = &5 = 0) b = 0, igy 4 < 0 esetében negativ a érté-
ket kell kapni, tehat ¢ << 0 kell, hogy legyen.

d2) Az elagazasi halmaz elsé keresztezésekor megsziinik a minimum-
pont.

e2) A (17)—(20) egyenletrendszer most is a (21), (22) felilletre vezet, de
most p minden értékét vizsgalni kell és ¢ < 0.
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A 14. abra rogzitett e, > 0 esetében tiinteti fel a metszet valtozasat.
g 3
A p, paramétert most is (24) adja meg, a metszéspont p,, paraméterét az

&3 & (Pm) — &2(P:)

¢ & (Pm),— &1(pP0)

feltételbdl hatarozzuk meg. Felhasznalva a (21) és (22) egyenletet,

s

Pm=3c'

A tiékéletlenség-tér hirom tartomianyat a 15. abra szemlélteti. A kritikus toké-
letlenségi tartomanyt hatarolé feliiletek egyenleteit a (25) és (26) képletek
mutatjak, de a paraméterek korlatai a kovetkezdk:

(25) képletnél ci, — 3&3/(8¢2) < & < ¢4, — 3¢63/(32¢?),
(26) képletnél p, < p < p,, ha £, >0,
Pm <p <pp ha <0.

A feliiletnek az ¢, = 0, &, = 0 és & = 0 sikkal valé6 metszetét a 16. abra mu-
tatja. A 16a. és 16b. abran van egy-egy A,-tdl fiiggetlen parabola, melyet két

Atol fliggd egyenes, illetve gorbe érint.

S. Hiperbolikus koldok katasztréfa

A hiperbolikus k6ldék katasztréfa egy kanonikus alakja
fu, v, a, b, ¢) = u® + v® + auv 4 bu + cv. (28)

a) TaompsoN és HUNT munkainak [8, 9, 10] megfelelGen csak a kovet-

kez§ alaku potencidlfiiggvénnyel foglalkozunk:
V=6 3+ iy — 1(csd® + 65" + &5 + &Y, (29)

ahol x és y a két aktiv altalanositott koordinita, c,c, < 0, ¢ > 0, ¢, > 0.
Hiperbolikus koldok esetében cic, > 0. Az

A 1312 12 21812 12
x=cy P22 x, & = i3 cj? e ey,
s -1/3 - 13

y=ci'By, Eg=1C;" €, (30)

— (218 =1 =g o1
I=cBela, A=legleyesley

Mgssaki Tudomdny 62 (1982)

13



194 oo GASPAR 8.
normalizalas utan (29)

Vix, y, 2, &, &) = y* + Ax%y — A(x? 4 y?) + e1x 4 &y (31)

alaki lesz. (28) és (31) ekvivalens, mert az

A 3+ 4 . i
— 9—1/3 —_ —_— e o - . R R
u =2 [y V3 & — = l) . .

7 3+ 4 l
= 2718 |4 — x— -
v=2 [y l/ 3 %" 64 ')’

a=218(3 - A)NA, | (32)
b= 228 [€2+ V% e B0 A) lzJ : (33)
c: = 27% [82— ]’/% &+ B+ 111(412 —4) }»2] (34)

transzformaciékkal ([11]):

f(ue ‘U, a, bs C) = V(xo _)’,.3-, 819 82) + V()u 819 82)'

b) A (28) hiperbolikus koldok esetében a kinyitasi tér haromdimenziés,
az elagazasi halmaz parametrizalt alakja ([5] 185. o.):

a = 6p, (35)
b= —3p*2q~* 4 ¢%), (36)
¢ = —3p*2¢ + q7?). (37)

A 17. idbra mutatja a halmaznak egy a¢ = const 5= 0 sikkal valé metszetét.
A 18. abra szemlélteti, hogy a kinyitéisi tér mely tartominyiban milyen sta-
cionérius pontok vannak. Az eldgazési halmaznak csak a fele olyan, amelynek
két oldalin kiilonb6z6 a minimumpontok szima. E félnek paramétertarto-
manya: pg > 0.

¢) Ha A = 3, akkor a mindig nulla. Ez nem univerzalis kinyitas [10, 11],
ezért ezt az esetet nem vizsgaljuk. A tokéletes szerkezetnél (e = &, =:0)
b = ¢. A < 0 esetében csak akkor van minimumpont, ha

vagy a > 0 és b << —a?/4, (38)
vagy @ < 0 és b < a?/12. (39)

Az A >3 esetében a (38), A << 3 esetében a (39) feltétel teljesiil.

Milszaki Tudomdny 62 (1982)
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Cc
q <1 EZ
q:-1
3> b
q=1 'b'.
o
Q"\
~
v
& &
(o}
17. abra

nincs staciondrius pont

1 maximum )’ '
1 nyereg } —
a
1 minimum
1 maximum

2 nyereg

b
i

minimuin
1 nyereg

18. dbra

d) Az elagazasi halmaz érdekes felének elsé keresztezésekor megsziinik
a minimumpont. A ¢) pont, a (35) egyenlet és a pg > 0 feltétel alapjan 4 >3
esetébenap > 0,9 > 0; 4 < 3 esetében a p < 0, ¢ < 0 paramétertartomany-
nyal leirt felilletrész veendd figyelembe.

e) A (32)—(37) egyenletrendszerbél kikiiszoboljiik az a, b, ¢ és p valtozot,

és kifejezziik az ¢, és &, valtozét:

& = B(ABy*(—¢+2¢— 20" +q )2, (40)
&=(C—B(¢+29+20" +¢%)%,

5B AP ey BHOU~—1)

24 4* 44?2

ahol

Rogzitett 1 = A, esetében a (40) és a (41) egyenlet a 17. abra linearisan torzi-
tott valtozatat adja, ahol az origé is el van tolva az ¢, tengelyen. A 1, valtoz-
tatasaval a pontoknak az origétdl valé tavolsaga a Aj-tel aranyosan valtozik.
A tokéletlenségi tér harom tartomanyat 4 > 3 (g > 0) esetében a 19. abra,

13* Miiszaki Tudomdny 62 .(1982)
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&

® <

19. dbra

\ €,

q=-1—, 6 =1C+28) 2}

A RN N "€

g a6, =-(3/A)2 €,

S 4B g

N

20. ébra

A < 3 (g < 0) esetében a 20. abra mutatja. A ¢, és ¢, (= ¢, ') paramétert az
sl 4
feltételbél lehet meghatérozm. Felhasznalva a (40) és a (41) egyenletet, (42) a
Cc
P+ 1—-— 1=
Ot ( 5 B] ¢4

masodfokd egyenletre vezet, melynek gyokei g, és g,. A 19. és a 20. dbran a
két-két félegyenes fiiggetlen 4, értékétdl.

6. Elliptikus koldok katasztréfa
Az elliptikus koldok katasztréfa egy kanonikus alakja

flu, v, a, b, ¢) = v® —3u? + a(u? 4 v?) + bu + cv. (43)

a) THOMPSON és HUNT munkainak megfelelGen itt is a (29) alaki fiigg-
vénnyel foglalkozunk. Elliptikus koldok esetében c,c, <Z 0. A (30) normalizalas

Miiszaki Tudomdny 62 (1982)
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utan

Vix, 3, & &1, &) = y° — A&’y — Ax® £ y%) + ex + &5y (44)
alaki lesz. (43) és (44) ekvivalens, mert az

u = (4/3)!/*,

o=y + (3 —A))(6A),
a= —(4 + 3)/(24)4, (45)
b= (3/4) /¢, (46)
¢ =&+ (4 + 1)(3 —A)(4A4?)22 (47)

transzformaciékkal ([11}):

flu, v, a, b, ¢) = Vix, y, 4, &1, &) + v(4, &, &)

b} A (43) elliptikus koldok esetében a kinyitasi tér haromdimenziés, az
elagazdsi halmaz parametrizalt alakja ([5] 183. o.):

a=a,
b = 3-la2(sin 20 — 2 cos 6), (48)
¢ = 3~'a*cos 20 — 2 sin O). (49)

A 21. abra mutatja a halmaznak egy a = const 5= 0 sikkal valé metszetét.
A 22, abra szemlélteti, hogy a kinyitasi tér mely tartomanyaban milyen stacio-
narius pontok vannak. Az elagazasi halmaznak csak a fele olyan, amelynek két
oldalan kiilonb6z6 a minimumpontok szidma. E félnek paramétertartomanya
a>0,

c) A tokéletes szerkezetnél (e, = g, = 0) b= 0. A << 0 esetében csak
akkor van minimumpont, ha

—a? < ¢ < a?/3.

Ez a feltétel minden 0 << 4 << oc esetéhen teljesiil.
d) Az elagazasi halmaz els§ keresztezésekor megsziinik a minimumpont.
e) A (45)—(49) egyenletrendszerbdl kikiszoboljik az e, b, ¢ valtozét,
és kifejezziik az ¢, és ¢, valtozét:

e, = B(A[3)V2(sin 20 — 2 cos )12, (50)
g = (C 4 B(cos 20 — 2 sin 6))42, (51)
ahol
g A+3 (434 +1)

2

1242 442
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21. dbra

1 maximum
3 nyereg

1 minimum
3 nyereg
22. dbra
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&

1
o8t

7

24. dbra

Rogzitett 1 = 4, esetében az (50) és az (51) egyenlet a 21. abra linearisan torzi-
tott viltozatat adja, ahol az origé is el van tolva az ¢, tengelyen. A 1, valtoz-
tatasaval a pontoknak az origétél valé tivolsdga a Ai-tel aranyosan viltozik.
A tokéletlenségi tér két tartomanyat 4 > 3 (C > 0) esetében a 23. abra,
A < 3(C < 0) esetén a 24. abra mutatja. Egyik esetben sincs olyan tokéletlen-
ség, amelynek hatasara ne csokkenne a tokéletes szerkezet kritikus terhe.
A 0, és 0, (= II — 0,) paramétert a (42) feltételbsl lehet meghatérozni. Fel-
hasznalva az (50) és (51) egyenletet [11] (33) képlete szerint

6, = arcsin(24%4 + 3)-2 —1).

A 21. abra szerint a 12 < ©, < 311/2 megoldast kell valasztanunk. A 23. és
a 24. abran a két-két szakaszt tarté egyenesek fiiggetlenek A, értékétdl.

7. Megjegyzések

A cikk célja kettds: egyrészt megadni a kritikus tokéletlenségi tartomany
szerkesztésének szabalyait, masrészt bemutatni a hasznalatat a legfontosabb
esetekben. A kritikus tokéletlenségi tartomany elénye a tokéletlenség-érzé-
kenység feliiletekkel szemben az, hogy bar egy dimenziéval kevesebbet hasz-
nal, mégis a masikhoz hasonlé informaciét szolgaltat.

A 2. abranak megfelel6 vizsgélat csak a teljesség kedvéért szerepel. Leg-
jobban a kétdimenziés tartomanyok hasznalhatdk, ezért adjuk meg a harom-
dimenziés tartomanyok jellegzetes metszeteit. A haromdimenziés tartoményok "
a szokésosnal tobb hatas figyelembevételét teszik lehetévé. Haromdimenzis -
tartomanyokkal jellemezhetd az elliptikus és hiperbolikus koldok, ha egy 1j
szétvalaszté paramétert is szamitasba vesziink ([12]), vagy a gombhéj feltétel
teljesiilése esetében univerzalis kinyitasra toreksziink [10, 11]; valamint a fecs-
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kefarok és a parabolikus kéldok teljes kinyitdsakor is harom paraméterre van
sziikség a teherparaméteren kiviil.

A 16a. abra a [7] 4.6. abrajaval megegyezik.

A kritikus teherhez tartozé potenciilfiiggvény onmagaban nem jelai,
hogy milyen tton jutottunk oda. Mindig feltételeztiik, hogy stabilis llapotbél
érkeztiink, de a standard csicsbél harom stabil egyensiilyi it indul. A stan-
dard cstics belsejébél valé indulds példaul olyankor fordulhat el§, ha valamely
szerkezetet a kritikus terhénél nagyobb teherrel terheliink, majd (esetleg meg-
véltozott korilmények kozott) a terhet csokkentjik. Ilyenkor lehet folyamatos
allapotvaltozas is, de ugras is el6fordulhat.

A rugalmas stabilitas altalanos elméletével és a katasztréfaclmélettel
a University College London (J. M. T. THoMPsoN és G. W. HunT) és a Univer-
sity of Warwick-i (E. C. ZEEMAN, I. N. STEWART) tanulmanyutaim alatt ismer-
kedtem meg. A kapott segitséget mind a négyiiknek kosz6ndm.
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Critical Imperfection Territory. -~ Under the effect of the unavoidable im perfection,
the critical loading of the elastic structures may decrease. The critical imperfection territoryis
constituted by those imperfections in case of which the parameter of the critical load is less
than the value prescribed. These territories should be determined on the basis of examining the
potential function by making use of the results of the catastrophe theory. The general rules
of the construction are described, therefore, in the most significant cases (fold, cusp, elliptic
and hyperbolic umbilic catastrophe), also presents the actual critical imperfection territories.
These give in a space less by one dimension information similar to the imperfection sensitivity
surfaces.
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