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A dolgozat elst része bemutatja a Panovko-féle direkt linearizdldsi médszer egy
altaldnositdsdt és bevezeti a fazisgorbe feletti linearizdlds médszerét. Az utébbi méd-
szer alapjan javaslatot tesz a nemlinearitds mértékének egy definici6jdra. A dolgozat
mdsodik része elemzi a fiiggetlen viltozé transzformdciéjanak szerepét a fazisgorbe
feletti linearizilds esetében. Megmutatja, hogy tébb, a nemlineéris rezgések vizsgdlatdra
haszndlt médszernek szemléletes geometriai jelentése van.

Jelolések
m tiomeg
o sajat korfrekvencia
Q a gerjesztés korfrekvencidja
F a gerjesztd erd amplitidoéja
2(x) nemlinedris rugdkarakterisztika
h(x) nemlinedris csillapitdsi karakterisztika
f(x, x) nemlinedris jellegfeliilet
A integrdldasi tartomdny
s fazisgorbe
o(x), »(x, x) silyfiiggvények

Egyéb jeloléseket a szovegben értelmeziink.

1. Bevezetés

1.1 A mérnéki gyakorlat a korabbi évtizedekben altalaban arra toreke-
dett, hogy az elGfordulé lengésjelenségeket olyan linearis dinamikai modell
segitségével irja le, amelynek mozgasegyenlet-rendszere dllandé egyiitthatés
linearis differenciilegyenlet-rendszer. Az ilyen jellegli munkak soran szerzett
sok évtizedes tapasztalat megtanitotta a mérnokoket arra, hogy az ilyen
modellezés kozben elkeriilhetetlen kisebb-nagyobb elhanyagolasok, kozelitések
a gyakorlati élet szamos teriilletén — legaliabb elsG kozelitésben — megenged-
hetdek.

A gépek és szerkezetek iranti igények fokozédasaval azonban egyre tobb
esetben valt nyilvianvaléva, hogy az ilyen tipusi dinamikai modellek a jelen-
ségeknek egy részét még azon a tartomanyon belil sem képesek elfogadhaté
pontossaggal leirni, amely a miiszaki gyakorlat szamara értékes. Ezért az idg
miilasaval egyre inkibb el6térbe keriilt a nemlinedris dinamikai modellek
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alkalmazasanak és az ezek vizsgilatara alkalmas matematikai médszerek kidol-
gozasinak sziitkségessége. Nagymértékben elGsegitette a nemlineiris modellek
hasznalatat az utébbi 2—3 évtizedben a modern szamitastechnikai eszko6zok
elterjedése.

Nagy nehézséget jelent a nemlinedris modell vizsgalatakor az a koriil-
mény, hogy a tulajdonsigait leiré nemlinearis differencialegyenletek elmélete
még az egyvialtozés mésodrendii esetben sincs altaldnosan kidolgozva, bar
szamos értékes részeredmény mar napvildgot latott. Sajnos, olyan zart alakid
egzakt megoldasok, mint amilyenek az allandé egyiitthat6ju linearis differen-
cialegyenletek esetén rendelkezésre allnak és a rezgd rendszer tulajdonsagairél
gyors és pontos attekintést adnak, a nemlinedris differencidlegyenleteknél csak
kivételes esetekben ismeretesek. Lehetségesek végtelen sor vagy végtelen ite-
riciés sorozattal el§allithaté megoldasok, ezek azonban tobbnyire nélkiilszik
a mérnok szamara szitkséges gyors attekinthetdséget.

1.2 A miiszaki gyakorlatnak mindig az a kényszerii igénye, hogy felve-
t3d§ problémaira a fenti nehézségek ellenére is taliljon valamilyen miéiszakilag
clfogadhaté megoldast. Ezért alakultak ki — zommel az utébbi évtizedekben,
de bizonyos gyokereket tekintve LAGRANGE-ig visszavezethetSen — olyan igy-
nevezett mérnéki médszerek is, amelyek szigori matematikai megalapozasa
sok esetben hidnyos (v6. [12], 115. 0.). Eppen ezért a szokésosnil élesebben.
vetddik fel az eredmények ellendrzésének kérdése.

1.3 Attekintve a miiszaki gyakorlatban ma hasznéilatos médszereket
megallapithaté, hogy azoknak alapjit — kozvetleniil vagy kozvetve — az
esetek nagy részében valamilyen sorozatos kozelités képezi. A teljesség igénye
nélkiil két ilyen eljarast érdemes egymissal szembeallitani:

a) Ma mar hatékony szamitégépi programok allnak rendelkezésre a moz-
gasegyenletek numerikus megoldésira, amelyek rogzitett kezdeti feltételekhez
korabban el sem képzelhets pontossiggal elGallitjak a nemlinearis differencial-
egyenlet megoldasat. Az eljarasnak kétségtelen elényei (pl. nagyfoku pontos-
sdga) mellett hatranya, hogy csak diszkrét megoldas eldallitasara képes és sok
esethen — kiilonosen gyengén csillapitott rendszerek esetén — koltséges [6].

b) A mérnoki gyakorlatban sokszor sziikség van a megoldasok olyan
halmazinak vizsgalatira, amelynek alapjan dttekinthets, hogy a megoldasok
milyen fiiggvényei a miiszaki paramétereknek. Ez a feladat elvileg az emlitett
végtelen sorozat analitikus el8allitasat kivanna meg. E kovetelmény tokéletes
teljesitése a kozismert nehézségekbe iitkozik. Ilyen médszerek mégis elterjed-
ten hasznélatosak, és ez annak a gyakorlati tapasztalatnak a kiévetkezménye,:
amely szerint a nemlinedris dinamikai jelenségek tulajdonsigaira sokszor a
kozelitések els§ lépései ravilagitanak, esetenként mar az elsd 1épés is jelentds
informiciékat szolgaltat. S

1.4 Van az analitikusnak minésithetd eljarasoknak egy csoportja, ame-
lvik nem sorolhaté a fokozatos kozelitések kategériajaba. Ezek a linearizdldsi
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mdédszerek. Nem torekszenek pontos megoldasra, csupan a megoldisoknak a
gyakorlatban jél hasznilhaté els§ kozelitését kivanjak elallitani gy, hogy az
eredeti nemlinearis mozgasegyenlethez valamilyen meggondolassal egy — alta-
laban ekvivalensnek nevezett —linedris differencidlegyenletet rendelnek hozza.
A hozzirendelésnek mindig az a célja, hogy az ilyen médon linearizélt mozgas-
egyenlet egyik megoldasaval az eredeti nemlinearis mozgasegyenlet keresett
megoldisat lehetdleg jol kozelitsitk. A linearizalas végrehajtasa arra vezet,
hogy a nemlineéris mozgasegyenletben szerepl8 nemlinedris figgvények x és
x-t6l fiiggs tagjait ezen valtozdk linearis fiiggvényeivel helyettesitjiik. A linea-
rizaldsnak szdmos valtozata alakult ki ([1], [4], [5], [16], [18], [23]).

Meg kell emliteni, hogy a sorozatos kozelitést alkalmaz6 médszerek kozott
is vannak olyanak, amelyek els§ 1épésiiket tekintve egy-egy linearizalasi méd-
szerrel egyenértékiiek, de targyalasmédjuk a nem matematikus szemléletid
mérnékok szidmara olykor nehezen attekinthet8.

1.5 A fentiekben vazolt mérnoki mdédszereknek matematikai szemmel
nézve bizonyara tobb hianyossaga van. Ezek koziil a teljesség igénye nélkiil
kettét megemlitiink:

a) A mérnski gyakorlat igényei az esetek tilnyomé tébbségében perio-
dikus megoldasok vizsgalatara szoritkoznak, tobbnyire a nélkiil, hogy a perio-
dikus megoldasok létezésének feltételeit elméleti iton megvizsgalnak. A mér-
nok azilyen természetdi matematikai vizsgalatokat sok esetben a gyakorlathél
vett tapasztalattal helyettesiti.

b) Annak eldontésére, hogy az elGallitott ,,k6zelit§” megoldds mennyi-
ben kozeliti az eredeti nemlinearis differenciilegyenlet keresett megoldasat,
altaldban tovabbi vizsgalatokra van sziikség. Vannak esetek, rendelkezés-
re allnak a hiba becslésére alkalmas matematikai médszerek (vo. [8], [13],
[14]. {21], [25]), mas esetekben ezek ma még hidnyoznak. A mérnok nagyon
sok esetben nem tekinti feladatanak ilyen matematikai médszerek kidolgoza-
sat, hanem megelégszik azzal, hogy kozelité eredményeit vagy kozvetleniil a
tapasztalattal, vagy més, a szakirodalomban mar elfogadott eredményekkel
veti egybe.

1.6 Jelen dolgozat a PANovko altal javasolt direkt linearizalasi médszerre
épiil. A médszert 1952-ben [15] publikalta orosz, majd [1] angol nyelven. Sza-
mos. tovabbi munka (pl.: [2], [3], [16], [17], [22], [23]) — amelyek egyrészt
a médszerrel elérhetd eredményekrsl, masrészt a médszer finomitasat célzé
gondolatokrél szamolnak be — bizonyitja, hogy ez az eljaras ismertté és nép-
szeriivé valt. A hivatkozott munkik ismeretében azonban az is kideriil, hogy
a Panovko-féle eljarasnak — a mérnok szamara egyébként szimpatikus tulaj-
donsagai mellett — fogyatékossagai is vannak.

A jelen dolgozatnak az a térekvése, hogy az eljarast javitsa.

Az irodalomban a mdédszert egymastél matematikailag kiilonvalasztott
nemlineéris rugé, illetve csillapitasi karakterisztikdk esetén hasznaljak. Jelen
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dolgozat altalanositja a moédszert olyan rugé-csillapitas jellegfeliilet esetére,
amely nem bonthaté fel 6nallé (csak helytél fiiggd) rugékarakterisztika és
(csak sebességtdl fiiggs) csillapitasi karakterisztika egyiittesére.

Ez az altalinositais mindenekel§tt azt a kérdést veti fel, hogy hogyan
kell a Panovko-féle eljarasban lényeges szerepet jatszé hibakiegyenlitést az
altalanos esetben értelmezni. Ennek szidmos médja lehetséges. Ezek koziil az
egyik a jelen dolgozatban ismertetett fazisgorbe feletti kiegyenlités. Ezt az
eljarast a tovabbiakban a fazisgorbe feletti linearizilds médszerének nevezziik.
A dolgozat ezzel kapcsolatban igyekszik megmutatni az alabbiakat:

— Az eljaras kézenfekvd és szemléletes utasitist ad a linearizalas végre-
hajtasara, és a kapott eredmények az irodalomban altaldnosan elfogadott ered-
ményekkel 6sszhangban vannak.

— Segitségével kimutathaté, hogy tobb, széles korben hasznalt mis
médszernek is szemléletes geometriai jelentése van.

— Bevezethetd a nemlinearitds mértékének egy olyan definiciéja, amely
az irodalomban ismert definiciéknal altalanosabb és a tapasztalattal inkabb
osszhangban van.

Jelen dolgozathan a fazisgorbe feletti linearizilas mdédszerét egy szabad-
sagfoki mechanikai rendszerekkel kapcsolatban targyaljuk, bar maga a méd-
szer tobb szabadsigfoku rendszerek esetében is alkalmazhatd.

2. El6zmények
2.1 A Panovko altal javasolt direkt linearizalasi médszer az

mx + g(x) = 0 (2.1)

nemlinearis mozgéasegyenlethez egy linearis
mx+cx+d=0 (2.2)
alaki differencidlegyenletet rendel hozza. A médszernek az itt leirt gondolat-
menete egy kicsit eltér a szokasos (vo. [1], [2], [15], [16]) targyalasmédtél.
Jelen gondolatmenet azonban a tovabbiak szempontjabél célszeribbnek lat-
szik. Bevezetve az a? = ¢/m jelolést, a (2.2) altalanos megoldidsa
x= Ay + A, cos(at — I,)

alakban irhaté. Az A, a

cAdy+d=0 (2.3)
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\ glx)
y ./
,/cx«l
Ag-A, Ag Ag+A, x

1. @bra

osszefiiggésbil adédik, 4, és &, pedig a kezdeti feltételektdl fiiggs allandok.
A ¢ és d mennyiségek abbél a feltételbsl hatarozhaték meg, hogy az

r(x) = g(x) — (ex + d) (2.4)

eltérések (1. abra) négyzetintegrilja az [4, —A4,; A, + A4,] intervallumon
minimélis legyen. Igy az

Ao+ Ay

I = [g(x) — (cx+d)]* dx ' minimum (2.5)

feltételbdl a 9I,/(dc) = 0 és Al,/(dd) = 0 osszefiiggések alapjan a

3 Aot Ay Ag+ Ay
= 248 [JA,~A1 g(x)xdx — AOJA,_A, 8(x) dx] (2.6)
és
Ao+ A,
e [( 43 U ) ' g(a) dx — 32 - g(x)xdx] 2.7)

kifejezéseket kapjuk. Ha (2.6)-ot és (2.7)-et a (2.3)-ba helyettesitjiik, azt kap-
juk, hogy az A, és A, allandék kozott fenn kell dllnia az
Aot Ay
J.A.—Al g(x)dx =0 (2.8)

osszefiiggésnek. Ez azt jelenti, hogy az A4, + A4, és az A, — A, helyeken a (2.1)

rendszer potenciilis energiai megegyeznek. Igy a ¢ és d allanddk a

2 J BT s 2.9)

g 243 ) a—a,
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4, (2.10)

kifejezésekhdl szamithatok.

2.2 Ha az A, = A(A4,) figgvénykapcsolatot (2.8)-bél, ¢ és d értékeit
pedig (2.9) és (2.10)-b8] hatarozzuk meg, akkor (2.2) alapjén a (2.1) rezg6 rend-
szer amplitidé-frekvencia fiiggvényére — a tapasztalat szerint — &ltalaban
nagyon pontatlan kifejezést kapunk. Ezért [15] azt javasolja, hogy az 4, =
= A(4,) figgvénykapcsolatot és d értékét tovabbra is (2.8), illetve (2.10)-bél
szamitsuk, de ¢ értékének meghatirozasihoz a (2.4) helyett az r(x)o(x — A)
silyozott eltérések négyzetintegraljat minimalizaljuk, ahol o(x) alkalmasan
valasztott stlyfiiggvény. Példaul az eléfeszitett Duffing-rendszer rezgésének
periédusideje [3] szerint o(x) = x valasztasaval 59,-nal kisebb hibdval hata-
rozhaté meg.

2.3 A g(x) nemlineéris karakterisztika ismeretében a po(x) sulyfiiggvény
megvalaszthaté olyan médon, hogy a (2.2)-ben szerepls ¢ paraméter optimélis
legyen [23]. A siilyfiiggvények tgy is megvalaszthaték, hogy a kapott ¢ értékek
més linearizaldsi médszerek eredményeivel egyezzenek meg [23], [17]. Ezért
[17] a Panovko-féle direkt linearizalasi médszert a tobbi linearizalasi médszer
altalanositasaként kezeli.

2.4 A direkt linearizilds mddszerének a 2.1 pontban vazolt alapgondd-
lata gerjesztett rendszerek, tobhszabadsigfoki csillapitismentes rendszérek
[15] és h(x) alakd nemlineéris esillapitast tartalmazé rendszerek [22] esetében
is hasznalhaté.

2.5 A direkt linearizalasi médszer szamos gyakorlati rezgéstani feladat
megoldasiban eredményesen alkalmazhaté [1], {17]. Nagy elénye, hogy egy-

. : Ce .
szerli, és szemléletes geometriai jelentése van.

3. A direkt linearizalasi médszer egy altalanositasa

3.1 A gyakorlatban olyan nemlineéris rezgések is el6fordulnak, amelyek
mozgasegyenletében szerepl§ f(x, %) nemlinearitasra fennall, hogy

flx, x) = f(x) + h(x),

tehat nem bonthaté fel egy csak helytdl és egy csak sebességtdl fiiggd tag ossze-
gére. Az alabbiakban megmutatjuk, hogy a PANovKo éltal javasolt direkt linea-
rizalasi médszer ebben az esetben is alkalmazhaté, de altalanosabb alakban kell
megfogalmazni.

Az altalanositist a harmonikusan gerjesztett rezgések esetére mutatjuk
be, de a médszer szabad rezgések esetében is hasznalhaté.
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Tekintsiik azt a nemlinearis rezgd rendszert, amelynek mozgéasat az
mx + f{x, x) = F cos Q1 (3.1)
mozgasegyenlet irja le. Rendeljiik hozza (3.1)-hez ax
‘ni."r+b.é+cx—%—d_=Fcos.Qt (3.2)

linearis differencidlegyenlettel leirhat6é rezgé rendszert. A (3.2) allandésult
rezgéseit leiré partikularis megoldas az

x = ay + a; cos(Qt —9,) (3.3)

alakba irhaté, ahol — mint ismeretes —— az a, a; és #, allandék b, ¢ és d ismere-
tében az

4= ——, (3.4)
c
F
a = —— 3.5
T Ve — mQ22 4 (bQ) (3-5)
b2
tg 9, = 3.6
g8%= c-- m§? (3-6)
osszefiiggésekhdl szimithaték. A (3.3) alapjan
X = - a, 2sin (2 — 9)) 3.7)

irhat6, ahol a,Q a sebességamplitiidét jelenti.

A b, ¢ és d mennyiségeket most gy hatirozzuk meg, hogy az «x, %, z
koordinitarendszerben a z = f(x, %) jellegfeliiletet a z = bx + ¢x + d sik a
gy —a, S x<Lag+ a3 —a, Q<2< al.Q tartomanyon (2. abra) elég jél
kozelitse. Ezért elfirjuk, hogy a :

q(x, x) = f(x, £) — (bx + cx + d)
kiilonbség négyzetintegralja a fenti 4 tartoményon minimalis legyen. Igy az

”(A) [ flx, %) — (bx + cx 4 d)Pdxdi L minimum
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2. dgbra

feltételbsl a 9I,/(db) = 0, dL,/(dc) = 0, dL,/(dd) = 0 osszefiiggések alapjan a
e
40%93,; (A)

i 4;‘1 — JJ:A) f(x, %) xdxdi — a, J e ic)dxda'c] (3.9)

i 2
e (1 LBl
4a302 | a}

b f(x, %) % dx d% (3.8)

~

H(A)f(x, i)dzdi — 30 J(A) f(x, %) x dx daé]

ay

(3.10)
kifejezéseket kapjuk. A (3.9) és (3.10)-et a (3.4)-be helyettesitve az adédik, hogy

az a, és a, kozott fenn kell allnia az

ﬂw f(x,%)dxdi =0 (3.11)
osszefiiggésnek. Igy a ¢ és d allanddkra a (3.9) és (3.10)-bél a
3
= x,x)xdxdx, 312
ey (A)f( ) (3.12)
d= — ca, (3.13)

kifejezéseket kapjuk.
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3.2 Ha f(x, £) = g(x), azaz a nemlinearités olyan, hogy az x-t6]l nem fiigg,
akkor (3.8)-bél b = 0, a (3.9)—(3.13)-bél pedig a (2.6)—(2.10) osszefiiggések
adédnak. Ha az f(x, £) nemlinearitas

[z %) = g(x) + b (%)

tipusi, azaz felbonthaté egy rugékarakterisztika és egy csillapitasi karakterisz-
tika Osszegére, akkor
a2 .

j_a‘ h(¥)di =0 (3.14)
feltétel teljesiilése esetében a (3.9)—(3.13) 6sszefiiggésekbdlismét a (2.6) —(2.10)
kifejezések adédnak. Kénnyen belathaté, hogy ha a (3.14) tetszdleges a, 0 ese-
tében fennill, akkor k(%) paratlan fiiggvény. Ebben az esetben a h(x) csillapi-
tasi fiiggvény a 2.1 pontban leirt elv alapjan egy origén atmend egyenessel
kozelithetd. -

3.3 A 3.1 pontban elmondottak a 2.1 pontban vazolt direkt linearizalasi
médszer formalis altalanositisanak tekinthetk. Minthogy a direkt lineariza-
lasi médszer 2.1 alatti formajaban — azaz silyfiiggvények nélkiil —alkalmazva
igen megbizhatatlannak bizonyult, tulajdonképpen ugyanez varhaté a méd-
szer fentiekben leirt altalanositasatdl is.

A 2.2 pontban emlitett silyfiiggvények onkényesen vilaszthaték meg.
A 3.1 pontban leirt altalanositis pedig egy tovabbi dnkényességet is tartalmaz.
A 2.1 pontban kézenfekvinek latszott, hogy a g(x) fiiggvényt az

Ay —A4, x4+ 4,

intervallumban kézelitjiik egyenessel. A 3.1 pontban szerepl§ kettds integra-
lok integraldsi tartomanyaul azért vilasztottuk az

a,—a, << ay+ a, —0,2< %< a0

téglalapot, mert ilyen médon a 2.1 pont eredményei speciilis esetként kiadéd-
tak. Ez az elsé pillanatra talan tetszetds valasztds azonban semmilyen biztosi-
tékot sem jelent a kozelités pontossigara nézve. Igy az altalinositas soran
kapott eredmények két kiilonb6z8 vton is javithaték.

A 3.1 pont eredményei — a 2.2 pontban leirtakhoz hasonléan — sily-
fiiggvények segitségével médosithaték. Ebben az esetben az ay = ay(a,) figg-
vényt és a d értékét tovabbrais a (3.11) és (3.13)-bél szamoljuk, ¢ és b meghata-
rozasahoz pedig a ¢(x, x) helyett a q(x, £)x(x — a,, £) siilyozott eltérések négy-
zetintegraljat minimalizaljuk. A x(x, £) silyfiiggvény alkalmas megvalasztasa-
hoz nyilvin megfelel tapasztalatra van sziikség. Hangsilyozzuk, hogy az
ilyen médon elvégzett linearizalasnak — a tapasztalat szerint — az az elénye,
hogy nagyon egyszerii szimitisokhoz vezet.
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Masik lehet8ségként kindlkoznék, hogy az f(x, %) feliletet a fentiektdl
eltérd tartomanyon kozelithetnénk egy bx + cx + d sikkal. Mas tartoményon
kézelitve, a kapott rezgés amplitiidé-frekvencia fiiggvénye is mas lesz. Ennek
megfelelgen esetleg talilhaté olyan tartomany, amelynél a b, ¢ és d értékekhez
tartozé (3.2) linearis mozgisegyenlet megoldasa a (3.1) altal leirt rezgést a leg-
jobban kozeliti.

Ugy tiinik azonban, hogy a fenti megfontolasok ugyanigy, mint a nem-
linearis rezgéstanban szokdsos megfontolasok jelentds része, sok onkényessé-
get takarnak.

3.4 Az alabbiakban a kiegyenlit6 sik megvalasztasara egy kevesebb onké-
nyességet tartalmazdé javaslatot tesziink. Az eljaras lényege az aldbbiakban
vazolt gondolatmenet sorian alakult ki. A fentiekben az f(x, %) nemlinearis
feliiletet az (x, £) fazissik egy tartomanya felett gy kézelitettiik sikkal, hogy
a 3.1-ben leirt kozelités soran a jellegfeliiletnek egy tartomény feletti minden
pontjat figyelembe vettiik, pedig egy konkrét periodikus megoldas soran a felii-
letnek csupéin csak a fazisgorbe feletti gorbéje ,,vesz részt”” a mozgas kialakita-
saban. Két kiilonb6z8, egymastél erdsen eltérd mechanikai rendszernek, ame-
lyeknek példaul csak a fenti gorbéje kozos, megfelels inditds mellett ez az egy
mozgasa pontosan azonos médon lehetséges. Ez a korilmény kényszeritGen
arra a gondolatra vezet, hogy egy konkrét mozgas vizsgilatakor a jellegfelii-
letnek csak a fazisgorbe feletti gorbéjét szabad figyelembe venni a kiegyenlitd
sik megvilasztasara felhasznalt utasitas megszévegezésekor.

Mivel azonban a valéban kialakulé mozgast nem ismerjiik, eleve csak
kozelitéssel élhetiink. Minden olyan esetben, amelyben feltételezhetd, hogy a
valédi mozgas és az ekvivalens differencidlegyenlet altal meghatarozott mozgas
elegendden kozel allnak egymishoz, megengedhetének litszik az a kozelités,
hogy a valédi fazisgirbe helyett az ekvivalens mozgis fazisgorbéjét vegyiik
figyelembe. E szerint a kiegyenlitd sik megvalasztasara a nemlinearis jelleg-
feliiletnek azokat a pontjait fogjuk felhasznalni, amelyek a varhaté ekvivalens
mozgas fazisgorbéje felett fekszenek. Kimutathatd, hogy az ilyen médon koze-
litett megoldas a szakirodalom altal elfogadott és jénak mindsitett eredmné-
nyekkel dsszhangban van. A médszer egyik eldnye az, hogy a kiegyenlitd sik
megvalasztiasira adott utasitas szemléletes marad.

Az eljaras részleteivel a 4. és 5. pontban foglalkezunk.

4. Linearizalas a fazisgorbe felett

4.1 Tekintsiik a (3.1) és (3.2) mozgasegyenleteket. A (3.2)-ben a b, ¢ és
d értékeket most gy akarjuk meghatérozni, hogy az f(x, £) és a bx - cx 4- d
feliiletek kozotti eltérés a (3.2) megoldasanak fazisgorbéje felett kicsi legyen.
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Vezessitk be a 7 = Ot dimenzié nélkiili id6koordinatat! Ekkor (3.1) és

(3.2) az
mQ2x" - f(x, Qn') i =—4eos T, (4.1)
m2x"”" 4+ bQx’ 4+ cx +d = Fcost (4.2)

alakiivalesz, ahol vessz§ a 7 szerinti derivalast jeloli. A (4.2) allandésult rezgé-
sét
x = ay + a,cos(v — ) (4.3)

irjale, ahol b, ¢ és d ismeretében az a, a,, 9, allandok a (3.4)—(3.6) osszefiiggé-
sekbdl szamithatdk. A (4.3)-bél

’

2’ = —a, sin(vr —9,) (4.4)

adédik. Mivel x és x” azonos dimenziéjd, az x — x” koordinatarendszerben értel-
mezhetd az ivelem.

Abrazoljuk az f(x, Qx’) jellegfelilletet és az azt kizelit§ bQx’ + cx + d
sikot az (x, x') fazissik felett (3. dbra). A (4.3) és (4.4)-nek megfelel§ s fazis
gorbe (a,, 0) kozépponti, a, sugari kor. A f61é emelt kérhenger az f(x, 2 x”) felii-
letbél a folytonos vonallal rajzolt térgorbét a b Q x” + cx - d sikbél pedig az
eredményvonallal rajzolt ellipszist metszi ki. Rogzitett a,, a, és 2 esetén azon
b, ¢ és d értékeket keressiik, amelyeknél az ellipszis a térgorbét jol kozeliti.
A Kkozelitésre tobbféle feltételt szabhatunk. Egyik lehet6ség, hogy a henger-

3. dbra
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palastnak a két gorbe kozé es6 — az abran sraffozott — felilletét minimalizal-
juk. Elgirhatjuk példaul, hogy az eltéréseknek a fazisgérbe felett vett négyzet-
integrilja legyen minimalis, azaz

J,= Sﬁ( ) [f(x, 2x’) — (b2x" + cx + d)]*ds L minimum.

A révidebb irasmoéd kedvéért vezessitk be aypy = 7 — 9, jel6lést, és vegyiik figye-
lembe, hogy az (x, x’) fazissikon a (4.3) és (4.4)-hez tartozé ds = a, d y. Igy a

3J1 =0, EJ_IZ()’ Mzo
0, oc od
feltételek alapjan a ‘
1 2n
b= — J flag + a,cosp, —a;2siny)sin pdy, (4.5)
na, 2 Jo
1 27
c=——1 f(ap+ ajcosyp, —a,2siny)cosypdy, (4.6)
a4y Jo

1 2n
d = 2’] f(ay + a,cosyp, —a, Qsiny)dy —
s (4.7)
2n
- flay + a;cosp, —a, 2siny)cosydy

aln 0

osszefiiggéseket kapjuk. A (4.6) és (4.7) osszefiiggéseket a (3.4)-be helyettesitve,
az adédik, hogy a, és a, k6zott fenn kell dllnia az

:"f(ao + a,cosy, —a; 2siny)dp =20 (4.8)

sszefiiggésnek. Igy d értéke a d = —ca, Gsszefiiggésbdl szamithats.

A (4.8)-bdl meghatarozott a, = ag(a,, ) figgvényt (4.5) és (4.6)-ba
helyettesitve, kiszamithaték a linearizalt b(a,, Q) és c(a;, ) mennyiségek. Ha
ezeket (3.5)-be helyettesitjiik, akkor kézelitdleg megkaphatjuk a (3.1) nemlinea-
ris rezgé rendszer a, = a,(2) amplitidé-frekvencia fiiggvényét. A b(a,, )
és c(a,, 2) mennyiségeket a (3.6)-ba helyettesitve a (3.1) nemlinearis rendszer
#, = 9,(2) faziseltérés-frekvencia fiiggvényének kozelitése szimithaté.

A fentiekben az f(x, Q x°) feliiletet a (4.2) rezgd rendszer (x, x°) fazis-
sikon abrazolt fazisgorbéje felett a b 2 a” + cx + d sikkal kozelitettiik. Belat-
haté, hogy a fentiekkel megegyez§ eredményre jutnink akkor is, ha az fl=, %)
felilletet a (3.2) rezgs rendszer (x, %/2) fazissikon dbrazolt fazisgorbéje felett a
bx + cx + d sikkal kozelitenénk.
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4.2 A 4.1 pontban leirtakat autoném rendszerek periodikus megoldasai-
nak kozelitd el§allitasara is hasznilhatjuk. Ebben az esetben az

mi + f(x, %) =0 (4.9)
nemlinedris mozgasegyenlethez az
mx+bx+ecx1+d=0 (4.10)

allandé egyiitthatéji homogén linearis differencidlegyenletet rendeljiik hozza.
Az utébbinak periodikus-megoldisa csak b = 0 esetben van, de a tovabbiak
szempontjabol hasznos, ha benne a b-t — mint paramétert — megtartjuk.
A b= 0 esetben (4.10) altaldnos megoldasa

x = ay + a, cos(at —B,), (4.11)
ahol a, és 9, a kezdeti feltételektdl fiiggd allandék, a,ra pedig fenndll a
cag+d=20 (4.12)

osszefiiggés. A (4.9) altal leirt nemlinearis rezgés periodikus megoldasainak «
korfrekvenciajat a (4.10) és (4.11) alapjan kozelitéleg az

at = (4.13)
m

kifejezésbdl szamithatjuk.
Vezessiik be a T = at dimenzié nélkiili idékoordinatat. Igy (4.9) és (4.10)
az
a?mx” + f(x, x ") =0 (4.14)
egyenlet
a?mx’” 4+ bax’ +cx +d=10 (4.15)

alakiva lesz, ahol a vesszd a 7 szerinti differenciildst jeloli. A (4.11) alapjan
x = ag + a, cos(t — ) (4.16)

x’ = —a, sin(z —B,) (4.17)

irhaté. A 4.1 pontban leirtakhoz hasonléan abrazoljuk az f(x, « x°) jellegfeliile-

tet az (x, x’) fazissik felett (vo. 3. dbra). A (4.10), illetve (4.15)-ben szerepl$
b, ¢, d allandékat vgy hatarozzuk meg, hogy a (4.16) és (4.17)-hez tartozé s
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fazisgorbe felett vett

9”@ [f(x, 2x’) = (bxx” + cx + d]*ds (4.18)

vonalintegral minimalis legyen. igy a 4.1 ponthoz hasonléan a

2n
b= — 1 J f(ag + a; cosp, —a, asinyp)sinypdy, (4.19)
ma o Jo
1 27
c= J flag 4+ a,cosy, —a, xsiny)cospdy, (4.20)
T4y .Jo

27t
d— LJ flag + a,cosyp, —a; xsinyp)dy —
2n 0
(4.21)

~2n
S ] flag + a,cosp, —a, xsiny)cos ydy
aTJo

kifejezéseket kapjuk. A (4.20) és (4.21)-et a (4.12)-be helyettesitve pedig az
adédik, hogy az a, és a, k6z6tt az

[:,”f(ao + a;cosp, —a;xsiny) dy =0 (4.22)

osszefiiggésnek kell fennallnia.

A (4.22)-bél elgillithaté a, = ay(a;, «) fliggvényt a (4.20)-ba helyette-
sitve meghatarozhatjuk a linearizilt merevségek ¢ = ¢(a,, «) fiiggvényét. Eat
a (4.13)-ba helyettesitve, az

ma? = c(a,, %) (4.23)

kifejezés adédik. Mivel a (4.10)-b8l (4.11) alakd periodikus rezgéseket csak
b = 0 esetben kapunk, a (4.19) alapjan fenn kell illnia az

f:”f(a0 + a,cosy, —a;, asin y)sinpdy =0 (4.24)

Osszefiiggésnek. A (4.22)—(4.24) egyenletekb8l meghatarozhaték azok az e,
és o értékek, amelyeknél a fenti kozelités szerint a (4.9)-nek periodikus megol-
dasa, vagy az (x, «') fazissikon hatarciklusa lehetséges.

Ha a (4.23)-bél elgallithaté o = «(a;) fiiggvényt a (4.19)-be helyettesit-
jik, akkor egy b = b(a,) egyvaltozés fiiggvényt kapunk (4. abra). Ezen fiigg-
vény zérushelyei adjdk a periodikus megoldasok amplitidéit. Kézelitsiik a
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t
kiegyenlitd sik megvalasztasakor a fazisgorbét b kis értékei esetében is a fenti
«, sugari korrel. Igy a zérushelyek kornyezetében a b(a,) fiiggvény viselkedésé-
b6l ([20] 92. o.) gondolatmenetét kévetve, a hatarciklus stabilitisara kévetkez-
tethetiink. Kénnyen belathaté, hogy a 4. ibra szerint az a,;; amplitidé stabil.
Ha az a,;,; kis kérnyezetében a, > a,,,, akkor a linearizalt b csillapitasi tényez§

b 4

oV

Oy Qi Qmn \

4. dbra

pozitiv, és ez a (4.10)-ben az amplitidék csokkenéséhez vezet. Ha pedig
a, < ay;;, akkor b << 0 és ez az amplitidék novekedését vonja maga utan.
Hasonléan lathaté be, hogy az a,, és a,,,, amplitidéjd periodikus megoldasok
instabilak.

Ha a (4.24) identikusan teljesiil, akkor (4.23) a nemlinearis rezgd rend-
szer amplitidé-frekvencia fiiggvényét adja.

4.3 A rezgéstanban gyakran talilkozunk olyan nemlinearitasokkal.
amelyek a koordindtarendszer kezd@pontjira szimmetrikusak, azaz eleget
teszgnek az

[z, %) = — f(-—=x, —x) (4.235)
feltételnek. Kénnyen belathaté, hogy ebben az esetben az
a,=20

megoldisa a (4.8)-nak. Igy a (4.5)—(4.7) Gsszefiiggések a

b= — 1 jﬁnf(al cos p, —a, 2sin ) sin pdy, (4-26)
na, Q2 Jo
1 2n
c= f flaycosy, —a,@siny), cosy dy, (4.27)
nal 0
d=0 (4.28)

alakot oltik.
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5. d@bra

Autoném rezgések vizsgalatakor — a 4.2 pontnak megfelelGen — a (4.26),
(4.27)-ben 2 helyébe « keriil.

A (4.25) tipusi f(x, £) nemlinearis jellegfeliiletbél az (x, x”) fazisgorbére
emelt korhenger palastja olyan térgorbét metsz ki, amely a fentiek alapjén az
origén atmend sikban fekvd ellipszissel kozelithetd (5. abra).

4.4 A 4.1 pontban leirt kozelités mértékének egyik jellemzdje a henger-
palaston mért eltérések

2 ay

M =V : §3(s)[ f(x, Q%) — (bQ2x" + cx + d)JPds (4.29)

négyzetes integralkozépértéke. Ezen négyzetes integrilkozépértékhez tartozo
relativ hibat pedig az

et V% [f(x, 2x") — (624" + cx + d)]ds (4.30)
5 b 2 (x, Qx")ds

osszefiiggés adja.
Autoném esetben a (4.29), (4.30) osszefiiggésekben (2 helyébe a keriil.
A (4.30) osszefiiggést a nemlinearitas mértékének jellemzésére is hasznal-
hatjuk. Linearis f(x, ) esetében e, zérus. Gyengén nemlinearis f(x, ) figgvény
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esetében az e, nyilvan a zérus kézelében lev{ kis érték. Ebben az értelemben az
e, nagysagatél fiiggéen beszélhetiink erdsen nemlinearis és gyengén nemlinearis
rezgd rendszerekrél.

Az irodalomban (vé. [11] 147. o.) a nemlinearitids mértékének jellemzé-
sére az

fix, ) = kx + ug(x, £) (4.31)

alakban felirt nemlinedris fiiggvény esetében a u dimenziétlan paramétert
hasznaljak. Fontosnak tartjuk, hogy a nemlinearitas mértékének (4.30) defi-
niciéja olyan esetben is hasznilhaté, amikor az f(x, i) nemlinearis fiiggvény
nem bonthaté fel egyértelmiien a (4.31) alakra.

4.5 Példaként vizsgiljuk meg, hogyan valtozik a nemlinearitis mértéke
az

mx +kx +ex*=0 (4.32)
autoném Duffing-rendszer esetében. Most az
fx, £) = kx 4 ex® (4.33)
nemlinearis fiiggvény az £-t6l nem fiigg. A (4.32)-hoz az
mx + cx =0 (4.34)
lineiris mozgasegyenletet rendeljitk hozzd. A 7 = «t bevezetésével (4.32) és
(4.34) az
ma2x”+ kx + ex3=0

ma2x”+cx=0

alakba irhaték. A vesszd most is T szerinti differencialast jelent. A fenti mozgis-
egyenletek megoldasat
X =acosy (4.35)

alakban keressiik, ahol p = 7 — #,. A (4.27)-bdl
3
c=k + " ca? (4.36)
adédik. A (4.33), (4.35), (4.36) kifejezéseket a (4.30)-ba helyettesitve, a
p=—a

k
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0,8

0,7

0,6

0,5

0,4

0,2

01,/

<

jelolés bevezetésével, az
& .
@ ic= == 4.37
T V2@ +12u+ 542) o
osszefiiggéshez jutunk. Az e, = e(u) fiiggvényt a 6. abran szemléltetjiik.
Az abrabél is lathaté, hogy az olyan Duffing-rendszerek koziil, amelyeknek
(4.32) differencialegyenletei csak az ¢ el§jelében kiilonboznek, az & << 0-hoz
tartozé erdsebben nemlinearis, mint az & > 0-hoz tartozé. Példaként az aldb-
biakra hivatkozunk.

WEeicAND (v6. [10] 43—50. 0.) a (4.32) rendszert vizsgalva arra az ered-
ményre jutott, hogy a u = 2 esetében a (4.32) mozgésegyenlet megoldasa
jobban hasonlit egy cosinus fiiggvényhez, mint a y = — 0,8 esetén kapott meg-
oldas. Ez az eredmény a fentiekkel 6sszhangban van. A 6. abra szerint a p =
= —0,8 esetében a (4.32) rendszer erGsebben nemlinearis, mint u = 2 esetében.

4.6 A 4.1 és 4.2 pontokban a b, ¢ és d értékeket tgy hataroztuk meg,
hogy a hengerpalast altal kimetszett térgorbét az ellipszis elég jol kozelitse.
Ebbél a célbol elsirtuk, hogy a fazisgorbe felett az

flx, Q2°) —(b Qx* 4 cx + d) (4.38)
kiilsnbség négyzetintegralja — autoném esetben a (4.18) — minimélis legyen.
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A fenti térgorbének ellipszissel valé kozelitésére nyilvan mas feltételeket
is szabhatunk. Elgirhatjuk példaul, hogy a (4.38) eltérések abszoliit értékének
a fazisgorbe feletti vonalintegralja legyen minimalis. Azt is el§irhatndnk, hogy
a fazisgorbe felett a (4.38) eltérések koziil az abszolut értékben legnagyobb le-
gyen a minimalis. Ezekben az esetekben varhaté, hogy a 4.1 és 4.2 pontokban
kapottaktol eltéré eredményekre jutnank.

Megemlitjiik, hogy ha az f(x, £) jellegfeliiletet kozelit§ sikot dgy valaszt-
juk meg, hogy a fazisgiorbe feletti maximalis eltérés legyen minimalis, akkor
nincs sziikség a ¢ fiiggetlen valtozé transzformaciéjara, azaz a T dimenziétlan
id8 bevezetésére.

Az optimalis linearizalas kapcsin a fent emlitett médszerek Gsszehason-
litasara IwaN és PATYLA [7] numerikus vizsgalatokat végzett. Arra a megalla-
pitasra jutottak, hogy a kiilonb5z3 kiegyenlité médszerekkel kapott eredmsé-
nyek nem mutatnak lényeges kiillonbséget. A szamitasok azonban akkor jarnak
a legkevesebb faradsaggal, ha az eltérések négyzetintegraljat minimalizaljuk.
Nyilvan a 4.1 és 4.2 pontban leirtak esetében is hasonlé eredmények varhaték.

A 4.1 és 4.2 pontban vilasztott kdzlitésnek az egyszerliségen tul az az
elénye, hogy éltala tobb, a nemlinearis rezgések vizsgalatara hasznalt médszer
geometriai szemléltetéséhez jutunk. Ennek vizsgalatara a 6. pontban vissza-
tériink.

3. A fiiggetlen valtozé transzformiciéjanak szerepe
a fazisgorbe feletti linearizalas esetében

5.1 A 4.1 és 4.2 pontokban az f(x, %) jellegfeliilet kozelitése elGtt heve-
zettiikk a

T=Q1t, illetve 7=t (5.1)

dimenzié nélkiili idGkoordinatat. Ilyen médon az (x, x°) fazissikon értelmezhetd
az fvelem. Az (5.1) transzformacidk azt is biztositjak, hogy az (x, x”) fazissikon
a fazisgorbe kor és ez a szdmitisokat jelent§sen leegyszeriisiti. A fiiggetlen vil-
tozé fenti transzformaciéjdnak megvalasztasa onkényes. Mas transzformaciét
is valaszthatunk.

5.2 Vezessiik be a (3.1) és (3.2) mozgasegyenletekben a
T=7t
dimenzié nélkiili id6koordinatat, ahol v egyelére ismeretlen allandé. Igy (3.1)

és (3.2) a

v

max" - f(x,vx) — F cos (9_7 ~01) : 6.2)

mv*x" +bva' 4 cx +d=F cos —Q—r—ﬂl) (5.3)
v
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alakba irhaté. A vessz§ ismét a 7 szerinti differenciélast jeloli. Az (5.3) allandé-
sult rezgéseit

X = ag + 4y cos

2 ,91l (5.4)

v

irja le, ahol b, ¢, d ismeretében az a,, a,, #, dllanddk a (3.4)—(3.6) osszefiiggések-
b&l szamithaték. Az (5.4)-bél

¥ = —a, % gin (31_191) (5.5)

v v

adédik. Az (x. x') fazissikon az (5.4) és (5.5)-hoz tartozé s fazisgorbe az

ellipszis. A fazisgorbére emelt elliptikus henger az f(x, vx’) feliiletet egy térgorbé-
ben, a b v x” 4+ cx + d sikot ellipszisben metszi. A b, ¢ és d értékeket \igy hata-
rozzuk meg, hogy a hengerpalastnak a két gorbe kozé esd felszine kicsi legyen.
Ezért eldirjuk, hogy a

J,= fﬁ [f(x, v2") — (v 2" + ex + d)]2ds (5.6)
)
integral értéke legyen minimilis. Vezessiik be a

1/’:2‘7_'91

¥y

jelolést. gy (5.4) és (5.5) szerint az s fazisgorbe iveleme

Q Qz—'v? .9 57
Y 1_—Q2 sin?y dy (5.7)

ds =a,

alakd. Mivel az (5.6) integril minimalizilasa soran elliptikus integralokra
jutunk, célszerii kiilonvalasztani a » << Q és v > Q eseteket. A

2 2 .
k2=1—(—”-], S R 5.8
- =5 (5-8)
jelolésekkel (5.7) a
Q S 319 - 9
ds=a,-— V1 — K*sin’p dy, ha »<Q
v
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és
ds=a, |1+ p?sinfydy, ha v>0Q
»

alakba irhaté. A

;)Jz _ O, 3J2 =0 3.]2 =0 (5.9)

ab dc > ad

feltételek alapjan a » << 2 esetben

_ 3 k? )
40Qa;, (1 —K)F (k) — (1 — 2K*) E (k)
27 - (5.10)
. J f(ap + a; cosp, —a, Qsiny)siny- |1 —ksin*pdy,
0
3 K
2 (1 — 2
40, (1 +F) E(k)— (1 — K?) F (k) (5.11)
27 S —
. J flag + @, cosp, —a,Rsiny)cosy- Y1 —k*sinPpdy,
0
d = — ca, (5.12)
kifejezések addédnak, tovabbi az a, és a, kozott fenn kell allnia az
|-2nf(ao +a,cosp, —a; Rsiny) )1 —Ksinpdy =0 (5.13)

Jo

osszefiiggésnek. Az F(k) és E(k) a k moduluszi elsd- és masodfajii teljes ellipti-
kus integralokat jelolik.
A v > esetén az (5.9) feltételekbdl a

3

b= —
102 V1 +p? [(1+2P

(T;;‘” (5.14)

. J . flag+a, cosp, —a; 2sinp) sinyp - V1+p2sin21p dy,
°

3 p?
c= - > .
1 HWF|l——| - (1—p)E |———
R e R T p)] (5.15)
277 —
j flag + a; cosyp, —a, 2siny) cosy- | 1+p2sin®y dy,

0

d= — ca, (5.16)
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kifejezéseket kapjuk. Az a, és a, kozott pedig fenn kell allni az

v!jnf(ao%-al cosy, —a; Qsiny) - |1 + p?sin?y dy =0 (5.17)
osszefiiggésnek.

Ismert v esetén az (5.10)—(5.17) alapjan kapott a, = ay(a;, ©), b =
= b(a,, Q), ¢ = c(a,, Q) fiiggvények segitségével elGallithaték a (3.1) nemlinea-
ris rendszer a, == a,({2) amplitidé-frekvencia, illetve ¢, = #,(£2) faziseltérés-
frekvencia fiiggvényének kozelitd alakjai (v6. 4.1 pont).

Autoném rendszer esetén a fenti sszefiiggésekben (2 helyére « keriil.
A stabilis hatarciklusok a 4.2 pontban leirtakhoz hasonléan kereshetgk.

5.3 A v értékét a fenti szdmitisok sordn szabad paraméternek tekin-
tettiik. R4 nézve tovabbi eldirasokat tehetiink. A linearizalt b(a,, Q) csillapi-
tasi tényezd és c(a,, ) rugémerevség, tovabba az a; = ay(a;, {2) mennyiség
— l‘iigzitett.a1 és Q-nal — v valtoztatasaval valtozik. Ezért, ha a » értékét
helyesen vilasztjuk meg, akkor a fenti eredmények pontosabbak lehetnek,
mint a 4. pont eredményei (v6. 5.4 pont). llyen mdédon a v szerepe a 2. és 3.
pontban ismertetett silyfuggvények szerepéhez hasonlit.

Természetes, hogy a 2. és 3. pontban leirtakhoz hasonléan a fentieket
silyfiggvény bevezetésével is mdédosithatjuk. Ekkor az s fazisgorbe felett
vett silyozott eltéréseket minimalizdlva, a b, ¢, d értékeket a

J= @ ALf@vw') — (bx’ + ex -+ )] 2(x, &)} ds L minimum
. S

feltételbdl kapjuk.

Az 5.2 pont eredményei példaul a 4.1 pontban leirt gondolatmenetet fel-
hasznélva is megkaphaték, ha ott a

4

x(x,x") = V[% (x — ao)]2+ x'? (5.18)

silyfiiggvénnyel silyozott eltéréseket minimalizaljuk az (a,, 0) kozépponti a,
sugari kor felett. Arra a kérdésre, hogy a » értékét hogyan kell jél megvalasz-
tani, a fent elmondottak nem adnak feleletet. A 4. pontban valasztott v = Q
és » = « értékek a szamitasokat jelentSsen leegyszerfisitették. A szimitisok-
nak ez az egyszerd elvégezhet8sége v megvalasztasinak egyik szempontja is

lehet.
5.4 Példaként kozelitsiik az

X+ adx+ex®=0 (5.19)
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mozgasegyenletet az
x+biLextd=0 (5.50)

allandé egyiitthaté6jii linearis differencialegyenlettel.

Most f(x, ) = agx + ex3, tehat az #-t6] nem fiigg. Az a, = 0 megoldasa
az (5.13) és (5.17)-nek, amely azt jelenti, hogy a maximalis kitérések az origéra
szimmetrikusan helyezkednek el. Igy d = 0 adédik.

A b = 0 esetben (5.20) altaldnos megoldasa

x = a, cos{ax t —¥8,), (5.21)

ahol @ = }/¢, a, és ¥, pedig a kezdeti feltételektdl fiiggd konstansok. Vezessiik
be a T = vt dimenzié nélkiili id6koordinatat. A v szerinti derivaltat ismét
vesszdvel jelolve, (5.19) és (5.20) a

V2" 4 agx - ex3 =0 (5.22)
v2Ix” +bva’ +ex=0 (5.23)

alakba irhaték. Az (5.21) az
a
x = a, cos (———‘L’ — 191] (5.24)
v
alakot olti, amelyhél
¥ = — a, % sin [ir —9). (5.25)
v v !

Vezessiik be a

(5.26)

v

2
p="1-9, k‘-'__.]_(l), =X
o4

jeloléseket. Mivel autoném rendszert vizsgalunk, az (5.10)—(5.17) ésszefiiggé-
sekben Q helyett o keriil. Az s pedig az (5.24) és (5.25)-h6z tartozé fazisgorbe
lesz. Igy (5.10) és (5.14) szerint b = 0 adédik. Ez az eredmény nyilvanvals,
hiszen (5.19) konzervativ rendszert ir le. A v << o esetén (5.11)-bél

2(1 — k) (1 — 3Kk2) F(k) + (3k* -+ Tk* — 2) E(k)

— . (5.2
€= eaf sk:[(1 1 k) E (k) — (1— k%) F (k)] (5.27)
v > x esetén pedig (5.15)-bél
2(1+3p2)F{ __) +(3pt - 7p2—2)E‘%]
¢ o + ca? /1 Vit P 5 o)

Pl fes] -0l
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0.8
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értékeket kapjuk [19]. Az (5.27), (5.28) osszefiiggéseket egyetlen osszefiiggésbe
irva, az o sajat korfrekvencia négyzetének kozelitd értékére az

v
o® = ot + eal H [—

(5.29)

o

kifejezést kapjuk. A H(v[x) értelmezése az (5.29) és az (5.26)—(5.28) egybeveté-
sébdl lathaté. A H(v/x) fiiggvényt a 7. abran abrazoltuk. Mivel » értékét nem
rogzitettiik, ra vonatkozdan tovabbi elGirast tehetiink. Megvalaszthatjuk pél-
daul tgy, hogy (5.29) az (5.19) sajat korfrekvenciajanak négyzetét minél job-
ban kozelitse.

Példaul az oy = 0 esetben v/ = 1-nél (5.29)-bol

a? = 0,75 e a}

adédik. Az (5.19) mozgasegyenlet megoldasa és a megoldas amplitidé-frekven-
cia fiiggvénye pontosan is elallithaté. A pontos megoldas alapjin oy, = 0
esetében az

22 = 0,7178 & a? (5.30)
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osszefiiggéshez jutunk (vo. {2] 85.). A fenti kozelitd szamitast alkalmazva,
az (5.30) eredményt vjo = 1,5629 esetén kapjuk.

Lathaté, hogy a fiiggetlen valtozé (5.1) transzformaciéi a szimitasokat
jelentdsen leegyszeriisitik. Az 5.2 pont alapjan tébb fiaradsdggal pontosabb
eredményeket kaphatunk, de a v helyes megvalasztasahoz megfelel§ tapaszta-
latra van sziitkség.

5.5 Ha az 5.4 pontban targyalt feladatot a 4.2 pont gondolatmenetét
kovetve az (5.18)-nal egyszeriibb

silyfiiggvény felhasznilasaval oldjuk meg, akkor egyszerd szamitasok utan az

2

542
\ 4 a?
o = al + el oy
2 [3 =
22

kifejezést kapjuk. Az z;, = 0 esetben pontosnak tekinthetd (5.30) osszefiiggést
vl = 1,2619 valasztasanal kapjuk.

6. A fazisgirbe feletti linearizalas egybevetése
néhany mas médszerrel

6.1 AzidSk folyaman kialakultak olyan kvantitativ médszerek, amelyek
— vagy azok egyes valtozatai — lényegében azonos eredményekre vezetnek.
Ezek kétfélék.

Az egyik csoportba tartozék a kozvetlen linearizalasbél indulnak ki.
Ezek célja, hogy a nemlinearis differencidlegyenletet valamilyen médon linea-
ris differencialegyenlettel helyettesitsék. Ilyen pl. a PaANovko altal javasolt
direkt linearizalas médszere [15], a harmonikus linearizalas médszere [18],
az ekvivalens, illetve optimalis linearizalds médszere [4—6] stb. Ebbe a cso-
portba tartozik a fazisgorbe feletti linearizalds mdédszere is.

A misik csoport analitikus jellegii, tobbféle matematikai forrasbél szar-
mazik, és tobbnyire az azigényiik, hogy magasabb rendii kézelitéseketis elgallit-
sanak. Ilyen pl. a Bubnov-—Galerkin-médszer, a harmonikus egyensily méd-
szere [16], Poincaré perturbaciés médszere [11], a Krillov—Bogoljubov-féle
aszimptotikus mdédszer [20] stb. Az utébbi eljarasok elsd 1épései altalaban
— az irodalomban megszokott médon — megkonstrualhaték gy, hogy az elsé
csoport eredményeivel azonos vagy kozel azonos eredményeket adnak. Ezek

15 Miiszaki Tudomdny 62 (1982)



226 PATKO GY.

a miiveletek — mint ahogy arrél esetenként egy-egy vizsgilat meg is gydz
(lasd 6.4 pont) — egy kozvetlen linearizalassal egyenértékiiek.

Az elmondottak alapjan a fazisgérbe feletti linearizalas jelent8ségét elsé-
sorban abban latjuk, hogy

— tobb, a fenti osztalyozas elsd csoportjaba tartozé médszer geometriai
jelentését adja,

— segitségével t6bb, a masodik csoportba tartozé médszer elsd 1épésé-
hez geometriai szemléltetés rendelhetd.

A 6.2 és 6.4 pontokban példaként részletesen is bemutatjuk a fenti oszta-
lyozas egy-egy mdédszerének a fazisgorbe feletti linearizalissal valé egybeveté-
sét.

6.2 Szamos feladat megoldasiban eredményesen alkalmazzak a harmo-
nikus linearizilas médszerét (vo. pl. [18]), amely a harmonikus egyensily
mddszerének specidlis esete, és abbél példdul az alabbi médon vezethetd le.

A harmonikus egyensily mdédszerével az

mx 4 f(x, x) = F cos Ot (6.1)

mozgasegyenlet periodikus megoldasat az

oo

x=Ag+ > (A,cosn 2t + B,sinn Q1) (6.2)

n=1

alakban keressiik. A (6.2) kifejezést (6.1)-be helyettesitjiik. Az f(x, %) fiiggvényt
Fourier-sorba fejtjiik és (6.1)-ben elgirjuk az egyes harmonikusok egyiitthatéi-
nak egyenl8ségét. Igy az 4, 4,, B, (n = 1, 2, ...) egyiitthatékra nemlineéris
algebrai egyenletrendszert kapunk. A végtelen sok ismeretlen meghatarozasa
nehézségekbe iitkozik, ezért a gyakorlatban a (6.2) sornak csak egy szeletét
hasznaljak.

Keressiik (6.1) megoldasat kozelitsleg az

x=Ay+ A;cos 2t + B,sin Q1 (6.3)

alakban. A tovabbiak szempontjabél célszerii (6.3)-at az
x=ay+ a,cosyp (6.4)
alakba irni, ahol a trigonometrikus fiiggvényeket egy rezgéssé alakitottuk és
bevezettiik a korabban mar alkalmazott y = Q¢ — &, és a, = A, jelléseket.

Helyettesitsiik (6.4)-et (6.1)-be, és fejtsiik f(x, %)-ot az

flag + a, cosyp, —a, Psiny) == cy + c;cosp + by siny 4 ... (6.5)
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Fourier-sorba, amelynek egyiitthatéi a

27
co= j £ (a0 + acosp, — a, 2siny)dy, (6.6)
27! 0
1 2n
a=—\| f(ay+ a,cosyp, —a, Qsinyp)cosydy, (6,7)
T Jo
1 27
by=——\ f(ay+ a,cosy, —a, 2siny)sinpdy (6.8)
T Jo

sth. Gsszefiiggésekbdl szdmithaték. A kozelité megoldas (6.3), illetve (6.4) alak-
javal 6sszhangban a (6.5) Fourier-sorban is csak a nulladik és az elsé harmo-
nikusokat tartjuk meg. Igy (6.1) a

—m, 2%2a,cosyp + ¢cq + ¢;cosp + by siny = Fcos(y + &) (6.9)

alakbairhaté. Az ag, a,, ¥, mennyiségek (6.9)-bél az egyes harmonikusok egyiitt-
hatéinak egyenl&sége alapjan szamithaték. Vezessiik be a

b c
1 =

a, a,

, d=1cy— ca, (6.10)

jeloléseket! Igy (6.9) a
—m Q% cosp + ¢(ay | @, cosyp) —ba, Qsiny + d = F cos(yp + 9;) (6.11)

alakba irhaté, amelybél az a,, a,, #, mennyiségekre a (3.4)—(3.6) osszefiiggések
adédnak.
Kénnyen belathaté, hogy a (6.11) egyenletre jutunk akkor is, ha (6.1)
helyett az
mxX + bx + cx + d = F cos Q21 (6.12)

linearis differencialegyenlet (6.4) alakid periodikus megoldéasat keressiik, és
(6.12)-ben a b, ¢, d mennyiségeket a (6.10) és (6.6)—(6.8) osszefiiggések értel-
mezik.

Minden (6.1) alakd nemlinearis differencialegyenlethez hozzarendelhetd
egy (6.12) alakd linearis differenciilegyenlet tgy, hogy a két differencial-
egyenletnek a (6.4) alakban keresett megoldasai megegyeznek. A (6.12)-t
a (6.1)-hez tartozé harmonikusan linearizalt differencialegyenletnek nevezik.
Az a médszer pedig, amellyel a (6.1)-b6l kiindulva a (6.12) linearis differencial-
egyenlethez jutunk, a harmonikus linearizalis médszere.

A (6.10) és (6.6)—(6.8) osszefiiggésekkel értelmezett b, ¢ és d mennyiségek
megegyeznek a (4.5)—(4.7) eredményekkel. A fentiekben a harmonikus lineari-
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zalassal kapott eredmények pedig megegveznek a fazisgorbe feletti linearizalas
4.1 ponthan kapott eredményeivel. Tehdt a fazisgorbe feletti linearizalas 4.1
ponthan leirt valtozata a 6.1 pontban mondottakkal Gsszhanghan valéban fel-
foghaté gy is, mint a fentiekben ismertetett harmonikus linearizilis geomet-
riai szemléltetése.

6.3 Hasonlé méden belathaté, hogy az optimalis [4], illetve az ekvivalens
linearizalds mddszerének [5], [6] is szemléletes geometriai jelentés adhatd.

6.4 Az alabbiakban a Krilov—Bogoljubov-féle aszimptotikus mddszer
[20] els6 kozelitését vizsgaljuk meg.

6.4.1 Ez a médszer feltételezi, hogy az f(x, £) gyengén nemlinearis fugg-
vény, azaz

f(x, x) = kx + eg(x, x) (6.13)

alakid, ahol k > 0, és ¢ kis paraméter. Autoném esetben tehit (4.9) helvett

mx + kx + eg(x,x) =0 (6.14)
irhaté. Vezessiik be a
ko e BEE s (6.15)
m m
jeloléseket. Igy (6.14) az
%+ o +efi(x,x) =0 (6.16)

alakot 6lti. (6.16)-bél nyilvanvalé, hogy @ az ¢ = 0 esethez tartozé linearis
rendszer koérfrekvenciija.
A médszer elsé kozelitésében a megoldast az

X = acosy

alakban keressiik, ahol a és p a

278
d_a= d f filacosy, —a wsin p)sinydy
di 2w Jo
2n
d—w=w+ i J‘fl(acostp,—awsintp)coswdtp
dt 2naw )y

differencialegyenletekbél szamithaték (vo. [20], 51. o.).
A tovabbiakban csak az 4llandésult rezgésekkel foglalkozunk. Allandé-
sult rezgések esetén da/(dt) = 0 és dy/(dt) = «. Ebben az esetben a rezgések
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amplitidéja az

0= ’:1f1 (e cosp, — a wsin y) sin p dy, (6.17)
korfrekvencidja pedig az
27
o= + 8——f fi(acosy, —awsiny)cos pdy (6.18)
2nam Jo

dsszefiiggéshil szamithaté. Ha ¢ mdsodik hatvanyat elhanyagoljuk, akkor
(6.18)-hél

2
= o + ¢ J filacosy, —awsiny)cosypdy (6.19)
aa Jje

adédik. Ha (6.17) és (6.19)-ben figyelembe vessziik a (6.13) és (6.15) jelsléseket,
akkor a

0 :f:’ﬂf(a cos P, —awsinP)sinydy , (6.20)
1 2
ma? = ——J flacosyp,—a wsiny) cos pdy (6.21)
na Jo

osszefiiggésekhez jutunk. A (6.20) és (6.21) kifejezések hasonlitanak a (4.2)
pontban kapott eredményekhez. Tegyiik fel, hogy f(x, %)-ra fennall (4.25),
azaz a;, = 0. Ha a (6.20) és (6.21) jobb oldalan a helyébe a,-et és o helyébe
a-t irunk, akkor a (4.24) és (4.23) osszefiiggéseket kapjuk.

6.4.2 [20] (109. o.) kimutatja, hogy az els§ kozelitéssel megegyezd ered-
ményre jutunk, ha (6.14) helyett az

mx + A, (a)x + k. (a)x =0 (6.22)
ekvivalens linearis differencialegyenletet oldjuk meg, ahel 4,(a) és k(a) a

£ 21

A, (a) = — J 'g(acoscp, —awsiny)sinypdy,
0

Taw

k.(a) =k + %J- g(acosyp, —awsiny)cosydy,
na Jo

vagy — tekintettel a (6.13) jelolésre — a

2
A (a) = — 1 J f(acosy, —awsiny)sinpdy, (6.23)
maw Jo
1 2n
k.(a) = —j flacosy, —awsiny)cosypdy (6.24)
aa Jo
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osszefiiggésekbdl szdmithaték. A (6.23) és (6.24) alapjan szamolt linearizalt
csillapitasi tényezd és rugémerevség a, = 0 esetében csak abban kiilonbozik
a (4.19) és (4.20)-t6l, hogy a jobb oldalukon a nemlinearis rendszer x sajat kor-
frekvenciaja helyett az ¢ = 0 esethez tartozé linearis rendszer w sajat korfrek-
vencidja szerepel.

6.4.3 A (6.20), (6.21) oOsszefiiggésekhez a 4.2 pont gondolatmenetét
kévetve geometriai megfontolasok alapjan is eljuthatunk. Vezessiitk be a
(6.14) és (6.22) differencialegyenletekben a v = o t dimenzié nélkiili idSkoordi-

natat, ahol w = Vk_/; Igy (6.14) és (6.22) az

mo?*x” + kx + eg(x, 0x') =0, (6.25)
mo?x’ +lox +kx=0 (6.26)

alakba irhaté. (Vessz8 a 7 szerinti derivalast jeloli.) Az & = 0 esetbhen (6.25)
megoldasa

x = a cos(t — ;) (6.27)

alaku, ahol a és #, allandék, az utébbibdl pedig
x' = —asin(zr — &) (6.28)

kovetkezik. A (6.27), (6.28) fazisgorbe az (x, «') fazissikon kor. Erre az s fazis-
gorbére emelt korhenger az f(x, w ) = kx + ¢ g(x, w x’) feliiletet térgorbében
a Aw x’ + k,x sikot pedig ellipszisben metszi. Ha a 4, és k, mennyiségeket
ugy valasztjuk meg, hogy a hengerpalastnak az ellipszis és a térgorbe kozé
esd feliilete kicsi legyen, akkor a

g;( )[f(x-) 0x')— (A, ox" + k, x)]2 ds L minimum

feltétel alapjan a A, és k, mennyiségekre a (6.23) és (6.24) osszefiiggéseket
kapjuk.

Ezek a megfontolasok a Kriilov—Bogoljubov-médszer els§ kozelitésének
szemléletes geometriai jelentést adnak.

A fentieknek a 4.2 ponttal valé egybevetése vildgosan mutatja, hogy a
Kriilov—Bogoljubov-médszer elsd kozelitése és a fazisgorbe feletti linearizalas
(illetve a vele azonos eredményt adé médszerek) kozott elvi kiilonbségek
vannak. Ezek alapjat az adja, hogy az egyik esetben 7 = wt, a masikban
T = a t transzformaciét alkalmazunk, és ennek megfelelden az ekvivalens sik
megvilasztisihoz az egyik esetben w, a masikban x korfrekvenciajirezgéseket
vesziink alapul.

A Kriillov—Bogoljubov-médszer magasabb kozelitéseinél is fennall az,
hogy a megoldasok eldallitasdban az f(x, w ") nemlineéris fiiggvénynek és
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derivaltjainak csak a (6.27), (6.28) fazisgorbére lokalizalt értékei szerepelnek.
Ez a fazisgorbe allandésult rezgéseknél a magasabb kozelitések esetén is a
sugard kor.

Az alkalmazasok soran eléfordul, hogy az f(x, 4) fiiggvény (6.13) alakban
nem bonthaté fel, mert k értéke nem hatirozhaté meg egyértelmien. Ebben
az esetben t6bb szerz§ (vo6. pl. [18] 142. o.) azt javasolja, hogy a Kriillov—
Bogoljubov-médszer gondolatit az @ = « valasztasival alkalmazzuk. Belat-
haté, hogy ilyenkor a Kriillov—Boguljubov-médszer elsé kézelitésével az allan-
désult rezgésekre kapott eredmények az ay; = 0 esetben a 4.2 pont eredményei-
vel megegyeznek.

Megemlitjiik még, hogy a gerjesztett rendszerek 4.1 pontban leirt vizsga-
latat a Kriillov—Bogoljubov-médszer eredményeivel egybevetve, a fentiekhez
hasonlé megallapitdsokra juthatunk.

6.5 Erdemes még megemliteni, hogy speciilis esetekben a Poincaré-
médszer és a harmonikus linearizalas médszere (v6. [9] 102. o.), tovabba a
Poincaré-médszer és a Kriillov—Bogoljubov-médszer (v6. [24]) azonos ered-
ményekre vezet. Igy a 6.2 és 6.4 pontokban leirtakhoz hasonlé médon a Poin-
caré-médszer elsd 1épésének is szemléletes geometriai jelentés adhatd.

6.6 A fentiekben lattuk, hogy vannak olyan kozelité médszerek, amelyek
a fazisgorbe feletti linearizaldssal azonos eredményt adnak. Az ilyen fajta
kozelitések varhatéan annal jobb eredményt szolgaltatnak, minél jobban meg-
kéozelithetd ellipszissel a fazisgorbére emelt korhenger altal az f(x, %) jellegfelii-
lethél kimetszett térgorbe (vo. 3. és 5. abra). Fel szokas tételezni, hogy ez a fel-
tétel az ¢ kis értékeinél altalaban teljesiil. A geometriai szemlélet alapjin kézen-
fekvének latszik, hogy az f(x, %) fiiggvény felépitésétsl fiiggden nem kell ¢
kis értékeire szoritkoznunk. Ezért eléfordulhat, hogy mindazok a médszerek,
amelyek feltételezik, hogy a nemlinearis fiiggvény egy kis paramétert tartal-
maz, elsé kozelitésben a kis paraméter nagy értékeinél is j6 eredményt adnak.

7. Kovetkeztetések

7.1 A Panovko-féle direkt linearizalasi médszer alapgondolatiat a helytél
és sebességtdl is fiigg altalanos alaki f(x, £) nemlinearitas esetén is alkalmaz-
hatjuk. Ebben az esetben az f(x, «) jellegfeliiletet egy bx + cx + d sikkal koze-
litjiik az (x, x’) fazissik valamilyen tartoménya felett. Az a tartomany, amely
felett a kozelitést elvégezziik, tobbféleképpen is megvialaszthaté. Ezen tarto-
many és a silyfiiggvény alkalmas megvalasztasakor speciilis esetekben a
Paxovko altal kapott eredmények adédnak.

7.2 Ekvivalens lineéris rendszerek mas — az eddigiektdl eltér6 — tton
is felépithet8k. A nemlinearis mozgisegyenlethez ebben az esetben is hozza-
rendeliink egy linearis mozgasegyenletet. Utébbinak egyiitthatéit gy hatéaroz-
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zuk meg, hogy a megoldas fazisgorbéje felett a nemlinearis fiiggvény és az Gt
kozelitd linearis fiiggvény kozotti eltérések legyenek minimalisak. A fazis-
girbe feletti eltérések minimalizalasat tobb dton is elvégezhetjiik. Egy egyszeri
viéltozatot részletesen a 4. és 5. pontokban mutatunk be. Ebben az esetben az
eltérések négyzetének a fazisgorbe feletti vonalintegraljait minimalizaljuk.
Ahhoz, hogy a fazissikon a vonalelem értelmezhets legyen,egy transzformaicié
bevezetésére van szilkség. Ez a transzformacié tébbféleképpen is megvalaszt-
hatd.

7.3 A fazisgirbe feletti linearizalas elvégzése utan elGallithaté az elté-
rések négyzetes integrilkozepének relativ hibidja. A relativ hiba nagysaga a
nemlinearitds mértékérdl ad tajékoztatast. A nemlinearitis mértékének ez a
(4.30) definiciéja egy korabbi, az irodalombél ismert, definiciénal altalanosabb
esetekben is hasznalhaté.

7.4 A fazisgorbe feletti linearizal4asra tdmaszkodva t6bb — a nemlinearis
rezgések vizsgalatdban hasznilt — médszer szemléletes geometriai jelentésé-
hez jutunk.
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Contribution to the Methods of Construction of EquivalentLinear Oscillating Systems. —
In the first part of the paper a generalization of the Panovko method for direct linearization is
presented and one method of the linearization above the phase curve is introduced. On the
basis of this latter a suggestion is made to define the degree of the non-linearity. The second
part deals with the role of the transformation of the independent variable in case of the lineari-
zation above the phase curve. It is pointed out that several methods used for the examination
of the non-linear oscillations have a demonstrative geometrical meaning.

Beitrag zu den Methoden der diquivalenten Linearisierung fiir Schwingungssysteme. —
In der Arbeit wird eine Verallgemeinerung der direkten Linearisierungsmethode von Panovko
vorgestellt, und es wird die Methode der Linearisierung iiber der Phasenkurve eingefiihrt. Auf
Grund der letzten Methode wird eine Definition des MaBes der Nichtlinearitiit vorgeschlagen.
Bei der Linearisierung iiber der Phasenkurve wird die Bedeutung der Transformation der
unabhingigen Variablen untersucht. Es wird gezeigt, dal mehrere zur Untersuchung der
nichtlinearen Schwingungssysteme angewandten Methoden eine anschauliche geometrische
Deutung haben.
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