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A dolgozat első része bemutatja a Panovko-féle direkt linearizálási módszer egy 
általánosítását és bevezeti a fázisgörbe feletti linearizálás módszerét. Az utóbbi mód-
szer alapján javaslatot tesz a nemlinearitás mértékének egy definíciójára. A dolgozat 
második része elemzi a független változó transzformációjának szerepét a fázisgörbe 
feletti linearizálás esetében. Megmutatja, hogy több, a nemlineáris rezgések vizsgálatára 
használt módszernek szemléletes geometriai jelentése van. 

Jelölések 
m tömeg 
a saját körfrekvencia 
Q a gerjesztés körfrekvenciája 
F a gerjesztő erő amplitúdója 
g(x) nemlineáris rugókarakterisztika 
h(x) nemlineáris csillapítási karakterisztika 

f(x, x) nemlineáris jellegfelület 
A integrálási tartomány 
» fázisgörbe 
o(x), x(x, x) súlyfüggvények 
Egyéb jelöléseket a szövegben értelmezünk. 

1. Bevezetés 

1.1 A mérnöki gyakorlat a korábbi évtizedekben á l ta lában arra töreke-
det t , hogy az előforduló lengésjelenségeket olyan lineáris dinamikai modell 
segítségével í r ja le, amelynek mozgásegyenlet-rendszere állandó együt tha tós 
lineáris differenciálegyenlet-rendszer. Az ilyen jellegű m u n k á k során szerzet t 
sok évtizedes tapasztalat megtaní tot ta a mérnököket a r ra , hogy az i lyen 
modellezés közben elkerülhetetlen kisebb-nagyobb elhanyagolások, közelítések 
a gyakorlati élet számos területén —lega lább első közelítésben — megenged-
hetőek. 

A gépek és szerkezetek iránti igények fokozódásával azonban egyre t ö b b 
esetben vált nyilvánvalóvá, hogy az ilyen t ípusú dinamikai modellek a je len-
ségeknek egy részét még azon a t a r tományon belül sem képesek elfogadható 
pontossággal leírni, amely a műszaki gyakorlat számára értékes. Ezért az idő 
múlásával egyre inkább előtérbe került a nemlineáris dinamikai modellek 
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alkalmazásának és az ezek vizsgálatára a lkalmas matematikai módszerek kidol-
gozásának szükségessége. Nagymértékben elősegítette a nemlineáris modellek 
használatát az utóbbi 2—3 évtizedben a modern számítástechnikai eszközök 
elterjedése. 

Nagy nehézséget jelent a nemlineáris modell vizsgálatakor az a körül-
mény, hogy a tulajdonságai t leíró nemlineáris differenciálegyenletek elmélete 
még az egyváltozós másodrendű esetben sincs általánosan kidolgozva, bá r 
számos értékes részeredmény már napvilágot látott . Sajnos , olyan zárt a lakú 
egzakt megoldások, mint amilyenek az á l landó együt tha tó jú lineáris differen-
ciálegyenletek esetén rendelkezésre állnak és a rezgő rendszer tulajdonságairól 
gyors és pontos áttekintést adnak , a nemlineáris differenciálegyenleteknél csak 
kivételes esetekben ismeretesek. Lehetségesek végtelen sor vagy végtelen ite-
rációs sorozattal előállítható megoldások, ezek azonban többnyire nélkülözik 
a mérnök számára szükséges gyors át tekinthetőséget . 

1.2 A műszaki gyakorla tnak mindig az a kényszerű igénye, hogy felve-
tődő problémáira a fenti nehézségek ellenére is találjon valamilyen műszakilag 
elfogadható megoldást. Ezér t alakultak ki — zömmel az u tóbbi évtizedekben, 
de bizonyos gyökereket t ek in tve LAGRANGE-ig visszavezethetően — olyan úgy-
nevezett mérnöki módszerek is, amelyek szigorú matemat ika i megalapozása 
sok esetben hiányos (vö. [12], 115. o.). É p p e n ezért a szokásosnál élesebben 
vetődik fel az eredmények ellenőrzésének kérdése. 

1.3 Á t t ek in tve a műszaki gyakorlatban ma használatos módszereket 
megállapítható, hogy azoknak alapját — közvetlenül v a g y közvetve — az 
esetek nagy részében valamilyen sorozatos közelítés képezi. A teljesség igénye 
nélkül két i lyen eljárást érdemes egymással szembeállítani: 

a ) Ma m á r hatékony számítógépi programok állnak rendelkezésre a moz-
gásegyenletek numerikus megoldására, amelyek rögzített kezdeti feltételekhez 
korábban el sem képzelhető pontossággal előállítják a nemlineáris differenciál-
egyenlet megoldását . Az e l járásnak kétségtelen előnyei (pl. nagyfokú pontos-
sága) mellett há t ránya, hogy csak diszkrét megoldás előállítására képes és sok 
esetben — különösen gyengén csillapított rendszerek esetén — költséges [6]. 

b) A mérnöki gyakor la tban sokszor szükség van a megoldások olyan 
halmazának vizsgálatára, amelynek alapján át tekinthető, hogy a megoldások 
milyen függvényei a műszaki paramétereknek. Ez a fe ladat elvileg az emlí te t t 
végtelen sorozat analitikus előállítását k ívánná ineg. E követelmény tökéletes 
teljesítése a közismert nehézségekbe ütközik. Ilyen módszerek mégis el ter jed-
ten használatosak, és ez a n n a k a gyakorlati tapaszta la tnak a következménye, 
amely szerint a nemlineáris dinamikai jelenségek tulajdonságaira sokszor a 
közelítések első lépései rávilágítanak, esetenként már az első lépés is jelentős 
információkat szolgáltat. 

1.4 Van az analit ikusnak minősíthető eljárásoknak egy csoportja, ame-
lyik nem sorolható a fokozatos közelítések kategóriájába. Ezek a linearizálási 
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módszerek. Nem törekszenek pontos megoldásra, csupán a megoldásoknak a 
gyakorlatban jól használható első közelítését k ívánják előállítani úgy, hogy az 
eredeti nemlineáris mozgásegyenlethez valamilyen meggondolással egy — álta-
lában ekvivalensnek nevezett •—lineáris differenciálegyenletet rendelnek hozzá. 
A hozzárendelésnek mindig az a célja, hogy az ilyen módon linearizált mozgás-
egyenlet egyik megoldásával az eredeti nemlineáris mozgásegyenlet keresett 
megoldását lehetőleg jól közelítsük. A linearizálás végrehaj tása arra vezet, 
hogy a nemlineáris mozgásegyenletben szereplő nemlineáris függvények x és 
x-tól függő tag ja i t ezen változók lineáris függvényeivel helyet tesí t jük. A linea-
rizálásnak számos változata alakult ki ([1], [4], [5], [16], [18], [23]). 

Meg kell említeni, hogy a sorozatos közelítést alkalmazó módszerek között 
is vannak olyanak, amelyek első lépésüket tekintve egy-egy linearizálási mód-
szerrel egyenértékűek, de tárgyalásmódjuk a nem matemat ikus szemléletű 
mérnökök számára olykor nehezen át tekinthető. 

1.5 A fentiekben vázolt mérnöki módszereknek matematikai szemmel 
nézve bizonyára több hiányossága van. Ezek közül a teljesség igénye nélkül 
ket tő t megemlítünk: 

а) A mérnöki gyakorlat igényei az esetek túlnyomó többségében perio-
dikus megoldások vizsgálatára szorítkoznak, többnyire a nélkül, hogy a perio-
dikus megoldások létezésének feltételeit elméleti ú ton megvizsgálnák. A mér-
nök az ilyen természetű matemat ikai vizsgálatokat sok esetben a gyakorlatból 
vet t tapasztala t ta l helyettesíti . 

б) Annak eldöntésére, hogy az előállított „közel í tő" megoldás mennyi-
ben közelíti az eredeti nemlineáris differenciálegyenlet keresett megoldását, 
ál talában további vizsgálatokra van szükség. Vannak esetek, rendelkezés-
re állnak a hiba becslésére alkalmas matemat ikai módszerek (vö. [8], [13], 
[14], [21], [25]), más esetekben ezek ma még hiányoznak. A mérnök nagyon 
sok esetben nem tekinti fe ladatának ilyen matemat ikai módszerek kidolgozá-
sát . hanem megelégszik azzal, hogy közelítő eredményeit vagy közvetlenül a 
tapasztalat ta l , vagy más, a szakirodalomban már elfogadott eredményekkel 
veti egybe. 

1.6 Jelen dolgozat a P A N O V K O á l ta l javasol t direkt linearizálási módszerre 
épül. A módszert 1952-ben [15] publikálta orosz, ma jd [1] angol nyelven. Szá-
mos további munka (pl.: [2], [3], [16], [17], [22], [23]) — amelyek egyrészt 
a módszerrel elérhető eredményekről, másrészt a módszer f inomítását célzó 
gondolatokról számolnak be — bizonyítja, hogy ez az eljárás ismertté és nép-
szerűvé vált. A hivatkozot t munkák ismeretében azonban az is kiderül, hogy 
a Panovko-féle el járásnak — a mérnök számára egyébként szimpatikus tula j -
donságai mellett — fogyatékosságai is vannak. 

A jelen dolgozatnak az a törekvése, hogy az eljárást javí tsa . 
Az irodalomban a módszert egymástól matematikai lag különválasztott 

nemlineáris rugó, illetve csillapítási karakteriszt ikák esetén használják. Jelen 
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dolgozat ál talánosít ja a módszert olyan rugó-csillapítás jellegfelület esetére, 
amely nem bontható fel önálló (csak helytől függő) rugókarakteriszt ika és 
(csak sebességtől függő) csillapítási karakteriszt ika együttesére. 

Ez az általánosítás mindenekelőtt azt a kérdést veti fel, hogy hogyan 
kell a Panovko-féle el járásban lényeges szerepet játszó hibakiegyenlítést az 
általános esetben értelmezni. Ennek számos módja lehetséges. Ezek közül az 
egyik a jelen dolgozatban ismertetet t fázisgörbe feletti kiegyenlítés. Ezt az 
eljárást a továbbiakban a fázisgörbe feletti linearizálás módszerének nevezzük. 
A dolgozat ezzel kapcsolatban igyekszik megmutatni az a lábbiakat : 

— Az eljárás kézenfekvő és szemléletes utasítást ad a linearizálás végre-
ha j tására , és a kapot t eredmények az irodalomban általánosan elfogadott ered-
ményekkel összhangban vannak. 

— Segítségével k imuta tha tó , hogy több, széles körben használt más 
módszernek is szemléletes geometriai jelentése van. 

— Bevezethető a nemlinearitás mértékének egy olyan definíciója, amely 
az irodalomban ismert definícióknál ál talánosabb és a tapaszta la t ta l inkább 
összhangban van. 

Jelen dolgozatban a fázisgörbe feletti linearizálás módszerét egy szabad-
ságfokú mechanikai rendszerekkel kapcsolatban tárgyal juk, bár maga a mód-
szer több szabadságfokú rendszerek esetében is alkalmazható. 

2. Előzmények 

2.1 A P A N O V K O által javasolt direkt linearizálási módszer az 

mi + g(x) = 0 (2.1) 

nemlineáris mozgásegyenlethez egy lineáris 

mi + cx + d = 0 (2.2) 

alakú differenciálegyenletet rendel hozzá. A módszernek az i t t leírt gondolat-
menete egy kicsit eltér a szokásos (vő. [1], [2], [15], [16]) tárgyalásmódtól . 
Jelen gondolatmenet azonban a továbbiak szempontjából célszerűbbnek lát-
szik. Bevezetve az a 2 = c/m jelölést, а (2.2) általános megoldása 

X = A0 -f Ax cos(aí — - f t j ) 

alakban írható. Az A 0 a 

cA0 + d = 0 (2.3) 
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összefüggésből adódik, A 3 és pedig a kezdeti feltételektől függő állandók. 
А с és d mennyiségek abból a feltételből határozhatók meg, hogy az 

r(x) = g(x) — (cx + d) (2.4) 

eltérések (1. ábra) négyzetintegrálja az [ A 0 — A 3 ; A0 + At] intervallumon 
minimális legyen. Így az 

G = f ' [g(*) — (cx-\-d)]2 dx JL minimum 
J /\o—Ai 

feltételből a dlj(dc) = 0 és dlj(dd) = 0 összefüggések alapján a 

3 Г pA.+A, çA. + A, 
c = —— g(x)xdx-AA g(x)dx 

2A\ LJA.-A, JA.-A, 

Al 1 . An rA'+A> 
d = 

2 Ax I 1 + Г + А ' g { x ) d x - 3 Т Г Г + А ' g W x d x 

(2.5) 

(2.6) 

(2.7) 

kifejezéseket kapjuk. H a (2.6)-ot és (2.7)-et a (2.3)-ba helyettesí t jük, azt kap-
juk, hogy az A0 és Ax állandók között fenn kell állnia az 

(2.8) 

összefüggésnek. Ez azt jelenti , hogy az A0 -j- A3 és az A0 — A t helyeken a (2.1) 
rendszer potenciális energiái megegyeznek. Így а с és d állandók a 

3 Л А . + А , 
= I g(x) x dx 

2А\)а.^ ё К 1 (2.9) 
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és 
(2 .10 ) 

kifejezésekből számí tha tók . 
2.2 Ha az A0 = А„(АХ) függvénykapcso la to t (2.8)-ból, с és d értékeit 

ped ig (2.9) és (2.10)-ből ha tá rozzuk meg, akkor (2.2) a lapján a (2.1) rezgő rend-
szer ampli t i ídó-frekvencia függvényére —- a t apasz ta l a t szerint -— ál ta lában 
n a g y o n pon ta t l an kifejezést k a p u n k . Ezért [15] azt javasol ja , hogy az A0 = 
= A0(AJ) függvénykapcsola to t és d értékét t o v á b b r a is (2.8), i l letve (2.10)-ből 
számí tsuk , de с ér tékének meghatározásához a (2.4) helyet t az r(x)p(x — A u ) 
sú lyozot t eltérések négyze t in tegrá l já t minimalizál juk, ahol g(x) alkalmasan 
vá la sz to t t sú lyfüggvény. Például az előfeszített Duff ing-rendszer rezgésének 
periódusideje [3] szerint g(x) = x választásával 5%-ná l kisebb h ibával ha tá -
rozha tó meg. 

2.3 A g(x) nemlineáris karak te r i sz t ika ismeretében a p(x) súlyfüggvény 
megválasz tha tó olyan módon, hogy a (2.2)-ben szereplő с p a r a m é t e r optimális 
legyen [23]. A súlyfüggvények ú g y is megválasz tha tok , hogy a k a p o t t с ér tékek 
m á s linearizálási módszerek eredményeivel egyezzenek meg [23], [17]. Ezér t 
[17] a Panovko-féle direkt l inearizálási módszert a többi linearizálási módszer 
á l ta lános í tásaként kezeli. 

2.4 A d i rek t linearizálás módszerének a 2.1 pon tban vázol t alapgondo-
l a t a gerjesztet t rendszerek, többszabadságfokú csi l lapításmentes rendszerek 
[15] és h(x) a lakú nemlineáris csil lapítást t a r t a lmazó rendszerek [22] esetében 
is használható . 

2.5 A d i rek t linearizálási módszer számos gyakorlat i rezgéstani fe ladat 
megoldásában eredményesen a lka lmazha tó [1], [17]. Nagy előnye, hogy egy-
szerű, és szemléletes geometriai jelentése van . 

3.1 A gyakor la tban olyan nemlineáris rezgések is e lőfordulnak, amelyek 
mozgásegyenletében szerep lő / (x , x) nemlinear i tásra fennáll , hogy 

t e h á t nem b o n t h a t ó fel egy csak helytől és egy csak sebességtől függő tag össze-
gére. Az a l ább iakban m e g m u t a t j u k , hogy a P A N O V K O á l t a l j avaso l t direkt linea-
rizálási módszer ebben az ese tben is a lka lmazható , de á l ta lánosabb alakban kell 
megfogalmazni . 

Az á l ta lánosí tás t a ha rmon ikusan ger jesz te t t rezgések esetére m u t a t j u k 
be , de a módszer szabad rezgések esetében is használható . 

3. A direkt l inearizálási módszer egy általánosítása 
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Tekintsük azt a nemlineáris rezgő rendszert, amelynek mozgását az 

mx - f f ( x , x) = FcosQt (3.1) 

mozgásegyenlet írja le. Rendeljük hozzá (3.1)-hez az 

mx + bx + cx -f d = F cos Q t (3.2) 

lineáris differenciálegyenlettel leírható rezgő rendszert . A (3.2) állandósult 
rezgéseit leíró partikuláris megoldás az 

x = a„ + а г cos(.Qt — (3.3) 

alakba í rható , ahol — min t ismeretes — az а0 , a4 és % állandók 6, с és d ismere-
tében az 

d 
a 0 = , (3.4) 

с 

F  
(3.5) 

t g = — ( 3 . 6 ) 
с mLF 

összefüggésekből számíthatók. А (3.3) alapján 

x = — а4 Q sin (üt — dj) (3.7) 

írható, ahol a sebességamplitúdót jelenti. 
A b, с és d mennyiségeket most úgy határozzuk meg, hogy az x, x, z 

koordinátarendszerben a z = f(x, x) jellegfelületet a z = bx + cx + d sík a 
a0 —a1 <[ x < a 0 -(- a 4 ; — ö j ß дс <7 а ^ t a r tományon (2. ábra) elég jól 
közelítse. Ezért előírjuk, hogy a 

q (x, x) =f(x, x) — (bx -j- cx d) 

különbség négyzetintegrálja a fenti A tar tományon minimális legyen. í gy az 

I2 = JJ (A) [/(*> x) — (bx + cx -f- d)]2 dx dx L minimum 
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feltételből a dl2l(db) = 0, дЦ{дс) = 0, dl2\(dd) = 0 összefüggések alapján a 

Ь = —? ГГ f(x,x)xdxdi, (3.8) 
4a j ß 3 JJ(A) 

fix, i ) X dx dk - a0 f f / ( * , x) dxdk (3.9) 
4afÜ UJ(A) Mm J 

( l + 3 - 4 1 f f / ( x f x ) x d * d x | 
a 3 , U J ( A ) a j J J ( A ) J 

3 
с = 

4a j ß 
(3.10) 

kifejezéseket kap juk . A (3.9) és (3.10)-et a (3.4)-be helyettesítve az adódik, hogy 
az ax és a 0 közöt t fenn kell állnia az 

tf(A)f(x,i)dxdx = 0 (3.11) 

összefüggésnek. í g y а с és d ál landókra a (3.9) és (3.10)-ből a 

C = — 4 — Г Г f(x,x)xdxdx, (3.12) 
4af ß JJ ( A ) 

d = — ca0 (3.13) 

kifejezéseket k a p j u k . 

Miiszaki Tudomány 62 (1982) 



EKVIVALENS LINEÁRIS REZGŐ RENDSZEREK 2 0 9 

3.2 Ha f(x, x) = g(x), azaz a nemlinearitás olyan, hogy az дс-tól nem függ, 
akkor (3.8)-bóI 6 = 0, a (3.9)—(3.13)-ból pedig a (2.6)—(2.10) összefüggések 
adódnak. Ha az f(x, x) nemlinearitás 

f ( x , x) = g(x) + h(x) 

t ípusú, azaz felbontható egy rugókarakterisztika és egy csillapítási karakterisz-
t ika összegére, akkor 

Í A I ° h(x)dx = 0 ( 3 . 1 4 ) 
J-a, a 4 

feltétel teljesülése esetében a (3.9)—(3.13) összefüggésekből ismét a (2.6)—(2.10) 
kifejezések adódnak. Könnyen be lá tha tó , hogy ha a (3.14) tetszőleges a^Q ese-
tében fennáll , akkor h(x) páratlan függvény. Ebben az esetben a h(x) csillapí-
tási függvény a 2.1 pon tban leírt elv alapján egy origón átmenő egyenessel 
közelí thető. 

3.3 A 3.1 pontban elmondottak a 2.1 pontban vázolt direkt linearizálási 
módszer formális általánosításának tekinthetők. Minthogy a direkt linearizá-
lási módszer 2.1 alatt i fo rmájában — a z a z súlyfüggvények nélkül —alkalmazva 
igen megbízhatat lannak bizonyult, tu la jdonképpen ugyanez v á r h a t ó a mód-
szer fent iekben leírt általánosításától is. 

A 2.2 pontban emlí tet t súlyfüggvények önkényesen válasz thatók meg. 
A 3.1 pon tban leírt általánosítás pedig egy további önkényességet is tar talmaz. 
A 2.1 pontban kézenfekvőnek lá tszot t , hogy a g(x) függvényt az 

A0 ~A1 <, *<,A0+ A1 

in terval lumban közelít jük egyenessel. A 3.1 pontban szereplő ke t tős integrá-
lok integrálási t a r tományául azért választot tuk az 

a0 — Oj <j x < a0 -)- —«i^ < * <í öi-

téglalapot, mert ilyen módon a 2.1 pon t eredményei speciális ese tként kiadód-
tak . Ez az első pil lanatra talán te tszetős választás azonban semmilyen biztosí-
tékot sem jelent a közelítés pontosságára nézve. í g y az általánosítás során 
kapot t eredmények két különböző ú t o n is j av í tha tók . 

A 3.1 pont eredményei — a 2.2 pontban leír takhoz hasonlóan — súly-
függvények segítségével módosíthatók. Ebben az esetben az a 0 = a0(a1) függ-
vényt és a d értékét továbbra is a (3.11) és (3.13)-ból számoljuk, с és b meghatá-
rozásához pedig a q(x, x) helyett a q(x, x)x(x —o 0 , x) súlyozott eltérések négy-
zet integrál ját minimalizáljuk. A x(x, x) súlyfüggvény alkalmas megválasztásá-
hoz nyilván megfelelő tapaszta la t ra van szükség. Hangsúlyozzuk, hogy az 
ilyen módon elvégzett linearizálásnak — a tapasztala t szerint -— az az előnye, 
hogy nagyon egyszerű számításokhoz vezet. 
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Másik lehetőségként kínálkoznék, hogy az f(x, x) felületet a fentiektől 
eltérő tar tományon közelíthetnénk egy bx -f- cx -f- d síkkal. Más ta r tományon 
közelítve, a kapot t rezgés amplitúdó-frekvencia függvénye is más lesz. Ennek 
megfelelően esetleg található olyan tar tomány, amelynél a b, с és d értékekhez 
ta r tozó (3.2) lineáris mozgásegyenlet megoldása a (3.1) által leírt rezgést a leg-
jobban közelíti. 

Ügy tűnik azonban, hogy a fent i megfontolások ugyanúgy, mint a nem-
lineáris rezgéstanban szokásos megfontolások je lentős része, sok önkényessé-
get takarnak. 

3.4 Az a lábbiakban a kiegyenlítő sík megválasztására egy kevesebb önké-
nyességet ta r ta lmazó javaslatot teszünk. Az e l járás lényege az alábbiakban 
vázolt gondolatmenet során a lakul t ki. A fent iekben az f(x, A) nemlineáris 
felületet az (x, A) fázissík egy t a r tománya felett ügy közelítettük síkkal, hogy 
a 3. i -ben leírt közelítés során a jellegfelületnek egy ta r tomány felett i minden 
p o n t j á t figyelembe ve t tük , pedig egy konkrét periodikus megoldás során a felü-
le tnek csupán csak a fázisgörbe fe le t t i görbéje ,,vesz részt" a mozgás kialakítá-
sában. Két különböző, egymástól erősen eltérő mechanikai rendszernek, ame-
lyeknek példáid csak a fenti görbéje közös, megfelelő indítás mellet t ez az egy 
mozgása pontosan azonos módon lehetséges. Ez a körülmény kényszerítően 
a r ra a gondolatra vezet , hogy egy konkrét mozgás vizsgálatakor a jellegfelü-
le tnek csak a fázisgörbe feletti görbéjé t szabad figyelembe venni a kiegyenlítő 
sík megválasztására felhasznált u tas í tás megszövegezésekor. 

Mivel azonban a valóban kialakuló mozgást nem ismer jük, eleve csak 
közelítéssel é lhetünk. Minden olyan esetben, amelyben feltételezhető, hogy a 
valódi mozgás és az ekvivalens differenciálegyenlet által meghatározot t mozgás 
elegendően közel ál lnak egymáshoz, megengedhetőnek látszik az a közelítés, 
hogy a valódi fázisgörbe helyett az ekvivalens mozgás fázisgörbéjét vegyük 
figyelembe. E szerint a kiegyenlítő sík megválasztására a nemlineáris jelleg-
felületnek azokat a pontjai t fog juk felhasználni, amelyek a vá rha tó ekvivalens 
mozgás fázisgörbéje felett fekszenek. K imuta tha tó , hogy az ilyen módon köze-
l í te t t megoldás a szakirodalom ál ta l elfogadott és jónak minősí te t t eredmé-
nyekkel összhangban van. A módszer egyik előnye az, hogy a kiegyenlítő sík 
megválasztására a d o t t utasítás szemléletes m a r a d . 

Az eljárás részleteivel a 4. és 5. pontban foglalkozunk. 

4. Linearizálás a fázisgörbe felett 

4.1 Tekintsük a (3.1) és (3.2) mozgásegyenleteket. A (3.2)-ben a b, с és 
d értékeket most úgy akarjuk meghatározni, hogy az f(x, A) és a bx -f- cx d 
felületek közötti eltérés a (3.2) megoldásának fázisgörbéje fe le t t kicsi legyen. 
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Vezessük be a r = Qt dimenzió nélküli időkoordinátá t ! Ekkor (3.1) és 
(3.2) az 

míPx" + /(*, Qx') = F cos r , (4.1) 
mü2x" + büx' + cx + d = F cos r (4.2) 

alakúvá lesz, ahol vessző а т szerinti deriválást jelöli. A (4.2) állandósult rezgé-
sét 

x — a 0 + 0jC0s(t — (4.3) 

í r ja le, abol b, с és d ismeretében az a0 , av дл ál landók a (3.4)—(3.6) összefüggé-
sekből számí tha tók . A (4.3)-ból 

x' = —a1 sin(r — ( 4 . 4 ) 

adódik. Mivel x és x ' azonos dimenziójú, az x — x ' koordinátarendszerben ér te l -
mezhető az ívelem. 

Ábrázol juk az / (x , Qx') jellegfelületet és az azt közelí tő büx' -(- cx -)- d 
síkot az (x, x ') fázissík felet t (3. ábra). A (4.3) és (4.4)-nek megfelelő s fázis 
görbe (a0, 0) középpontú , ax sugarú kör. A fölé emelt körhenger az / (x , Q x') fe lü-
letből a fo lytonos vonallal r a j zo l t térgörbét a b Q x' -)- cx -)- d síkból pedig az 
eredményvonallal rajzolt ellipszist metszi ki . Rögzítet t a0, a1 és Q esetén azon 
b, с és d é r tékeke t keressük, amelyeknél az ellipszis a t é rgörbé t jól közelí t i . 
A közelítésre többféle fel tétel t szabhatunk. Egyik lehetőség, hogy a henger-
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palástnak a két görbe közé eső —az áb rán sraffozott —fe lü le té t minimalizál-
juk. Elő í rha t juk például, hogy az eltéréseknek a fázisgörbe felett vett négyzet-
integrálja legyen minimális, azaz 

Jx = ф [/(*, Qx') —(bÜx' + cx + d)]2ds =L minimum 
J (s) 

A rövidebb írásmód kedvéért vezessük be a y) = т — jelölést, és vegyük figye-
lembe, hogy az (x, x') fázissíkon a (4.3) és (4.4)-hez ta r tozó ds = a, d y>. í g y а 

d j x = 0 i M L = = 0 d J L = 0 

д, de dd 

feltételek a lap ján a 

1 f 2 " 
b = I / («o + cos xp , — axQ sin y>) sin ipdf , (4-5) 

naxQ Jo 
1 f2-T 

c — f(a0 + ax cos ip, —ax 12 sin ip) cos y> dy>, (4-6) 
лах Jo 

1 Г2" 
d = I f(a0 ax cosy,—ax Í2 sin yi) dy> — 

2л Jo 
а Г2л 

— / («о + «1 cos yi, —ах Q sin y>) cos y> dry 
ахл j о 

(4.7) 

összefüggéseket kapjuk. A (4.6) és (4.7) összefüggéseket a (3.4)-be helyettesí tve, 
az adódik, hogy o0 és ax közöt t fenn kell állnia az 

Г 2л 
L f(ao + a i c o s V ' — axD siny>) dy> — 0 (4-8) 

összefüggésnek. így d é r téke ad— —ca0 összefüggésből számítható. 
A (4.8)-ból meghatározot t a 0 = o 0(a x , ü ) függvényt (4.5) és (4.6)-ba 

helyettesítve, kiszámíthatók a linearizált 6(ox, Q) és c(ax, Q) mennyiségek. Ha 
ezeket (3.5)-be helyet tesí t jük, akkor közelítőleg megkapha t juk a (3.1) nemlineá-
ris rezgő rendszer aL = ал{й) amplitúdó-frekvencia függvényét . A b(ax, Q) 
és c(a1? Q) mennyiségeket a (3.6)-ba helyettesí tve a (3.1) nemlineáris rendszer 
•dx = ^x(ß) fáziseltérés-frekvencia függvényének közelítése számítható. 

A fent iekben az f ( x , Q xf felületet a (4.2) rezgő rendszer (x, я ' ) fázis-
síkon ábrázol t fázisgörbéje felett a b Q л;' cx + d s íkkal közelítettük. Belát-
ható, hogy a fentiekkel megegyező eredményre ju tnánk akkor is, lia az f ( x , x) 
felületet a (3.2) rezgő rendszer (x, xjQ) fázissíkon ábrázolt fázisgörbéje fe le t t a 
bx cx -(- d síkkal közelítenénk. 
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4.2 A 4.1 pontban le í r taka t a u t o n ó m rendszerek periodikus megoldásai-
nak közelítő előállítására is haszná lha t juk . Ebben az ese tben az 

m i + / ( « , * ) = 0 (4.9) 

nemlineáris mozgásegyenlethez az 

mx + bx + cx + d = 0 (4.10) 

állandó együ t tha tó jú homogén lineáris differenciálegyenletet rendeljük hozzá . 
Az u tóbb inak periodikus-megoldása csak 6 = 0 esetben van , de a t o v á b b i a k 
szempont jából hasznos, h a benne a 6-t — mint p a r a m é t e r t — m e g t a r t j u k . 
A 6 = 0 esetben (4.10) á l ta lános megoldása 

x = o 0 + d j cos (at — 6 j ) , (4-11) 

ahol a j és ú j а kezdeti fe l té telektől függő állandók, a 0 - r a pedig fennáll a 

ca0 + d = 0 (4.12) 

összefüggés. A (4.9) á l ta l leírt nemlineáris rezgés per iodikus megoldásainak a 
kör f rekvenc iá já t a (4.10) és (4.11) a l ap ján közelítőleg az 

a2 = — (4.13) 
m 

kifejezésből s z á m í t h a t j u k . 
Vezessük be а т = a í dimenzió nélkül i időkoord iná tá t . így (4.9) és (4.10) 

az 
x2mx" + f ( x , a x') = 0 (4.14) 

egyenlet 

x2mx" + бос*' + cx + d = 0 (4.15) 

alakúvá lesz, ahol a vessző а т szerinti differenciálást jelöli. A (4.11) a l a p j á n 

x — a0 + AJ COS(T — # J ) (4-16) 
és 

= — a j s in(r — 0j) (4.17) 

írható. A 4.1 pontban le í r t akhoz hasonlóan ábrázol juk az f(x, a x') jellegfelüle-
te t az (x, x') fázissík f e l e t t (vő. 3. ábra) . A (4.10), i l le tve (4.15)-ben szereplő 
6, c, d á l l andóka t úgy ha tá rozzuk meg, hogy a (4.16) és (4.17)-hez t a r t o z ó s 
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fázisgörbe fe le t t vett 

I [ f(x, ocx') — (6ocx' -)- CX + d]2(/s 

vonalintegrál minimális legyen. így a 4.1 ponthoz hasonlóan a 

1 Г2л 

6 = / ( a 0 + a i c o s — «x * sin у) sin , 
я а 4 а Jo 

1 | 2 я 

с — / ( а о 4" аз c o s W: — а sin cos у dip, 
Л % J o 

1 Г2л 

d = / ( а о 4" a i c o s V' —ах ос sin у) dy— 
2 я Jo 
а Г2л 

— / ( « o + a i cosy, —ах a sin у) cos ip dip 
а,л Jo 

kifejezéseket kap juk . А (4.20) és (4.21)-et a (4.12)-be helyettesítve pedig az 
adódik, hogy az a0 és ax közöt t az 

f0 / ( a o + a i c o s — a i а s ' n v) dtp = 0 (4.22) 

összefüggésnek kell fennállnia. 
A (4.22)-ből előállítható a 0 — а0(а4 , ос) függvényt a (4.20)-ba helyette-

sítve meghatározhat juk a linearizált merevségek с = c(ax, x) függvényét . Ez t 
a (4.13)-ba helyettesítve, az 

mx2 = с(а15 а) (4.23) 

kifejezés adódik. Mivel a (4.10)-ből (4.11) alakú periodikus rezgéseket csak 
6 = 0 esetben kapunk, a (4.19) alapján fenn kell állnia az 

Г2л /•/ 
|0 / ( a o + « i c o s ^ , — % oc sin rp) sinípdxp = 0 (4.24) 

összefüggésnek. A (4.22)—(4.24) egyenletekből meghatározhatók azok az ax 

és x értékek, amelyeknél a fen t i közelítés szerint a (4.9)-nek periodikus megol-
dása, vagy az (x, x') fázissíkon határciklusa lehetséges. 

Ha a (4.23)-ból előállítható oc = x(a1) függvényt a (4.19)-be helyettesít-
jük , akkor egy 6 = b(ax) egyváltozós függvényt kapunk (4. ábra) . Ezen függ-
vény zérushelyei adják a periodikus megoldások ampli túdóit . Közelítsük a 
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kiegyenlítő sík megválasztásakor a fázisgörbét b kis értékei esetében is a fenti 
«j sugarú körrel. így a zérushelyek környezetében a blaß) függvény viselkedésé-
ből ([20] 92. o.) gondolatmenetét követve , a határciklus stabilitására következ-
t e the tünk . Könnyen belátható, hogy a 4. ábra szerint az aln ampli túdó stabil. 
Ha az aln kis környezetében a j > ацр akkor a linearizált b csillapítási tényező 

4. ábra 

pozitív, és ez a (4.10)-ben az ampli túdók csökkenéséhez vezet. H a pedig 
«л < а 1 и , akkor b < 0 és ez az ampli túdók növekedését vonja maga után. 
Hasonlóan látható be, hogy az a u és a l l n ampli túdójú periodikus megoldások 
instabi lak. 

Ha a (4.24) identikusán teljesül, akkor (4.23) a nemlineáris rezgő rend-
szer amplitúdó-frekvencia függvényét adja . 

4.3 A rezgéstanban gyakran találkozunk olyan nemlineáritásokkal, 
amelyek a koordinátarendszer kezdőpont jára szimmetrikusak, azaz eleget 
tesznek az 

/ ( * , * ) = - / ( - * , - i ) (4.25) 

feltételnek. Könnyen belátható, hogy ebben az esetben az 
a 0 — 0 

megoldása a (4.8)-nak. így a (4.5)—(4.7) összefüggések a 

1 Г2л 

b = f(a1 cos rp, —a1Q sin tp) sin ip dip, 
na^Q Jo 

1 
/(ojcos^, — öjßsin^), cos ip dip, 

alakot öltik. 

(4-26) 

(4.27) 

(4.28) 
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Autonóm rezgések vizsgála takor — a 4.2 p o n t n a k megfelelően — a (4.26), 
(4.27)-ben ü helyébe a kerül. 

A (4.25) t í p u s ú f(x, x) nemlineár is jellegfelületből az (x , x') fázisgörbére 
emel t körhenger p a l á s t j a olyan t é rgörbé t metsz ki , amely a fen t iek alapján az 
origón átmenő s íkban fekvő ellipszissel közel í thető (5. ábra) . 

4.4 A 4.1 p o n t b a n leírt közelí tés mér tékének egyik je l lemzője a henger-
pa lá s ton mért e l térések 

M = y . - U - ф [Л*. Eix') - (bQx' + c* + d)f ds (4.29) 

négyzetes integrálközépértéke. E z e n négyzetes in tegrálközépér tékhez ta r tozó 
re la t ív hibát pedig az 

_ Л F ф(з) [f(x, ÜX') - (bQx' + cx + d j f d í (4 30) 
r ~ \ faP(x,űx')ds 

összefüggés ad ja . 
Autonóm ese tben a (4.29), (4.30) összefüggésekben ü helyébe a kerül . 
A (4.30) összefüggést а nemlinear i tás mér tékének jellemzésére is használ-

h a t j u k . Lineáris f(x, x) esetében er zérus. Gyengén nemlineáris f(x, x) függvény 
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esetében az er nyi lván a zérus közelében levő kis érték. Ebben az értelemben az 
er nagyságától függően beszélhetünk erősen nemlineáris és gyengén nemlineáris 
rezgő rendszerekről. 

Az irodalomban (vö. [11] 147. о.) a nemlinearitás mér tékének jellemzé-
sére az 

f(x, x) = kx + pg(x, x) (4.31) 

a lakban felírt nemlineáris függvény esetében a p dimcnziótlan paraméter t 
használ ják. Fontosnak ta r t juk , hogy a nemlinearitás mértékének (4.30) defi-
níciója olyan esetben is használható, amikor az f(x, x) nemlineáris függvény 
nem bontható fel egyértelműen a (4.31) alakra. 

4.5 Példaként vizsgáljuk meg, hogyan változik a nemlineari tás mértéke 
az 

mx + kx + ex? = 0 (4.32) 

autonóm Duffing-rendszer esetében. Most az 

f ( x , i ) = kx + ex? (4.33) 

nemlineáris függvény az ji-tól n e m függ. A (4.32)-höz az 

mx -f cx = 0 (4.34) 

lineáris mozgásegyenletet rendel jük hozzá. A i = a l bevezetésével (4.32) és 
(4.34) az 

m a 2 x"+ kx + ex3 = 0 
m a2 x"-\- cx = 0 

alakba írhatók. A vessző most is т szerinti differenciálást jelent . A fenti mozgás-
egyenletek megoldását 

x — a cos y) (4.35) 

a lakban keressük, ahol ip — т — A (4.27)-ből 

c = k+— ea? (4.36) 
4 

adódik. A (4.33), (4.35), (4.36) kifejezéseket a (4.30)-ba helyettesí tve, a 

e 2 и = — er 
к 
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6. ábra 

jelölés bevezetésével, az 

e = ——... (4 37) 
1/2 (8 + 12 fi + 5/t2) 

összefüggéshez j u t u n k . Az er = er((i) függvényt a 6. ábrán szemlél te t jük . 
Az ábrából is lá tható, h o g y az olyan Duff ing- rendszerek közül, amelyeknek 
(4.32) differenciálegyenletei csak az e előjelében különböznek, az e < 0-hoz 
tar tozó erősebben nemlineár is , mint az e > 0-hoz t a r t o z ó . Példaként az aláb-
biakra h iva tkozunk. 

WEIGAND (VÖ. [10] 43 — 50. о.) a (4.32) rendszer t vizsgálva a r ra az ered-
ményre j u t o t t , hogy a |U = 2 esetében a (4.32) mozgásegyenlet megoldása 
jobban hasonlí t egy cos inus függvényhez, mint a /t = —0,8 esetén k a p o t t meg-
oldás. Ez az eredmény a fentiekkel összhangban v a n . A 6. ábra szer int a g = 
= —0,8 esetében a (4.32) rendszer erősebben nemlineáris , mint g — 2 esetében. 

4.6 A 4.1 és 4.2 p o n t o k b a n a b, с és d é r t ékeke t ügy ha t á roz tuk meg, 
hogy a hengerpalást á l t a l kimetszett té rgörbét az ellipszis elég jól közelítse. 
Ebből a célból előírtuk, hogy a fázisgörbe felett az 

f(x, Q *') — (6 Q + cx + d) (4.38) 

különbség négyzet in tegrá l ja — a u t o n ó m esetben a (4.18) —minimál i s legyen. 

Miiszaki Tudomány 62 (1982) 



EKVIVALENS LINEÁRIS REZGŐ RENDSZEREK 2 1 9 

A fenti térgörbének ellipszissel való közelítésére nyilván más feltételeket 
is szabhatunk. Elő í rha t juk például, hogy a (4.38) eltérések abszolút értékének 
a fázisgörbe feletti vonalintegrálja legyen minimális. Azt is előírhatnánk, hogy 
a fázisgörbe felett a (4.38) eltérések közül az abszolút értékben legnagyobb le-
gyen a minimális. Ezekben az esetekben várható, hogy a 4.1 és 4.2 pon tokban 
kapot taktó l eltérő eredményekre j u t n á n k . 

Megemlítjük, hogy ha az f(x, x) jellegfelületet közelítő síkot úgy választ-
juk meg, hogy a fázisgörbe feletti maximális eltérés legyen minimális, akkor 
nincs szükség a t független változó t ranszformációjára, azaz а т dimenziótlan 
idő bevezetésére. 

Az optimális linearizálás kapcsán a fent emlí tet t módszerek összehason-
lítására I W A N és P A T Y L A [7] numerikus vizsgálatokat végzett. Arra a megálla-
pításra ju to t t ak , hogy a különböző kiegyenlítő módszerekkel kapot t eredmé-
nyek nem muta tnak lényeges különbséget. A számítások azonban akkor járnak 
a legkevesebb fáradsággal, ha az eltérések négyzetintegrálját minimalizáljuk. 
Nyilván a 4.1 és 4.2 pon tban leírtak esetében is hasonló eredmények várha tók . 

A 4.1 és 4.2 pon tban választott közi ütésnek az egyszerűségen tú l az az 
előnye, liogy általa több , a nemlineáris rezgések vizsgálatára használt módszer 
geometriai szemléltetéséhez ju tunk. Ennek vizsgálatára a 6. pontban vissza-
térünk. 

5.1 A 4.1 és 4.2 pontokban az / (* , x) jellegfelület közelítése előt t beve-
zettük a 

dimenzió nélküli időkoordinátát . Ilyen módon az (*, *') fázissíkon értelmezhető 
az ívelem. Az (5.1) transzformációk azt is biztosí t ják, hogy az (*, *') fázissíkon 
a fázisgörbe kör és ez a számításokat jelentősen leegyszerűsíti. A függet len vál-
tozó fent i t ranszformációjának megválasztása önkényes. Más transzformációt 
is választhatunk. 

5.2 Vezessük be a (3.1) és (3.2) mozgásegyenletekben a 

5. A független változó transzformációjának szerepe 
a fázisgörbe feletti linearizálás esetében 

T = üt, illetve x = a t (5.1) 

x = v t 

dimenzió nélküli időkoordinátát , ahol v egyelőre ismeretlen állandó. í g y (3.1) 
és (3.2) a 

(5.2) 

m v2 x" -f b v x' + cx -f- d = F cos r— ûA (5. (5.3) 
v 
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alakba írható. A vessző ismét а т szerinti differenciálást jelöli. Az (5.3) állandó-
sult rezgéseit 

ß 
X = a0 -(- Oj cos r (5.4) 

í r j a le, ahol 6, c, d ismeretében az a„, a1? ál landók a (3.4)—(3.6) összefüggések-
ből számíthatók. Az (5.4)-ből 

ß . I ß 
X — — а, — sin (5.5) 

adódik. Az (x, x ') fázissíkon az (5.4) és (5.5)-höz tartozó s fázisgörbe az 

X — a„ + vx 

a j ß 

ellipszis. A fázisgörbére emelt elliptikus henger azf(x, vx') felületet egy térgörbé-
ben, a b V x' 4- cx 4- d síkot ellipszisben metszi. A 6, с és d ér tékeket úgy ha tá-
rozzuk meg, hogy a hengerpalástnak a két görbe közé eső felszíne kicsi legyen. 
Ezér t előírjuk, hogy a 

J2= (j) [Я*. «О - (bv x' + cx + d)]2 ds 
Jís) 

integrál értéke legyen minimális. Vezessük be a 

( 5 . 6 ) 

y> = — r — гтх 
V 

jelölést. így (5.4) és (5.5) szerint az s fázisgörbe íveleme 

ß 
ds = a1 1 A * - " 2 - 2 j 

1 s i n V dy> 
( 5 . 7 ) 

alakú. Mivel az (5.6) integrál minimalizálása során elliptikus integrálokra 
j u t u n k , célszerű különválasztani a » < ß és t > Й eseteket. A 

k2 -(if' H ( 5 . 8 ) 

jelölésekkel (5.7) a 

ß 
ds = ax V"l — k2 sin2 ip dip , ha v < ß 
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es 
Q 

ds = ax У1 -j- p2 s in2 y) dip, ha v > Q 
V 

alakba í rha tó . A 
')J% q dJ2 y dj2 

dc db dc dd 

fel tételek a lapján a v < Q esetben 

3 fc2 

= 0 (5.9) 

4Qax (1 — k2) F (к) — (1 — 2fc2) E (k) 

f{a0 + ű j c o s ip, - a ^ s i n ^ ) siny>- У1—к.2 sird ip dip , 
Jo 

к2 

с = • 
4ax {1 + к2) Е (к) - (1 - к2) F {к) 

^

•2л  

/ ( a o + ai c o s V, —epö sin ip) cos ip • f i — к2 sin2^ dip , 
о d == — co„ 

kifejezések adódnak, t o v á b b á az a 0 és ax közöt t fenn kell állnia az 

(5.10) 

(5.11) 

(5.12) 

|0 f(ao + aicos W, —Oj ßs iny») ] / l k2 sin2ipdip = 0 (5.13) 

összefüggésnek. Az F(k) és E(k) а к moduluszű első- és másodfa jú te l jes ellipti-
kus in tegrá lokat jelölik. 

A v esetén az (5.9) fel tételekből a 

6 = 
( l + 2 p 2 ) E — F 4 ß a i у т + 7 2 L , , x  

L i . y i + p 2 ) ív 1 + p * 
/•2л  

/ ( a 0 + « i c o s y , - a ^ s i n y ) sin у - Уl- |-p2sin2y dtp, 

(5.14) 

с = 4 ̂ ['Ш-р-И )̂] 
р2л  

' ! /(«о + ах cos ip,-axQ sin ip) cos y> • y i + p 2 s i n 2 y dip, 
Jo 

(5.15) 

(5.16) 

15* Műszaki Tudomány 62 (1982) 



2 2 2 P A T K Ó G Y . 

kifejezéseket k a p j u k . Az au és ax között pedig fenn kell állni az 
C2 n , 

I / ( ° o + a i — a i sin y>) • I 1 4 -p 2 s in 2 y) d f = 0 (5.17) 

összefüggésnek. 

Ismert v esetén az (5.10)—(5.17) a l ap j án kapot t a0 = a0(av Q), b = 
= b(av Q), с = c(a4, Q) függvények segítségével előállí thatók a (3.1) nemlineá-
r is rendszer a x = a,(Q) ampl i túdó-f rekvencia , illetve = ßßQ) fáziseltérés-
frekvencia függvényének közel í tő alakjai (vő. 4.1 pont). 

Au tonóm rendszer esetén a fenti összefüggésekben Q helyére a kerül . 
A stabilis ha tárc ik lusok a 4.2 pon tban le í r takhoz hasonlóan kereshetők. 

5.3 A v é r t éké t a fent i számítások során szabad pa ramé te rnek tekin-
t e t t ü k . Rá nézve további előírásokat t e h e t ü n k . A linearizált b(av Q) csillapí-
t á s i tényező és c(ax, Q) rugómerevség, t o v á b b á az a 0 = a0(a1, Q) mennyiség 
— rögzített ax és íJ-nál — v vá l toz ta tásáva l változik. Ezé r t , ha a v é r tékét 
helyesen v á l a s z t j u k meg, a k k o r a fenti e redmények pon tosabbak lehetnek, 
m i n t a 4. p o n t eredményei (vö. 5.4 pont) . I lyen módon a v szerepe a 2. és 3. 
pon tban i smer t e t e t t súlyfüggvények szerepéhez hasonlít . 

Természetes , hogy a 2. és 3. pon tban leír takhoz hasonlóan a fent ieket 
súlyfüggvény bevezetésével is módos í tha t j uk . Ekkor az s fázisgörbe fe le t t 
v e t t súlyozott eltéréseket minimalizálva, a b, c, d ér tékeket a 

J = ф {[f(x,vx') (bvx' -f cx + d) ] x(x, x ' )}2ds ! - min imum 
(s) 

feltételből k a p j u k . 
Az 5.2 p o n t eredményei például a 4.1 p o n t b a n leírt gondola tmenete t fel-

használva is megkapha tok , h a o t t a 

4 

и (x, X') = ^ (x - a0) J + *'2 (5.18) 

súlyfüggvénnyel súlyozott e l téréseket minimal izál juk az (a0 , 0) középpontú a , 
sugarú kör f e l e t t . Arra a kérdésre , hogy a v é r téké t hogyan kell jól megválasz-
tan i , a fen t e lmondot tak n e m adnak feleletet . A 4. pon tban vá lasz to t t v — ü 
és v = я é r t ékek a számí tásokat jelentősen leegyszerűsí tet ték. A számítások-
n a k ez az egyszerű elvégezhetősége v megválasz tásának egyik szempont ja is 
lehet . 

5.4 P é l d a k é n t közelítsük az 

í + a 2 x + e ^ = 0 (5.19) 
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mozgásegyenletet az 
í + 6x + cx + d = 0 (5.50) 

ál landó együtthatóji í lineáris differenciálegyenlettel. 
Most / (x , x) = agx + ex3, t e h á t az x-tól nem függ. Az a0 = 0 megoldása 

az (5.13) és (5.17)-nek, amely azt jelenti , hogy a maximális kitérések az origóra 
szimmetrikusan helyezkednek el. Így d = 0 adódik. 

A b = 0 esetben (5.20) ál talános megoldása 

x — ax cos(x t — ê ) , (5.21) 

ahol x = |/'c, ax és pedig a kezdeti feltételektől függő konstansok. Vezessük 
be a x = V t dimenzió nélküli időkoordinátát . А т szerinti deriváltat ismét 
vesszővel jelölve, (5.19) és (5.20) a 

v2x" + xgx + £ X3 = 0 (5.22) 
v2x" + b V x' + cx = 0 (5.23) 

a lakba írhatók. Az (5.21) az 

x 

alakot ölti, amelyből 

Vezessük be a 

x 
xp = — 

V 

V 

X 
sin I — г 

V 

x = a 1 cos — r — (5.24) 

- d . (5.25) 

- 1 (5.26) 1v 1 2 1 í v ) 
M ' p = \ M 
u \ 1 

jelöléseket. Mivel autonóm rendszert vizsgálunk, az (5.10)—(5.17) összefüggé-
sekben Q helyett x kerül. Az s pedig az (5.24) és (5.25)-höz tar tozó fázisgörbe 
lesz. Így (5.10) és (5.14) szerint 6 = 0 adódik. Ez az eredmény nyilvánvaló, 
hiszen (5.19) konzervatív rendszert ír le. A v < x esetén (5.11)-ből 

с = xg + £ 0 ! - W - 3 k 2 ) F W + <3*4 + 7 k 2 ~ 2 > £ (*> , (5.27) 
5k2

 [ ( 1 - f к2) E (к) — ( 1 — fc2) F (fc)] 

v > « esetén pedig (5.l5)-ből 

с = ag + ea2 

2 ( 1 + 3 p2)F Í P + ( 3 p * - lp2 
- 2 )E P 1 2 ( 1 + 3 p2)F 

I L / L + P 2 

+ ( 3 p * - lp2 
- 2 )E 

1 / 1 + P 2 ) 

5p2 [F P -(1 -p2)E P 5p2 [F 
V I + P 2 L 

-(1 -p2)E 
П + И 

(5.28) 
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ér tékeket kapjuk [19]. Az (5.27), (5.28) összefüggéseket egyetlen összefüggésbe 
í rva, az a saját körfrekvencia négyzetének közelítő értékére az 

a2 = a^ -f- eaf H (5.29) 

kifejezést kapjuk. A JL(r/a) értelmezése az (5.29) és az (5.26)—(5.28) egybeveté-
séből látható. A H(v/x) függvényt a 7. ábrán ábrázoltuk. Mivel v értékét nem 
rögzí te t tük, rá vonatkozóan további előírást tehe tünk. Megválaszthat juk pél-
dául úgy, hogy (5.29) az (5.19) sa j á t körfrekvenciájának négyzetét minél job-
ban közelítse. 

Például az oc Q — 0 esetben vja = 1-nél (5.29)-ből 

a 2 = 0,75 e a\ 

adódik. Az (5.19) mozgásegyenlet megoldása és a megoldás amplitúdó-frekven-
cia függvénye pontosan is előállítható. A pontos megoldás alapján a 0 = 0 
esetében az 

a 2 = 0,7178 e a* (5.30) 
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összefüggéshez j u t u n k (vö. [2] 85.). A fent i közelítő számítást alkalmazva, 
az (5.30) eredményt vjx = 1,5629 esetén k a p j u k . 

Látható, hogy a független változó (5.1) transzformációi a számításokat 
jelentősen leegyszerűsítik. Az 5.2 pont a l ap j án több fáradsággal pontosabb 
eredményeket kapha tunk , de a v helyes megválasztásához megfelelő tapasz ta -
la t ra van szükség. 

5.5 Ha az 5.4 pontban tárgyalt fe lada to t a 4.2 pont gondolatmenetét 
követve az (5.18)-nál egyszerűbb 

sólyfüggvény felhasználásával oldjuk meg, akkor egyszerű számítások u t án az 

kifejezést kap juk . Az эе0 = 0 esetben pontosnak tekinthető (5.30) összefüggést 
г/а = 1,2619 választásánál k a p j u k . 

6.1 Az idők folyamán kialakultak olyan kvant i ta t ív módszerek, amelyek 
— vagy azok egyes változatai — lényegében azonos eredményekre vezetnek. 
Ezek kétfélék. 

Az egyik csoportba ta r tozók a közvetlen linearizálásból indulnak ki . 
Ezek célja, hogy a nemlineáris differenciálegyenletet valamilyen módon lineá-
ris differenciálegyenlettel helyettesítsék. I lyen pl. a P A N O V K O által javasol t 
direkt linearizálás módszere [15], a harmonikus linearizálás módszere [18], 
az ekvivalens, illetve optimális linearizálás módszere [4—6] s tb . Ebbe a cso-
por tba tartozik a fázisgörbe felet t i linearizálás módszere is. 

A másik csoport analitikus jellegű, többfé le matematikai forrásból szár-
mazik, és többnyire az az igényük, hogy magasabb rendű közelítéseket is előállít-
sanak. Ilyen pl. a Bubnov—Galerkin-módszer, a harmonikus egyensúly mód-
szere [16], Poincaré perturbációs módszere [11], a Krülov—Bogoljubov-féle 
aszimptotikus módszer [20] s tb . Az utóbbi eljárások első lépései á l ta lában 
— az irodalomban megszokott módon — megkonstruálhatok úgy, hogy az első 
csoport eredményeivel azonos vagy közel azonos eredményeket adnak. Ezek 

6. A fázisgörbe feletti linearizálás egybevetése 
néhány más módszerrel 
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a műveletek — mint ahogy arról esetenként egy-egy vizsgálat meg is győz 
(lásd 6.4 pont ) — egy közvetlen linearizálással egyenértékűek. 

Az elmondot tak a lapján a fázisgörbe feletti linearizálás jelentőségét első-
sorban abban lá t juk, hogy 

— több , a fenti osztályozás első csopor t jába tar tozó módszer geometriai 
jelentését a d j a , 

— segítségével több, a második csoportba tar tozó módszer első lépésé-
hez geometriai szemléltetés rendelhető. 

A 6.2 és 6.4 pontokban példaként részletesen is bemuta t j uk a fent i osztá-
lyozás egy-egy módszerének a fázisgörbe felet t i linearizálással való egybeveté-
sét. 

6.2 Számos feladat megoldásában eredményesen alkalmazzák a harmo-
nikus linearizálás módszerét (vö. pl. [18]), amely a harmonikus egyensúly 
módszerének speciális esete, és abból például az alábbi módon veze the tő le. 

A harmonikus egyensúly módszerével az 

mx +/(*, x) = F cos Qt (6.1) 

mozgásegyenlet periodikus megoldását az 

x = A0-\- JP (A n cos n Q t -j- Bn sin n Q t) (6.2) 
n = l 

alakban keressük. A (6.2) kifejezést (6.1)-be helyettesí t jük. Az f(x, x) függvény t 
Fourier-sorba fe j t jük és (6.1)-ben előírjuk az egyes harmonikusok együt thatói -
nak egyenlőségét. így az A0, An, Bn (n = 1, 2, . . .) együt thatókra nemlineáris 
algebrai egyenletrendszert kapunk. A végtelen sok ismeretlen meghatározása 
nehézségekbe ütközik, ezért a gyakorla tban a (6.2) sornak csak egy szeletét 
használják. 

Keressük (6.1) megoldását közelítőleg az 

x = A0 A1 cos Q t + Bx sin Q t (6.3) 

alakban. A továbbiak szempontjából célszerű (6.3)-at az 

x = a0 -j- a1 cos rp (6.4) 

alakba írni, ahol a trigonometrikus függvényeket egy rezgéssé a lak í to t tuk és 
bevezettük a korábban már alkalmazott tp = Qt — é s a0= A0 jelöléseket. 
Helyettesí tsük (6.4)-et (6.1)-be, és fe j t sük f(x, x)-ot az 

f(a0 -)- a1 cos ip, —ox Q sin гр) — c0 -f- cx cos ip + sin y) -f- . . . (6.5) 
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Fourier-sorba, amelynek együt thatói a 

1 C2n 

c0 = / (a0 Oj cos yi, — ax Q sin y>) dy> , (6.6) 
2 л J o 
1 Г2л 

Cj = ——I / («o + a i c o s V » — Q s i n y ) c o s V dy , (6,7) 
я Jo 

1 г2л 

bx = / ( a o + ö j cos? , — a j Í2 sin y) sin ? dxp (6.8) 
л J o 

stb. összefüggésekből számíthatók. A közelítő megoldás (6.3), illetve (6.4) a lak-
jával összhangban a (6.5) Fourier-sorban is csak a nulladik és az első ha rmo-
nikusokat t a r t j u k meg. í g y (6.1) a 

—m1 Q2 a1 cos y> 4- c0 -)- Cj cos ip sin ip = F cos(? -f- (6.9) 

alakba írható. Az a0, av mennyiségek (6.9)-ből az egyes harmonikusok együ t t -
hatóinak egyenlősége alapján számíthatók. Vezessük be a 

b с 
b= — — — , c = — , d = c0—ca0 (6.10) 

a j Q 
jelöléseket! í g y (6.9) a 

—m Q2aJ cos y> -f- c(o0 -f- аг cos yi) —ba1 Q sin y> -)- d = F cos(? -f (6.11) 

alakba írható, amelyből az a 0 , a15 mennyiségekre a (3.4)—(3.6) összefüggések 
adódnak. 

Könnyen belátható, hogy a (6.11) egyenletre ju tunk akkor is, ha (6.1) 
helyett az 

mx + bx -+- cx + d = F cos Q t (6.12) 

lineáris differenciálegyenlet (6.4) alakú periodikus megoldását keressük, és 
(6.12)-ben a b, c, d mennyiségeket a (6.10) és (6.6)—(6.8) összefüggések ér tel-
mezik. 

Minden (6.1) alakú nemlineáris differenciálegyenlethez hozzárendelhető 
egy (6.12) a lakú lineáris differenciálegyenlet úgy, hogy a két differenciál-
egyenletnek a (6.4) a lakban keresett megoldásai megegyeznek. A (6.12)-t 
a (6.1)-hez ta r tozó harmonikusan linearizált differenciálegyenletnek nevezik. * 
Az a módszer pedig, amellyel a (6.1)-ből k i indulva a (6.12) lineáris differenciál-
egyenlethez j u t u n k , a harmonikus linearizálás módszere. 

A (6.10) és (6.6)—(6.8) összefüggésekkel értelmezett b, с és d mennyiségek 
megegyeznek a (4.5)—(4.7) eredményekkel. A fentiekben a harmonikus lineari-
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zálással k a p o t t eredmények pedig megegyeznek a fázisgörbe feletti linearizálás 
4.1 pontban kapot t eredményeivel. Tehá t a fázisgörbe felet t i linearizálás 4.1 
pontban leírt változata a 6.1 pontban mondot takkal összhangban valóban fel-
fogható úgy is, mint a fent iekben i smer te te t t harmonikus linearizálás geomet-
riai szemléltetése. 

6.3 Hasonló módon belátható, hogy az optimális [4], illetve az ekvivalens 
linearizálás módszerének [5], [6] is szemléletes geometriai jelentés adha tó . 

6.4 Az alábbiakban a Krülov—Bogoljubov-féle aszimptotikus módszer 
[20] első közelítését vizsgáljuk meg. 

6.4.1 Ez a módszer feltételezi, hogy a z / ( * , *) gyengén nemlineáris függ-
vény, azaz 

/(*, *) = kx + eg(x, *) (6.13) 

alakú, ahol к > 0, és e kis paraméter. Autonóm esetben tehát (4.9) he lye t t 

m* -f kx -f- £g(x, x) = 0 (6.14) 

írható. Vezessük be a 

J L = £ ü 2 é s (6.15) 
m m 

jelöléseket. Í gy (6.14) az 

x + ft)2* + e f / x , i ) = 0 (6.16) 

alakot ölti . (6.16)-ból nyilvánvaló, hogy со az e = 0 esethez tartozó lineáris 
rendszer körfrekvenciája . 

A módszer első közelítésében a megoldást az 

x = a cos ip 

alakban keressük, ahol a és ip a 

da E Ç2" 
= I / j (a cos v , — a w sin y>) sin y) dtp 

dt 2лсо Jo 
dip s С271 

= ft) -j I / j (a cos ip, — a со sin ip) cos ip dtp 
dt 2л аса Jo 

differenciálegyenletekből számíthatók (vö. [20], 51. o.). 
A továbbiakban csak az állandósult rezgésekkel foglalkozunk. Állandó-

sult rezgések esetén da/(dt) = 0 és dip/(dt) = a. Ebben az esetben a rezgések 
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ampl i túdója az 

О = | 0 / i ( a c o s V ' — а ш s in ip) sin y> dip, (6-17) 

körf rekvenciá ja pedig az 

/•2л 
ОС = СО + E Г2л 

I f i (a c o s Wz—n со sin ip) cos ip dip (6.18) 
2л асо J о 

összefüggésből számí tha tó . На е második h a t v á n y á t e lhanyagol juk, akkor 
(6.18)-ból 

s C2n 

3C2 = со2 -j I (a cos ip, — a со sin yi) cos y> dip (6-19) 
ла Jo 

adódik. На (6.17) és (6.19)-ben f igyelembe vesszük a (6.13) és (6.15) jelöléseket, 
akkor a 

0 = J o f (a cos ip, — a со sin y>) sin ip dip , (6.20) 

1 Г2л 

тех.2 = f(a cos ip, —a со sin ip) cos yidip (6.21) 
ла Jo 

összefüggésekhez j u t u n k . A (6.20) és (6.21) kifejezések hasonl í tanak a (4.2) 
p o n t b a n kapo t t eredményekhez. Tegyük fel, hogy f(x, i j - r a fennál l (4.25), 
azaz a 0 = 0. H a a (6.20) és (6.21) j o b b oldalán a helyébe dj -e t és со helyébe 
oc-t í runk, akkor a (4.24) és (4.23) összefüggéseket kap juk . 

6.4.2 [20] (109. o.) k i m u t a t j a , hogy az első közelítéssel megegyező ered-
ményre j u t u n k , ha (6.14) helyet t az 

mi + Ле(а)х + ke(a)x = 0 (6.22) 

ekvivalens l ineáris differenciálegyenletet o ld juk meg, ahol Ae(o) és ke(a) a 

E Г2л 

Ae(a) = g (a cos ip, — а со sin ip) sin ip dip , 
ласо Jo 

e Ç'~n 

ke (a) = к g {a cos ip, —асо sin ip) cos ip dip, 

ла J о 

vagy — tek in te t t e l a (6.13) jelölésre — a 

1 Г2л 

Af(a)= f (a cos ip, — а со sin ip) sin ip dip , (6.23) 
ласо Jo 

1 Г251 

ке(а) = f (a cos ip, а со sin ip) cos y> dip (6.24) 
ла Jo 
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összefüggésekből számíthatók. A (6.23) és (6.24) a lapján számolt linearizált 
csillapítási tényező és rugómerevség a n = 0 esetében csak abban különbözik 
a (4.19) és (4.20)-tól, hogy a jobb oldalukon a nemlineáris rendszer x sa já t kör-
frekvenciája helyett az e = 0 esethez tar tozó lineáris rendszer со sa já t körfrek-
venciája szerepel. 

6.4.3 A (6.20), (6.21) összefüggésekhez a 4.2 pont gondolatmenetét 
követve geometriai megfontolások a lapján is e l ju tha tunk . Vezessük be a 
(6.14) és (6.22) differenciálegyenletekben а т = со t dimenzió nélküli időkoordi-
ná tá t , ahol со = У к/т. í gy (6.14) és (6.22) az 

m со2 x " + kx + e g(x, со x') = 0, (6.25) 
m со2 x " + AjCo x ' + kex = 0 (6.26) 

alakba írható. (Vessző a т szerinti deriválást jelöli.) Az в = 0 esetben (6.25) 
megoldása 

x = a cos(r — ( 6 . 2 7 ) 

alakú, ahol a és ál landók, az utóbbiból pedig 

x' = —a sin(x — (6.28) 

következik. A (6.27), (6.28) fázisgörbe az (x, x') fázissíkon kör. Erre az s fázis-
görbére emelt körhenger az / (x , со x') = kx -f- s g(x, со x') felületet térgörbében 
a AjCO x' kex síkot pedig ellipszisben metszi. Н а а Яе és ke mennyiségeket 
úgy választ juk meg, hogy a hengerpalástnak az ellipszis és a térgörbe közé 
eső felülete kicsi legyen, akkor a 

ф [ / ( x , cox') — (Aecox' -f- k e x) l 2 ds ^ m i n i m u m 
J (S) 

feltétel alapján a Ae és ke mennyiségekre a (6.23) és (6.24) összefüggéseket 
kap juk . 

Ezek a megfontolások a Krülov—Bogoljubov-módszer első közelítésének 
szemléletes geometriai jelentést adnak. 

A fentieknek a 4.2 ponttal való egybevetése világosan m u t a t j a , hogy a 
Krülov—Bogoljubov-módszer első közelítése és a fázisgörbe feletti linearizálás 
(illetve a vele azonos eredményt adó módszerek) között elvi különbségek 
vannak. Ezek a lapjá t az adja, hogy az egyik esetben r = со t, a másikban 
r — xt t ranszformációt alkalmazunk, és ennek megfelelően az ekvivalens sík 
megválasztásához az egyik esetben со, a másikban x körfrekvenciájú rezgéseket 
veszünk alapul. 

A Krülov—Bogoljubov-módszer magasabb közelítéseinél is fennáll az, 
hogy a megoldások előállításában az f(x, со x') nemlineáris függvénynek és 
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derivált jainak csak a (6.27), (6.28) fázisgörbére lokalizált értékei szerepelnek. 
Ez a fázisgörbe állandósult rezgéseknél a magasabb közelítések esetén is о 
sugarú kör. 

Az alkalmazások során előfordul, hogy az f(x, x) függvény (6.13) a lakban 
nem bontha tó fel, mert к ér téke nem határozható meg egyértelműen. Ebben 
az esetben több szerző (vö. pl. [18] 142. o.) azt javasolja, hogy a Krülov — 
Bogoljubov-módszer gondolatát az со = a választásával alkalmazzuk. Belát-
ható, hogy ilyenkor a Krülov—Boguljubov-módszer első közelítésével az állan-
dósult rezgésekre kapot t eredmények az a0 = 0 esetben a 4.2 pont eredményei-
vel megegyeznek. 

Megemlítjük még, hogy a gerjesztett rendszerek 4.1 pon tban leírt vizsgá-
la tá t a Krülov—Bogoljubov-módszer eredményeivel egybevetve, a fentiekhez 
hasonló megállapításokra j u tha tunk . 

6.5 Érdemes még megemlíteni, hogy speciális esetekben a Poincaré-
módszer és a harmonikus linearizálás módszere (vö. [9] 102. o.), továbbá a 
Poincaré-módszer és a Krülov—Bogoljubov-módszer (vö. [24]) azonos ered-
ményekre vezet. így a 6.2 és 6.4 pontokban leírtakhoz hasonló módon a Poin-
caré-módszer első lépésének is szemléletes geometriai jelentés adható. 

6.6 A fentiekben l á t tuk , hogy vannak olyan közelítő módszerek, amelyek 
a fázisgörbe feletti linearizálással azonos eredményt adnak . Az ilyen f a j t a 
közelítések várhatóan annál jobb eredményt szolgáltatnak, minél jobban meg-
közelíthető ellipszissel a fázisgörbére emelt körhenger által az f(x, x) jellegfelü-
letből kimetszett térgörbe (vö. 3. és 5. ábra). Fel szokás tételezni, hogy ez a fel-
tétel az £ kis értékeinél á l ta lában teljesül. A geometriai szemlélet alapján kézen-
fekvőnek látszik, hogy az f(x, x) függvény felépítésétől függően nem kell e 
kis értékeire szorítkoznunk. Ezért előfordulhat, hogy mindazok a módszerek, 
amelyek feltételezik, hogy a nemlineáris függvény egy kis paraméter t ta r ta l -
maz, első közelítésben a kië paraméter nagy értékeinél is jó eredményt adnak . 

7. Következtetések 

7.1 A Panovko-féle direkt linearizálási módszer alapgondolatát a helytől 
és sebességtől is függő általános a lakú / (x , x) nemlinearitás esetén is alkalmaz-
ha t juk . Ebben az esetben a z / ( x , x) jellegfelületet egy 6x + cx + d síkkal köze-
l í t jük az (x, x') fázissík valamilyen t a r tománya felett. Az a tar tomány, amely 
felett a közelítést elvégezzük, többféleképpen is megválasztható. Ezen ta r to -
mány és a súlyfüggvény alkalmas megválasztásakor speciális esetekben a 
P A N O V K O ál tal kapot t eredmények adódnak. 

7.2 Ekvivalens lineáris rendszerek más — az eddigiektől eltérő — ú ton 
is felépíthetők. A nemlineáris mozgásegyenlethez ebben az esetben is hozzá-
rendelünk egy lineáris mozgásegyenletet. Utóbbinak együt thatói t úgy határoz-
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zuk meg, hogy a megoldás fázisgörbéje felet t a nemlineáris függvény és az őt 
közelítő lineáris függvény közötti eltérések legyenek minimálisak. A fázis-
görbe feletti eltérések minimalizálását több úton is elvégezhetjük. Egy egyszerű 
változatot részletesen a 4. és 5. pontokban muta tunk be. Ebben az esetben az 
eltérések négyzetének a fázisgörbe feletti vonalintegráljait minimalizáljuk. 
Ahhoz, hogy a fázissíkon a vonalelem értelmezhető legyen, egy transzformáció 
bevezetésére van szükség. Ez a transzformáció többféleképpen is megválaszt-
ható. 

7.3 A fázisgörbe felet t i linearizálás elvégzése u tán előállítható az elté-
rések négyzetes integrálközepének relatív hibája . A relat ív hiba nagysága a 
nemlinearitás mértékéről ad tá jékozta tás t . A nemlinearitás mértékének ez a 
(4.30) definíciója egy korábbi , az irodalomból ismert, definíciónál általánosabb 
esetekben is használható. 

7.4 A fázisgörbe feletti linearizálásra támaszkodva több — a nemlineáris 
rezgések vizsgálatában használ t — módszer szemléletes geometriai jelentésé-
hez ju tunk . 
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Contribution to the Methods of Construction of Equivalent Linear Oscillating Systems.— 
In the first part of the paper a generalization of the Panovko method for direct linearization is 
presented and one method of the linearization above the phase curve is introduced. Oil the 
basis of this latter a suggestion is made to define the degree of the non-linearity. The second 
part deals with the role of the transformation of the independent variable in case of the lineari-
zation above the phase curve. It is pointed out that several methods used for the examination 
of the non-linear oscillations have a demonstrative geometrical meaning. 

Beitrag zu den Methoden der äquivalenten Linearisierung für Schwingungssysteme. — 
In der Arbeit wird eine Verallgemeinerung der direkten Linearisierungsmethode von Panovko 
vorgestellt, und es wird die Methode der Linearisierung über der Phasenkurve eingeführt. Auf 
Grund der letzten Methode wird eine Definition des Maßes der Nichtlinearität vorgeschlagen. 
Bei der Linearisierung über der Phasenkurve wird die Bedeutung der Transformation der 
unabhängigen Variablen untersucht. Es wird gezeigt, daß mehrere zur Untersuchung der 
ïiichtlinearen Schwingungssysteme angewandten Methoden eine anschauliche geometrische 
Deutung haben. 
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