CSO HAJLITASA, FOLEG NAGY ALAKVALTOZASSAL

TREER MOR FERENC
A MUSZAKI TUDOMANYOK KANDIDATUSA

[Beérkezett: 1982. dprilis 27-én)

Cs6 hajlitasanak terjedelmes irodalma van. Hogy milyen sokan foglal-
koztak evvel a kérdéssel, arra jellemzd A. R. C. MARKL tanulmanya [3], aki az
USA szabviny el8készitésére mintegy szazotven irodalmi hivatkozast sorol
fel. Messze vezetne a vonatkoz6 irodalom dokumentalasa, mi Markl tanulma-
manyan kiviil két munkara hivatkozunk: KArRMANTra [1], akinek elmélete immar
hetven éve alapjaiban valtozatlanul vonul végig az egész vilagirodalmon, és
Hovcaarpra [2], aki KARMANDAl késébb, de hasonlé eredményekkel az ameri-
kai irodalomban épitette fel elméletét. Figyelemmel vagyunk tovabba Csigr-
mazra [4], akinek kényve magyar nyelven foglalja Gssze ennek a kérdésnek
sokoldali elméleti és gyakorlati vonatkozasait.

Hairom okbél vessziik fel a kérdés tanulméanyozasat. El8szor, mert az
eddigi elméletben elhanyagolasok torténtek, melyek elkeriilheték vagy csok-
kenthetSk. Masodszor, mert az elmélet — éppen az egyik elhanyagolas kévet-
keztében — csak ivesévekre alkalmazhat6, egyenes ¢sbre nem. Harmadszor,
mert matematikai modellre toreksziink, mely nagy alakvaltozasnél is lehe-
t6vé teszi a kérdés tanulmanyozasit.

Tanulmanyunk menete az lesz, hogy el&szo6r az eddigi elméleten haladunk
végig, ramutatva azonban az elhanyagoldsokra és egyszeriisitésekre, azutan
a pontos szamitisokat lehet8vé tevd matematikai modellt allitjuk ossze, végiil
ennek segélyével kimutatjuk az elhanyagolasok és egyszeriisitések altal oko-
zott hibakat, és kiértékeliink néhany erds alakvaltozast.

1. Az irodalomban szokasoes szilardsagi szamitasok

Ivesé deformalasanak legegyszeribb mechanikai modelljét gy alakit-
hatjuk, hogy egy R, sugari hengerrél sok menethél allé csévet vékonyabb R
sugari hengerre csévélink at. A csfnek kézepes hossza nem viltozik, hanem
a vékonyabb R sugari hengeren tobb menetb6l all a ¢s6. Ahhoz, hogy errél
a vékonyabb hengerrél a cs§ vissza ne lazuljon az eredeti R, sugarra, a csovet
rafogni kell az R sugard hengerre, vagyis ra végig egyforma hajlitényomatékot
kell kifejteniink. Szdmitasainkat a ¢s6 I, hosszidsagi gytirialaki részére fogjuk
végezni.
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262 TREER

1. abra

Az 1. abra mutatja egy ilyen gyfirtirészletnek deformalas el6tti és utani
alakjat. Az R, kozépsugaru gyfiriirészletnek I, ivhossza a deformalas altal nem
valtozik, amig ellenben terheletlen allapotban az I, hosszisagi ivhez da«
kozépponti szog tartozott, addig az ivet R sugarra deformilva dox + Adda
kozépponti szog tartozik hozza. Ezek szerint:

R (dx + Adx) = Ryda =1, 1)

A gyiiriirészletnek egy olyan eleme azonban, amely a terheletlen gyiri
tengelyét8l R, + y, tavolsaghan van, nyilik, még pedig hosszisaga (R, +
+ yo)d x-t6l (R + y)(d « + Adx) hosszisagra valtozik. A kettnek kiilonb-
sége az (1) egyenlet figyelembevételével:

y(dx + Adxz) — y,doc. (2)
A fajlagos nyulas:
do + Ada) — y,dex 1 Ado
Jilie W ARG [y—yo+;~'~—]- (3)
(Ro + o) do Ry + 5o dx

Hajlitas altal azonban nemcsak a gyfriirészlet egyes elemeinek hossza
valtozik és a gorbiileti sugara a hajlitas sikjaban, hanem deformalédik a csé
keresztmetszete is a terheletleniil koralakrél ovalis alakra a 2. abran lathato
médon. A keresztmetszet sikja a csének, és ennek részeként a gyfiriirészletnek
tengelyén fekszik gy a hajlitas el6tt, mint azutan. A keresztmetszeten azx
tengely a gyiiriirészlet tengelyével parhuzamos, az y tengely ra merdleges.
Az 1. abran kérivként rajzolt gyfiriielem a 2. dbran keresztmetszetben jelent-
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2. dbra

kezik, tavolsiga az x tengelytél terheletleniil y,, a hajlitas utan w, véiltozassal

y lett, vagyis y = y, + w,. Miutdn az alakvaltozds a 2. abran lathatéan

laposodas, w, a mi vizsgalatainkban mindenkor negativ. gy a fajlagos nyiilas:

1 .7 Ade
= —_—lw w ¥
- Ro+yo[ y+()’o+ y) do

(1)

A (4) képletben van azonban két tag, melyeket eddig az irodalomban vgy
KArMAN [1], mint HoveaArD [2], valamint az ket kovetd szerzik elhanya-
goltak, mi azonban figyelembe vessziik Gket.

Altaliban azokat az értékeket, melyeket mi megtartunk a levezetéseink-
ben, az irodalomban azonban elhagyjak, vagy masként helyettesitik, fent-
vonassal jeloljiik. Nevezetesen az irodalomban y, =0, w, = 0 és R=R,

Az egyik iy, az (y, + w,) Adxz/dx tag a (4) egyetletben.

KArmAnnal [1] az elhanyagolas azaltal keletkezik, hogy tanulméanyanak
1891. oldalén az elemi szal nyilasat a (3a.) képletében a deformalas elGtti hely-
zethdl szamitja. Hoveaarp [2] a wydde/dx tagot méasodrendiien kicsinek allitja
tanulmanyéanak 74. oldaldn azon az alapon, hogy Adu/dx elsGrendiien kicsi,
és w, is az. Ha azonban az 1. abrankat szemléljiik, észrevehetjiik, hogy amint
a csé terheletlen allapoti R, sugara né, vagyis ha egy ivesd gorbiilete kisebb,
tehat az R nagyobb, az [, ivhosszhoz tartozé da a nullahoz kozeledik, Ado ellen-
ben valtozatlan marad, igy Adx/do nem hogy elsérendiien kicsi lenne, minden
hataron til névekedhet. A w, Adx/dx tagot tehat nem fogjuk elhanyagolni.

A misik tag a (4) képletben az 1/(R, + y,) tényezdben az ¥, tag. Ennek
az a jelentsége, hogy ivesoveknél a kiilsé oldalon, ahol y > 0, az elemi szal
hosszabb, mint a belsé oldalon, ahol y << 0, evvel a fajlagos nydlas a kiilsg
oldalon kevesebb, mint a belsé oldalon, és ennek megfelelen a hajlitaskor
a kiilsé oldalon a hizéfesziiltség kevesebb, mint a belsé oldalon a nyomdo-
fesziiltség. Avval az elhanyagolassal, hogy y,/R,~ 0, a kiilonbizet eltinik.
Ez egyenes cs6nél tényleg fennall, ivesoveknél azonban a nem tilzott matema-
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264 TREER M.

tikai bonyolultsig megeldzése érdekében megtortént. Lehetdleg azonban
figyelembe vessziik.

Megkozelitd értékeként elsé gondolatunk egy 1/(1 + yo/R,) kifejezés
sorbafejtése lehet, amikor is: .

R % (ﬁ]z_ ‘A]“
Ry + v, R, R, R,

A sor péaratlanszamid tagjai mindenkor pozitivok, igy pérosszaimid tagtél
elhanyagolva a tort értékére kisebbet kapunk, mintha pontosan szamitanank,
miutin az elsd elhanyagolt tag pozitiv. Szilardsagi szamitasoknal ez félrevezetd
lenne, ezért a sorbafejtéssel valé megkozelitést nem alkalmazzuk.

Az ivesd terheletlen keresztmetszete kor, tehdt: y, = rysin ¢, evvel:

R, —1 Yo o

_— &~ 1— ———sing. %)

Ro +y0 Ry + rysing Ry+ 1o

Annyi tortént, hogy a nevezbe sin ¢ = 41 értéket irtunk. Ez megkozelités
ugyan, de az eredmény soha sem kevesebb a pontos szamitas szerinti értéknél.

Az R,/(R, + y,) tagnak nem minden esetben van jelentdsége. Egyenes
csdre az értéke identikusan egy, miutan ekkor Ry, = oo. Ivcsére az alakvaltoz-
tatdsi munka szamitdsanal az (5) szerinti megkozelitést alkalmazva az integ-
ralaskor szintén eltéinik az rgsing/(R, + y,) tagnak a hatésa, amint azt a
(22a) egyenletet kivetSen majd megallapithatjuk. Az R /(R, + y,) pontos
értékével az alakvaltoztatasi munka szamitisdnal marad azonban néhanv
szazalékos kiilonbozet, ezt figyelembe is vessziik a (29), (31), (33) egyenletek-
ben. Lényeges a jelentsége ennek a tagnak a fesziiltségek szamitasinal, és
miatta a h\izé és nyomé fesziiltség egymastol eltérs értékiivé vilik.

Hogy a tovabbi képletek miiszakilag jobban érthetdk legyenek, a d «
és Ad o értékeket a csé hajlitasa el6tti Ry, és hajlitas utini R gorbiileti sugara-
val fejezziik ki. Az (1) egyenletbdl, illetGleg az 1. abrabadl:

Adex R
14 2257 o S5a
+ = R (5a)
Evvel a (4) egyenletben:
e=___1___[y0(51_1)+ wyfﬂ]. (6)
Ry + 7o R R

2

A gytirielemnek a gy{iriirészlet tengelyével pirhuzamos w, elmozdulésat
radidlis és tangenciilis elmozdulasok komponenseire bontjuk. Ecélbél a 2.

abra megfelels részét kinagyitva a 3. abraban megrajzoltuk a w,, az x tengellyel

y’
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parhuzamos w,, a radialis w, és a w, elmozdulasokat. Az abrahél:
w, = w, cos ¢ + w, sin @ (7)

A hajlitas altal megvaltozik a cs§ keresztmetszetének alakja, de valto-
zatlan marad a keresztmetszetben az ivhossz. Figyeljilk meg a 4. abraban az

y

Wr

3. abra

4. dbra

A és B pont elmozdulasat a deformalés folyamén. Az A pont w, és w, elmoz-
duldsokkal az 4’ pontba jut. Téle ryd ¢ tavolsigban levé B pont a B pontba
jutna, ha az elmozduldsa ugyanaz volna, mint az 4 ponté, tavolsaguk ekkor
(ro + w,)d ¢ lenne. A B pontban azonban az elmozdulas mar tébb dw, és dw,
értékekkel, igy a B pont a B’ pontba jut. Az ivhossz csak akkor nem valtozik,
ha a két pont tavolsiga egyforma marad, vagyis ha AB = A’B’, tehat ha:
rod ¢ = (ro + w,)d ¢ + dw,. Innen

w, = — i ; (8)

dy

Ennek figye]embevéte]ével a fajlagos nytlas:

dw R
&= 2 _1lrysing + |w,cos ¢ — "sintp)To]. 9)
Ry + % “ ) ¥ 4 dy R
Az ezaltal keletkezd huzéfesziltség:
== . (10)
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266 TREER M.

Ezen hizéfesziiltség létesitéséhez sziitkséges munka: dU, = o?V|(2E),
hol a gyiirtielem térfogata V = Iv 4 s, v a cs6 falvastagsaga, I = [(R, + ¥,)/R,
a gyuriielem hossza, 4 s a gyfiridelem ivhossza, ami a neki megfelel§ terheletlen
koriv hosszaval egyenld: 4 s = ryd ¢. Ezeknek figyelembevételével:

U, = lyvrg o+yoJ [ 2”L__}_' rosin @ +
2E R, + Yo R R, |

+{wucos¢p—-d; sm(p)k—] dp =
v (11)

E 27
=——1lv ——— | |— — —| rosin

9 OJ; R, +y0|:( ]0 ¢+

1 PP d

- |w, cos ¢ — Y sin @ —| T )
+("0(p de l(ijo] oo

Egyenes csGre (R, = o), az irodalomban szokisosan R = R, helyette-
sitéssel a (11) egyenlet [ ] zargjel értéke [r, sin ¢/R] alakra redukalédik, vagyis
a sziikséges munkat gy szdmitja, mintha deformacié nem lenne. A (11)
egyenletben a deforméacié figyelembevétele kitlonésen egyenes csdnél tehat
csakis elhanyagolas nélkiil, R = R helyettesitéssel lehetséges. Az elméletnek
ezen hidnyossaga miatt az US szdmitdsi szabvany egyenes cs6nél eltekint
a keresztmetszeti alak deformalédasianak figyelembevételétdl.

Keresztiranyd hajlitashoz sziikséges nyomaték:

M = Ex Frt []————1—], (12)
To e

hol E a rugalmassigi tényez§, F a keresztmetszet teriilete, r, a gorbiileti
sugar terhelés elGtt, o ugyanez terhelés utan,

v _LJ“ _ydF (13)
Flpr+y

A cs6 hajlitasanal a keresztmetszet téglalap, F' = lv, hol | a ¢s§ gyfirii-
részletének vizsgalt eleméhez tartozé hosszisag, v a cs6 falvastagsaga. Ezeknek
figyelembevételével végezve az integralast:

vf2
x:_ij ydy 14+ o 1[1+__2_]‘ (14)
vl J_yprgty 2ry +v

Ha a (12) egyenletben szerepls x» Fr; kifejezést képezziik, és lim v/r, — 0
felé haladunk, a In sorbafejtésénél eltiinnek az Osszes tagok, melyekben a
v[ro masodiknil magasabb hatvany, x Fri= l0v3/1" = J,- Tovabbi levezeté-
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seinkben ezt a képletet haszniljuk, megtartva pontosabb szidmitisokhoz a
(14) alkalmazasanak lehet&ségét.
A gyfirlielem keresztiranyid hajlitasihoz sziikséges munka:
r
U,=—2—. M2dyg. 16
q 9EJ, q 09 (16)
A hajlitast 1étesité nyomatékot a (12)-bél helyettesitve:

_Ehv R+

1 2
JERNEY o
24 R, Ty

4

hol a gyiiriielem hossza [ = [(R, + ¥,)/R, az (1) egyenlet és az 1. abra figye-
lembevételével.

Az 1/o —1/r, kifejezést az irodalomban szokdsos médon egyszerfisitjiik
integraldsra alkalmas formaba. A gérbiilet polaris koordinatarendszerben:

1 P22 —r

0 [+ ()
Helyettesitve r = ry 4+ w,, 1’ = w;, "’ = w; kifejezéseket, és elhanyagolva
a magasabb rendii tagokat:

1 g+ 2w, — w
@ Ty (7'0 "{" 3 wr)
Igy
1 1 rg+ 2w, —w; ro+ 3w,  —w —uw

4 L 1o (ro + 3w,) ro(ry + 3w,) B ro(ro + 31w,)

Elhanyagolva tovabba a nevezfben a 3w, értéket, és figyelembe véve a (8)
egyenletet:

1 1 —w,—w;, _ w, + w;

e o ry s
Ezt behelyettesitve a (17) egyenletbe a keresztiranyd hajlitishoz szitkséges
munka:

2nR0+yO 2
=0 220 (wy 4wy Pde. 18
T J R (it iy de (18)

Az bsszes alakvaltoztatasi munka a (11) és (18) egyenletek osszege:

= Elyvr 2
U=U,+U,=-">2 O[J [(——¥lrsm¢+
=T Rt ’ (19)
+ = |w,cos p — —* sin g ] d(p—{——— Rot¥ w"+w"’ rodep } .
12 R, 2
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Ezen munka minimuma adja meg a cs6 deformalt keresztmetszetének
alakjat. Feltételezziikk — Karmén nyomdn —, hogy ez az alak polaris koordi-
natarendszerben kifejezhetd harmonikus sor, tehat:

r=ry+ Cicos2¢ + Cycosd g+ ... (20)

Szamitasainkban masodfoki megkozelitésig, vagyis a sor elsé harom tag-
jaig mentiink. Az eredményeket késdbb a szdmszeri kiértékeléseknél kozolni
is fogjuk, a tilsidgos matematikai bonyolultsig elkeriilésére azonban a kévet-
kezSkben csak az elséfokii megkézelitést targyaljuk.

Ennek megfelelGen:

r=ry+Ccos2p=ry+ w, (20a)

Az r valtozasai pedig a (8) egyenlet figyelembevételével:
w, = —Csin 2¢[2 = c¢sin 2 p,w, =2ccos2 ¢ és w, = —8ccos2¢ (21)

u

Ezen értékeket a (19) egyenletbe helyettesitve:

Elyvr, { 2 R, H 1 1 .
=0 J S R | (SN —u) roSin @ +
2 1) R0+y0 R RO
2
+ %(e cos @ sin 2p — 2¢ cos 2¢ sin ¢ J dep + (22)
) v Ey + Yo

_— 2c cos 2¢p — 8c cos 2¢)2 d
t95), TR, ( @ @) 90}

csin2 @cosp —2ccos2p singp = 2 c¢sin @ (cos’p — 2 cosp + 1) = 2 ¢ sin’p,

tehat:
U= Elyvro J- I R"_ [(l___l_] rosin @ -+
2 0 Ro+)’o R RO (22a)
2 . > Ry + ¥,
4+ — sin® SO IO 3202 1 cos?2plde .
R ‘P] Ryt @t ap
Az
R, 1 rosin g
R+, Ry+rg

megkozelitésben megallapodtunk az (5) egyenletben. Behelyettesitve ezt és
megszorozva a (22a) egyenlet szbgletes zirdjelének négyzetével, sorozatot
kapunk sin ¢ péaros, és utdna paratlan hatvanyaival. Hasonlé a helyzet az
egyenlet masodik részében is, miutan y, = r,sin ¢. Tudjuk azonban, hogy

J.:” sin?"tlodp =0 .
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Igy sin ¢ paros hatvanyait megtartva egyenletiink lényegesen egyszerfisodik:

— Elo ‘Uro l‘ﬂ . J J sm21p dq: +
r 462 2n .
—— —] To€ sm“tpdqo + ~§é—f sin®p dp - (22b)

0
2
3v 402 j cos? 2¢ d(p]
0

L

Az integralast elvégezve és rendezve:

Elyvryn r 3v%¢? S¢?
Un—_#—,———'r—i— ‘__E)L_+ ° | (22
2 R ° R, R rs o | 229
Az optimum:
2 — 2 R
U _ Ehovrom[4p ‘-I-——L) 5t 16 2R el o (o3
dc 2R? R R, ro rd ro
Innen
—|F
c
-
To Jopt 54 —
T
Az irodalomban szok4sosan R = R, igy:
of
c
—=—ap - (24a)
ro 5 + 6 0
s

Kis gérbeségii csoveknél azonban a gorbiilet sugar (R,) terhelés el6tt
sokkal nagyobb, mint terhelés utin az R, igy irrealisakka vélnak a ¢/r, értékek,
s6t egyenes csire pedig nem is alkalmazhaté a (24a) képlet. Ennek az elhanya-
golasok az okai, melyekre a (4) egyenletet kévetSen ramutattunk. Evvel szem-

ben R = R helyettesitéssel:

L ___3_[}_—;, (24b)

2 R2
o vR

5+6

3
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Igy ivesovekre a gérbiileti sugar kismértékii valtozasanal c/r0 értékére koucl
ugyanannyit kapunk, mint az irodalomnak megfelel§ (24a) helyettesitésével,
ellenben ez a (24b) képlet helyesen alkalmazhaté kis gorbiletd és egyenes
csovekre is.

2. Szilardsagi szamitasok integralas helyeit Gsszegezéssel

Elvégeztikk az el§z6kben ¢s6 hajlitisanal a szilardsagi szamitasokat
Karman [1] altal lefektetett, az irodalomban azéta altalanosan elfogadott
médon. Riamutattunk kézben egyes elhanyagoldsokra, melyek kikiiszobolé-
sére, illetdleg legalabb részben valé figyelembevételére térekedtiink. A kereszt-
iranyd alakviltoztatasi munka szdmitisinal végigvezettiik az irodalomban
szokasos médon az integralis lehet§vé tételére szitkségelt egyszeriisitést.

A kovetkezbkben ezen elhanyagoldsok és egyszeriisités megtétele nélkiil
vezetiink le osszefiiggéseket. Eljardsunk az lesz, hogy az elhanyagolasokat
és egyszeriisitést megel5z8en hasznilt képletekb6l kiindulva egy bizonyos eldre
felvett deformélt alakhoz kiszamitjuk a deformalashoz sziikséges munkat, és
keressitk ennek legkisebb értékét az el6re felvett deformalt alak paraméterei-
nek valtoztatasaval. Természetesen a deformalt alak eldre valé felvétele nem
torténik onkényesen, hanem abbdl a deformalt alakbél indulunk ki, amelyet
elhanyagolasok és egyszeriisités segélyével nyertiink. Azutén ehhez az alakhoz
pontosan szamitjuk a deformalasi munka értékét, és a paraméterek valtoztata-
saval ezen munka minimumat.

A deformalt alak egyenletének két szilardsagi kovetelményt kell kielé-
gitenie. Az egyik az, amit a (8) egyenlet levezetésénél alapul vettiink, hogy a
hajlitott csd keresztmetszetének ivhossza a deformalasnél valtozatlan marad-
jon. A maisik, hogy a deformélashoz sziikkséges munka minimum legyen.

Elgszor vizsgaljuk meg az elsd kovetelményt. Legyen a deformalt alak
polaris egyenlete egy harmonikus sor elsé tagjaval kozelitve:

r:tpro—i—CcosZ(p:zpro(l—}—icosZ(p). (25)

Y1y

A keresztmetszet elemi darabjanak ivhossza:

ds _ V N (ﬂ]z:
do do

=1pr0V1 + 2 ¢ cos 29 + (
¥ro

l cosz2(p—{—4(C sin? 2¢ .

Yro

Yry
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Sorbafejtve, C/(y ry) kis értékénél a magasabb rend tagokat elhanyagolva
és integralva:
2 2
s = vr, 2n+n(—C~~J 380
¥ro 2 ' ¥ro

Miutan terheletleniil a cs8 keresztmetszetének kozepes ivhossza 2p %, a

(8) egyenlet levezetésekor tortént feliételinknek, hogy a keresztmetszet iv-
hossza terhelés alatt valtozatlan maradjon, a fenti kifejezés csak akkor tehet

eleget, ha:
- 2
2nry = 2xrotp[1+-5—( ¢ J ]

4 {yr,
A o tényezd csak a harmonikus sor illanddinak a cs6 kozépsugardhoz vala
viszonyatél (C,[r,) fiigg. Ertékét C/r, kis értékeinél a

2
|14 —5— {—Cv’ =1
4 \yr,
A harmonikus sornak ez a sajatossiga az irodalomban eddig figyelmen
kiviil maradt, a (25) egyenletben mindenkor ¢ = 1 értékkel szamolva. Szami-
tasainkban azonban figyelembe vessziik, megkézelitdleg a fenti kifejezés sze-

rint, pontosabban a (25) polaris egyenlethd] a keresztmetszet kozepes ivhossza-
nak meghatarozasaval. Az ilyen szamitasokban az

kifejezésbdl szamithatjuk.

r= zpro[l—l— ZiJ cos 2 i(p]
AL
polaris egyenletben C,/(y r,) paraméterre vesziink kerek szamértékeket.

A v tényezdnek a (25) egyenletbe valé bevezetése sem az irodalomnak
eddigi, sem a mi megel§z8 levezetéseinkben zavart nem okoz, mert a (22)
egyenletrendszeriinkben mindentitt az r differencialhdnyadosai keriilnek alkal-
mazasra.

A deformalt alak egyenletének — amint emlitettik — masik kovetel-
ménye, hogy a deformalishoz sziikséges alakvaltoztatdsi munka, a hosszira-
nyidnak és keresztirdnyunak Gsszege minimum legyen.

Deformilas kivetkeztében az elem hosszisaga -— amint ezt a (2) egyen-
lettel kapcsolatban megallapitottuk — (R, + y,)d « nagysagrél (R + y)(d x +
+ Ad a)-ra valtozik. Ezt a valtozast két részre bontjuk. El§szor azt a nyildst
irjuk fel, ami akkor keletkezik, ha az elemi rész megmarad az y, tavolsigban,
azutin azt a nyuléast, amely azaltal keletkezik, hogy az elemi rész tivolsaga
¥o-r6l y-ra médosul:

(R+ yo)(do + Ade) + (y — o) (do + Adx) — Ry + yp) doe =
= yo(doe + Adx) — yodx + (y — ¥,) (dox + Adx),
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az (1) egyenlet alkalmazisaval. Innen a fajlagos nyilas:

1 Adx)| | Adx | _
8=m[()"‘3’o)(1+7x—j ]

T gy
1 Adx Adx
- Ro+yo[y° dx +“y(1 " da H

Evvel a (4) egyenlethez jutottunk. A feliilvonissal jel6lt tagok azok, amelyek
az irodalomban a levezetésekbdl hianyoznak, ezeket a tovabbiakban elhanya-
golasként fogjuk feltiintetni.

Helyettesitve a szogeket gorbiileti sugarakkal az (5a) szerint:

Pontosan:
1 R, Ry [y—yo , (1 _ 1Y}
e=—Lt [y—y +y(—-—1)]=—[—~—+y[——~—”-(26)
Ry + Yo [ ° R ! Ro+yo | Ry R R,
Elhanyagolassal:
- 1 R, Ry [¥— (1 1]
F— — vy — 0 =2 L S0 — — — . 26
Ro[y e I o e x| #6)

Az elhanyagolas tehat abban all, hogy a képlet masodik tagjaban figyel-
men kiviil hagyjuk a keresztmetszetben el5allé deformalédast, az v és y, kozti
eltérést. Az ivesé kismértéki gorbitésénél, vagyis ha R és R, egyméistol nem
nagyon kiilonbéznek, az elhanyagolas kevés lehet. Egyenes csére azonban
Ry = oo, igy:

e=-2 & =20 (27) és (27a)

Elhanyagolas altal tehat egyenes cs6nél a keresztmetszet deformilédasa telje-
sen figyelmen kivill marad.

A fesziiltség:

O'l:E8=

ER, [y—yo

Bolmeolo i)

R R,

A cs8 hosszirdnyd alakviltoztatasihoz szitkséges munka: AU, =
= 0 V/(2E), hol a gyfiriielem térfogata

Sy
V=1, Ro +%0 15

L]
0
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vagyis a gyiirfielem hosszanak [[((Ry + ¥ o)/R,), a cs6 falvastagsiganak (v) és a
deformalt keresztmetszetb8l a gyiirielemhez tartozé ivhossz (As) szorzata.
Ezeket behelyettesitve:

2 Ry+y | R R R,/ | dy
Egyenes csére:

2 1 2

U, = Ehv y_.ﬁdq,zE’o”“.ﬁZ(L,EzM_ (30)
2 R* dy 24r% R rg) deg
A (22a) egyenlet elsd részébél .

— Elyvry 311 1 2¢ ik
U, = —M-f ‘— — ——) rosing - —— sin® ¢| dg. 30a
! 5 ), [ R R + R, | d¢ (30a)

A keresztirinyd munka a (17) egyenlethél figyelembe véve, hogy a (10)
és (29) egyenletekkel kapcsolatosan a megallapitasunk: rodp = As =
= ds Ap[d ¢:

__ El+®

2
U, p ZAI_{_QJELO [L__l_ %quz
_ Eh 2!&1;%_(1_1)‘53_@,
2472 R, 0 do
A (22a) egyenlet masodik részébél:
—_ 2n 2 2
7, = E’;""’ [ 3% cost2pdep . (31a)
0 Ty

Ezeket a kifejezéseket 6ssze fogjuk hasonlitani az irodalomban szokasos
kifejezésekkel, melyeknek elhanyagolasaira az el6z8kben tobb helyen emlitést
tettiink. A (30) és (31) egyenletek a pontos kifejezések, a (30a) és (31a)
egyenletek tartalmazzak az irodalomban szokisos elhanyagolasokat az ossze-
hasonlitasok céljaira.

Az integralas helyett a (30a) és (31a) képletekben is Gsszegezést végziink.
Ellenériztiik, hogy a kiértékeléseknél hasznalt Ap = 7/12 értékkel Gsszegezés-
nél is kell§ pontossagot ériink el. Kiértékeléseinkben a méreteket gy valaszt-
juk, hogy ro =1 és Elw3/(24r)) = 1. Igy szdmitasainkat egyszeriisitjiik és
attekinthetdvé tessziik. Ugyancsak az attekinthet§ség érdekében C = —2¢
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és 1 = vﬁ/(rﬁ) jeloléseket vezetjiik be. Az utébbiban R helyettesitésével kap-
csolatos bonyodalmakra a (24.) képlet disszkussziénal mar kitértiink.
Ezen atalakitasokkal az alakvaltoztatidsi munka egyenes csére:

12  ,ds (1 2 ds 12
U+U,=—"3y=24 — 1| Zdp=""H+ K (32
i+ U, szd(p ¢+2[9 )d(p p=—7H (32)

U, = 9C? 3 cos?2p dp = K (32a)

Figyeljiik meg, hogy ebben a két egyenletben H, K és K figgetlenek a
12/4? alakvaltoztatasi tényez8t6], csakis a deformacié C mértékétél fiiggenek.
Meghatarozzuk Gket kiilon-kiilon, akkor latni fogjuk U, alakulisat az egyenes
cs6 deformaciéjanak fokozédasa szerint a terhelési tényez kiillonbo6z§ értékei-
nél, K és K ésszehasonlitasaval pedig megallapithatjuk, hogy mit okoznak az
egyszeriisitések a keresztiranyi alakvéltoztatasi munka szdmitasanal.

A hosszirdnyi alakvaltoztatasi munka Osszehasonlité szamitasinal
azonban nehézségeink tamadnak. Targyaltuk mar a (11) és (24) egyenletekkel
kapcsolatban, hogy az irodalomban szokasos elhanyagolasokkal levezetett
képleteket egyenes csére alkalmazni nem lehet. Igy a (30) és (30a) egyenle-
teket egyenes cs6nél nem tudjuk Osszehasonlitani. Ezért a hossziranyu alak-
valtoztatdasi munka o6sszehasonlité szamitasanal fvesdre kell képleteket leve-
zetni és kiértékelni.

A (22a) egyenlet elsd részébhdl:

23 2
AU,_—_EI"UJ WR°_ HJ———I—J rosinq)+2—_csin3 w} rode,
2 Jo Ryt o R 0 R

hol r.d ¢ értékére a (10) egyenlet utan megallapitottuk, hogy ez a gyliriielem
hossza, tehat pontosabb szamitashoz: As = ds - .,/l(p/d ¢, egyszeriisitéssel
pedig: As = roAp. Igy algebrai atalakitisokkal az ésszehasonlité képletek:
Pontosabban:

AH,——_—‘AUII —

El,vr? ) R, [(
2R Ry + o

Elhanyagolassal:

R C 2 ds
1——|sing — —sind® —Agp. 33
R] @ w] dp p. (33)

0 To

~ 2
AH; = AU, = Elyvrg “l—%) sin ¢ —71} . isin‘"* wTroA(p. (33a)
0

2R o To

Latjuk, hogy az irodalomban szokasos elhanyagolasoknak lényeges
kivetkezménye az, hogy a (33a) egyenlethen a négyzetes kifejezés masodik
tagjat R/R, tényezdvel vessziik szamitasha. Miutan pedig R/R, mindenkor
kisebh egynél, az elhanyagolas altal az alakvaltoztatasi munka nagyobbodik.
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Ezt az R/R, értéket azonban egyelére nem ismerjiik. Visszamegyiink
tehat a (22a) egyenlethez, elvégezziik ennek c szerinti differencialasat a (22¢)
egyenletnek megfelelden, akkor a (24) egyenletben R — R helyettesitéssel
osszefiiggést kapunk C és R/R, kozott. Az osszefiiggés az ivesd 1, = vR,/(r])
kifejezést is tartalmazza, ez az ivesd méreteitd] fiigg, ezt 1, = 1 értékkel sza-
moltuk.

A masik elhanyagolas a (33a) egyenletben az RO/(R0 + y,) tag hidnya.
Ha ezt a tagot figyelembe vessziik, ez azt eredményezi, hogy a koordinata-
rendszer elsé és masodik negyedében kisebb, a harmadik és negyedik negyedé-
ben nagyobb az alakvaltoztatisi munka, mert itt az y, negativ. Ha az R/(R, +-
+ y,) tagot az (5) szerint kozelitjiik, akkor kiegyenlitddik a kiilonbség, amint
ez a (22a) egyenlet integraldsanal be is kovetkezett. Az integralas helyett azon-
ban a tagnak pontos értékével szamolva adédik is egy kevés kiilonbozet, amint
azt az (5) egyenlet diszkussziéjanal is emlitettiik, ezt ezutan szimitasha
vettuk.

3. A kiértékelések eredményei

Tanulminyunk ezen részében Gsszehasonlitjuk a kiilonb6z6 médszerek-
kel végzett szimitasokkal az alakvaltoztatashoz sziikséges munkat, és felraj-
zoljuk ezen munka minimuméhoz tartozé erdsen deformalt keresztmetszeti
alakot.

A pontos és az elhanyagoldsokkal a hossziranyi és a keresztiranyu alak-
valtoztatasokndl végzett Gsszehasonlité kiértékelések eredményei az 5. és 6.
abrakon talilhaték. Az dbrak a deformalds mértékétsl (C értékéidl) fiiggden
mutatjak az alakvaltoztatisi munka nagysagit. Ezen és a kiovetkez8 abrakon
az ordinatak szamértékeit a (31a) képlet utan kifejtettek szerint szamitottuk,
erre utal az ordinatakon az 1 index.Teljes vonallal kihiizva a pontos szamitas,
szaggatott vonallal az elhanyagolasokkal, illetéleg az egyszeriisitéssel nyert
eredmények.

A hossziranyd munka értékét az 5. dbra mutatja a (33) és (33a) képle-
tekb&l szamitva. Az elhanyagolasokkal szamitott értékek a deformalas nagyob-
bodasaval eleinte kevéshé, kés6bb azonban igen erdsen eltérnek a pontosan
szamitottaktél. Az eltérés mar C = 0,05-nél is 129%,, C = 0,30-nal eléri a
1009,-0t, C = 0,50-nél 1839%,. Az elhanyagolasokat tehat keriilniink kell, ha
elfogadhaté eredményeket akarunk. Egyenes csénél a (30), illetleg R, = oo
helyettesitéssel a (33) képletbdl szamithatjuk a hossziranyd alakvaltoztatasi
munkat.

A keresztiranyu munka értékét a 6. dbra mutatja a (31) és (3la) képle-
tekbdl szdmitva. Az eltérés eleinte igen kevés, C = 0,05-nél 19, C = 0,15-tél
emelkedik 59, folé, de azutidn rohamosan névekszik, C = 0,50-nél 1189%,.
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5. dbra

Ezek az értékek egyenes csére vonatkoznak, ivesére a geometriai értékiiktdl
fiiggben par 9,-kal kisebbek lehetnek. A (19) egyenletben az integralas lehe-
t6vé tétele érdekében tortént egyszeriisitések tehat megengedhetdk, ha a
deformalas mértéke C = 0,15 alatt marad, ezen feliil azonban az integraléassal
nyert C,; értékek csak tajékoztaté jellegliek lehetnek.

Tekintettel a kimutatott eltérésekre a kovetkezékben az elhanyagolasok
és egyszeriisités kikiiszobolésével végezziik a kiértékeléseket a (32) egyenlet
alkalmazasaval az alakvéltoztatasi munka minimuménak megallapitasara, és
ezt kovetden a deformalt keresztmetszeti alakot szamitjuk kiilonbozé alak-
valtoztatasi tényezék (12/1%) esetében.

A kiértékelésekhez elsGsorban az alakvaltoztatasi tényezének (12/12)
szamszerf értékében kell megallapodnunk. Az az érték, amellyel a célok folyas-
hatarig torténé deformalasnal lehet szamitani, integralassal kapott C = 0,05-
nek megfelels 12/42 = 0,626. A deformalt keresztmetszet leginkabb ellaposo-
dik C = 0,20-nak megfelel§ 12/12 = 2,88 értéknél, és a keresztmetszet piskéta-
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Uy

6. dbra

alakja all el6, de még az 6sszegezésnek szamitasainknal szokott részletességénél
megengedhetden C = 0,50-nek megfelels 12/12 = 10,2857 értéknél.

Kis alakvaltoztatési tényezd (12/A* = 0,626) szamitasi eredményeit a 7.
abra mutatja. Az alakvaltoztatasi munka (U; = U, + U,) nagysiga a defor-
malas (C) fokozédasaval parabolikus jellegii. A lefutas megitélésére tigy ennél,
mint a kovetkezd két abranal az ordinita nem a nullvonalnal kezdédik, hogy
a kiilonbségek jobban lathaték legyenek. A minimum C = 0,05 kornyezetében
van, ugyanott, ahol azt integralassal kaptuk.

. Kozepes alakviltoztatasi tényezénél (12/A? = 2,88) a 8. 4bran taliljuk
a szamitési eredményeket. Az abra felépitése az el6z6hoz hasonlé, csak itt az
alakvaltoztatasi munka minimuma C = 0,18-nal van, tehat érezhetden keve-
sebb, mint az integralassal kapott C = 0,20 érték.

Nagy alakvaltoztatasi tényezdnél (12/A2 = 10,2857) az alakvaltoztatési
munka értékének alakuldsa a 9. abran ugyanaz, mint az el6z§ abrakon, csak
itt a minimum C = 0,33 koriil van, tehat sokkalta alacsonyabban, mint az
integralassal kapott C = 0,50 érték.

Meghatarozva az alakvaltoztatiasi munka minimumat, fel tudjuk raj-
zolni a deformalt keresztmetszetek alakjat a 10. abran. Az abra a keresztmet-
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7. dabra

szeteknek csak negyedét mutatja, a tobbi negyed szimmetrikus a szomszédos-
sal. Lathatjuk, hogy a terheletleniil (12/2%> = 0) korkeresztmetszet hogyan
deformalédik elébb ovilissa, azutan mind laposabba, végil piskétaala-
kiva.

Ez a piskétaalak, vagyis a keresztmetszet behorpadasa a ¢ = 4-90°
helyeken felveti azt a kérdést, hogy mennyiben elvirhaté egy ilyen alak a defor-
malasnal és mennyiben az az oka, hogy csak az els§ tagig mentiink el a harmo-
nikus sor képzésénél. Ezért masodfoki megkozelitéssel is szdmitasokat végez-
tink, vagyis a C, cos 4¢ tagot is hozzafiiztiik az el6z6hoz.

Ebben az esetben tehat r =y r; + C, cos 2¢ + C, cos 4y. A szamitas
lényegesen bonyolultabb nemcsak minden egyes érték szamitasanal, hanem
mert most C, és G, altal képzett kétszeresen végtelen sokasaghdél kell kikeres-
niink az alakvaltoztatasi munka minimumat. Nem is végeztiik el teljes részle-
tességgel a szamitast, hanem csak annyira, hogy tajékozédast nyerjiink az
er6sen deformalt keresztmetszet alakulasanak kérdésében.

A szamitas eredményeit a 11. 4bra mutatja. Az alakvaltoztatashoz sziik-
séges munkat (U,) a C,/C;-tél fiigg8en vittiik fel, még pedig ettdl a viszonyszam-
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tol fiiggGen azért, mert a levezetések folyaman kialakult, hogy ez a viszonyszam
az, amelytdl C,; a terhelési tényeztél és a deformélas mértékének valtoztata-
satél csak kis mértékben fiigg. Az abran harom gorbét latunk. Mind a harom
ugyanavval a 12/22 = 10,2857 alakvaltoztatasi tényezével van szamitva, csak
a szaggatott vonallal kihizott gorbénél C; = 0,3, a teljes vonallal kihizotinal
C,'= 0,5, a pontozott vonallal kihtizottnal C;, = 0,7 a deformalt keresztmet-
szeti alak els§ allandéjanak az értéke. Latjuk tehat, hogy ha egy bizonyos alak-
valtoztatasi tényez6vel kiilonb6zé C; allandékkal a C, allandét néveljiik,
hogyan valtozik az alakvaltoztatashoz sziikséges munka. Kimutattuk az el6-
z6kben, hogy 12/2* = 10,2857 alakvaltoztatasi tényezénél C, = 0,33-nal van
az alakvaltoztatasi munka minimuma. Ha néveljik a C;-et, az alakvaltoztatasi
munka eleinte csokken, kb. C,/C; = 0,2-nél minimuma van, azutan novekszik,
még pedig annal hirtelenebbiil, minél nagyobb mértékben tértiink el a €, =
= 0,33-tol.

Miasodfoki megkozelitéssel kisebb alakvaltoztatdsi munkaminimumot
tudunk elérni, mint az elséfoki megkozelitéssel. Amig elséfokd megkozelités-
sel 12/12 = 10,2857 alakvaltoztatasi tényez6vel a 9. abrabél leolvashatéan
U, = 21,1 az alakviltoztatasi munka minimuma, addig a 11. abrabdl leolvas-

Miiszaki Tudomdny 62 (1982)



280 TREER M.

Uy

30 J

28 |

26

24

22 ]

21

Oy

0 04 0.2 03 04 05

9. dbra

hatéan U, = 17,5 is elérhets. A két minimumnak megfeleld keresztmetszeti
alakot a 12. abran lathatjuk. Pontozottan a terheletlen korkeresztmetszet,
szaggatott vonallal az elsGfokd, és teljes vonallal a masodfokid megkézelités.
Horpadas mind a kettdnél megvan, de a lapos rész a méasodfokd megkozelitésnél
lényegesen szélesebb. A cs6 keresztmetszeti alakja tehédt igen nagymértéki
hajlitasnal: széles lapos rész a kizépen (¢ = 7/2 kirnyezetében), és egy kis,
de véges gorbiileti sugar a széleken (¢ = 0, 7, 27, . . . helyeken).
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Pipe Bending Chiefly with Large Deformation. — The paper examines once again the
problem of pipe bending dealt with so much, so far. It deduces the solution in the way currently
used by the literature on the subject, refers to the neclects and simplifications which have been
used by the authors at that time, in order to assure an explicit solution to be used in practice.
Suggestions are made to eliminate or to reduce them. A mathematical model has been construct-
ed which permits to determine those values of a harmonic series which best fulfil the require-
ments of the solution. The effects of the neglects and simplifications used by the professional
literature in case of different degrees of bending of the pipe are discussed and the deformation
of the pipe at different rates of bending are shown. In case of a very strong deformation, the
parameters of the deformed shape are calculated by an approximation of second degree. The de-
formed shape associated with the most favourable parameters is represented in case of appro-
ximations of the first and second degrees.

Rohrbiegung hauptsichlich mit groBer Vorformung. — Der Ausatz untersucht das
Problem der bisher vielmals behandelten Rohrbiegung. Die Losung wird auf die in der Fach-
literatur gebrauchte Art abgeleitet; es wird auf die Vernachlissigungen und Vereinfachungen
hingewiesen, die seinerzeit die Autoren gemacht haben um eine explizite und praktisch brauch-
bare Lésung zu erreichen. Der Autor des vorhandenen Aufsatzes bring deren Beseitigung
oder Ermissigung in Vorschlag. Ein mathematisches Modell wird konstruiert, mit Hilfe des-
selben die Werte der Parameter einer harmonischen Reihe bestimmt werden kénnen, die die
Erforderungen der Losung am besten befriedigen. Behandelt werden auch die Auswirkungen
der durch die Fachliteratur allgemein gebrauchten Vernachlissigungen und Vereinfachungen
fiir die zu verschiedenen Maflen gebogenen Rohre. Die bei verschiedener Stirke der Biegung
eintreffenden Verformungen des Rohres sind vorgefiihrt und bei sehr starken Verformungen
die Parameter der Verformung werden auch durch eine Niherung zweiten Grades berechnet.
Die den giinstigsten Parametern entsprechende Verformung wird fiir den Fall einer Niaherung
ersten und zweiten Grades priisentiert.
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