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Cső haj l í tásának terjedelmes irodalma van . Hogy milyen sokan foglal-
koztak evvel a kérdéssel, arra jellemző A . R . C. M A R K L t anu lmánya [3], aki az 
USA szabvány előkészítésére mintegy százötven irodalmi hivatkozást sorol 
fel. Messze vezetne a vonatkozó irodalom dokumentálása, mi Marki t anu lmá-
mányán kívül két munkára hivatkozunk: KÁRMÁNra [1], akinek elmélete i m m á r 
hetven éve a lapjaiban vál tozat lanul vonul végig az egész világirodalmon, és 
HovGAARDra [2], aki KÁRMÁNnál később, de hasonló eredményekkel az ameri-
kai irodalomban építette fel elméletét. Figyelemmel vagyunk továbbá C S I R -

MAZra [4], akinek könyve magyar nyelven foglalja össze ennek a kérdésnek 
sokoldalú elméleti és gyakorlati vonatkozásait . 

Három okból vesszük fel a kérdés tanulmányozásá t . Először, mert az 
eddigi elméletben elhanyagolások történtek, melyek elkerülhetők vagy csök-
kenthetők. Másodszor, mert az elmélet — éppen az egyik elhanyagolás köve t -
keztében — csak ívcsövekre alkalmazható, egyenes csőre nem. Harmadszor , 
mert matemat ikai modellre törekszünk, mely nagy alakváltozásnál is lehe-
tővé teszi a kérdés tanulmányozását . 

Tanulmányunk menete az lesz, hogy először az eddigi elméleten ha ladunk 
végig, r ámuta tva azonban az elhanyagolásokra és egyszerűsítésekre, a z u t á n 
a pontos számításokat lehetővé tevő matemat ikai modellt á l l í t juk össze, végül 
ennek segélyével k imuta t juk az elhanyagolások és egyszerűsítések által oko-
zott hibákat , és kiértékelünk néhány erős alakváltozást . 

1. Az irodalomban szokásos szilárdsági számítások 

ívcső deformálásának legegyszerűbb mechanikai modell jét úgy a lak í t -
ha t juk , hogy egy R0 sugarú hengerről sok menetbő l álló csövet vékonyabb R 
sugarú hengerre csévélünk á t . A csőnek közepes hossza nem változik, h a n e m 
a vékonyabb R sugarú hengeren több menetből áll a cső. Ahhoz, hogy erről 
a vékonyabb hengerről a cső vissza ne lazuljon az eredeti R0 sugárra, a csövet 
ráfogni kell az R sugarú hengerre, vagyis rá végig egyforma ha j l í tónyomatékot 
kell kifej tenünk. Számításainkat a cső l0 hosszúságú gyűrűalakú részére fog juk 
végezni. 
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Az 1. ábra muta t ja egy ilyen gyűrűrészletnek deformálás előtti és u táni 
alakját . Az R0 középsugarű gyűrűrészletnek l0 ívhossza a deformálás á l ta l nem 
változik, amíg ellenben terheletlen á l lapotban az l0 hosszúságú ívhez d x 
középponti szög tar tozot t , addig az íve t R sugárra deformálva d oc -f- A d x 
középponti szög tartozik hozzá. Ezek szer in t : 

R (dx + Adx) = R0dx = l0 (1) 

A gyűrűrészletnek egy olyan eleme azonban, amely a terheletlen gyűrű 
tengelyétől R 0 + y 0 távolságban van, nyúlik, még pedig hosszúsága (R0 + 
-)- y0)d a - ról (R -f- y)(d a -f- A d a) hosszúságra változik. A kettőnek különb-
sége az (1) egyenlet figyelembevételével: 

y(dx + Adx) — y0dx. (2) 
A fa j lagos nyúlás: 

y (dx + Adx) — y0 dx 1 
(Ro + Jo) dx Ro + Уо 

Haj l í t á s által azonban nemcsak a gyűrűrészlet egyes elemeinek hossza 
változik és a görbületi sugara a haj l í tás síkjában, hanem deformálódik a cső 
keresztmetszete is a terheletlenül köralakról ovális a lakra a 2. ábrán lá tha tó 
módon. A keresztmetszet s íkja a csőnek, és ennek részeként a gyűrűrészletnek 
tengelyén fekszik úgy a haj l í tás előtt, m i n t azután. A keresztmetszeten az x 
tengely a gyűrűrészlet tengelyével párhuzamos, az у tengely rá merőleges. 
Az 1. áb rán körívként ra jzol t gyűrűelem a 2. ábrán keresztmetszetben jelent-

У - У о + У-
Adx 
dx 

(3) 
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kezik, távolsága az x tengelytől terheletlenül y0, a hajlítás n t á n wy változással 
y let t , vagyis y = y0 -f- wy. Miután az alakváltozás a 2. ábrán l á tha tóan 
laposodás, wy a mi vizsgálatainkban mindenkor negatív. í gy a fajlagos nyú lás : 

s = • 
R о + Уо 

, _ . Adz 
MY + (Уо + MY) —— 

dz (4 ) 

A (4) képletben van azonban két tag, melyeket eddig az irodalomban ú g y 
K Á R M Á N [1], mint H O V G A A R D [2], valamint az őket követő szerzők e lhanya-
goltak, mi azonban figyelembe vesszük őket . 

Általában azokat az értékeket , melyeket mi megtar tunk a levezetéseink-
ben, az irodalomban azonban elhagyják, v a g y másként helyettesítik, f en t -
vonással jelöljük. Nevezetesen az irodalomban y0 = 0, wy = 0 és R — Ru. 

Az egyik wy, az (y0 + wy) Adz/dz tag a (4) egyetletben. 
KÁRMÁNnál [1] az elhanyagolás azáltal keletkezik, liogy tanu lmányának 

1891. oldalán az elemi szál nyúlását a (3a.) képletében a deformálás előtti hely-
zetből számítja. H O V G A A R D [2] a wyAdz/dz t ago t másodrendűen kicsinek á l l í t ja 
tanulmányának 74. oldalán azon az alapon, hogy Adz/dz elsőrendűen kicsi, 
és wy is az. Ha azonban az 1. ábránkat szemléljük, észrevehetjük, hogy a m i n t 
a cső terheletlen állapotú Rlt sugara nő, vagyis ha egy ívcső görbülete k isebb, 
t ehá t az R„ nagyobb, az l0 ívhosszhoz tartozó da a nullához közeledik, Adz ellen-
ben változatlan marad , így Adz/dz nem hogy elsőrendűen kicsi lenne, minden 
határon túl növekedhet . A wyAdzjdz tagot t ehá t nem fog juk elhanyagolni. 

A másik tag a (4) képletben az 1/(BU + y 0 ) tényezőben az y0tag. E n n e k 
az a jelentősége, hogy ívcsöveknél a külső oldalon, ahol у > 0, az elemi szál 
hosszabb, mint a belső oldalon, ahol у < 0, evvel a fa j lagos nyúlás a külső 
oldalon kevesebb, mint a belső oldalon, és ennek megfelelően a haj l í táskor 
a külső oldalon a hűzófeszültség kevesebb, min t a belső oldalon a nyomó-
feszültség. Avval az elhanyagolással, hogy y p j R 0 <=« 0, a különbözet e l tűnik . 
Ez egyenes csőnél tényleg fennáll . ívcsöveknél azonban a n e m túlzott ma tema-
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tikai bonyolultság megelőzése érdekében megtörtént. Lehetőleg azonban 
figyelembe vesszük. 

Megközelítő értékeként első gondolatunk egy 1/(1 + Уо/В0) kifejezés 
sorbafejtése lehet, amikor is: 

В, = ! _ Jo. , í J o ) 2 _ ÍJA] 3 

B0 + y , B0 ( B J ( B J 

A sor párat lanszámú t ag j a i mindenkor pozitívok, így párosszámú tagtól 
elhanyagolva a tört értékére kisebbet k a p u n k , mintha pontosan számí tanánk, 
miután az első elhanyagolt t a g pozitív. Szilárdsági számításoknál ez félrevezető 
lenne, ezért a sorbafejtéssel való megközelítést nem alkalmazzuk. 

Az ívcső terheletlen keresztmetszete kör , tehát: yn = r0 sin <p, evvel : 

RO s i n Ç ) . (5) 
Bo + Jo B0 f r0 sin <p B, о ' 

Annyi t ö r t é n t , hogy a nevezőbe sin cp = + 1 értéket í r t unk . Ez megközelítés 
ugyan, de az eredmény soha sem kevesebb a pontos számítás szerinti értéknél . 

Az B 0 / ( B о Jo) t a g n a k nem minden esetben van jelentősége. Egyenes 
csőre az ér téke identikusán egy, miután ekkor R0 = oo. ívcsőre az alakvál toz-
tatási m u n k a számításánál az (5) szerinti megközelítést alkalmazva az integ-
ráláskor szintén eltűnik az r 0 sin 9>/(B0 + y 0 ) tagnak a hatása, amint azt a 
(22a) egyenletet követően ma jd megállapí that juk. Az B 0 / (B 0 -j- y0) pontos 
értékével az alakváltoztatási munka számításánál m a r a d azonban néhány 
százalékos különbözet, ezt figyelembe is vesszük a (29), (31), (33) egyenletek-
ben. Lényeges a jelentősége ennek a t a g n a k a feszültségek számításánál, és 
miatta a húzó és nyomó feszültség egymástól eltérő ér tékűvé válik. 

Hogy a további képletek műszakilag jobban ér the tők legyenek, a d x 
és A d x é r tékeket a cső ha j l í t ása előtti B 0 , és hajlítás u t án i R görbületi sugará-
val fejezzük ki. Az (1) egyenletből, illetőleg az 1. ábrából : 

Evvel a (4) egyenletben: 

E = • 

B o + J o 

ADX_RO_ ( 5 a ) 

dx R 

A gyűrűelemnek a gyűrűrészlet tengelyével párhuzamos wy elmozdulását 
radiális és tangenciális elmozdulások komponenseire bon t juk . Ecélból a 2. 
ábra megfelelő részét k inagyí tva a 3. áb rában megrajzoltuk a wy. az * tengellyel 
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párhuzamos wx, a radiális wr és a wu elmozdulásokat. Az ábrából: 

wy = wu cos ? -f- wr sin ? (7) 

A hajl í tás által megváltozik a cső keresztmetszetének alakja , de válto-
zatlan marad a keresztmetszetben az ívhossz. Figyeljük meg a 4. ábrában az 

3. ábra 

|r0tw,)djf> 

4. ábra 

A és В pont elmozdulását a deformálás folyamán. Az A pont wr és wu elmoz-
dulásokkal az A' pontba ju t . Tőle rnd <p távolságban levő В pont а В pontba 
j u t n a , ha az elmozdulása ugyanaz volna, mint az A ponté, távolságuk ekkor 
(r0 -f- «v)d ? lenne. А В pontban azonban az elmozdulás már több dwr és dwu 

értékekkel, így а В pont a B ' pontba ju t . Az ívhossz csak akkor nem változik, 
ha a két pont távolsága egyforma marad, vagyis ha AB = A'B', tehát ha : 
r0d cp — (r0 + wr)d cp + dwu. Innen 

dw„ 
dcp 

Ennek figyelembevételével a fajlagos nyúlás : 

E = [(f- r„ sin Cp 
До + Уо 

Az ezáltal keletkező hűzófeszültség: 

wu cos <p — DW„ 

dcp H t ] 

(8) 

(9) 

a, = Ее. (10) 
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Ezen húzófeszültség létesítéséhez szükséges munka : dU[= cr2 I j (2£ ) , 
hol a gyűrűelem térfogata V = Iv A s, v a cső falvastagsága, l = /0(JR0 y0)/Ro 
a gyűrűelem hossza, A s a gyűrűelem ívhossza, ami a neki megfelelő terheletlen 
körív hosszával egyenlő: A s = r()d<p. Ezeknek figyelembevételével: 

U t 2 E 

-f |wu COS 

>±У±ГЕ2\— 
Ro JO l R0 

Ro 
+ yo! 

2 íí 1 1 
] r ж r0 sin <p + 

dwu . I IT 

E . r Ro r í 1 4 • 
— — l0v\ 1 г Q sin cp 

2 Jо Ro+Уо \ R Ro) 

(11) 

+ 

dtcu . I l i 2 , 
wu cos cp sin 9? r0d<p. 

d<p j R0J 

Egyenes csőre (R0 = oo), az irodalomban szokásosan R = R0 helyette-
sítéssel a (11) egyenlet [ ] zárójel értéke [r„ sin <p/R] alakra redukálódik, vagyis 
a szükséges munkát úgy számítja, min tha deformáció nem lenne. A (11) 
egyenletben a deformáció figyelembevétele különösen egyenes csőnél tehát 
csakis elhanyagolás nélkül, R = R helyettesítéssel lehetséges. Az elméletnek 
ezen hiányossága mia t t az US számítási szabvány egyenes csőnél eltekint 
a keresztmetszeti alak deformálódásának figyelembevételétől. 

Keresztirányú hajl í táshoz szükséges nyomaték: 

M = Ex Frl 1 1 

В 
(12) 

hol E a rugalmassági tényező, F a keresztmetszet területe, rn a görbületi 
sugár terhelés előtt, Q ugyanez terhelés u tán . 

— t J 

• ydF 
F Г0+Y 

(13) 

A cső hajl í tásánál a keresztmetszet téglalap, F = Iv, hol l a cső gyűrű-
részletének vizsgált eleméhez tartozó hosszúság, v a cső falvastagsága. Ezeknek 
figyelembevételével végezve az integrálás t : 

* = - J - f / 2 ^ 
Vl J —v/2 Г0 

yldy 

+ У 
= — 1 Z l - f • 

2v 
2 r0 + v 

(14) 

H a a (12) egyenletben szereplő x Frl kifejezést képezzük, és lim vjru -*• 0 
felé haladunk, a In sorbafejtésénél el tűnnek az összes tagok, melyekben a 
u/r0 másodiknál magasabb hatvány, X FRL = lol':!/12 = JQ. További levezeté-
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seinkben ezt a képletet használjuk, megtar tva pontosabb számításokhoz a 
(14) alkalmazásának lehetőségét. 

A gyűrűelem keresztirányú hajlí tásához szükséges m u n k a : 

dUa = ——— • M2 dep. 
2 EJq 

A haj l í tás t létesítő nyomatékot a (12)-ből helyettesí tve: 

Y R O D C P ^ + 
24 RN 

r0dcp, 

(16) 

(17) 

hol a gyurűelem hossza I = lu(Rt) -j- yßj/Ro <iz (1) egyenlet es az 1. ábra f igye-
lembevételével. 

Az i / e — i / r „ kifejezést az irodalomban szokásos módon egyszerűsítjük 
integrálásra alkalmas fo rmába . A görbület poláris koordinátarendszerben: 

r2 + 2 (r')2 - rr" 
Q [fi + (r')2]3 '2 

Helyettesítve r = r„ -f- wr, r' = w'r, r" = w" kifejezéseket, és elhanyagolva 
a magasabb rendű tagokat : 

így 

2uv -

Q ro( ro H- 3 м/г) 

1 r0 + 2wr — w"r r0 + 3wr 

r0 (r0 -f- 3w,) r0 (r0 -f 3uir) r0 (r0 -f 3wr) 

Elhanyagolva továbbá a nevezőben a 3ter értéket, és f igyelembe véve a (8) 
egyenletet: 

1 1 — IV r — UJ"R W'U + W'F 

Ezt behelyettesítve a (17) egyenletbe a keresztirányú hajl í táshoz szükséges 
munka: 

EloV3 Г2" R0 + y0 . , 
24 r2 Jo R0 

U„ (18) 

Az összes alakváltoztatási munka a (11) és (18) egyenletek összege: 

ü = ut+u9 

1 

El0vr0 f Г2л R0 í(— - J_1 
2 {Jo Ro + Уо \R R0) (19) 

+ 
R 

dwu . 
wu cos cp — sin <p 

d<p 
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Ezen m u n k a min imuma adja meg a cső deformál t keresztmetszetének 
a lak já t . Fel tételezzük — K á r m á n n y o m á n —, hogy ez az alak poláris koordi-
ná ta rendszerben kifejezhető harmonikus sor, t ehá t : 

r = r„ -f- Cj cos 2 99 A- C2 cos 4 <p -j- . . (20) 

Számítása inkban másodfokú megközelítésig, vagyis a sor első há rom tag-
jáig m e n t ü n k . Az e redményeke t később a számszerű kiértékeléseknél közölni 
is fogjuk, a túlságos m a t e m a t i k a i bonyolul t ság elkerülésére azonban a köve t -
kezőkben csak az elsőfokú megközelítést t á rgya l juk . 

Ennek megfelelően: 

U!r R = r„ -f- С cos 2 99 = r0 

Az r vál tozásai pedig a (8) egyenlet f igyelembevételével : 

(20a) 

ívjj = —С s in 2(p/2 = с sin 2 (p, w'u = 2 с cos 2 99 és = —8 с cos 2 99 (21) 

Ezen ér tékeket a (19) egyenletbe he lye t tes í tve : 

r0 sin <p + 
El0vr0 I Г2" R0 rí L l 

~ Í ~ I Jo R o + У о 1 R RQ 

n: (c COS Ç5 sin 2(p — 2c cos 2<p sin <p 
R 

dip (22) 

f 2 p Д 0 + У 0 
12 Jo Л0 rí 

(2c cos 295 — 8c cos 2cp)2 dip ! 

с sin 2 99 cos 99 — 2 c cos 2ip sin 99 = 2 с sin 99 (cos2ip — 2 cos 99 1) = 2 с sin39P, 
tcbát: 

U 

Az 

El0vr0 Г 1 Ro í í 1 M 2 . )o Ro + Уо LI R Ro) 
2c . 3 

81 Пл Ro-\-yo • 3 v2 с2 + cos 
R Rort 

• 3 v2 с2 + cos 

Ru — 1 r0 sin <p 

' + 

(22a) 

« 0 + У 0 R0 + ro 

megközelí tésben megál lapodtunk az (5) egyenletben. Behelyet tes í tve ezt és 
megszorozva a (22a) egyenle t szögletes zárójelének négyzetével , soroza to t 
kapunk sin 99 páros, és u t á n a pára t lan ha tványa iva l . Hasonló a helyzet az 
egyenlet második részében is, miután y 0 = r 0 sin (p. T u d j u k azonban, hogy 

s in t e + 1 99 dip = 0 . 
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í gy sin cp páros ha tványai t megta r tva egyenletünk lényegesen egyszerűsödik: 

El0 vr0 U 
2 

j 1 
+ 1 — 

1 1 )2 f2'"1 

1 ríj sin2 <p d<p + 
R R0Í J» 

, I 1 1 \ R0C Г2л . 4c2 Г2" . , 4 —I _ I sin4 <p dip -j =— I sin® <p dip 
IR RoJ R Jo R2Jo 

(22b) 

+ 3 v2c2 Ç2" 
£o Jo 

cos2 2cpd<p\. 

Az integrálást elvégezve és rendezve: 

U 
El0 vr0 л I I 1 

R Rn 

r 2 + 3 — -
1 1 r0c 3 v2c 

R Roi R 
+ + 5c2 

2 R2 (22c) 

Az opt imum: 

dU El0 vr2 л 
de 

Innen 

2 R2 3R (-L L-l +5— + 6 R 

opt 

R 

3 R 

5 + 

v* R2 

rí 
= 0. (23) 

R Rn 

6v2 R2 (24) 

Az irodalomban szokásosan R = R0 így 

r0 

to 
R~ 

- 1 

5 + 6 * * 
(24a) 

rí 

Kis görbeségű csöveknél azonban a görbület sugár (R0) terhelés elűtt 
sokkal nagyobb, min t terhelés u t á n az R, így irreálisakká válnak a clr0 értékek, 
sőt egyenes csőre pedig nem is alkalmazható a (24a) képlet. Ennek az elhanya-
golások az okai, melyekre a (4) egyenletet követően r á m u t a t t u n k . Evvel szem-
ben R — R helyettesítéssel: 

R — 3 
С 

r0 

1 -

5 + 6 

RO 
v2R2 (24b) 
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így ívcsövekre a görbületi sugár kismértékű változásánál c/r„ értékére közel 
ugyanannyi t kapunk, mint az irodalomnak megfelelő (24a) helyettesítésével, 
ellenben ez a (24b) képlet helyesen alkalmazható kis görbületű és egyenes 
csövekre is. 

2. Szilárdsági számítások integrálás helyett összegezéssel 

Elvégeztük az előzőkben cső hajl í tásánál a szilárdsági számításokat 
K á r m á n [1] által lefektetet t , az irodalomban azóta általánosan elfogadott 
módon. Rámuta t tunk közben egyes elhanyagolásokra, melyek kiküszöbölé-
sére, illetőleg legalább részben való figyelembevételére törekedtünk. A kereszt-
i rányú alakváltoztatási munka számításánál végigvezettük az irodalomban 
szokásos módon az integrálás lehetővé tételére szükségelt egyszerűsítést. 

A következőkben ezen elhanyagolások és egyszerűsítés megtétele nélkül 
vezetünk le összefüggéseket. El já rásunk az lesz, hogy az elhanyagolásokat 
és egyszerűsítést megelőzően használt képletekből kiindulva egy bizonyos előre 
fe lvet t deformált alakhoz kiszámít juk a deformáláshoz szükséges munká t , és 
keressük ennek legkisebb értékét az előre felvett deformált alak paraméterei-
nek változtatásával . Természetesen a deformált alak előre való felvétele nem 
tör tén ik önkényesen, hanem abból a deformált alakból indulunk ki, amelyet 
elhanyagolások és egyszerűsítés segélyével nyer tünk. Azután ehhez az alakhoz 
pontosan számítjuk a defoimálási munka értékét, és a paraméterek vál toztatá-
sával ezen munka minimumát . 

A deformált alak egyenletének két szilárdsági követelményt kell kielé-
gítenie. Az egyik az, amit a (8) egyenlet levezetésénél alapul ve t tünk , hogy a 
ha j l í to t t cső keresztmetszetének ívhossza a deformálásnál vál tozat lan marad-
jon . A másik, hogy a deformáláshoz szükséges munka minimum legyen. 

Először vizsgáljuk meg az első követelményt. Legyen a deformált alak 
poláris egyenlete egy harmonikus sor első tagjával közelítve: 

r = xp r0 + С cos 2<p = ipr0 1 -| cos 2cp 
Wo 

(25) 

A keresztmetszet elemi da rab jának ívhossza: 

* L = f 
dcp 11 

dr |2 

dcp} 

Wo 1 + 2 cos 2cp + cos2 2çj + 4  
Wo \Wo I \Wo 

sin2 2cp . 
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Sorbafejtve, C/(? r0) kis értékénél a magasabb rendű t agoka t elhanyagolva 
és integrálva: 

t С 2 3 С 2 
s = y,rn 2 л л  + -- л 

\ Wa 2 Wo 
Miután terheletlenül a cső keresztmetszetének közepes ívhossza 2~p x,t, a 

(8) egyenlet levezetésekor t ö r t én t feltételünknek, hogy a keresztmetszet ív-
hossza terhelés a la t t változatlan maradjon, a fent i kifejezés csak akkor tehet 
eleget, ha: 

2 ЛГ0 = 2XR0YI 
5 С 2" 

1 H — 
4 WO 

A yi tényező csak a harmonikus sor állandóinak a cső középsugarához való 
viszonyától (C,/r0) függ. Ér tékét C/r0 kis értékeinél a 

1 + 
Wo 

= 1 

cos 2 i ? 

kifejezésből számí tha t juk . 
A harmonikus sornak ez a sajátossága az irodalomban eddig figyelmen 

kívül maradt , a (25) egyenletben mindenkor yi = 1 értékkel számolva. Számí-
tása inkban azonban figyelembe vesszük, megközelítőleg a f en t i kifejezés sze-
r in t , pontosabban a (25) poláris egyenletből a keresztmetszet közepes ívhosszá-
nak meghatározásával . Az ilyen számításokban az 

r = y>r0\ 1+ У — 
L V"o 

poláris egyenletben C,/(? r0) paraméterre veszünk kerek számértékeket . 
A y> tényezőnek a (25) egyenletbe való bevezetése sem az irodalomnak 

eddigi, sem a mi megelőző levezetéseinkben zavar t nem okoz, mert a (22) 
egyenletrendszerünkben mindenüt t az r differenciálhányadosai kerülnek alkal-
mazásra . 

A deformált alak egyenletének — amint említettük — másik követel-
ménye, hogy a deformáláshoz szükséges alakváltoztatási m u n k a , a hosszirá-
n y ú n a k és keresztirányúnak összege minimum legyen. 

Deformálás következtében az elem hosszúsága — amint ezt a (2) egyen-
let tel kapcsolatban megállapítot tuk — ( R 0 + y0)d x nagyságról (R + y)(d x + 
+ A d a)-ra vál tozik. Ezt a vá l tozás t két részre bont juk . Először azt a nyúlást 
í r juk fel, ami akkor keletkezik, ha az elemi rész megmarad az y 0 távolságban, 
azu t án azt a nyúlás t , amely azál ta l keletkezik, hogy az elemi rész távolsága 
y 0 - ról y-ra módosul: 

(R + y0)(dx + Adx) + ( y - y0) (dx + Ädx) ~R0 + y0) dx = 

= y0 (dx + Adx) — y0 dx + (y —• y0) (dx + Adx), 
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az (1) egyenlet alkalmazásával. Innen a fajlagos nyúlás: 

в„ + уо L 
( J ~ J O ) 1 + 

Adx 
dx 

\ Adx 1 _ 

1 Г Adx ( Adx 
dx 

Evvel a (4) egyenlethez ju to t tunk. A felülvonással jelölt tagok azok, amelyek 
az irodalomban a levezetésekből hiányoznak, ezeket a továbbiakban elhanya-
golásként fogjuk fel tüntetni . 

Helyettesítve a szögeket görbületi sugarakkal az (5a) szerint: 

Pontosan: 

1 

RO + УО  

Elhanyagolással : 

У — Jo' M Rn 

Ro+Jo 
J - J o 

Rn 
+ y \ T 

RO I 
(26) 

(26a) 

Az elhanyagolás t ehá t abban áll, hogy a képlet második tag jában figyel-
men kívül hagyjuk a keresztmetszetben előálló deformálódási, az y és y 0 közti 
eltérést. Az ívcső kismértékű görbítésénél, vagyis ha R és Rtí egymástól nem 
nagyon különböznek, az elhanyagolás kevés lehet. Egyenes csőre azonban 
R„ = így: 

és s = (27) és (27a) 
R 

Elhanyagolás által t ehá t egyenes csőnél a keresztmetszet deformálódása telje-
sen figyelmen kívül marad . 

A feszültség: 

A, = ЕЕ = 
ER0  

RO+УО 

Jo 
Rn 

+ J 
1 
R 

1 
(28) 

A cső hosszirányú alakváltoztatásához szükséges munka: A U, 
= ofU/(2E), hol a gyűrűelem térfogata 

v = 1o3A±AvAs, 
Rn 

Xlűszaki Tudomány 62 (1982) 



C S Ö H A J L Í T Á S A 2 7 3 

vagyis a gyűrűelem hosszának [Í0(R0 + yo)lRo\i a cs® falvastagságának (v) és a 
deformált keresztmetszetből a gyűrűelemhez tartozó ívhossz (A s) szorzata. 
Ezeket behelyettesítve: 

Egyenes csőre: 

U,= 

El0v 
2 

R0 \ У ~ Уо , 1 1 1 I l
2 ds 

2 2 
RO+УО «о + y | R « о ) dcp 

El0v 
2 2 

У2 ds 
' hcp 

Zhp = E l 

24 r2 
12 rá 
R2u2 2 

JLV 

Го 1 

A(p. 

d<p 

(29) 

(30) 

A (22a) egyenlet első részéből 

F Ï I - - -

Jo L U л . 
Ü , = — 0 v r ° л з л | • , 2 c - 3 

r0 sm cp 4- sin3 cp 
R n 

dep. (30a) 

A keresztirányú munka a (17) egyenletből f igyelembe véve, hogy a (10) 
és (29) egyenletekkel kapcsolatosan a megállapításunk: r0d cp = A s — 
= ds Aqtjd cp: 

1 l2 ds _ E W V. Др + Уо  
24 Rp 

1 

E dcp 
Afp = 

= ELPV3 R0 + Y0 

24 r2 ^ R0 

A (22a) egyenlet második részéből: 

£ í „ r r 0 P2" 

(31) 

4 = ' 
р л ^ c . 

)o T 

dcp 

cos2 2cp dcp (31a) 

Ezeket a kifejezéseket össze fogjuk hasonlítani az irodalomban szokásos 
kifejezésekkel, melyeknek elhanyagolásaira az előzőkben több helyen említést 
t e t tünk . A (30) és (31) egyenletek a pontos kifejezések, a (30a) és (31a) 
egyenletek tar talmazzák az irodalomban szokásos elhanyagolásokat az össze-
hasonlítások céljaira. 

Az integrálás helyet t a (30a) és (31a) képletekben is összegezést végzünk. 
Ellenőriztük, hogy a kiértékeléseknél használt Acp = л/12 értékkel összegezés-
nél is kellő pontosságot érünk el. Kiértékeléseinkben a méreteket úgy választ-
juk, hogy r0 = 1 és El0v3/(24rl) = 1. í gy számításainkat egyszerűsítjük és 
á t tekin thetővé tesszük. Ugyancsak az át tekinthetőség érdekében С = —2c 

1 8 Műszaki Tudomány 62 (1982) 



2 7 4 T R E E R M. 

és Я = VRßRL) jelöléseket veze t jük be. Az utóbbiban R helyettesítésével kap-
csolatos bonyodalmakra a (24.) képlet disszkussziónál már ki tér tünk. 

Ezen átalakításokkal az alakváltoztatási munka egyenes csőre: 

// dq> 

V Q = 

. Q J d f X2 

9 C2 2 cos2 2<p Aq> = 

12 
H + K (32) 

К (32a) 

Figyeljük meg, hogy ebben a két egyenletben H, К és К függetlenek a 
12/Я2 alakváltoztatási tényezőtől, csakis a deformáció С mértékétől függenek. 
Meghatározzuk őket külön-külön, akkor látni fogjuk 17, alakulását az egyenes 
cső deformációjának fokozódása szerint a terhelési tényező különböző értékei-
nél, К és К összehasonlításával pedig megállapíthatjuk, hogy mi t okoznak az 
egyszerűsítések a keresztirányú alakváltoztatási munka számításánál. 

A hosszirányú alakváltoztatási munka összehasonlító számításánál 
azonban nehézségeink támadnak. Tárgyaltuk már a (11) és (24) egyenletekkel 
kapcsolatban, hogy az irodalomban szokásos elhanyagolásokkal levezetett 
képleteket egyenes csőre alkalmazni nem lehet. így a (30) és (30a) egyenle-
teket egyenes csőnél nem t u d j u k összehasonlítani. Ezért a hosszirányú alak-
változtatási munka összehasonlító számításánál ívcsőre kell képleteket leve-
zetni és kiértékelni. 

A (22a) egyenlet első részéből: 

2 J о 
Г RO I" ÜL 1 

Jo RO+YOL u " A 
, 2c . 3 

r„ sin w 4—— sin3 w R 
r0dq, 

hol rnd 99 értékére a (10) egyenlet után megállapítottuk, hogy ez a gyűrűelem 
hossza, tehát pontosabb számításhoz: A s = ds • Aq Id q>, egyszerűsítéssel 
pedig: As — r0Aq>. így algebrai átalakításokkal az összehasonlító képletek: 
Pontosabban: 

AHi=AUl1 
ELPVRL 

2 R 

Elhanyagolással: 

A H ^ A Ü , ! - E l n V r l 

2 R 

RN 

ЕО + УО 

R \ • C • 3 Г d s Л /o-n 
1 sin ç) sin3 9? —-Aq>. (33) 

R0 ) r0 J dq> 

Л R I . R 
1 sin q) 

RN ) RN 
sin3 q> 

T2 
r0A<p. (33a) 

Látjuk, hogy az irodalomban szokásos elhanyagolásoknak lényeges 
következménye az, hogy a (33a) egyenletben a négyzetes kifejezés második 
tag já t RIRP tényezővel vesszük számításba. Miután pedig RJR0 mindenkor 
kisebb egynél, az elhanyagolás által az alakváltoztatási munka nagyobbodik. 
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Ezt az R/R0 értéket azonban egyelőre nem ismerjük. Visszamegyünk 
t e h á t a (22a) egyenlethez, elvégezzük ennek с szerinti differenciálását a (22c) 
egyenletnek megfelelően, akkor a (24) egyenletben R = R helyettesítéssel 
összefüggést kapunk С és R/Rn között . Az összefüggés az ívcső Я„ = vRJ(rl) 
kifejezést is tar ta lmazza, ez az ívcső méreteitől függ, ezt / n = 1 értékkel szá-
mol tuk . 

A másik elhanyagolás a (33a) egyenletben az Ritj(R() -f- y0) tag hiánya. 
Ha ezt a tagot figyelembe vesszük, ez azt eredményezi, hogy a koordináta-
rendszer első és második negyedében kisebb, a harmadik és negyedik negyedé-
ben nagyobb az alakváltoztatási munka, mert i t t a z y 0 negatív. Ha az R0/(R0 -f-
-f- y 0 ) tagot az (5) szerint közelít jük, akkor kiegyenlítődik a különbség, amint 
ez a (22a) egyenlet integrálásánál be is következett . Az integrálás helyett azon-
ban a tagnak pontos értékével számolva adódik is egy kevés különbözet, amint 
azt az (5) egyenlet diszkussziójánál is említet tük, ezt ezután számításba 
v e t t ü k . 

3. A kiértékelések eredményei 

Tanulmányunk ezen részében összehasonlítjuk a különböző módszerek-
kel végzett számításokkal az alakváltoztatáshoz szükséges munkát , és felraj-
zoljuk ezen munka minimumához tartozó erősen deformált keresztmetszeti 
a lakot . 

A pontos és az elhanyagolásokkal a hosszirányú és a keresztirányú alak-
vál toztatásoknál végzett összehasonlító kiértékelések eredményei az 5. és 6. 
ábrákon találhatók. Az ábrák a deformálás mértékétől (C értékétől) függően 
m u t a t j á k az alakváltoztatási munka nagyságát. Ezen és a következő ábrákon 
az ordináták számértékeit a (31a) képlet u tán kifej te t tek szerint számítot tuk, 
erre utal az ordinátákon az 1 index.Teljes vonallal kihúzva a pontos számítás, 
szaggatot t vonallal az elhanyagolásokkal, illetőleg az egyszerűsítéssel nyert 
eredmények. 

A hosszirányú munka értékét az 5. ábra m u t a t j a a (33) és (33a) képle-
tekből számítva. Az elhanyagolásokkal számított értékek a deformálás nagyob-
bodásával eleinte kevésbé, később azonban igen erősen eltérnek a pontosan 
számítot taktól . Az eltérés már С = 0,05-nél is 12%, С = 0,30-nál eléri a 
100%-ot , С = 0,50-nél 183%. Az elhanyagolásokat t ehá t kerülnünk kell. ha 
elfogadható eredményeket akarunk. Egyenes csőnél a (30), illetőleg R0 = oo 
helyettesítéssel a (33) képletből számíthat juk a hosszirányú alakváltoztatási 
m u n k á t . 

A keresztirányú munka értékét a 6. ábra m u t a t j a a (31) és (31a) képle-
tekből számítva. Az eltérés eleinte igen kevés, С = 0,05-nél 1%, С — 0,15-től 
emelkedik 5% fölé, de azután rohamosan növekszik, С = 0,50-nél 118%. 
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Ezek az értékek egyenes csőre vonatkoznak, ívcsőre a geometriai értéküktől 
függően pár %-kal kisebbek lehetnek. A (19) egyenletben az integrálás lehe-
tővé tétele érdekében tör tént egyszerűsítések tehát megengedhetők, ha a 
deformálás mértéke С = 0,15 a la t t marad, ezen felül azonban az integrálással 
nye r t Cop t értékek csak tá jékoz ta tó jellegűek lehetnek. 

Tekintettel a k imuta to t t eltérésekre a következőkben az elhanyagolások 
és egyszerűsítés kiküszöbölésével végezzük a kiértékeléseket a (32) egyenlet 
alkalmazásával az alakváltoztatási munka minimumának megállapítására, és 
ezt követően a deformált keresztmetszeti alakot számít juk különböző alak-
vál toztatási tényezők (12/A2) esetében. 

A kiértékelésekhez elsősorban az alakváltoztatási tényezőnek (12/А2) 
számszerű értékében kell megállapodnunk. Az az érték, amellyel a célok folyás-
határ ig történő deformálásnál lehet számítani, integrálással kapot t С = 0,05-
nek megfelelő 12/A2 = 0,626. A deformált keresztmetszet leginkább ellaposo-
dik С = 0,20-nak megfelelő 12/A2 = 2,88 értéknél, és a keresztmetszet piskóta-
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6. ábra 

a lak ja áU elő, de még az összegezésnek számításainknál szokott részletességénél 
megengedhetően С = 0,50-nek megfelelő 12/A2 = 10,2857 értéknél . 

Kis alakváltoztatási tényező (12/A2 = 0,626) számítási eredményeit a 7. 
ábra muta t j a . Az alakváltoztatási munka (U1 — UN + UQJ) nagysága a defor-
málás (C) fokozódásával parabolikus jellegű. A lefutás megítélésére úgy ennél, 
min t a következő két ábránál az ordináta nem a nullvonalnál kezdődik, hogy 
a különbségek j obban láthatók legyenek. A minimum С = 0,05 környezetében 
van, ugyanott , ahol azt integrálással kaptuk. 

Közepes alakváltoztatási tényezőnél (12/A2 = 2,88) a 8. ábrán ta lá l juk 
a számítási eredményeket. Az áb ra felépítése az előzőhöz hasonló, csak i t t az 
alakváltoztatási munka minimuma С = 0,18-nál van, tehát érezhetően keve-
sebb, mint az integrálással k a p o t t С = 0,20 ér ték. 

Nagy alakváltoztatási tényezőnél (12/А2 = 10,2857) az alakváltoztatási 
m u n k a értékének alakulása a 9. ábrán ugyanaz, mint az előző ábrákon, csak 
i t t a minimum С = 0,33 körül van , tehát sokkal ta alacsonyabban, mint az 
integrálással k a p o t t С = 0,50 ér ték . 

Meghatározva az alakváltoztatási munka minimumát , fel tudjuk r a j -
zolni a deformált keresztmetszetek alakját a 10. ábrán. Az áb ra a keresztmet-
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7. ábra 

szeteknek csak negyedét muta t j a , a több i negyed szimmetrikus a szomszédos-
sal. L á t h a t j u k , hogy a terheletlenül (12/A2 = 0) körkeresztmetszet hogyan 
deformálódik előbb oválissá, azután mind laposabbá, végül piskótaala-
kúvá. 

Ez a piskótaalak, vagyis a keresztmetszet behorpadása a <p — + 9 0 ° 
helyeken felveti azt a kérdést , hogy mennyiben elvárható egy ilyen alak a defor-
málásnál és mennyiben az az oka, hogy csak az első tagig mentünk el a harmo-
nikus sor képzésénél. Ezér t másodfokú megközelítéssel is számításokat végez-
tünk, vagyis a C2 cos 4cp tagot is hozzáfűztük az előzőhöz. 

Ebben az esetben tehá t r = ip r0 -j- cos 2cp -j- C2 cos 4ip. A számítás 
lényegesen bonyolultabb nemcsak minden egyes ér ték számításánál, hanem 
mert most Cx és C2 ál tal képzett kétszeresen végtelen sokaságból kell kikeres-
nünk az alakváltoztatási munka min imumát . Nem is végeztük el teljes részle-
tességgel a számítást, hanem csak annyira , hogy tájékozódást nye r jünk az 
erősen deformált keresztmetszet alakulásának kérdésében. 

A számítás eredményeit a 11. ábra muta t j a . Az alakvál toztatáshoz szük-
séges m u n k á t ( Uß) a C.JC^től függően v i t t ük fel, még pedig ettől a viszonyszám-
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8. ábra 

tói függően azért, mer t a levezetések folyamán kialakult , hogy ez a viszonyszám 
az, amelytől Copt a terhelési tényezőtől és a deformálás mértékének változtatá-
sától csak kis mértékben függ. Az áb rán három görbét látunk. Mind a bárom 
ugyanavva l а 12/Я2 = 10,2857 alakváltoztatási tényezővel van számítva , csak 
a szaggatot t vonallal kihúzott görbénél C1 = 0,3, a teljes vonallal kihúzottnál 
Cj = 0,5, a pontozott vonallal k ihúzot tná l Cx = 0,7 a deformált keresztmet-
szeti alak első ál landójának az értéke. Lá t juk tehát , hogy ha egy bizonyos alak-
vál tozta tás i tényezővel különböző C1 állandókkal a C2 állandót növeljük, 
hogyan változik az alakvál toztatáshoz szükséges munka . K i m u t a t t u k az elő-
zőkben, hogy 12/Я2 = 10,2857 alakváltoztatási tényezőnél = 0,33-nál van 
az alakváltoztatási munka minimuma. Ha növeljük a Cj-et, az alakváltoztatási 
munka eleinte csökken, kb. C2/Cj = 0,2-nél minimuma van, azután növekszik, 
még pedig annál hirtelenebből, minél nagyobb mértékben t é r tünk el a Cx = 
= 0,33-tól. 

Másodfokú megközelítéssel kisebb alakváltoztatási munkaminimumot 
tudunk elérni, mint az elsőfokú megközelítéssel. Amíg elsőfokú megközelítés-
sel 12/Я2 = 10,2857 alakváltoztatási tényezővel a 9. ábrából leolvashatóan 

= 21,1 az alakváltoztatási m u n k a minimuma, addig a 11. ábrából leolvas-
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ha tóan Ux = 17,5 is elérhető. A ké t minimumnak megfelelő keresztmetszeti 
a lakot a 12. ábrán lá tha t juk . Pontozot tan a terheletlen körkeresztmetszet, 
szaggatot t vonallal az elsőfokú, és teljes vonallal a másodfokú megközelítés. 
Horpadás mind a ke t tőné l megvan, de a lapos rész a másodfokú megközelítésnél 
lényegesen szélesebb. A cső keresztmetszeti a l a k j a tehát igen nagymértékű 
haj l í tásnál : széles lapos rész a középen (<p = я /2 környezetében), és egy kis, 
de véges görbületi sugár a széleken (<p = 0, я , 2я , . . . helyeken). 
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10. ábra 
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11. ábra 
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Pipe Bending Chiefly wi th Large Defo rma t ion . — The p a p e r examines once aga in the 
problem of pipe bending dea l t wi th so much, so f a r . I t deduces t he solut ion in the w a y c u r r e n t l y 
used b y t he l i te ra ture on t he subjec t , refers to t he neclects and s impli f icat ions which h a v e been 
used by t he au thor s a t t h a t t ime , in order to assure an explicit so lu t ion to be used in pract ice . 
Suggestions are made to e l imina te or to reduce t h e m . A m a t h e m a t i c a l model has been cons t ruc t -
ed which pe rmi t s to de t e rmine those values of a ha rmon ic series wh ich best fulf i l t h e require-
men t s of t h e solution. The ef fec ts of the neglects a n d simplif icat ions used by the profess ional 
l i t e ra ture in case of d i f fe ren t degrees of bending of t he pipe are discussed and the d e f o r m a t i o n 
of the p ipe at d i f ferent r a t e s of bending are shown. I n case of a v e r y strong d e f o r m a t i o n , the 
pa r ame te r s of the deformed shape are calculated b y an app rox ima t ion of second degree. T h e de-
formed shape associated wi th t he most f avou rab l e parameters is represented in case of appro-
x imat ions of the f i r s t and second degrees. 

Rohrbiegung hauptsäch l ich mit großer Verformung. — D e r Ausatz u n t e r s u c h t das 
Problem der bisher vielmals behandel ten Rohrb ieg img. Die Lösung wird auf die i n de r Fach-
l i t e ra tu r gebrauch te Ar t abgele i te t ; es wird auf die Vernachläss igungen und Vere infachungen 
hingewiesen, die seinerzeit die Autoren gemach t h a b e n u m eine expl iz i te und p rak t i sch b rauch -
bare Lösung zu erreichen. Der Autor des v o r h a n d e n e n Aufsa tzes bring deren Bese i t igung 
oder Ermäss igung in Vorschlag. Ein ma thema t i s ches Modell wird kons t ru ier t , m i t H i l f e des-
selben die W e r t e der P a r a m e t e r einer ha rmoni schen Reihe b e s t i m m t werden k ö n n e n , die die 
E r fo rde rungen der Lösung a m besten befr iedigen. Behandel t we rden auch die A u s w i r k u n g e n 
der durch die Fach l i t e ra tu r allgemein geb rauch t en Vernachlässigungen und Vere in fachungen 
fü r die zu verschiedenen M a ß e n gebogenen R o h r e . Die bei verschiedener Stärke de r Biegung 
e in t re f fenden Ver fo rmungen des Rohres sind v o r g e f ü h r t und bei sehr s tarken V e r f o r m u n g e n 
die P a r a m e t e r der Ve r fo rmung werden auch d u r c h eine Nähe rung zweiten Grades be rechne t . 
Die den günst igs ten P a r a m e t e r n entsprechende Ver fo rmung wird f ü r den Fall einer N ä h e r u n g 
ers ten u n d zweiten Grades präsent ie r t . 
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