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A szerzı azzal az eddig mØg n e m ismer t pa radoxonna l foglalkozik, hogy bizonyos 
v a s b e t o n - Øs acØl a n y a g œ keresz tmetsze tek valódi (nem � r u g a l m a s " ) t ehe rb í r Æ sa csök-
k e n , ha a terüle tØ t megnöve l jük . Ez n e m c s a k a s zabvÆnynak megfelelı egyszerßs í te t t 
anyagmode l l esetØn m u t a t h a t ó ki, h a n e m a valósÆgos anyag tö rvØnyek e se t Øben is. 
A szerzı megadja a p a r a d o x o n l Ø t r e jö t t Ønek szüksØges Øs elØgsØges felØteleit , va lamin t 
a teherbí rÆs-csökkenØs lehetsØges m a x i m u m Æ t . 

1. A teherbírÆs fogalma 

Az elemi rugalmassÆgtan elvein alapuló � hagyomÆnyos � keresztmet-
szetmØretezØs (2a. ÆbrÆnak megfelelı a(e) diagram) esetØben gyakran egy, 
mÆr rØgóta jól ismert paradox jelensØg muta tha tó ki: ha bizonyos keresztmet-
szeteknek a semleges tengelytıl legtÆvolabb esı rØszeit el tÆvolí t juk, akkor a 
nyomatØki teherbírÆsuk növekszik [1]. PØldÆul az lb . Æb rÆn vÆzolt keresztmet-
szet esetØn a szØlsı hÆromszögek eltÆvolítÆsÆval a teherbírÆs 

8%-kal megnı. (TovÆbbi pØldÆk [ l ] -ben talÆlhatók.) 
H a a mØretezØst a kØplØkenysØgtan elvei alapjÆn vØgezzük, akkor ez a � 

szemlØlettel ellenkezı � paradoxon lØtre sem jöhet. A kØplØkenysØgtan egyik 
alaptØtele, az œgynevezett statikai tØtel ([2], 111. o.) ØrtelmØben a keresztmet-
szet növelØse nem csökkentheti a teherbírÆsÆt . 

A rugalmassÆgtan elvein alapuló mØretezØs tu la jdonkØppen akkor tekinti 
a keresztmetszetet tönkrementnek, ha valamely szØlsı szÆlÆban a nyœlÆs vagy 
az összenyomódÆs elØri a aH-hoz tar tozó eH-ØrtØket (2. Æbra) , Øs nincs tekinte t -
tel a keresztmetszet tovÆbbi viselkedØsØre. 

H a megengedjük a szØlsı szÆl tönkremenetelØt , de e > eH esetØn a(e) = 0 , 
vagyis a rugalmas�rideg anyagtörvØny szerint mØretezünk (2c. Æbra), 
akkor a keresztmetszet mØg vehet fel tovÆbbi terhet, ezt a többletet nevezzük 
rugalmas teherbírÆsi tartalØknak. 

* Kol lÆ r LÆszló P . 1122 Budapes t , K a r a p u. 9. 
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0. Ü. 

˚, =288 cm3 ˚2= 258 cm3 

1. Æbra. A rugalmas e lvek alapjÆn tö r t Ønı mØretezØs p a r a d o x o n a 

2. Æbra. Anyag tö rvØnyek , a) r u g a l m a s , b) ruga lmas�kØplØkeny, æ) ruga lmas�rideg anyag-
törvØny 

A kØplØkenysØgtan � amely feltØtelezi, hogy e > f H esetØn a(e) = aH 

(2b. Æbra) �, akkor tekinti a szerkezetet tönkrementnek, ha a külsı teher vÆl-
tozatlan ØrtØke mellett az alakvÆltozÆs korlÆtlanul növekedhetik. A kereszt-
metszetek kØplØkeny teherbírÆsa mindig nagyobb vagy egyenlı, mint a rugal-
massÆgtan alapjÆn szÆmított teherbírÆs, ezt a többletet nevezzük kØplØkeny 
teherbírÆsi tartalØknak. 

VizsgÆljuk az la. Øs lb. ÆbrÆn vÆzolt keresztmetszetek nyomatØki teher-
bírÆsait a különbözı szÆmítÆsi feltØtelezØsekkel. 

Az la. ÆbrÆn vÆzolt keresztmetszet Æltal a maximÆlisan felvehetı nyoma-
tØk a hagyomÆnyos módszerrel (2a. ÆbrÆn lÆtható a(e) diagram alapjÆn) szÆ-
molva 

M 1 = K 1 � OH = E � I 1 , 

ahol 

2 

A nyomatØk Øs a szögelfordulÆs kapcsolatÆt a 3a. ÆbrÆn ÆbrÆzoljuk. Az A 
pont jelenti a rugalmas tönkremenetel helyØt. A kapcsolat 0 Øs A között 
lineÆris. 

Ha rugalmas�kØplØkeny anyag (2b. Æbra) feltØtelezØsØvel szÆmolunk, 
akkor az A pont utÆn tovÆbb emelkedik a nyomatØk (szaggatott vonal). 
A keresztmetszetnek � amint a 3a. Æbra mutatja � 50%-os kØplØkeny teher-
bírÆsi tartalØka van. 
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a. b. 

3. Æbra. A különfØle t eherb í rÆs Ør te lmezØsek összehasonlí tÆsa 

Ha a �rugalmas�rideg" anyagtörvØny (2c. Æbra) szerint vizsgÆljuk a 
teherbírÆst, akkor a szØlsı szÆl tönkremenetele utÆn a keresztmetszet Æltal 
felvehetı nyomatØk rohamosan (1 jy.2 szerint) csökken. 

AizsgÆljuk most az M(x) összefüggØst az lb. ÆbrÆn lÆ tható keresztmet-
szetre vonatkozóan az imØnt rØszletezett anyagtörvØnyek feltØtelezØsØvel 
(3b. Æbra). 

A rugalmassÆgtani alapon szÆmított tönkremenetel most 0,89 Mj-nØl 
következik be (´ pont). 

Rugalmas�kØplØkeny anyagtörvØny feltØtelezØsØvel (2b. Æbra) à ´ pont 
u tÆn a diagram a szaggatott vonal szerint tovÆbb emelkedik. (A keresztmetszet 
kØplØkeny teherbírÆs-tartalØka 100%.) 

Ha a 2c. Æbra szerinti O(E) diagramot vesszük figyelembe, akkor a kereszt-
metszet Æltal felvett nyomatØk nagysÆga à ´ pont utÆn is növekszik, Øppen 
A/j-ig (A pont) Øs csak onnantól kezd gyorsan csökkenni. Vagyis a 2b. ÆbrÆn 
vÆzolt keresztmetszetnek rugalmas teherbírÆsi tartalØka van!!! 

Az elıbbi pØldÆk többfØle tönkremenetelØt figyelembe vØve tisztÆzzuk 
a jelen dolgozatra vonatkozóan a teherbírÆs fogalmÆt. 

A keresztmetszet teherbírÆsÆn azt az igØnybevØtelt Ør t jük, amelynØl 
nagyobbat a keresztmetszet nem tud felvenni, függetlenül attól, hogy a kereszt-
metszet szØlØn az anyag tönkrement-e vagy sem. Ezt a tovÆbbiakban valódi 
teherbírÆsnak nevezzük. 

Ez a �valódi teherbírÆs" definíció a teherbírÆs olyan ØrtelmezØsØt is 
magÆba foglalja, amelynØl � pl. a kØsıbbiekben vizsgÆlt ÆltalÆnosabb cr(e) 
anyagtörvØnyek szerint szÆmolva � a keresztmetszet egyik rØsze sem megy 
tönkre, de tovÆbbi alakvÆltozÆs csak csökkenı keresztmetszeti igØnybevØtel 
mellett lehetsØges. Ilyenkor tulajdonkØppen ,,szilÆrdsÆgi stabilitÆsvesztØs’’’’ 
következik be. 

Az [l]-ben bemutatot t paradoxon � a keresztmetszet csökkentØse növeli 
a teherbírÆsÆt � az imØnt vizsgÆlt keresztmetszeteknØl nem mutatkozik a 
valódi teherbírÆs szÆmítÆsakor, hiszen a hÆromszögek tönkremenetele u t Æn 
a nØgyzet viseli a terhet (3b. Æbra). Felvethetı azonban a kØrdØs, hogy a valódi 
teherbírÆssal kapcsolatban bekövetkezhetik-e hasonló paradox jelensØg? Vizs-
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gÆlataink sorÆn szÆmos olyan feladatot sikerült konstruÆlni , amelynØl a valódi 
teherbírÆs-csökkenØs paradoxona k imuta tha tó . A tovÆbbiakban ÆltalÆnosan 
vizsgÆljuk meg, mi a feltØtele annak, hogy a keresztmetszet növelØse csökkentse 
a valódi teherbírÆsÆt. 

Csak a keresztmetszetek teherbírÆsÆval foglalkozunk axiÆlis igØnybevØtel 
esetØn. 

VizsgÆlatainkban a következı módszer szerint fogunk eljÆrni: valamely 
keresztmetszethez meghatÆrozunk egy, a valódi teherbírÆsÆnak megfelelı 
igØnybevØtelt (vagy igØnybevØtel pÆr t ) . Ezu tÆn megnöveljük a keresztmetsze-
te t Øs az igØnybevØtel hatÆsvonalÆt (vagy az igØnybevØtel pÆr egyikØt) vÆlto-
zat lannak tekintve, meghatÆrozzuk az œ j keresztmetszet valódi teherbírÆsÆnak 
megfelelı igØnybevØtelt , s ezt összehasonlítjuk a korÆbbival . 

A tovÆbbiakban feltØtelezzük a Bernoulli�Navier-hipotØzist, vagyis 
hogy a keresztmetszetek síkok maradnak . Arról az anyagról, amellyel a kereszt-
metszetet megnöveljük � ez lehet a keresztmetszet eredeti anyagÆtól külön-
bözı is �fel tesszük, hogy a o(e) d iagramjÆnak az elejØre igaz a 

feltØtel. (Ez rugalmas, merev�kØplØkeny, szinuszos s tb . anyagtörvØnyekre 
nyi lvÆnvalóan igaz.) 

2. Vasbeton anyagœ tØglalap keresztmetszet-vizsgÆlata 

FeltØtelezzük, hogy a keresztmetszet anyaga csak nyomÆst t ud felvenni. 

2.1. Tetszıleges �leszÆlló Æggal is rendelkezı � a(s) diagramØi anyagból kØszült 
tØglalap keresztmetszet-vizsgÆlata 

A keresztmetszet anyagÆnak a(e) diagramja a 4. ÆbrÆn lÆ tható , e,- az az 
alakvÆltozÆs, amely Fti törıteher ha tÆ sÆ ra a keresztmetszet nyomot t szØlsı 
szÆlÆban keletkezik. 

DefiniÆljuk a következı mennyisØgeket, amelyek csak a a(e) diagramtól 
függenek: 

cr(e) 0 (1) 

(2) 

Qi = (i= 1 , 2 , . . . ) (3) 
A, 

( 4 ) 
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MßködjØk F nyomóerı az 5a. ÆbrÆn felrajzolt, csak nyomÆsnak ellenÆlló 
tØglalap keresztmetszet közØpvonalÆban a keresztmetszet jobb szØlØtıl e 
tÆvolsÆgban. TØtelezzük fel, hogy a semleges tengely � a keresztmetszet elfor-
dulÆsi tengelye � a keresztmetszeten belül helyezkedik el. A keresztmetszet 
valódi teherbírÆsÆt jelöljük F ( 1-gyel. Módosítsuk a keresztmetszet alakjÆt az 
5b. Æbra szerint, Øs a megnövelt keresztmetszet teherbírÆsÆt jelöljük F (2-vel. 

19 

5. Æbra. A teherbírÆs-csökkenØs v izsgÆlata 
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HatÆrozzuk meg Fn-et, F ( 2- t , majd a ke t tı hÆnyadosÆt: 
Az 5a. Æbra alapjÆn a vetületi egyensœly: 

Fll = N1 = b-A1- -*1 
(5) 

A nyomatØki egyensœly a lap jÆn : 

6) 

(5)-b61 Øs (6)-ból: 

(7) 

ahol 

9TM = 
« 1 - Ø 

e Øs ft pedig konstansok. Mivel a valódi teherbírÆs a lehetsØges teherintenzitÆsok 
közül a legnagyobb, ezØrt a 

feltØtelbıl kapjuk meg = c-t, amibıl (1), (3) Øs (4) alapjÆn A v Q, Øs ax meg-
hatÆrozhatók, ma jd (7) alapjÆn Ftl is. 

HatÆrozzuk meg Fn-1. Az AQ területß füleket (vagy acØlbetØtet) helyez-
zük el a keresztmetszet jobb szØlØtıl r tÆvolsÆgra œgy, hogy a semleges tengely 
A = pxx-gyei jobbra tolódjØk (5b. Æbra). Ekkor a fülben Q erı Øbred. A nyo-
matØki egyensœlyból Fn meghatÆrozható: 

ezØrt Ft2 akkor minimÆlis, ha r maximÆlis. De r < x2 (ellenkezı esetben nem 
alakulhatna ki az 5b. ÆbrÆn lÆ tha tó e, illetve a Æbra), vagyis 

(8) 

R � E 

Mivel 

e> x2 

Ô = (x2 - r) - 0 
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esetØn lesz Fn minimÆlis, ekkor a vetületi egyensœly csak œgy tud lØtrejönni , 
ha AQ �*� oo, amiben (1) ØrtelmØben erı fog Øbredni, Øs ö akkora lesz, hogy AQ-
ban Øppen a vetületi egyensœly miatt megkívÆnt Q erı Øbredjen (5c. Æbra) . 

A nyomatØki egyensœly: 

Ftt � (x2- e) = N2 � q2 

Fl2-1 kifejezve: 

Fa = b 
_2 X2 ¸ � p2 

x~ � e 
ahol 

E2 

Ü � 
ı, � e 

<—ª ( e i ) , (9) 

<P`4) = . 2 e2 

Mivel a valódi teherbírÆs esetØn lehetsØges a legnagyobb teherintenzitÆs 
adja a törıterhet , ezØrt a 

<p2 (e) = A - = max ! 
e2 

(10) 

feltØtelbıl t ud juk meghatÆrozni s2 = e-t, ma jd (2), (3) Øs (9)-bıl rendre A2-1, pj-
t, Øs Ft2-1. 

A tovÆbbiakban vizsgÆljuk Fl2 Øs Fn hÆnyadosÆt . 

X _ A =
 A i ’ S f x 2 b . Pl 

(x-e)-4 Ax eb 

Kiküszöböljük y-ból a keresztmetszet jellemzıit. Behelyettesítve (6)-ot 
Øs x2 = xx � pxx-et, rendezØs utÆn a következıt kap juk: 

" A2 e2 

( l - t * ) 2 
Ó = 

AI Pi 

«1 -I 

� í j 1 M)2 l = r ( e i ; e j ß ( « i ; p ) , (11) 
L i - « I / 2 J 

ahol az elsı zÆrójelet y-val, a mÆsodikat /5-val jelöltük. 
A teherbírÆs akkor csökken, ha y. < 1. HatÆrozzuk meg a 

ß= Ó - « ? 
l - « i T* 

kifejezØs minimumÆt p szerint. Ekkor a 

dß_ 

dp 
0 
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összefüggØsbıl 

P = 
1 

2 � xx 

adódik. A d’2ß/d[i2 vizsgÆlatÆból kiderül, hogy a > 1 esetØben 

2 � a. 
P = -

«1 
ad j a a min imumot . így 

(12) 

ß = 
4 K - 1 ) 

E z t ( l l )-be helyettesítve: 

« = Y (hi ×) ß Û = 

x\ 

A . A 
4 4 

A .6A 

4 fa- 1 ) 1 
«f J 

(13) 

«l 4 

Kimondha t juk , hogy a teherbírÆscsökkenØs ÆltalÆnos feltØtele az, hogy a 
keresztmetszet anyagÆnak anyagtörvØnyØre igaz legyen a 

* < 1 , 

ahol x (13) a l ap j Æn hatÆrozható meg, Øs csak az anyag a(e) d iagramjÆnak jel-
lemzıitıl függ ; ezek közül £x, Ax, xx és (8) alapján ha tározható meg, £2, A2 és 
Q2 pedig (10) a lapján. A teherbíráscsökkenés relatív nagyságát a 

f = 
7
 A — ETI = 1 - Œ 

kØplettel t u d j u k szÆmítani, 

mivel (10) a l a p j Æ n 

EL 
= max 

AQ 

fi2 

Ha a a(e) diagramnak nincs leszÆlló Æga, akkor Ej = f 2 = em a x miat t ó = 1 
adódik. T e h Æ t a leszÆlló Æg r o n t j a a teherbírÆscsökkenØst. Ennek nagysÆgÆt 
szÆmpØldÆn fog juk vizsgÆlni. 

˝à ó = 1, vagyis £± = £21 akkor a teberbirascsökkeiies csak ß-tol fiigg; 

X = 
4 K - 1 ) (14) 
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x < 1, ha ü, A 2! Vagyis a teherbírÆscsökkenØs szüksØges feltØtele y = 1 
esetØn, hogy a (dolgozó) Æbra sœlypontja ne essØk egybe a tökØletesen kitöltött 
<r(e) diagram sœlypontjÆval (6. Æbra). Ez szemlØletes formÆban � az esetek 
többsØgØre -� fogalmazza meg az elızı ÆltalÆnos feltØtelt. 

a = 2 

/ - ˜ " -
/ 2 

6. Æbra. A teherbí rÆs-csökkenØs fel tØtele 

BizonyítÆs nØlkül megemlítjük, hogy ha a (0, A) tar tomÆnyba (A = p xv 

p �*� (12)) bÆrmilyen kicsi fület is teszünk, a teherbírÆs mindenkØppen csökken. 
NagysÆga termØszetesen kisebb, mint AQ oo esetØn. 

2.2. VizsgÆlat az MSZ. 15022/1�71 alapjÆn 

A beton a(e) diagramja a 12b. ÆbrÆn lÆtható, ahol a szabvÆny elıírÆsa 
szerint 

= 2,5%0. 

A tovÆbbiakban azokkal az esetekkel foglalkozunk, melyekben a kereszt-
metszetben eredetileg nem volt acØlbetØt. Ha volt ui. a keresztmetszetben ere-
detileg acØlbetØt, akkor tulajdonkØppen mÆr nem nØgyszögkeresztmetszetet 
vizsgÆlunk; erre vonatkozóan a 4. fejezetben talÆlhatók megÆllapítÆsok. 

Elsı eset. TØglalap keresztmetszet teherbírÆscsökkenØse vØgtelen terü-
letß acØlbetØt hatÆsÆra 

A 12b. ÆbrÆnak megfelelı er(e) diagram esetØn = e2 miatt ó = 1 adó-
dik. (2), (3) Øs (4) alapjÆn 

X i = J l = J L W 1,667, 
QI U5 

innen (14) alapjÆn a maximÆlis relatív teherbírÆscsökkenØs: 

= 4 % . 
«˛ 

HatÆrozzuk meg a tØglalap keresztmetszet teherbírÆsi vonalait (az 
F(M) függvØnyt). 
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7. ó6ra. TØgla lap keresz tmetsze t vasalÆsa 

A külpontossÆgot (e) a tartó geometriai közØppontjÆtól mØrjük (7. Æbra). 
*-gal a dimenziótlanított mennyisØgeket jelöljük: 

F* � 

M* = 

b-h� abH 

M  

b~h* � <r� >BH 

e 
e" � � 

h 

Vasalatlan tartó (7a. Æbra) esetØben a nyomóerıt csak a beton veszi fel. 
Az egyensœlyi egyenletbıl 

| Ì , * | = F F ~ F ? 2 

adódik. Ez az ,,a" vonalnak megfelelı görbe, amit 8a. Øs 8b. ÆbrÆkon felraj-
zoltunk. 

KözØpre helyezett vØgtelen területß vas esetØben (7b. Æbra) az e ÆbrÆnak 
Æt kell mennie a geometriai közØpponton, mivel ellenkezı esetben As-ben vØg-
telen nagysÆgœ erı Øbred. EzØrt az egyensœlyi egyenlet a következıkØppen 
alakul: 

Ft-e= – 0,4h-b-abH-0,3h 
`trendezve: 

� � � � � = – 0 , 1 2 , 
b(fbH h h 

Mt*= F,* � e* = – 0,12. 
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8. Æbra. TØgla lap ke re sz tme t sze t t ehe rb í r Æ sÆnak csökkenØse az MSZ 15022/1�71 a lap jÆn 
a) közØpre elhelyezett v Ø g t e l e n te rü le tß vas h a t Æ s Æ r a ; 6) bal szØlre elhelyezet t vØgte len te rü le tß 

vas h a t Æ s Æ r a 

h 

b 

E 
I 

hh/2 fvA,̈ ,̧  

9. Æbra. A keresz tmetsze t k ia lak í tÆsa 

Ezt a 8a. ÆbrÆn a ,.6" vonallal ÆbrÆzoltuk. A teherbírÆscsökkenØs tarto-
mÆnyÆt a vonalkÆzott rØsz muta t ja . 

A 8b. ÆbrÆn az , , a " vonal a vasalatlan keresztmetszet teherbírÆsi vonala, 
a �6" vonal a bal oldalon, a tartó legszØlØn, vØgtelen területß vasalÆssal meg-
erısített keresztmetszetnek a teherbírÆsi vonala. A teherbírÆscsökkenØs maxi-
muma 4 % . 

MÆsodik eset. TØglalap keresztmetszet teherbírÆscsökkenØse vØges terü-
letß acØlbetØt hatÆsÆra 

Tekintsük a 9. ÆbrÆn levı keresztmetszetet, amire hj4 külpontossÆggal 
nyomóerı hat . Tartó teherbírÆsa: 

Fti � � b � àüí � 
CI 

Helyezzünk As területß acØlt a keresztmetszet geometriai közØppontjÆba. 
Ekkor az x tengely jobbra tolódik, Øs a tar tó teherbírÆsa a korÆbban tÆrgyalt 
okokból csökkenni fog. 

Stat ikai egyenletek: 
Ftl = 0,8 xhabH + Ns, 

lVsh/4 = bobH � 0,8 * JA - 0,4 *J . 
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I . táblázat 

A 9. ábrán látható keresztmetszet teherbírásának csökkenése 

X/K •n A , [cm»] Vasaláe p [ % . ] C [ % ] 

0 , 6 2 5 0 0 0 0 

0 , 6 0 0 0 , 0 3 6 0 4 , 3 9 2 , 1 9 5 0 , 1 6 

0 , 5 7 5 0 , 0 8 8 2 1 0 , 7 5 5 , 3 8 0 , 6 4 

0 , 5 5 0 0 , 1 8 1 5 2 2 , 1 2 7 0 2 0 1 1 , 0 6 1 , 4 4 

0 , 5 2 5 0 , 4 4 1 0 5 0 . 4 6 1 0 0 2 5 2 5 , 2 3 2 , 5 6 

0 , 5 1 0 1 , 1 9 6 5 1 4 5 , 8 7 2 , 9 3 , 3 9 

0 , 5 0 1 1 2 , 4 5 1 5 1 8 7 5 9 3 , 9 4 

0 , 5 0 0 1 1 2 4 , 9 5 1 5 2 3 1 7 6 2 0 3 , 9 9 4 

Geometriai egyenlet: 

x — hl 2 

Fizikai egyenlet: 

Ns = EaeaAs. 

Fejezzük ki As-1 és | - t x függvényében: 

b • 3,2 oby] h 
A = 

e„E a 

|o,25 - 0,4 -*) X2 |o,25 - 0,4 
A ) 

- 0 , 5 ] A2 

U 
- 0 , 5 ] 

I 

A relatív teherbíráscsökkenés: 

£ = P ' 2 = 1 — 2^0,8-^-4-3 ,2 1 + 0 ,5— J j 

A keresztmetszet adatai legyenek a következık: 
h = 500 mm, 
b = 400 mm, 

£� = 2,5 10 - 3 . 
Ea = 210 000 N/mm2 , 
´ 200 esetén a b H = 10 N/mm 2 

Ekkor ê = 121,9-re adódik, x = 0,625 h-tói 0,5 A - i g változhatik. Vizsgáljunk 
meg néhány értéket (lásd 1. táblázat , ill. 10. ábrát) . 
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4 
3-
2. 

1. 

˛ 10 20 30 40 50 60 70 j j °/îî 

10. Æbra. A teherb í rÆs csökkenØse a va shÆnyad függvØnyØben 

2.3. VizsgÆlat à II. feszültsØgi Ællapotnak megfelelı diagram feltØtelezØsØvel 

À I I . feszültsØgi Ællapotnak megfelelı beton a(e) diagramja a 12f. ÆbrÆn 
lÆtható. 

A teherbírÆsi vonal a l l . ÆbrÆnak megfelelıen alakul, ahol az � a " vonal 
a vasalat lan keresztmetszet teherbírÆsi vonala, � f t " a keresztmetszet bal 
szØlØn vØgtelen mennyisØgß vassal megvÆltoztatot t keresztmetszetØ, a kül-
pontossÆgot a geometriai közØpponttól mØrve, �c" pedig a geometriai közØp-
pontban vØgtelen mennyisØgß vassal ellÆtott keresztmetszetØ. 

Az � a " vonal F* = 0-tól F* = 0,5-ig parabola, e fölött ehhez Ørintıle-
gesen csatlakozó egyenes. 

A � c " vonal megmuta t j a , hogy közØpre t e t t vasalÆs esetØben a maxi-
mÆlisan felvehetı nyomatØk nagysÆga 11,1%-kal csökken. A 11. ÆbrÆn a kö-
zØpre helyezett vasalÆs esetØben bekövetkezı teherbírÆscsökkenØs t a r t o m Æ n y 
az �a"Øs a � c " vonal közØ essØk. 

A , ,6" vonalat vizsgÆlva azt l Æ t juk , hogy a maximÆlis relatív teherbírÆs-
csökkenØs e = 0, azaz M = 0 esetØn 33%! 

A l i . ÆbrÆn a bal szØlre elhelyezett acØlbetØt esetØben a teherbírÆscsök-
kenØs t a r tomÆnyÆ t vonalkÆzÆssal jelöltük. 

11. Æbra. TØglalap ke resz tmetsze t teherbírÆs i vonala i a I I . feszül t sØgi Æl lapot anyag tö rvØnye i t 
fe l tØ telezve 

F’ 

Cl |C 
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A teherbírÆscsökkeilØs azØrt lØnyegesen nagyobb (hÆromszoros), mint 
a közØpre helyezett acØlbetØt esetØben, mert i t t az elfordulÆsi tengely kezdet-
ben a keresztmetszeten kívül helyezkedik el. 

2.4. VizsgÆlat parabola alakœ a(e) diagram feltØtelezØsØvel 

A beton o(e) diagramjÆnak közelítØsØre gyakran hasznÆljÆk a parabola 
alakœ anyagtörvØnyt, amely a teherbírÆs leszÆlló ÆgÆt is figyelembe veszi. 

Legyen a a(e) diagram a = 2e �e 2 alakœ (12g. Æbra). HatÆrozzuk meg 
(2), (3), (4)-et: 

AI g? 
’ 3 

QI = 

à,- = 

f r < 2 e - « V å _ å,- 8 - 3e,  

Ai 4 3 � Si 

4(3 - S i ) 

8 - 3e, 

HatÆrozzuk meg (8) alapjÆn gj1-et: 

Ai 4 e ? _ 6 e f + 9e, 
<px = = -� � � = max ! 

et � Qi 2 4 � 3 e, 

d ( P l = 0 - b ó l : 

Innen: 

(12) alapjÆn: 

de, 

e! = e, = 1,2679. 

« i = 1,6511. 

2 - 1,6511 
Ł = = 0,2113. 

1,6511 

Vagyis, hogy a teherbírÆscsökkenØs maximÆlis legyen, a füleket az ere-
deti elfordulÆsi tengelytıl jobbra 0,2113 xx-re kell elhelyezni, Øs i t t fog az œ j 
elfordulÆsi tengely is kialakulni, ha Aq �>- oo . 
(13) alapjÆn: 

ß = 0,9553. 

KØpezzük (10) alapjÆn <p2-1: 

At Qi 8 e,- � 3 ef 
<Pi � � = = � = max ! 

ef 12 
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- ^ L = 0-ból: 
de, 

4 
E J _ 6 , - � . 

(12)-bıl: 

y = 1,00241. 

A relatív teherbírÆscsökkenØs: 

1 = 1 � x = 1 �y � ß = 1 �1,00241. 0,9553 = 4,24%. 
Ha £j = e2 közelítéssel élünk, akkor y = 1, a teherbíráscsökkenés 4,47 

%-ra adódnék, vagyis e' változásának figyelembevétele alig (5%-os relatív 
hibával) változtatja meg a teherbíráscsökkenést. 

12. ábra. Különbözı anyag tö rvØnyek összehasonlí tÆsa 
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2.5. Különbözı anyagtörvØnyek összehasonlítÆsa 

A 12. ÆbrÆn l Æ tha tó , hogy különbözı anyagtörvØnyek esetØben mekkora 
a lehetsØges teherbírÆscsökkenØs. H a az anyagtörvØnyt matematikai lag egy 
Dirac-fØle impulzus függvØny írja le, A = Ó(F � e0), akkor a teherbírÆscsökke-
nØs 100%. 

Merev � kor lÆ tozot tan kØplØkeny (12i. Æbra) Øs tökØletesen kØplØkeny 
(12j. Æbra) anyagtörvØny esetØn nincs teherbírÆscsökkenØs. 

A teherbírÆs-csökkenØs lehetsØges ØrtØke annÆ l nagyobb, minØl kevØsbØ 
m u t a t az anyag kØplØkeny tulajdonsÆgokat . EzØrt jöhe t lØtre a I I . feszültsØgi 
Æ l lapot alapjÆn t ö r t Ønı mØretezØs esetØn sokkal nagyobb (nyolcszoros) teher-
bírÆscsökkenØs, min t a I I I . feszültsØgi Ællapot anyagtörvØnyØt f igyelembe vØve. 

3. AcØl anyagœ tØglalap keresztmetszet vizsgÆlata 

3.1 A teherbírÆscsökkenØs feltØtele ÆltalÆnos anyagtörvØny esetØn 

VizsgÆlódÆsunkban csak azzal az esettel foglalkozunk, mely akkor forog 
fenn, ha a a(e) d iagram monoton nı. 

Ha a a(e) d iagramœ anyag nem tökØletesen kØplØkeny, (vagyis lØtezik egy 
olyan £T, hogy ha e > eT, akkor a(e) = 0, a h ú z o t t és nyomott részre egy-
aránt) ezenkívül a húzott és a nyomott rész közül legalább az egyik nem merev-
képlékeny, akkor létezik olyan igénybevétel, amelynek a valódi teherbíráshoz 
t a r t ozó értéke csökkenni fog, ha a keresztmetszet valamely meghatározot t 
helyére fület teszünk. 

Ebben az esetben is annál nagyobb lehet a teherbíráscsökkenés, minél 
kevésbé mutat az anyag képlékeny tula jdonságokat . 

A fentiek bizonyítását a levezetés hosszadalmassága miatt n e m közöljük. 
Az elıbbi fe l tØ te l lØnyegesen erısebb, min t a csak nyomÆs t felvevı 

anyagra te t t , ahol bÆrmilyen helyre felhelyezett fü l esetØn van olyan igØnybe-
vØtel , amelynek a valódi teherbírÆshoz tartozó intenzi tÆsa csökken. 

13a., 13b. Æbra esetØn nem j ö n lØtre, 13c., 13d. Øs 13e. Æbra esetØn lØtre-
jöhe t a teherbírÆscsökkenØs. 

A feltØtel termØszetesen igaz a csak nyomÆst felvevı anyagokra is; ekkor 
a hœzo t t rØsz nem lehet merev-kØplØkeny, ami megegyezik az oc ^ 2 feltØtellel. 

3.2. VizsgÆlat lineÆris anyagtörvØny feltØtelezØsØvel 

Az anyagtörvØny legyen a 13d. ÆbrÆnak megfelelı. 

3.2.1. SzÆmpØlda vØgte len te rü le tß f ü l esetØn. 
A keresztmetszet k ia lakí tÆsÆ t a 14a. Æ b r Æ n vÆzo l tuk . 
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Ø 

n 
13. ábra. K ü l ö n b ö z ı o(e) d i a g r a m o k 

` < ` � 

14. ábra. LineÆr is a n y a g t ö r v Ø n y v i z sgÆ l a t a 

A fü l felhelyezØse e lı t t a n y o m a t Ø k r a 

m, aH b h1 

Ø r t Øk adód ik . 
A vØgte len t e r ü l e t ß f ü l felhelyezØse u t Æ n : 

m. 
" T 

(0,5 + gf 2 ( 0 , 5 �p)1 2 0,5 � g 
J BH 1 AH 

E k k o r 

2 3 2 3 0 ,5 + g 

A teherb í rÆscsökkenØs akkor max imÆ l i s , ha a fü l h e l y Ø t meghatÆ rozó g = A/h a rÆny : 

p = 0 ,0774. 

ëë 
R = = 7 , 1 8 % 

M X 

a d ó d i k . 
3.2.2. SzÆmpØ lda vØges te rü le tß f ü l ese tØn . 
Tek in t sük a 15. Æ b r Æ n l Æ tha tó ke resz tmet sze teke t . (Az a n y a g t ö r v Ø n y l e g y e n mos t is a 

13d. Æ b r Æ n vÆzol t l ineÆr i san rugalmas.) A fe lhelyezet t f ü l e k h a t Æ s Æ r a a felülete 2 5 % - k a l meg-
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15. Æbra. Tehe rb í r Æ s - c sökkenØs vØges t e r ü l e t ß fü l esetØn 

n ü t t . A ke re sz tme t sze t i je l lemzık a f ü l e k fe lhelyezØse e l ı t t (15a . Æbra ) : 

F j = 0,5 m», 
y i = 0,5 m , 

T ° ’ 5 4 
1 ~ ~ Ï F 

A f ü l e k felhelyezése u t á n (15b. ábra ) : 
F , = 0,625 m 1 , 
ó ª = 0,5155 m , 
J 2 = 0,04243 m 1 , 
˚ª = 0,08231 m 8 . 

A felület növe lØse ellenØre a k e r e s z t m e t s z e t va lód i ( n y o m a t Ø k i ) t e h e r b í r Æ s a csökken: 

1 = 1 - 1 , 2 3 % ! 

H a n g s œ l y o z z u k , h o g y i t t a valódi teherbírÆs c s ö k k e n , Øs ez merıben m Æ s , m i n t az 1. 
Æ b r Æ n vÆzo l t k e r e s z t m e t s z e t esetØn b e k ö v e t k e z ı rugalmas te/ ierbírÆscsökkenØs, a h o l a fü l eke t 
a szØlsı szÆlak k ö z e l Ø b e n he lyez tük el Øs n e m a semleges t e n g e l y közelØben. 

4. Nem tØglalap keresztmetszet vizsgÆlata 

A dolgozat korÆbbi levezetØsei (2. Øs 3. fejezet) csak a nØgyszög kereszt-
metszetre vonatkoztak. VizsgÆljuk most meg a teljessØg igØnye nØlkül, hogy 
a keresztmetszet teherbírÆsÆnak csökkenØse hogyan függ a tartó alakjÆtól. 

4.1. VizsgÆlat lineÆris anyagtörvØny feltØtelezØsØvel 

Legyen a keresztmetszet a(e) diagramja lineÆris (13d. Æbra). 
Bizonyítható, hogy kØtszeresen szimmetrikus keresztmetszet esetØn a 

maximÆlis relatív teherbírÆscsökkenØs vØgtelen területß �fül" esetØben követ-
kezik be. ÉrtØke 

£ = 1 � 0,5 (]/ a2 + 4a � a) , (15) 
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ahol 
Ah2 

A = 

H 

(A betßk ØrtelmezØsØt lÆsd a 16. ÆbrÆn.) 
A relatív teherbírÆscsökkenØs maximuma (15) a lapjÆn csak a kereszt-

metszet kialakítÆsÆtól függ. I(a) a vizsgÆlt t a r tomÆnyon monoton csökken, 
tehÆt akkor a maximÆlis, ha a-t à lehetı legkisebbre vÆlaszt juk, a akkor kicsiny, 
ha a keresztmetszet területe kicsi, inercianyomatØka pedig nagy. Ennek 
szØlsı ØrtØke a 0 gerincvastagsÆgß, œgynevezett �ideÆlis I szelvØny"-nØl v a n ; 
ennØl 

a � 4. 

Ebben az esetben a teherbírÆscsökkenØs akkor a legnagyobb, ha a vØg-
telen terüle tß fül a semleges tengelytıl 

<5 h = 0,2071 h 

tÆvolsÆgra kerül, ekkor (15) szerint: 

? = 1 7 , 1 % ! 

A 16. ÆbrÆn nØhÆny keresztmetszet esetØn a teherbírÆscsökkenØs maxi-
muma megtalÆlható. 

SzÆmpØlda 

A keresz tmetsze t k i a l ak í t Æ sÆ t lÆsd a 17a. Æ b r Æ n . 
A keresz tmetsze t i a d a t o k : 

Ej = 184 000 mm1, 
Ji = 5,7743 � 10u mm«, 

W = 2 ’ 8 1 6 8 1 0 ’ m m ’ -
Helyezzünk el egy t o v Æ b b i övet a 17b. Æb ra szer int , ekkor a keresz tmetsze t i a d a t o k : 

F j = 243 200 m m 1 , 
í 2 = 6,1542 � 1 0 u mm«, 

A sœ lypon t el tolódÆsa ys = 178,5 m m , 

* ’ = i Æ ^ = 2 ’ 6 9 9 3 - l o e m m 3 

A valódi relat ív teherbí rÆscsökkenØs : 

f = 1 - - J - = 4 , 1 7 % . 

H a a gerinc vas tagsÆga zØrns , a k k o r a h a r m a d i k � a mÆsik k e t t ı v e l azonos t e r ü l e t ß � 
fül h a t Æ s Æ r a bekövetkezı re la t ív teherbírÆscsökkenØs 7 ,18%. 

`ltalÆnosabb anyagtörvØny esetØre a vizsgÆlatot e dolgozatban nem 
vØgezzük el. NØhÆny megjegyzØst azonban ehhez is fßzünk . 
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A teherb í rÆscsökkenØs l Ø t r e jö t t Ønek lehetısØge t o v Æ b b r a is � a keresz t -

metszet a l a k j Æ t ó l függet lenül � c s a k az a n y a g t ö r v Ø n y t ı l függ a 3.1. szer int . 

A ke resz tmetsze t alakja c sak a teherbí rÆscsökkenØs n a g y s Æ g Æ t befo lyÆsol ja , 

a z t viszont j e l e n t ı s m Ø r t Ø k b e n . 

A legveszØlyesebb ( legnagyobb t ehe rb í rÆscsökkenØs t lehetıvØ tevı) 

ke resz tmetsze t az ideÆlis I szelvØny. A k Ø t öv lehet kü lönbözı t e rü l e tß , Øs 

Æ l ta lÆnos e s e t b e n a veszØlyes teherÆl lÆs a k ü l p o n t o s n y o m Æ s lesz. 

5 . A je lensØg viszonya a kØplØkenysØgtanhoz 

LÆtszólag e l l en tmondÆsba ke rü l tünk a kØp lØkenysØg tannak � az 1. 

fe jezetben e m l í t e t t � s t a t i k a i tØtelØvel , mive l azt t a l Æ l t uk , hogy bizonyos ese-

t e k b e n a ke resz tmetsze t t ehe rb í r Æ sa , mØgped ig a valódi t ehe rb í rÆ sa a n y a g hoz-

zÆadÆsa e se t Øben csökken. Az e l l en tmondÆsnak az az oka , hogy a kØp lØkeny-

sØgtan tØtele c s a k tökØle tesen kØplØkeny anyagokra vona tkoz ik , az Æ l t a lunk 

vizsgÆlt j e lensØg viszont csak kor lÆ tozo t t a lakvÆ l tozó kØpessØgß anyagok esetØ-

b e n következik be . A tökØ le tesen kØplØkeny anyagœ keresz tmetsze teknØ l a va-

lódi teherbírÆs azonos a k Ø p l Ø k e n y teherb í rÆssa l , vØges nyœlókØpessØg esetØn 

viszont k ü l ö n b ö z h e t at tól . 
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A szerkezetØpítØsben hasznÆlt � Øs egyÆltalÆn a termØszetben ta lÆ lha tó 
� anyagok sohasem tökØletesen kØplØkenyek. Ez arra figyelmeztet bennünket , 
hogy a kØplØkenysØgtan tØtelei t � illetve annak szemlØletØt �� csak bizonyos 
kritikÆval alkalmazzuk a valódi Øpítıanyagokra. 

I R O D A L O M 

1. CSONKA P`L: A kØp lØkenysØg tan alkalmazÆsa az Øpítıipari g y a k o r l a t b a n . ÉpítØsi Øs Köz-
lekedØstudomÆnyi KözlemØnyek (1966), 527�539 

2. KALINSZKY S`NDOR: KØp lØkenysØg tan . A k a d Ø m i a i Kiadó, B u d a p e s t 1975 

Pa radox of the Load-bear ing Capacity of Cross-sections. � T h e p a p e r deals with t h e para-
dox u n k n o w n u p to now, t h a t t h e real (not . . e las t ic") load-bearing capac i t y of some re inforced 
concrete a n d steel cross sect ions decreases if t he i r area is increased. Th i s phenomenon comes 
about not o n l y in the case of simplif ied mater ia l laws, prescribed i n t he Building Codes, b u t 
also in the case of actual m a t e r i a l laws. The necessary and suf f ic ien t condit ions for t h e coming 
about of th i s p a r a d o x and t h e possible m a x i m u m of t he decrease of t h e load-hearing capac i t y 
are given. 

Pa radox der Abnahme der Tragfähigkeit bei Vergrößerung des Querschnittes. � E s wird 
das bisher u n b e k a n n t e P a r a d o x untersucht , d a ß die wirkliche (n i ch t �elast ische") T rag fäh ig -
keit gewisser Stahlbeton- u n d S tah lquerschn i t t e a b n i m m t , falls i h r e F läche vergrößer t wird. 
Das k o m m t n i c h t nur bei ve r e in f ach t en Stof fgese tzen laut der B e s t i m m u n g e n zus tande , son-
dern auch bei wirklichen S tof fgese tzen . Die no twend igen und h in re ichenden Bedingungen f ü r 
das Z u s t a n d e k o m m e n dieses P a r a d o x e s und das mögl iche Maximum der T rag fäh igke i t s abnahme 
werden angegeben . 

2 0 Mttizaki TudomÆny 62 (1982) 
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