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Bevezetés

1. A nem-euklideszi geometria megjelenését, amint ismeretes, torténelmileg
:az On. pdrhuzamosak problémdja el6zte meg. A matematika utdlagos fejlédése dltal
rendelkezésiinkre bocsdtott fogalomkészlet segitségével ez a probléma a kovet-
kez8képpen fogalmazhaté meg: bebizonyitands, hogy az EUKLIDES Elemeiben
szerepld parhuzamosak posztulituma a Bolyai-féle abszoliit geometria tétele. BOLYAI-
féle abszolut geometridn értjikk pl. a geometridnak HILBERT dltal axiomatizdlt rend-
szerét, amelybsl a parhuzamossdgi axioma hidnyzik. A parhuzamosak problémdja
tehdt arra az explicite be nem vallott 4 priori jellegii meta-matematikai felfogdsra
alapul, amely szerint az an. euklideszi geometria Gsszes tételeinek a levezetésére
elegend8 a HiLperT-féle 20 axidma koziil csupdn 19, nevezetesen, a parhuzamosak
axiomdjdn kivill az Osszes tGbbi; e felfogds értelmében az egyetemes klasszikus un.
euklideszi geometria azonos volna a Bolyai-féle abszolit geometridval.

A geometria posztuldtumainak csoportjdban az V-ik rendszamot visel§ (és
egyben utolso) allitds, eredeti megfogalmazdsdban a kovetkez6képpen hangzik:
ha két koplandris egyenest egy harmadik egyenes uigy metsz, hogy a metszé egyenes
egyik oldaldn létrejott két belso szog egyiittesen kisebb mint 2R — akkor a két kopla-
ndris egyenes metszi egymast; éspedig — fiizi hozzd EUKLIDES — a metszé egyenes-
nek azon az oldaldn, amelyiken a két belsé szog dsszege kisebb mint 2R, A pdrhuza-
mosak problémdjdnak alapjdndl tehdt az a vildgosan taldn be nem vallott, éntu-
datlan hiedelem dllott, hogy ez az dllitds egy abszolut-geometriai tétel, amely a Bolyai-
féle abszolut geometria axiomdibdl szigorian levezethetd.

A parhuzamosak problémajira vonatkozo torténelmi forrasok

2. A parhuzamosak problémdjinak torténetét illetGleg egy igen megbizhato
¢és clméleti tekintetben is nagy értékii forrdismunkdval rendelkeziink: ProOkLOS-nak,
az V. szdazadbeli athéni neoplatonikus iskola vezet8 egyéniségének, az Elemek 1-s6
kdnyvéhez irott, kitlin6 kommentdrjait tartalmazd munkdjdval.? PROKLOS miivébdl
indirekt modon mindenekelStt arra kdvetkeztethetiink, hogy a széban forgé dllitdst

* Universitatea Bucuresti Catedra de Fundamentele Matematicii.

t Euclidis Elementa, (ed. Heiberg), vol. 1, Lipsiae 1883.

2 Procli Diadochi in primum Euclidis Flementorum librum commentarii (ed. Friedlein), Lipsiae
1873; a tovabbiakban ennek a kiaddsnak a lap- és sorszamai szerint idéziink.
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maga EUKLIDES vette fel a bizonyitatlan (és egyben bizonyithatatlannak feltételezett)
posztuldtumok sordba: ugyanis mind PROKLOS, mind az dltala idézett 6t megel6z6
szerzOk személyesen EUKLIDES-nek rdjdk fel, rosszalldlag, ennek az alapvet§ jellegli
allitasnak a posztuldtumok ko6zé vald besoroldsdt; ezzel egyetemben, EUKLIDES-
nek tulajdonitjdk az implicit elismerését annak, a mai szemmel nézve nagy jelents-
ségii, meta-matematikai ténynek, hogy a kérdéses dllitds nemcsak mindaddig bizo-
nyitatlan, hanem mindSr6kké bizonyithatatlan is volna.?

Ennél az értesiilésnél még fontosabb taldn, hogy ProkLOS kézli sajat, Gnmagdban
igen figyelemre méltd és szellemes megolddsi kisérletét a parhuzamosak problé-
mdjdnak megolddsdra.* PrROKLOS, tovdabbd még arrdl is tuddsit benniinket, hogy
a parhuzamosak problémdjinak megolddsdval mdr elGtte is kisérleteztek. Mindenek-
el6tt PTOLEMAIOS egy konyvét emliti, amelyet a neves, II. szdzadbeli csillagdsz,
teljes egészében a pdrhuzamosak problémdja megolddsdnak szentelt; miivében,
Prokiros kozli e konyv 1ényeges részének kivonatat és ProLeEmAlos kisérletét egy-
ben szigoru birdlatnak is aldveti, pontosan kimutatvdn a benne rejlé fogyatékos-
sdagot, amely a kisérletet teljes 1ényegében teljesen meghiusitja.> PROKLOS ismer
azonban egy i.e. I. szdzadban GEMINOS dltal irott munkdt is, amelyben ez — mds
természetl érvekre alapozva — mar akkor kételyét fejezte ki az EukLIDES 4dltal
bevezetett alapvet§ allitds posztuldtum-jellegét illetSleg. PROKLOS miivébsl azonban
nem tlinik ki vildgosan, hogy GEMINOS a puszta kételyen til megkisérelte-e volna
a probléma megolddsdt is.® Végezetiil, ProkLOs emlitést tesz még, a parhuzamosak
kérdésével kapcsolatban, PoseiDONOs, — GEMINOS mesterének nevérél is, aki a par-
huzamos egyenesck szamadra egy 10j definiciot vezetett be €s ezeket mint egy sikban
fekv8 aequidistans egyeneseket hatdrozta meg’ (eltérSen az Elemek I 23 definicid-
jatol, amely a pdrhuzamosakat, negative, mint egymadst nem metszé koplandris
egyeneseket definidlja). Minden valdszin{iség szerint ennek az Gj definiciénak a bz~
vezetésére éppen a pdrhuzamosak problémdja megolddsdra irdnyuld kisérletek
folyamdn keriilt sor: a Poseiponos-féle definiciébdl ugyanis a posztuldtum szigoriian
levezethetd — természetesen csupdn azért, mert ez a definicid, az Euklides-féle
posztuldtumot, rejtett formdban mdr tartalmazza. Azt a feltevést, hogy mdr GEMINOS
és Poseiponos is effektive megkisérelték volna a pdrhuzamosak problémdjanak
(kétségtelen azonban, hogy igen primitiv jellegii) megolddsdt — némileg aldtamasztani
ldtszik az a koriilmény, hogy a kérdéssel foglalkozo elsG kézépkori arab nyelvi
szerzGk nem ismerték kimutathaté modon ProkLos mivét, ezzel szemben SIMPLI-
K10s-on keresztiil, vagy taldn koézvetleniil is — ismerték GEMINOS és POSEIDONOS
miveit és feltételezhetS, hogy kisérleteiket a két gordg szerz§ kisérletének elvetélt
jellege 6sztdnozte volna.®

3 Proklos 183, 20--23; 365, 5—6.

4 Proklos 371, 10—373, 2.

5 Proklos 191, 23; 365, 7—367, 2; 368, 1—26.

6 Proklos 183, 14—15.

7 Proklos 176, 6—9; a parhuzamos egyenesek ekvidistancidjdt Euklides az Elem. 1. 33 és.
I. 34 tételekben bizonyitja.

8 Az utdbbi években B. A. Rozenfeld, A. P. Juskevics orosz nyelven kozzétették szinte az
Osszes szambajohetd arab szerzd miivét a parhuzamosok problémajara vonatkozdlag; ezekben sehol
nem torténik explicit hivatkozas Proklosra és annak kdzvetlen hatdsa nem is latszik kimutathatonak.
Ezzel szemben An-Nairizi kommentarmiive (megjelent arabul 900 koriil — latinul pedig mar a XII.
szdzadban, Gerhardus Cremonensis forditdsidban, majd nyomtatasban: Araritii, in decem libros pri-
ores Elementorum Euclidis commentarii, ed. M. Curtze, Lipsiae 1899) kimondottan szinte teljes egé-
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Barmennyire valdszinii is ez a feltevés, kétségtelen tény marad azonban, hogy
a pdrhuzamosak problémdjdra valamint az els@ figyelemre mélté megolddsi kisér-
letre vonatkozd elsS hiteles, eredeti forras mindeddig valtozatlanul, PROKLOS miive
volt.

A pirhuzamosak problémaijinak helyzete a XVIL és XVIII, szazadban

3. Prokros miive és kisérlete jelent6s — mondhatndm dont6 — tSrténelmi
befolydst gyakorolt a pdrhuzamosak problémdjanak megolddsdra irdnyuld kisér-
letek tovdbbi fejl6désére Eurdpdban, f6leg a XVI. szdzadtol kezdve. Munkdjdban
ProkLOs mindenliitt a legnagyobb csodélattal beszél az Elemek I. konyvének lo-
gikai tokéletességérdl €s rendezettségérdl és EUKLIDES-t csupdn abban hibdztatja —
€s ezt igen sulyos hibdnak tartja! — hogy a kérdéses dllitdst bizonyitds nélkiil fogadta
el és a posztuldtumok sordba helyezte.®

Ez a felfogds valt uralkodova a XVII. szdzadtdl kezdve: eszerint a pdrhuza-
mosak posztuldtuma éktelen folt az Elemek Kkristdlytiszta, harmonikus épiiletén!®
€s SAccHERIL, a XVIIIL. szdzad elején, mdr az egész megolddsi kisérletet egyenesen
olyan etikai jellegli feladatként jellemzi, amelynek kotelességszer{i célja EUKLIDES-t
ett8l a tiirhetetlen foltté! megtisztitani.'! Ez mdr csak azért is vdlt az 8 szemében is
ilyen halaszthatalan becsiiletbeli kotelességgé, mert § mdr vildgosan felismerte,
hogy a parhuzamosak problémdjdnak megolddsdra irdnyuld kisérletek torténete
tulajdonképpen egy eredendd biin dllandé felderitésében és a biin leleplezGje dltal
valé azonnali megismétlésében 4ll: mindegyik szerzd az el6z8 szerz8k kisérleteinek

szében Simplikios (Gerhardus Cremonensis forditdsaban: Sambelichius) és Geminos (a latin széveg-
ben Aganis) munkait koveti; (Anaritii, etc., 25—27, 34—35; 65—73; fOleg a 70—72. oldalon kozdlt
€s Anaritius tanuisaga szerint Geminostdl szirmaz6 bizonyitasi kisérlet elemei. szinte az dsszes késbbi
arab szerzoknél fellelhetok, igy Al-Hazen, X. szazad, majd Naszreddin, XIII. szizad, munkdaiban).
— Omar Khayyam (Kommentarien zu den schwierigen Postulaten der Biicher von Euklid; oroszra for-
ditotta B. A. Rozenfeld; Isztoriko Matemat. Isszledovanija V 1952, 69, 71, 74.) t&bbszdr hivatkozik
Anaritius mig Nasreddin (Traité qui guérit des doutes en matiére des lignes paralleles; oroszra fordi-
totta B. A. Rozenfeld; Isztoriko Matemat. Isszledovanija XIII. 1960, 523—524) Simplikios munka-
jara hivatkozik ; a szerzdre vald explicit hivatkozas nélkil Nasreddin munkajaban (op. cit. 485) meg-
jelenik Geminos egy érve is a parhuzamosak posztulituma bizonyitdsanak szitkségességére vonat-
kozolag; (ezt Proklos is idézi op. cit. 176, 18—177, 25) és ugyancsak egy Geminostol szarmazd és
Anaritius altal részletesen idézett (Anaritii etc.70—72) bizonyitas (Nasreddin, Traité etc. 516—518).
— Simplikios hatdsara vonatkozolag l4sd meg B. A. Rosenfeld et A. P. Youschkevitch, Les démonstra-
tions du 5-éme postulat d’Euclide chez Tabit ibn Qurra et Schams ad-Dim al-Samarkandi, (Istoriko
Matemat. Isszledovanija XIV. 1961, 591).

? Proklos 76, 21—23; 176, 18—19; 182, 24—183, 6; 183, 20—184, 5, 191, 21-—193, 9; 364,
19—21.

© 19 Sir Henry Savile beszél elsd izben (egy Oxfordban, 1621-ben megjelent munkdjiban) az

Elemek két foltjdrol, szépséghibajarol, amelyek koziil az egyik a parhuzamosak posztulatuménak
bizonyitatlan volta (,,In pulcherrimo Geometriae corpore duo sunt naevi,...”; lasd, P. Stickel—
F. Engel, Die Theorie der Parallellinien von Euklid bis auf Gauss, eine Urkundensamlung,; Leipzig 1895,
18). Wallis is mar errd! a foltrol beszél (De postulato quinto, lasd: Opera, vol. 11, 665, Oxford 1693).
— A kifejezés szinte kozkedveltté valt és mindenesetre kit{ind visszhangra talalt a XIX. szdzad elejé-
nek rendkiviil romantikus akusztikaji szellemi kérnyezetében. ,,Meg-foghatatlan, hogy ez az el-hérit-
hat: tlan ho ndly ez az 6r6k nap-fogyatkozas ez a’ motsok hogy hagyatott a> Geometridba, ez az 6rok
felleg a’ sziiz tiszta igazsagon’ — fakad ki Bolyai Farkas egy Marosvésarhelyrsl Bécsbe, 1820 tava-
szén Janoshoz irott levelében (Stickel P., Bolyai Farkas és Bolyai Janos geometriai vizsgdlatai, 1. kotet,
75, Budapest 1914).

1t Errdl ir Saccheri, miivének eldszavaban, és munkdjinak jellegzetesen barokk cimében errol,
mint egy mar befejezett tényrél beszél; Euclides ab omni naevo vindicatus, etc. Mediolani 1733, IX.
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a kritikdjdbol, hibdinak gyakran rendkivil elmés kimutatdsdbol indul ki és mun-
kdjdt egy — a megbirdlt el§dénél dltaldban raffindltabb —, megolddsi kisérléet be-
mutatasaval fejezi be, amely azonban ismét a kdrhoztatott el6d alapvet§ hibdjdt
ismétli. Ez a hiba — mint ProkLos-ndl is mindig egy petitio principii — egy logikai
rovidzdrlat, amelyben a bizonyitandd tétel, implicit formdban mdr a feltevésekben
benne foglaltatik. Mindezek a kisérletek direkt uton igyekeztek a problémat meg-
oldani, azaz a parhuzamosak euklidesi dllitdsdt kozvetleniil igyekeztek a Bolyai-
féle abszollit geometria axidmdibdl levezetni és mindig ott vétették el a dolgot,
hogy az abszolut axiomadk kozé rejtett formdban gyakran szinte ontudatlanul mdr
felvettek egy az euklideszi posztulditummal logikailag ekvivalens tételt.

A parhuzamosak problémajdnak megoldasira iranyulo indirekt médszerek

4. Csupdn a mult szdzad végén vdlt ismeretessé,'? hogy a pdrhuzamosak
problémdjinak torténetében egy a klasszikus Uttdl gyckeresen eltérd kisérlet is
tértént a kérdés megolddsdra. SaccHErRI 1733-ban megjelent mivérsl van szd,
amelyben a szerz8 arra tesz kisérletet, hogy a parhuzamosak problémdjdt indirekt
Gton oldja meg.!* Té&le valdszinlileg fiiggetleniil hasonlé mddon kisérelte meg
a kérdés megolddsdt LAMBERT is (1766), aki azonban munkdjdt nem publikdlta.!#
(Nem lehet kimutatni, hogy LAMBERT SACCHERI munkdjdt ismerte volna; munkd-
jdnak egész felépitése arra mutat, hogy SACCHERI eljdrdsdnak legfeljebb az alap-
otletét ismerhette.)

Sokdig azt hitték, hogy SACCHERI volt az els§, aki a probléma tdrgyaldsdba
az indirekt modszert bevezette. D. E. SMITH azonban, egy 1935-ben megjelent dol-
gozatdban, felhivta a figyelmet arra, hogy az indirekt bizonyitds dtlete mdr OMAR
KHAYYAM, majd 6t kovetSleg NAszReDDIN munkdiban felmeril.'> Nemrég vilt
hozziférhet8vé orosz forditdsban AL HAZEN arab-, valamint a neves dél-francia-
orszagi LEvi BEN GEersON héber nyelvii munkdja (ez az elsé nyugat-eurépai mit a
parhuzamosak problémdjardl) és ezekben, ugyancsak arra torténik kisérlet, hogy
egy alapvet§ euklideszi jellegii tétellel szemben 4ll6 hipotézis lehetetlenségét bizo-
nyitsdk.!'® Meg kell azonban jegyeznem, hogy mindezekben a kisérletekben csupdn
az alkalmazott eljards indirekt jellegének puszta étlete a figyelemre méltd, mert maga
a kisérlet — az eredeti feltevés kévetkezményeinek a kovetése, igen hamar meg-
feneklik. SACCHERI munkdja még csak dssze sem hasonlithato elddeiével: 6 az els6,
aki a tompaszog €s a hegyesszog hipotéziseit a trividlis kdvetkezményeken messze-

12 Saccheri miivére 1889-ben hivta fel ismét a figyelmet Beltrami (lasd. L. Bonola—H. Lieb-
mann, Die nicht-euklidische Geometrie; historisch-kritische Darstellung ihrer Entwicklung, Leipzig
1908,45).

13 Saccheri, op. cit. 5—6.

14 A Lambert hagyatékdban Orzott kéziratot elsd izben J. Bernoulli (a neves matematikus
egyik unokéja) tette kbzzé nyomtatiasban, 1786-ban. Ismét kozli Stickel és Engel, Theorie der Paral-
lellinien c. gylijteménye (152—207).

15 Smith, D. E., Euclid, Omar Khayyam and Saccheri (Scripta Mathematica VIII. 1935,
5—10). :

6 Tbn-al-Haytam, Livre des commentaires aux introductions des Elementes d’Euclide (oroszra
ford. B. A. Rozenfeld; Isztoriko Matemat. Isszled. XI. 1958, 743—762); Gersonide, L., Commen-
taire des Introductions aux livres d’ Euclide; (héberb6l oroszra forditotta I. G. Polsky; Istoriko Mate-
mat. Isszled. XI. 1958, 763—776).
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menden tul kGveti €s aki ezekre a hipotézisekre mdr valdsdgos geometriai rendszereket
épit, amelyekben mdr szerepelnek a késobbi abszolut, illetve hiperbolikus és elliptikus
geometridk lényeges, alapvets tételei is.

A XIX. szdzad elején LEGENDRE bebizonyitott egy igen nevezetes abszolut
tételt, amelynek érteimében a hdromszog szogeinek dsszege nem lehet nagyobb mint 2R;
ez a tétel — amely azdta LEGENDRE nevét viseli, Iényegében mdr SACCHERT munkd-
jdban megtaldihaté.l”

SACCHERI azt bizonyitja, hogy az abszolut geometridan belill megfogalmazhato
hipotézis, amely azt dllitja, hogy a hdromszig Gsszege nagyobb mint 2R — a BoLyAl-féle
abszolut geometridn belill a kévetkezd flagrans ellentmonddshoz vezet: ,,a nem-metszé
egyenesek metszik egymdst”. Ez a tétel igen lényeges, mert ennek segitségével a
tompaszog hipotézise elimindlhato és etikai szempontbdl ez a siker arra 6szténoz, hogy
a hegyessz0g hipotézise esetében is (annak, az euklideszi posztuldtumra, illetve
az ezzel ekvivalens derékszog hipotézisre vonatkozolag, ldtszdlag, logikusan szim-
metrikus helyzete miatt) hasonlé eredményt varjunk. SACCHERI-nek azonban taldn
legnagyobb, személyes érdeme, hogy szigoruan abszolit-geometriai tételek segit-
ségével bebizonyitotta, hogy a parhuzamosak problémdja esetében a Kkizdrt harmadik
és az ebbdl folyd kettSs negdcid logikai torvénye alkalmazhaté; csupdn ezzel terem-
tette meg — els§ izben! — az indirekt mddszer alkalmazhatdsdgdnak logikai alap-
jait. Nevezetesen SACCHERI, egy — kordban még teljesen 0j —, induktiv eljdrdssal
— bebizonyitotta a BoLyal-féle abszolut geometria koévetkezd alapvetd tételét:
a hdrom hipotézis (a tompaszdg, a derékszog és a hegyesszdg hipotézise)!® — kil
esondsen kizdrja egymadst;'® egyetlen hdromszog esetében mdr a formdlis logika
onmagdban elegend$ annak a beldtdsdra, hogy a sz6gek Osszege nem lehet csak
vagy nagyobb mint 2R, vagy egyenld 2R-rel, vagy kisebb mint 2R, és ha e hdrom
eset koziil valamelyik teljesill, akkor a mdsik kett8 nem teljesiithet. Ha azonban
a hdromszogek univerzumdrdl van sz, akkor elvileg igenis lehetséges, hogy egyik
haromszégben a szOgek Osszege egyenl legyen 2R-rel, mig mds hdromszogben
nagyobb, ismét mds hdromszdgben pedig kisebb legyen mint 2R. Az ami az euklideszi
geometridban ugyanis biztositja, hogy a hdromszdgek szégeinek Osszege dltaldnos-
sdgban, minden egyes hdromszdg esetében, 2R-rel legyen egyenl§ — az éppen a
parhuzamosak euklideszi posztuldtuma, ami azonban az abszolit geometridban

17 ,Diesen Lehrsatz pfiegt man unberechtigterweise den ersten Legendreschen Lehrsatz zu
nennen. Wir sagen unberechtigterweise, weil Saccheri mit seinem Beweis der Falschheit der Hyp.
d. stumpfen Winkels fast ein Jahrhundert friher diesen Lehrsatz begriindet hatte” (Bonola—Lieb-
mann, /. m. 60). — Valdban ez a tétel fellelheté Saccheri idézett miivében, (19—20, Prop. XIV).
— Amde épp olyan jogosulatlan volna ezt a tételt Sacheri nevével jelolni, hiszen, — amint alabb latni
fogjuk)— ez mar Aristotelesnél szerepel!; (lasd az itt kozolt 1. és 2. sz. toredéket, Anal. Prior. 66 a
11—15).

18 Saccheri (i. m. 6) lényegében a kovetkezOképpen fogalmazza meg a harom hipotézist:
a négyszog szogeinek Osszege nagyobb mint négy derékszOg (fompaszdg hip.) ; a négyszog szogeinek
Osszege egyenld négy derékszoggel (derékszog hip.); a négyszOg szbgeinek Osszege kisebb mint a négy
derékszOg (hegyesszig hip.); ezek megfeleld modon fogalmazhatdk a hdromszdg esetében is. Aris-
totelesnél a hiaromszogre kimondott allitasok szerepelnek mint eredeti hipotézisek; a hipotézisek
Saccheri-féle fogalmazasa nala mint kdvetkezmény jelenik meg; (lasd aldbb az 5. Eth. Eudem. 1222 b
35—36, 11. Magna Moral. 1187 a 36—37 toredékeket).

19 Saccheri, i. m. 5—10, Prop. V, VI, VII; , Hinc sumitur occasio secernendi tres diversas hypo-
theses, unam anguli recti, alteram obtusi, tertiam acuti; circa quas in V. VL. & VII. demonstratur,
unam quamlibet harum hypothesium fore semper unice veram, si nimirum deprachendetur vera in
uno quolibet casu particulari’® (Saccheri, i. m. XII).

MTA I111. Osztdly Kozleményet 17 (1967)



6 TOTH L

érvényét veszti. Ha tehdt az abszolit geometridban a pdrhuzamosak posztuldtu-
mdnak érvénytelensége miatt lehetséges volna, hogy egyes haromszégek szogosszege
egyenld legyen 2R-rel, mialatt mds hdromszogek szogosszege eltérne a 2R érték-
t6l — akkor az indirekt mddszer nyilvén nem volna alkalmazhaté, ha ugyanis ilyen
koérilmények k6zott bizonyitdst nyerne, hogy hamis a tétel amely azt dllitja, hogy
a szOgOsszeg minden hdromszogben nagyobb (ill. kisebb) mint 2R — akkor ebbdl
még egydltaldban nem kovetkezne az euklideszi tétel, (amely szerint minden hirom-
szdg szOgeinek Osszege 2R), hiszen fennall még a ki nem zdrt eset, hogy egyes harom-
sz0gek szogeinek Osszege 2R, mds hdromszdgek szégdsszege viszont nagyobb (ill.
kisebb) mint 2R.

Euklideszi, kontra-euklideszi és nem-euklideszi geometria

5. A hegyesszég hipotézisére épiilG, SACCHERI dltal kifejtett geometriai rend-
szer immar tartalmazza a késGbbi hiperbolikus geometria szamos tételét; kiragadva
és onmagukban ezek a tételek mdr nem-euklideszi tételek, de a hegyesszog hipotézisére
épiilé SACCHERI-féle rendszer mégsem nevezheté a szé igazi, pozitiv értelmében vett
nem-euklideszi geometridnak; pusztdn technikai szempontbd! tekintve a dolgot,
ezt a jelz8t azért kell a SAccHERI-féle geometridtdl még megvonnunk, mert hidnyzik
a hegyesszog hipotézisére épiilé rendszer ellentmonddsmentességének a tétele, sét,
azt mondhatjuk, hogy a SACCHERI-féle eredeti rendszerhez még implicite hozzd-
tartozik az az onmagdban hamis meta-matematikai tétel, hogy a hegyesszog hipoté-
zisére épiilé rendszer két egymdsnak formadlisan ellentmondo dllitdst tartalmaz, illetve
az a szintén hamis felfogds, hogy ha a hegyesszog hipotézisére épiilld rendszer ellent-
monddsos, akkor az euklideszi rendszer sziikségszertien ellentmonddsmentes. A SACH-
CHERI-féle geometridt a szorosabb értelemben vett késGbbi nem-euklideszi geo-
metridtol nem maguk az eredeti, primer geometriai tételek kiillonboztetik meg —
hanem egy a rendszerhez hozzdtapaddé kivilrdl jovS tudat, amely az euklideszi
posztulditumhoz az igaz, — mig az ezzel formalisan szembendllé hipotézishez a
hamis logikai értéket rendeli hozzda. Eppen e lényeges kiilonbség miatt fogjuk a
SAccHERI-féle rendszert kontra-euklideszi rendszernek nevezni. A kontra-euklideszi

rendszer — bar tételeinek megfogalmazdsa nem-euklideszi — logikai szempontbdl
mégis szigoruan az euklideszi geometridhoz — és nem a nem-euklideszi geometridhoz
— tartozik: a kontra-euklideszi rendszer nem nem-euklideszi — hanem euklideszi!

Valoban, az euklideszi geometridhoz épp ugy szigoriian hozzdtartozik, hogy az
euklideszi posztulatumbdl kévetkez§ 4llitdsok igazak — mint az, hogy a neki ellent-
mondé tételek mind hamisak — feltéve, hogy nfaga ez a posztuldtum igaz!

Osszegezve az eddigieket, elmondhatjuk, hogy a parhuzamosak problémdjanak
megolddsdra vonatkozd elsd, eredeti, hiteles adataink az V. szdzadbdl szdrmaznak
€s hogy a tovdbbi értesiilések alapjan a probléma és a megolddsi kisérletek megjele-
nésének idGpontjdt legfeliebb az i.e. 1I. szdzadig vihetjiik vissza; ami pedig az
indirekt modszert, azaz egy kontra-euklideszi rendszer feldllitdsdt illeti — azzal
a céllal, hogy ez, egy gondolati kisérlet keretein beliil, mintegy az dldozati bardany
szerepét jdtssza, amelynek megsemmisitésével az euklideszi geometria élete és fenn-
maraddsa elnyerné szinte isteni biztositékait — err6l SaccHERI el6tt, eddig lényegé-
ben nem is beszélhettiink.
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Kontra-euklideszi rendszer meglétére utalo toredékek Aristotelesnél
(Altaldnos dttekintés)

6. A Corpus Aristotelicum®® kotelékébe tartozé miivek figyelmes dtvizsgdldsa
utdn azonban kénytelenek vagyunk levonni a kovetkeztetést, hogy a pdrhuzamosak
problémdjénak — a matematikat6riénet e Nilusénak — forrdsait sokkal feljebb
és sokkal mélyebben, az i. e. IV. szdzad kizepe tdjin taldlhatjuk meg. Erre vonatkozé
adataink a lehetd legjobb eredeti forrdsbol: ARISTOTELES miiveibdl, tehdt egyik
nemcsak rendkiviil megbizhato, de felbecsiilhetetlen ért¢k{i szemtanitdl szdarmaznak.
Szdmunkra taldn a legmeglep8bb az a tény, hogy a felszinre keriilt adatok tilnyomé
tobbségének bizonyitéka szerint ARISTOTELES geométer kortdrsai a problémdt mar
egy a SAcCCHERIEhez legkGzelebb dll0 indirekt modszerrel igyekeztek megoldani,
amelynek kapcsdn mdr egy valdsdgos kontra-euklideszi rendszert is feldllitottak
és igy eljutottak olyan fundamentdlis tételek felismeréséhez és bizonyitdsdhoz, ame-
lyeket SACCHERI kés6bb 6ndlldan bebizonyitott,2! s6t olyan allitdsokhoz is, amelyek
még SAcCHERINEl sem szerepelnek.?? Szdmos olvan helyet sikeriilt azonositanom,
ahol ARISTOTELES kiilonb6z3 logikai, metafizikai é€s etikai fejtegetések illusztraldsa
céljabdl vagy ilyen kontra-euklideszi tételeket idéz, vagy ezekkel kapcsolatos alta-

20 Aristoteles graece, ex recensione Im. Bekkeri, ed. Academia Regia Borussica, Berolini 1831;
az Osszes gorog idézetek a Bekker-féle kiadas lap-, hasab- és sorszamaira vonatkoznak.

2t Feltind az alabb kozolt 1. Aral. Prior. 66 a 14—135 toredék hasonlatossaga Saccheri XIV.
sz, tételével (i. m. 19—20; lasd fentebb a 17. sz. jegyzetet). — Ennek ellenére semmi okunk nincsen
feltételezni, hogy ezt Saccheri Aristotelest6l vette volna at. Saccheri minden dltala olvasott szerzét
behatdan idéz, Aristotelest azonban sehol sem emliti; ez szembettld, ha meggondoljuk, hogy Saccheri
elsdsorban filoz6fus és teoldgus volt, és elébb a grammatika, majd mint a filozofia és vitatkozo teo-
16gia professzora miikodott Milano, Torino és Pavia Jezsuita Kollégiumaiban (6 maga is tagja volt
a Jézus Tarsasiagnak); matematikdt ezzel parhuzamosan Pavidban adott el6 (Stickel—Engel, Die
Theorie der Parall., 34). Ebb6l mégsem kévetkezik, hogy Aristoteles miiveit behatban ismerte volna:
a XVII. szdzad masodik felétdl kezdve Aristoteles teljesen népszeriitlen volt és édltaldban nem olvas-
tak. Igy hat nagyon val6szinii, hogy a kérdéses tételt Saccheri Onélloan fedezte fel. — Meg kell
jegyeznem ezzel kapcsolatban, hogy a parhuzamosak problémdjanak torténete bdvelkedik ugyan-
annak a tételnek a t6bbek altal és kiilonbozd idokben teljesen 6nalldé — gyakran szinte szo szerint
megegyez6 — megfogalmazasban, — Felt{ind azonban, hogy Omar Khayyam igen kategorikus for-
méaban hivatkozik Aristotelesre. A parhuzamosak probléméja kénnyen megoldhaté — irja Omar —
dt alapvetd principum felhasznalasaval, amelyek koziil az elsd négy Arisztotelestdl szarmazik (az 6t6dik
a ma Eudoxos—Archimedes nevérdl ismert axioma). Ezek kéziil az elsé harom valoban eldfordul
Aristotelesnél; a harmadik példdul azt mondja ki, hogy a szdg két szdra minden hatdron tul tdvolodik
egymdstol. Proklos is felhasznélja ezt az dltala ,,axidbmanak” nevezett allitast bizonyitasi kisérletében,
¢€s azt Aristoteles De Caelo I 5 nyoman idézi (i. m. 371, 12—17); csak Saccheri mutatta ki elsé izben
teljes szigorral, hogy ez nem egy axiéma, hanem egy abszoliit geometriai tétel, amely azonban a
tompaszog hipotézise esetében nem is érvényes; (Saccheri, Euclides ab omni naevo, etc. 28—30). A
negyedik principium, amelyet Omar (7. m. 76) Aristotelesnek tulajdonit, a kovetkezbképpen hangzik:
két egymds felé tarté (konvergald) egyenes metszi egymdst, és nem lehet, hogy két egyenes elGbb egymds
felé tartson — majd ismét tdvolodjon egymdstél. — Ez, egy igen figyelemre méltd (az euklideszi posz-
tuldtummal ekvivalens) 4llitds: benne foglaltatik mar — negativ, tagadott formaban — az egymast
nem metszd, divergdlo (egyetlen kdzos merdlegessel rendelkez6) egyenespar fogalma. Sajnos azonban,
Aristoteles hatramaradt irdsaiban sem ez, sem ehhez hasonl6 allitas fel nem lelhetd és Omar tudo-
sitdsnak tOrténelmi hitelessége igen kérséges.

22 Legfontosabb ezek koziil az 5. Eth. Eudem. 1222b 35—36 és a 8. De Caelo 281b 5—7 tore-
dékek ; (1asd alabb). Ezek alapvetd jelentdségii tételeket mondanak ki —a 8. De Caelo 281h 5—7 tore-
dék kimondja, hogy ha az euklideszi posztuldtum nem igaz, akkor a négyzet dtldjanak hossza racio-
ndlis értéket is felvehet; az 5. Eth. Eud. 1222b 35—36 toredékben pedig mar szerepel a Riemann-féle
geometria szingularis maximdlis négyzete — és ezek nemcsak Saccherinél — de a nem-euklideszi geo-
metria elsé meglapitoinil sem szerepelnek!
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linos meta-matematikai megjegyzéseket tesz; egyetlen olyan helyet ismerek, amely-
bél arra lehet kovetkeztetni, hogy a korabeli geométerek a pdrhuzamosak problé-
mdjdnak mdr direkt Gton valéo megolddsdval is kisérleteztek;?? ezenkiviil szimos.
olyan hely taldlhaté meg a CorpUSs-ban, amelyekbd] ezeknek a kisérleteknek a hatdsa
indirekt médon kiolvashatd.

Aristoteles kordban a koplandris egyenesek metszésére vonatkozd nevezetes.
euklideszi dllitdis még biztosan nem szerepelt a posztulditumok csoportjdban;2*
ez azonban nem jelenti -azt, mintha a pdrhuzamosak problémdja még nem tevsd-
hetett volna fel. S6t ellenkezdleg: az euklideszi geometria ez dntudatlan paradicsomi
dllapotdhoz a parhuzamosak problémdja szervesen hozzdtartozik, és ebben az dlla-
potban akaratlanul, még ha nem mondjdk ki, akkor is — a dolgok természete
folytdn, benne rejlik. Mai szemmel nézve ugyanis azt mondhatjuk: a pirhuzamosak
posztuldtumdnak hidnya folytdn ennek a kornak a geometridja még abban a tudat-
ban él, hogy & egy Bolyai-féle abszoliit geometria és igy, ennél fogva, a dolgok ter-
mészetébdl folyik, hogy bdrmely dnmagdban euklideszi jellegli tétel szigori bizo-
nyitdsira irdnyulé torekvés elébb utdbb, automatice felveti a pdrhuzamosak
problémadjt.

A szdéban forgo szévegrészek elszértan fellethet6k ARISTOTELES majd mindegyik
Jelent8sebb miivében; taldlunk ilyencket az Elsé és a Mdsodik Analitikdaban, a
Szdfistdk Cdfoldsdban, a Fizikdban és végiil mind a hdrom etikai munkdban. Mind-
ezek az aristotelesi szdvegrészek ugy tekintenddk, mint egy EUKLIDES el8tti — de
ugyanakkor kontra-euklideszi rendszer toredékei; a szellemi archeoldgia dital,
az aristotelesi miivek Corpus-dnak geoldgiai rétegeibdl felszinre hozott antik vdzdt
a mai olvasé rendkiviil modernnek ldtja és hajlamos azt egy olyan szellemi produk-
tumnak tekinteni, mint ami joval megelSzte volna kordt; az emberi szellem min-
dig egykoru 6nmagdval és sohasem elézheti meg kordt; de igenis az egyes egyének
szubjektiv tudata elmaradhat az objektiv emberi szellem mégott. Az aristotelesi
Corpus-bol felszinre keriil§ kontra-euklideszi elmélet sem el8zte meg kordt, hanem
ellenkezGleg, az szervesen beleillik, s6t szinte szitkségszeriien kovetkezik PLATO
és Eupoxos kornyezetének szellemi légkorébdl.?s

A tompaszogek hipotézise és annak leromboldsa

( Anal. Prior. 66a 11—15)

7. Az emlitett téredékek kozott van hdrom olyan szGvegrész, amely minden
kétséget kizdrdan azt bizonyitja, hogy az ARISTOTELES korabeli gorog geométerek
mdr feldllitottdk a rompaszég hipotézisét. E téredékek kozil kett8 az Analytica

23 Lasd alabb a 8. Anal. Prior. 65a 4—7 toredéket.

24 Erre enged kovetkeztetni maga — az imént a 23, sz. jegyzetben idézett — 18. Anal. Prior.
65a 4—7 toredék (lasd T. L. Heath, The Thirteen Books of Euclid’s Elements; vol. 1. 202, Cambridge
1908); erre kovetkeztethetiink ‘azonban Proklos nyilatkozataibdl is, aki errdl mindig mint Euklides
posztulatumarol beszél és annak bevezetését mindig személyesen Euklidesnek réja fel; (lasd a 3. sz.
jegyzetet).

25 Proklos (i. m. 67), valosziniileg Eudemos nyoman mar emliti az Akadémidban kézbsen
végzett kutatdsokat, amelyeknek jorésze éppen a matematika szigoru felépitésére volt irdnyitva;
mindaz amit a bizonyitasok szigorava tételével kapcsolatban Proklos oly nagy részletességgel Eukli-
desnek tulajdonit (i. m. 74—75), minden val6sziniiség szerint, az 6t megel$zd két matematikus-gene~
r4ci6 miive volt, lényegében tehat az Aristoteles korabeli athéni matematikusoké.
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Priora 11 17, 66a 11—15 helyén taldlhaté. Megel6zGleg ARISTOTELES azt irja, hogy
ugyanaz a hamis (Yebdog; 66a 11) kovetkezmény tobbféle feltevésbdl is szdrmaztat-
hatd, amiben semmi helytelen, abszurd nincsen (dtomov; 66a 13); majd a kovet-
kezd8kkel folytatja: mert példdul, a pdarhuzamosak metszik egymdst akkor is, ha a
belsé (sz6g) nagyobb mint a kiilsé (s26g) és akkor is, ha a hdrom szig (azaz a harom-
szog szdgeinek Osszege) nagyobb mint két derék (sz6g).28

Az eredeti szoveg rendkiviil elliptikus; a zdrojelbe tett kifejezések egydltaldn
nem szerepelnek benne; ez az elliptikus kifejezésforma, amely az idézett matematikai
tételek tartalmdra csak célzdsszerlien utal — dltaldnos jellemvondsa az aristotelesi
szovegnek. Mivel a rednk maradt irdsok az akroamatikus szdvegek csoportjdba
tartoznak és eredetileg egy beavatott kozonséghez sz6l6 elGaddsokat tartalmaznak,
természetes, hogy a szerz8 (vagy az elGaddsokat jegyzet alapjan kiadé hallgatok) —
a korikben haszndlatos familidris technikai zsargont haszndlta, és a hosszadalmas
szOvegezésli matematikai tételeket a leglényegesebb szavakra, maximdlisan le-
roviditett formdban haszndlta; igy példdul az euklideszi geometria egyik alapvetd,
ko6zismert tétele a kdvetkezs, klasszikus, teljes formédban szerepel az Elemek (1. kdnyv
32. 2 tétel): bdrmely hdromszogben... a hdromszég hdrom belsé szdge egyiittesen
két derékszoggel egyenlo. Ehelyett a megfogalmazas helyett, ezt a tételt ARISTOTELES
altaldban a kovetkezd roviditett formdban idézi: ,,hdromszog két derék™. Ismervén
az ARISTOTELEStSl hdtramaradt irdsoknak ezeket a sajdtossdgait, semmi akaddlyba
nem iitkdzik az idézett szdvegekbe a zdrdjelbe helyezett kifejezéseket kozbeiktatni.2”
Ezek utdn, az idézett példdk kozill, a mdsodik értelmezése teljesen vildgos és ez a
kovetkez8 parafrdzissal adhaté vissza:

(1) Ha a hdromszég szogeinek iosszege nagyobb mint 2R, akkor a parhuzamos
egyenesek metszik egymdst. (Anal. Prior. 66a 14—15).

Ez az ARISTOTELES dltal idézett példa nemcsak azt mutatja, hogy a korabeli
2orég geométerek mdr felvetették a tompaszdg hipotézisét — hanem, hogy e kiindulo

26 ¢mei Tadtd ye weddog auufaivery Sid mAeidvew dnobéoewv 0ddev iows dromov, oiov tdg nagai-
Ajdove ovumintew wal e psilwv éotiv f évrog Thc éxtog xai & to toiywvov Exer mheiovg dpfac
dveiv. (Falsum concludatur per multas hypotheses: veluti lineas parallelas concurrere, sive maior
sit angulus internus externo, sive triangulus plures duobus rectis angulos habeat.) — Az egységesség
kedvéért, — és mivel ezek allanak sz6 szerint a legkGzelebb a gorog eredetihez, — az idézett gorodg
szOvegekkel parhuzamosan adjuk azok latin valtozatait is, a kovetkezd szerzok forditasaban:
Analytica Priora, Analytica Posteriora, Topica, De Sophisticis Elenchis, Physica, De Anima — lulius
Pacius forditasaban; De Caelo — Toannes Argyropylos forditasdban; Ethica Nicomachea — Diony-
sius Lambinus forditdsaban; Magna Moralia — Georgius Valla forditdsaban; Ethica ad Eudemum —
Ismeretlen forditasaban; Metaphysica Bessarion kardindlis forditdsaban. A latin forditasokat a ko-
vetkezd kiadas szerint idézzitk: Aristotelis Opera Omnia, graece et latine; edidit Guil. Du Val,
Lutetiae Parisiorum 1629, (Ugyanezek a latin szévegek szerepelnek a Bekker-féle kiadds harmadik
kotetében is), Ezeken kiviil szamos mds (angol, francia és német) forditast konzultaltam; igy az E. D.
Ross vezetése alatt késziilt angol, valamint az E. Grumach vezetése alatt folydban levd német ki-
dast; (Az ElsS Analitikdt A. J. Jenkinson, a Mdsodik Analitikdt G. R. G. Mure, a Topikdt és a Szofis-
tak Cdfoldsait W. A. Pickard-Cambridge, a Fizikdt P. P. Hardy és R. K. Gaye, az Egrdl sz616 kony-
veket J. L. Stocks, a Lélekrol sz616 konyveket J. A. Smith, a Metafizikdt W. D. Ross angol fordita~
sdban; a hirom Etikdt F. Dirlmeier, a Lélekrl sz616 munkat W. Theiler német forditasaban);
J. Tricot francia kiadasait (Organon, Az Egrdl, A Lélekrdl), a Mdsodik Analitikéhoz valamint a
Topikdhoz felhasznaltam még H. Tredennick és E. S. Forster gorog és angol kiadasat, (I.ondon
1960), a Fizikahoz C. Prantl gorog és német szovegét (Leipzig 1854) és a Metafizikahoz D. W. Ross
gorog kiadasat és kommentarjait (Oxford, 1953).

27 Természetesen a felderits szovegek kozbeiktatdsa nem minden esetben ilyen egyszeri feladat
éslnem mindig sikeriil egyértelmiien 1igy, hogy minden tovdbbi vita és probalkozas foloslegessé
vélna altala.
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feltevés kovetkezményeit is alapos kutatdsnak vetették ald. Valdban, ez egy teljesen
korrekt és egyéltalan nem trividlis implikdcid. A konkluzié (a pdrhuzamosak metszik
egymdst) nem kovetkezik minden tovabbi nélkil a premisszdbdl — (a hdromszég
szogeinek Osszege nagyobb mint 2R). A konkluzionak a parhuzamosak problémdja
szempontjabol 1ényeges jelentése: a tompaszog hipotézisébdl a BoLyal-féle abszolut
geometridn belil alapvetd ellentmondds kovetkezik: az egymdst nem-metszé
(pdrhuzamos) egyenesek — metszik egymdst. Ez azonban nem mads, mint a LEGENDRE
nevén ismert tétel, amelyet azonban 1733-ban mdr SACCHERI is bizonyitott,?® de
a tétel SACCHERI-féle megfogalmazdsdban igen kizel dll annak aristotelesi formdjihoz;
SACCHERI ugyanis, mdr eldre bevezetett segédtételek alapjan, éppen azt bizonyitja,
ami az Anal. Prior. 14—15 helyén ki van mondva: ha a hdromszog szogeinek osszege
nagyobb mint 2R, akkor két (az Elem. 128 alapjan) egymdssal pdrhuzamos egyenes
metszi egymdst.?® A tétel bizonyitdsdhoz sziikséges leglényegesebb segédtétel
mar a kozépkori arab nyelvii szerzGknél, valamint GERSONIDES munkdjdban is
megtaldlhato; e dontG jelentGségli segédtételre jellemz8, hogy az Eupoxos—
ARCHIMEDES-féle axiomdra épiil. Konnyen elvégezhetS az ARISTOTELES dltal idézett
tétel rekonstrukcidja, amelynek keretében a premisszabol a kdvetkezmény csupdn
a korabeli gér6g matematikdban hasznalatos tételek és moddszerek segitségével
szarmaztathatd. Ebben a rekonstrukcidéban nem jdtszik szerepet, ha szoban forgo
parhuzamos egyeneseket az Elem. 1. 28 tétele alapjan ugy definidljuk, mint olyan
koplandris egyenespdrt, amely egy harmadik metszé egyenessel, a metsz egyik oldaldn
egyiittesen 2R értéket kitevd belsé szogeket alkot — vagy, ha ett6l eltérSen, ellenkezi-
leg, feltételezziik, hogy a pdrhuzamos egyenesek a metszi egyenes egyik oldaldn
olyan belsé sziéget alkotnak, amelyek Gsszege nagyobb mint 2R. Jelent8ségteljes
mozzanat azonban, hogy az Eupoxos dltal bevezetett axidmdra a bizonyitdsban
elengedhetetleniil szitkség van3°.

Sziikség van azonban az idézett implikdcié bizonyitdsdhoz arra is, hogy a sz6gek
osszege minden haromszogben nagyobb legyen mint 2R. Ez egy igen bonyolult
tétel, és csak SACCHERI bizonyitotta be elsd izben teljes szigorral mint egy abszolat-
geometriai dllitdst.

Semmi nyoma nincsen annak, hogy egy ilyen tétel explicit kimonddsdnak és
f6leg bizonyitdsdnak a sziikségességét a gor6gdk mdr beldttdk volna, és szinte
biztosan dllithatjuk, hogy nem. Ellenben egész mentalitdsukbdl kodvetkezik, hogy
a kontra-euklideszi hipotézist mdr egyenesen ebben az dltaldnos formdban értel-
mezték, mint olyat, tehdt amelyik vdltozatlanul érvényes minden hiromszog ese-
tében. Erre enged kovetkeztetni a megfogalmazds hatdrozatlan modja is, amely
dltaldnossdghan beszél a hdromszég szogosszegérdl. (Ennél tovdbb menve, egy a
Metafizika 1X. 10 fejezetében foglalt szovegb6l, Mertaph. 1052a 10—11, feltevés-
szeriien arra lehet kovetkeztetni, hogy ha egy ilyen tétel kiilon bizonyitdsat nem is
érezték sziikségesnek, mégis tudtdk — illetve azt mondhatndnk, hogy inkdbb ter-
mészetesnek tartottdk —, hogy a haromszogek univerzuma csak vagy teljes egészében
euklideszi —, vagy egészében nem-euklideszi lehet, €s hogy nem dllhat fenn, hogy

28 Lasd fent a 17. sz. jegyzetet.

2% Prop. XIV: Hyotheses anguli obtusi est absolute falsa, quia se ipsum destruit (Saccheri,
i. m. 19—20).

3¢ E rekonstrukcié részleteire vonatkozolag 1. I. Toth, Das Parallelenproblem im Corpus Aris-
totelicum (Archive for History of Exact Sciences, 1966 vol. III., 304—311).
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egyik hdromszogben a szOgek Osszege egyenld legyen, mig mds hdromszégben ne
legyen egyenl§ két derékszoggel.)

Vildgossdga és egyértelmiisége folytdn ez a hely (Anal. Prior. 66a 14—15)
dnmagdban is elegend8 alapot szolgdltathatna nemcsak annak a feltételezésére, hogy
az ARISTOTELES korabeli gbrog geométerek a tompaszég hipotézisét egyszeriien,
mint egy dtmeneti Gtletet pusztdn felvetették volna — hanem arra is, hogy a hipo-
tézis logikai kovetkezményeit rendszeresen kutattdk, és hogy az ebbe a korbe tar-
tozé domtS fontossdgli eredményt, a tompaszég hipotézisének ellentmonddsos jel-
legét kimondo tételt szigoruan be is bizonyitottdk.

Szerencsére azonban ugyanazon a helyen rendelkezésiinkre dll még egy geo-
metriai téredék, amelybsl ugyanaz a kovetkeztetés vonhaté le; nevezetesen, a mar
idézett hely elsé fele, amely az eredeti szovegben a koévetkezGképpen hangzik:
a pdrhuzamosak metszik egymdst... ha a belsé (sz0g) nagyobb mint a kiilsé (sz6g).
E hely értelmezése sem iitkozik kiilondsebb nehézségbe. A mondat szerkezetébdl
elég vildgosan kitiinik, hogy a belsG és a kiilsG sz6g, amelyekr§l emlités torténik,
a pdrhuzamos egyenesekkel van kapcsolatban; ezek szerint az idézett hely teljes,
explicit formdban a koévetkez6képpen volna megfogalmazhatd:

(2) Ha két pdarhuzamos egyenest egy harmadik egyenes tigy metsz, hogy a metszé
egyenesnek ugyanazon az oldaldn létrejott belsé szég nagyobb, mint a vele szemben
Jfekvd kiils6 sz6g —, akkor a pdrhuzamosak metszik egymdst. (Anal. Prior. 66a 13—14).

8. Az idézett két ikertdredékbsl most mdr valdban arra kovetkeztethetiink, hogy
a tompaszOg hipotézise igen részletes vizsgdlatnak volt aldvetve, hiszen, ime itt van
el6ttiink annak két egymadstdl eltér6 megfogalmazdsa is; nyilvdnvald, hogy a gorég
geométerek tobbféle tton is megkiséreltek dontést létrehozni abban a problémdban,
amelynek megolddsdra irdnyultak vizsgdlataik. Ez pedig nem lehetett mds, mint
éppen az, amit késGbb a pdrhuzamosak problémdjinak neveziek3!.

A két idézett toredékbdl az is azonnal kideriil, hogy milyen euklideszi tételek
abszol(t bizonyitdsdrdl lehetett sz6: az (1) téredék (Anal. Prior. 66a 14—15) minden
tovabbi nélkiil viligosan mutatja, hogy a hdromszbgek szogeinek sszegére vonatkozo
Elem. I 32. 2 tétel3? volt az egyik, amelyik a bizonyitdsi kisérletek célpontjdban
dllott. De hiszen ez a tétel az FElemekben szigoruan bizonyitva van és annak
bizonyitdsa mdr ARISTOTELESnél is szerepel! De megbizhaté tuddsitdsok arrol
vallanak, hogy ez a bizonyitds mdr joval el6tte a pythagoreus matematikusok koré-
ben is ismeretes volt. Azonban az Elem. I 32. 2 tétel bizonyitdsdhoz elengedhetetlen
szitkség van az Elem. 1 29 tételre. Fz t. k. hdrom egymdsbdl kozvetleniil kdvetkezd
tételt tartalmaz és e hdrom tétel egyenként az Elemekben azokat kozvetleniil meg-
el8z8 Elem. I 27 és az ebbdl kozvetleniil kvetkez8 Elem. I 28 (amely ismét két
tételt tartalmaz: I, 28. I és 28. 2) tételeknek a reciprokjai. Nevezetesen az Elem. 1 27
valamint Elem. I 28.1 és I 28. 2 a pdrhuzamossdg elegends feltételeit mondja ki.
Legyen a és b két koplandris és ¢ egy ezeket 4 és B pontokban metsz§ egyenes,

31 A két ikertoredék (66 a 11—15) Osszefiiggését a parhuzamosak problémajanak EUKLIDES
elotti korszakdval mar a kévetkezd dolgozataimban targyaltam: Toth 1., A Bolyai Geometria filozo-
fiai vonatkozdsai, — *’A parhuzamosak problémaja Aristotelésnél” c. fejezet (Bolyai Jdnos élete és
midve ¢. tanulmanykotet, Bukarest 1953, 264 1.); I. Toth, Unele aspecte filosofice ale geometriei ne-
euclidiene (Cercetari filosofice, III. 3, 1955, 38—39 1.)

32 Az Elem. 1. 32 allitas két tételt tartalmaz; az allitas els6 része (Elem. I 32. 1.) kimondja, hogy
a kiilsG szog nagyobb mint a hdromszdgben vele szemben fekvd belsé szdg bdrmelyike; csak az allitas
masodik része (Elem. I. 32. 2) mondja ki a szdgek dsszegére vonatkozd klasszikus tételt.

MTA III. Osztdly Kozleményei 17 (1967)




12 TOTH 1.

akkor dll a kdvetkez8 implikdcid: ha a véltoszogek egyenl6k — akkor a két kopla-
ndris egyenes nem metszi egymadst (Elem. I 27; 1 dbra) ; ha a ¢ metsz§ és az a egyenes
dltal, a ¢ metsz8 egyenes egyik oldaldn létrejott szog egyenl§ a metsz$ egyenesnek
ugyanazon az oldaldn fekvd, de a mdsik, b egyenessel alkotott kiilsG szoggel — akkor
az a és b egyenesek nem metszik egymdst (Elem. I 28.1; 2 dbra), — és végiil: ha
az a, b egyenesek és a metsz§ dltal a metszG egyenesnek egyik oldaldn alkotott
két belsd szog egylittesen 2R — akkor az a és b egyenesek nem metszik egymadst.
(Elem. I 28. 2; 3 dbra). Az Elem. I 29 alatti harom tétel — mint az el6bbi hdrom

c C C
b B/ b /<§ b -/
& B
a - a s a >
£ A 4 /

Elem.I27 : (ck=B") —(allb). Elem.I128.1:(x=§)—(allb). E(em.123.2:(u+p-2ﬁ)*(alb)y

1. dbra 2. dbra 3. d@bra

tétel reciprokja — a parhuzamossdg sziikséges (¢s az elGbbiek miatt egyben elegendd)
feltételeit dllapitja meg. Ezek szerint, ha feltételként adva van a premissza, hogy
az a és b koplandris egyenesek egymdssal parhuzamosak — (és ¢ ismét egy ezeket
metsz6 harmadik egyenes) — akkor: a véltdszdgek egyenlSk, (Elem. I29. 1) ; a metsz8
egyenesnek egyik oldaldn fekvd bels§ szog egyenlS a metsz8nek ugyanazon az oldaldn
szemben fekvs kiilsd szdggel, (Elem. I 29.2), — és végiil: akkor a metszd és a két
parhuzamos egyenes 4dltal, a metszének egyik oldaldn alkotott két belsé szog egyiit-
tesen 2R, (Elem. I 29. 3). Igen dm, de addig mig a hdrom els§ tétel (Elem. I 27,
28. 1 és 21. 2) abszolut — ezek reciprokjai valddi euklideszi tételek, és a parhuzamos-
sdgi axioma nélkiil nem bizonyithatdk! S6t — felt{ind mddon éppen itt — az Elem. I
28. 2 és az Elem. I 29. 1 koz6tt vonul dt az abszolit geometria és az euklideszi geo-
metria nevezetes demarkdcios vonala: az Elemekben az Elem. I 29. 1 az els§ valddi
euklideszi tétel. A pdrhuzamossdgot az Elem. I def. 23 definicidja irja le; az Elem. I
27 és I 28 éllitdsok a pdrhuzamos egyenesek effektiv egzisztencidjdt bizonyitjdk;
ezek szerint mdr a (BoLyAal-féle) abszolit geometria axiomdibdl szigortan kovetkezik
a pdrhuzamos egyenes egzisztencidja; Az Elem. I 29 tétel mdrmost az el@bbicket
sziikségszerli modon kiegészitve végiil ismerteti a pdrhuzamos egyeneseknek azt
a lényeges tulajdonsdgdt, amely ezeket dltaldnosan jellemzi; igy példdul: ha két
koplandris egyenes parhuzamos egymdssal, akkor egy tetszés szerinti metszével min-
dig olyan szogeket alkot, hogy a metszé egyenes egyik oldaldn fekvé belsé szog egyen-
16 az ugyanazon az oldalon az elsével szemben fekvd kiilsé szoggel (Elem. I 29. 2).

Az Elem. I 29 tételének az indirekt Gton térténd bizonyitdsdahoz meg kell fogal-
mazni az ezzel formdlisan szemben 4116 dllitdst és ezt aztdn meg kell donteni azzal,
hogy kovetkezményei kozott belsé ellentmonddst mutatunk fel. Igy példdul az.
Elem. I 29. 2 tétellel a kovetkezSt kell szembedllitani: (P) Ha két koplandris egyenes
pdrhuzamos, akkor egy tetszés szerinti metszével alkotott belsé szog nem egyenld
d metszének ugyanazon az oldaldn, de az elsé szoggel szemben fekvd kiilsé szoggel.
Valamilyen okbdl kifoly6lag — (taldn mert ezzel az dltaldnos hipotézissel nem bol-
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doguitak, taldn azért, mert ebben a parhuzamosakat egy hatdrozatlan predikdtum
jellemzi — azaz szorosabban véve ezek egydltaldn nincsenek jellemezve, vagy pedig
csak a hosszas €s ismételt probdlkozdsok véletlenszerli eredményeként) — ezt az
altaldnos ellen-hipotézist két diszjunkt részre bontottak éspedig: ha két koplandris
egyenes pdrhuzamos — akkor a belsé szog nagyobb mint a killsé (P 1 hipotézis),
ez természetesen a tompaszdg hipotézisének az idézett helyen (Anal. Prior. 66a
13—14) taldlhaté megfogalmazdsa; a hipotézis masik része: ha két koplandris egyenes
pdrhuzamos egymdssal — akkor a belsé szog kisebb mint a kiilsé (P 2 hipotézis);
vildgos, hogy ez a hegyesszOg megfelel6 megfogalmazdsi hipotézise; ez utobbi
azonban nem lelhetd fel a Corpus dltal megdrzitt szévegek kozoit.

A hegyesszog hipotézise és az elemek V posztulituma

9. De ha itt nem — ugy megtaldlhatd a hegyesszog hipotézisének az Elem.
1 29 tételével szembehelyezett P 2 varidnsa a kissé odébb, a szellemnek a Corpus
anyagdval szinte egyidejli geoldgiai rétegében, nevezetesen az EUKLIDES-féle Elemek-
ben: nem mds ez, mint maga az EUKLIDES dltal bevezetett V. posztuldtum.

Ennek a feltevésnek az elfogaddsdra azonban sziikség van a kovetkez$ meg-
fontoldsokra:

(a) a tompaszég P 1 megfogalmazdst hipotézisében a gorég geométerek
szdmdra valdsziniileg kiilongs gyonyoriiséget okozo, rendkiviil plasztikus €s pregndns
ellentmondds adodott ki, mint végeredmény: a pdrhuzamos (azaz egymdst nem
metszé) egyenesek — metszik egymdst; természetesnek tiinik elvdrni, hogy ha a
hegyes sz6g megfelels, P 2 fogalmazdsi, hipotézise megddnthetd — akkor az ebbdi
kiindulé gondolatidncolat végén ugyanennek a plasztikus ellentmonddsnak kell
majd elGdllnia. A hegyesszOg hipotézise esetén tehdt az (2) Anal. Prior. 66a 13—14
helynek megfelelGen, a kovetkezd implikdcionak kellene fenndllnia: fia a (parhuza-
mosakat metsz8 egyenes dltal alkotott) belsé szog kisebb mint a (metsz§ egyenesnck
ugyanazon az oldaldn, de az el6z8vel szemben fekvd) killsé szég — akkor a pdrhuza-
mos egyenesek metszik egymdst.

(b) Alapvetd fontossaggal bir azonban a kovetkez6 — immadr valamivel ne-
hezebben beldthatd, finomabb kévetelmény sziikségességének a felismerése: ahhoz,
hogy a sziikséges és remélt ellentmonddshoz eljussunk, — illetve ahhoz, hogy a
két, eredetileg parhuzamosnak feltételezett egyenes bizonyitott incidencidja valdban
formadlis ellentmondds legyen és hatékonyan megdontse a kiinduldst képezd P 1
vagy P 2 hipotézist — elengedhetetleniil sziikség van annak a preciz és kategorikus
leszégezésére, hogy a pdrhuzamosaknak feltételezett egyenesek a harmadik, ket
metsz0 egyenesnek éppen azon az oldaldn taldlkoznak, amelyiken a belsé szog na-
gyobb (ill. kisebb) mint a szemben fekvé killsé szog. A P 1 megfogalmazdsii tompa-
sz6g hipotézis esetében bebizonyitott és a Corpus (2) Anal. Prior. 66a 13—I4 tdre-
dékében fennmaradt implikdcidban ez a kik6tés nein szerepel; ezt a hidnyt azonban
minden tovdbbi nélkiil megmagyardzhatjuk a Corpusban szerepld matemetikai
tételek megfogalmazdsdnak teljesen dltaldnos elliptikus, s6t egyenesen /laza és
pongyola jellegével. Kétségtelennek kell azonban tartanunk, hogy azok a matema-
tikusok — (EuDOX0s tanitvdnyai!) — szdmdra, akik ilyen finom és rendkiviil fej-
lett logikai érzéket kovetd kérdésekkel ebben a stilusban és ezen a szinten (éppen
a szigorusag tudatosan megfogalmazott kovetelménye dltal hajtva) foglalkoztak —
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ez a kovetelmény preciz és explicit formdban jelentkezett. Valdban, a (2) Anal.
Prior. 66a 13—I14 helyen szerepl§ implikdcié bizonyitdsdnak rekonstrukcidja,
ennek a feltételnek a szigort tekintetbevételével, pusztdn az akkor mdr ismert se-
gédtételek igénybevételével minden kiilonosebb nehézség nélkiil sikeresen elvégez-
hetS. Igen konnyen eljuthatunk ugyanis arra a végkovetkeztetésre, hogy a két
egymdst eredetileg nem metszének feltételezett egyenes metszi egymdst — de ugy,
hogy a metszéspont a kozds metsz8 egyenesnek a mudsik oldaldn van, ahol éppen
megforditva: a bels6 szog kisebb mint a vele szemben fekvé kiilsG szdg; sajnos,
azonban, ez a végkovetkeztetés egydlialan semmilyen ellentmonddsban nincsen
a kiindulo hipotézissel és igy azt nem is rombolja le! Hiszen ez a tétel pl. az euk-
lideszi geometridban mindig igaz, és a hiperbolikus geometridban sem mindig
hamis! Mert mi sem természetesebb anndl, hogy egy metsz4 egyenes oldaldn egy-
mastdl tdvolddo, divergdld egyenesek (ilyen a két koplandris a, b egyenes a P 1
hipotézis esetében, ha tehdt a belsé szog nagyobb, mint a kiils6) a metsz8 egyenes
mdsik oldaldn konvergdljanak, gy, hogy kelléképpen meghosszabbitva egymadst
messek is! Igy hdt, ennélfogva azt kell mondani, hogy valdban kritikus jelentéséggel
bir annak az explicit megfogalmazasa, hogy a P 1, ill. a P 2 hipotézis esetében a fel-
vett koplandris egyenesek eleve feltételezett nem-metszése melyik félsikban valdsul
meg ¢s ilyen koriilmények kozott az implikdcid premisszdjat lerombold végkdvet-
keztetés is csak akkor mond formadlisan ellent a premisszanak, és igy csak akkor
donti azt meg, ha azt bizonyitja, hogy a parhuzamosnak feltételezett egyenesek inciden-
cidja ugyanabban a félsikban valésul meg, amelyben eredetileg azok non-incidencidgjdt
feltételeztiik.

Ehelyiitt kell megemliteniink azt is, hogy PTOLEMAIOS a fenti pongyola mdd-
szerrel gondolta megddnteni a pdrhuzamosak euklideszi posztulditumadval dltala
szembedllitott hipotéziseket; PROKLOS azonban, aki az eredeti munka alapjdn ismer-
teti PToLEMAIOS kisérletét, mdr igen kategorikusan ramutat az elkGvetett hiba trividlis
jellegére.®® Logikai szigor tekintetében azonban ARISTOTELES kortdrsai PTOLE-
MAiosnal — és Prokrosndl is sokkal magasabb szinten dllottak és sokkal igénye-
sebb kritikai szellemmel rendelkeztek. Az elGbbiek alapjdn tehdt feltessziik, hogy

a tompaszog P 1 megfogalmazdsii hipotézisét

1% az ARISTOTELES korabeli geométerek eredetileg

a kovetkezS preciz formdaban értelmezték: ha
két pdrhuzamos egyenest egy harmadik egyenes
metsz — akkor a két eredeti egyenes a metszonek
azon az oldaldn nem taldlkozik, amelyiken a belsé
szog nagyobb mint a vele (a metsz6nek ugyan-

X azon az oldaldn) szemben fekvé kiilsé szog
(4. dbra). Ennek megfeleléen a Corpus altal
(AXIBY) — («>F). meg’f')'rzétt' végerec’lményt is erec.ietileg a k,éivet-

kez6 preciz formdban kellett kimondani és be-

bizonyitani: ha két koplandris egyenest egy har-

4. dbra madik egyenes metsz és ha a két egyenes a met-

5z6 egyenesnek azon az oldaldn nem metszi egy-

madst, amelyiken a belsé szog nagyobb mint (a metsz6nek ugyanazon az oldaldn) vele
szemben fekvo kiilsé szog — akkor ez a két egymdssal pdrhuzamos egyenes metszi

33 Proklos, 365—368.
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egymast éspedig éppen a metszé egyenesnek azon az oldaldn, amelyiken a belsé szog
nagyobb mint a kiilsé (5. dbra). Ez valéban a remélt és elvart formadlis ellentmondds.

Ennek megfelelGen a hegyesszog P2 hipotézisét a kovetkezGképpen kellett
eredeti formdjaban megfogalmazni: ha két pdrhuzamos egyenest egy harmadik
egyenes metsz — akkor a két egyenes a metszének azon az oldaldn nem taldlkozik,
amelyiken a belsé szog kisebb, mint a (metsz6nek ugyanazon az oldaldn) vele szem-
ben fekvi kiilsé szog (6. dbra).

(AXUBY) — (x<E).
(x>F) — (AX N BY=Q). ; §

5. dbra 6. dbra

Ebben az esetben egészen vildgos, milyen fontos mdr a feltételben kimondani,
hogy a pdrhuzamos egyenesek non-incidencidja a metsz8 egyenes dltal meghatdro-
zott két félsik melyikében valdosul meg; ellenkezs esetben tehdt ha ezt nem precizi-
rozzuk, akkor ez az 4llitds nem is szerepelhet mint egy az Elem. I 29. 2 tételével
szembendllé hipotézis! Megfeleld mddon, P2 hegyesszég hipotézis esetében a
remélt és vart — magdt a P 2 hipotézist megdont§ — végeredménynek a kdvetkez8
megfogalmazdsban kellett volna egy (BoLyail-féle értelemben vett) abszolit kovet-
keztetési ldncolat legvégén megjelennie: ha két koplandris egyenest egy harmadik
egyenes metsz és ha a két egyenes a metsz6 egyenesnek azon az oldaldn
nem metszi egymdst, amelyiken a belsé szog kisebb mint (a metsz6nek ugyanazon
az oldaldn) vele szemben fekvé kiilsé szog — akkor ez a két (egymdssal parhuzamos)
egycnes metszi egymdst, éspedig a metszo egyenesnek éppen azon az oldaldn, amelyiken
a belsé szog kisebb mint a kiilsé (7. dbra).
Ebbsl azonnal kovetkezik tehdt, hogy
a feltevés hamis, és a két pdrhuzamos-
nak feltételezett koplandris egyenes, amely
egy kozos metszével ennek egyik oldaldn
kisebb belsé szoget alkot a szemben fek-
vé kiilsé szognél — nem lehet pdrhuzamos,
éspedig a metszének azon az oldaldn ta-
lalkozik egymadssal, amelyiken a belsé szog
kisebb mint a kiilsé.

(©) Végil, igen kénny( beldtni, hogy el gt e el
valamint az Elem. I 29.2 esetb8l koz-
vetleniil kovetkezik az Elem. I 29. 3 tétel
— hasonléképpen az Elem. I 29. 2 tétellel
szembedllitott két hipotézisbsl is minden tovdbbi nélkiil kdvetkezik a tompaszdg,
illetve a hegyesszdg hipotéziseinek egy-egy olyan megfogalmazdsa, amelyik az

7. dbra
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Elem. I 29. 3 tételnek a formilis negdcidja. Ezzel kapcsolatban meg kell jegyezni,
hogy az (2) Anal. Prior. 66a 13—I14 helyen fellelhet6 implikdcio rekonstrukcid-
jaban szinte sziikségszer(i modon kell dttérni a tompaszdg hipotézisének az Elem.
129. 3 tétellel szembendlldo megfogalmazdsdra. Ebben az esetben a tompaszog (ill.
a hegyesszog) -hipotézise a kovetkezSképpen fogalmazhatd: ha kér koplandris
egyenes pdrhuzamos egymdssal, akkor ezek, egy harmadik Oket metszé egyenessel
a metsz§ egyenes egyik oldaldn olyan belsé szigeket alkotnak, amelyek dsszege
nagyobb (ill. kisebb) mint 2R. A megfeleld, lényegtelen szovegbeli mddositdst
eszkOzolve, a tompaszdg hipotézise esetén effektive realizdlt ellentmonddshoz
hasonldan, a hegyesszdg esetében a kovetkezd ellentmonddsnak kellett volna meg-
jelennie ahhoz, hogy a kiinduld hipotézis megddéljon: ha két egyenes pdrhuzamos
és egy metsz0 egyenesnek azon az oldaldn nem metszi egymdst, amelyiken a belsi
szdogek Osszege kisebb mint 2R — akkor az eredeti két egyenes metszi egymdst, ne-
vezetesen a metszG egyenesnek ugyanazon az oldaldn, amelyiken a belsé szégek &sz-
szege kisebb mint 2R; ahonnan azonnal k6vetkezne a tétel: ha két koplandris egye-
nest egy harmadik egyenes metsz és a szelé egyik oldaldn a belsé szégek dsszege
kisebh mint 2R, akkor a két egyenes meghosszabbitva, taldlkozik a szelonek azon
az oldaldn, amelyiken a belsé szdgek dsszege kisebb mint 2R. De ez éppen az Ele-
mekben szereplé V. posztuldtum!

Ezek szerint ha az (2) Awnal. Prior. 66a 13—14 helyén taldlhato toredéket
kiegészitjiik a hozzdtartozo, vele szimmetrikus implikdcidval, amelynek a vdrakozds
szerint sziikségszeriien elG kellett volna dllnia ahhoz, hogy az Elem. I 29. 2, illetve
Elem. [ 29. 3 tétel indirekt ton bizonyitdst nyerjen — akkor ezen az uton éppen
az Elemek V. posztuldtumdhoz jutunk! Ebb&l azonban azonnal k&vetkezik, hogy
az Elemek V posztuldtuma tc. nem egyéb, mint a hegyes szognek az Elem. T 29. 3
tétellel formdlisan szembendllé hipotézisét megdonté végkdvetkeztetése. Ahhoz,
hogy a hegyessz6g hipotézisének Onellentmondd iényege (a tompaszdg hipotéziséhez
hasonldan) bizonyitdst nyerjen — a hegyesszég hipotézisébdl kiindulva egy abszolit
geometrial gondolatldncolat végén ennek, tehit éppen az Elemek V posztuldtumdnak
— kellett volna végk3Svetkezményként megjelennie; ¢z azonban nem tértént meg
é€s minden valdszinliség szerint az akkori gordg geométerek még elég igényesek
lehettek ahhoz, hogy beldssdk az erre irdnyuld kisérletek gyakorlati sikertelenségét.
De mivel a végkovetkezményben foglalt tétel nélkiil az Elem. I 29 tétel szigora
bizonyitdsa nem volt lehetséges, igy EUKLIDES ezt a dontd jelentSségil tételt felvette
a bizonyitatlan kovetelmények ko6zé. Természetesen, az V. posztuldtum bizonyit-
hatatlansdgdra, azaz a tobbi posztuldtumoktdl vald logikai fiiggetlenségének a ki-
mutatdsara még semmilyen szigoru bizonyiték nem allott rendelkezésére (ne felejt-
siik el, hogy ennek a szigoru bizonyitdsa még nem volt a nem-euklideszi geometria
elsG hdrom megalapitéjdnak sem a birtokdban — bdr Gk az V. posztulditum fiigget-
Ienségének meta-matematikai tételét madr explicit médon megfogalmaztik) — és
azt sem tudhatjuk, hogy § maga vajon azt tartotta-e, hogy a posztuldtum elvileg
bizonyithatatlan, vagy pedig hitt annak elvi bizonyithatdsdgdban és csak az a tény,
hogy szigorti (azaz abszolit geometriai moédszerekkel torténd) bizonyitdsa mind-
addig nem sikeriilt, tehdt, hogy csupdn pragmatikus kényszerbd! vette fel a kérdéses
tételt a posztulditumok sordba. De ez egyaltaldn nem is érdekes és teljesen k6z6mbos,
milyen meggondoldsok vezették tettében. A torténelem szdmdra csak a mdr elk6ve-
tett tett szdmit és kétségbevonhatatlan, hogy ez a tett, — akdr tudatdban volt ennek
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elkovetdje, akdr nem — Snmagdban sorsdont§ jelentGségiinek bizonyult a geometria
tovibbi torténetében.34

10. Végezetiil, annak elfogaddsdra, hogy az Elemek V posztuldtuma valéban
a (2) Awnal. Prior. 66a 13—I14 szdvegrészben megjelend tompaszég hipotézisnek
az ikerhipotéziséb@l levezetni remélt végkdvetkeztetéssel ekvivalens — tekintetbe
kell még venniink a k&vetkezd két tényezdt:

(d) Mindenekeldtt tekintetbe kell venni, hogy az V. posztuldtumnak az Elemek-
ben taldlhaté megfogalmazdsa nem elég szigori, amennyiben magdn a sziikséges
posztuldatumon kiviil egy bizonyithaté — méghozzd az abszollit geometridhoz tartozd!
— tételt is tartalmaz. Nevezetesen az a zdrokitétel, amelyik kimondja, hogy a két
szoban forgd koplanziris egyenes a szelonek azon az oldaldn metszi egymdst, amelyiken
a két bels6 szig Osszege kisebb mint 2R — teljesen f6losleges, hiszen ez a kitétel
az abszolit geometria axiomdibol szigorian koévetkezik! A posztuldtumnak ma-
gdnak csak annyit kellene kimondania, hogy ha a két koplandris egyenes a szeld-
vel olyan belsd szigeket alkot ennek egyik oldaldn, amelyek Gsszege kisebb mint 2R
— akkor a két egyenes taldlkozik — és semmivel se tébbet. Ellenben a posztuldtum
megfogalmazdsdban teljesen féldsleges kitétel elengedhetetleniil sziikséges akkor,
ha ez az dllitds mint a hegyesszog hipotézisének a végkovetkezménye jelenik meg!3®
Es EUKLIDEs — kozismert szokdsdhoz hiven — ebben az esetben is abban az eredeti
megfogalmazdsban vette 4t ezt az dllitdst is, — gy ahogy és ahol taldlta, nem val-
toztatvan semmit annak szoédsszetételén.?® Madrpedig abban a fogalmazdsban,
ahogy az az Elemekbezn szerepel nem taldlhatta mdsutt, csak a parhuzamosak problé-
mdjanaek megolddsdra iranyulo indirekt kisérletek zsdkutcdjdnak a legvégén. Az emli-
tett folosleges kitétel tehdt ugy tekintendS, mint a geometriai filogenézisnek egy
atavisztikus maradvdnya.

(e) Es végiil, utolsésorban, nem hagyhato figyelmen kiviil az a koriilmény
sem, hogy az Elem. I 29 téteinek az Elemekben adott bizonyitdsa ugyancsak indirekt
uton térténik; nevezetesen, az Elemekben kovetett gondolatmenet lényegében a
kovetkezd: az Elem. I 29 tétel igaz, mert annak ellenkezGje hamis; 4mde a bizonyi-

4 Euklides ist vor allem Didaktiker, kein schopferisches Genie” (B. L. van der Waerden,
Erwachende Wissenschaft, Basel—Stuttgart 1956, 323); ,,Euclid. .. laid down this epoch-making
Postulate. When we consider the countless successive attempts made through more then twenty
centuries to prove the Postulate, many of them by geometers of ability, we cannot but admire the
genius of the man who concluded that such a hypothesis, which he found necessary to the validity of
his whole system of geometry, was really indemonstrable”. (T. L. Heath, The Thirteen Books of
Euclid’s Elements, voit. 1. 202, Cambridge 1908). — ,,L’homme qui, contrairemenet & 'opinion des
géométres distingués qui la considéraient comme un théoréme, a placé cette proposition, nommée
des paralléles parml les postulats, qui sont a admettre parmi les indémontrables, comme point de
départ de la science géometrique, a fait oevre de génie, et non de compilateur inintelligent. Méme
il v a de la gaucherie dans la rédaction de ce début des Eléments d’Euclide, il nous semble i impos-
sible de méconnaitre intuition géniale qui se trouve 4 la base de ’édifice scientifique le plus impor-
tant que I’Antiquité nous a légué”. (A. Frenkian, Le postulat chez Euclide et chez les modernes, Paris
1940, 15). — Lehet azonban, hogy van der Waerdennek megls igaza van, abban az értelemben, hogy .
egy Uj posztulatum bevezetésének a sziikségességét taldn mar a megelozo generacid matematikusai
felismertek ; utalunk itt jelen dolgozatunk 20. ,,4 hdromszog szdgdsszegére vonatkozo tétel bizonyit-
hatatlansdga’ c. paragrafusira, valamint a 23. ,, A pdrhuzamosak problémdja a IV. szdzad mdsodik'
felében” c. paragrafus (f) pontjara. L

7 35 Lasd fentebb a (b) pontot. : Lo

36 LLasd Pappus, La Collection Mathematique (franciara ford. P. Ver Eecke) Paris 1933, voL
II. 507; van der Waerden, i. m. 180—181.
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tandé tétellel itt a kovetkez§ dllitds van, mint ellenkezd hipotézis, szembehelyezve :
ha az AB és CD egyenesek pdrhuzamosak, akkor egy kizés EF szelbvel ennek egyik
oldalin alkotott két belsé szog BGH és GHD ésszege kisebb mint 2R; de ez nem
mds, mint éppen a hegyesszig hipotézise, és a tovdabbiakban ezt az ellen-
hipotézist azért veti el a szerz8, mert az V. posztulitummal Osszeegyeztethetetlen.
Ezek szerint tehdt az V. posztuldtum az Elemekben éppen arra szolgdl, hogy meg-
déntse a hegyesszdg hipotézisét, annak itt adott megfogalmazdsdban; és ez éppen a
(2) Anal. Prior. 66a 13—14 helyen szerepld tompaszég hipotézis tiikorképe!

Kiilonoésen figyelemreméltd azonban, hogy az Elem. I 29 tételnek az Elemek-
ben adott bizonyitdsa teljesen hibds, hiszen csak a fele van bizonyitva annak amit
bizonyitani kellene! Az indirekt bizonyitdsi eljdrds megkéveteli u. i., hogy az Elem.
I 29 tételnek formdlisan ellentmondd ditaldnos kontra-euklideszi hipotézis hamis
volta nyerjen szigorii bizonyitdst. Ezt az dltaldnos kontra-euklideszi hipotézist Euk-
LIDES explicite be is vezeti, azzal a kimondott szdndékkal, hogy onellentmondé vol-
tat kimutassa. Sajnos a tovdbbiakban ennek az dltaldnos hipotézisnek csak az egyik
fele — igaz, hogy a fontosabbik, — nevezetesen a hegyesszdg hipotézise semmisiil
meg és pedig éppen a pdrhuzamosak posztulatumdval vald Osszeférhetetlensége
miatt. Hdtra maradt volna még a rompaszdg hipotézisének a megdontése és elhdri-
tdsa is. Ez-azonban az Elemekben nem szerepel. De éppen ez, az Elemek szovegé-
bél hidnyzo bizonyitds az amelyik az dltalam fentebb idézett (2) sz. toéredék Anal.
Prior. 66. a 13— /4 tartalmdt alkotja! A Corpus és az Elemek szGvegei igy logikai-
lag kiegészitik egymdst és csak egylittesen alkotnak szerves egészet. A két szoveg,
nyilvdnvald mddon torténelmileg is szorpsan Osszefiigg egymadssal: egyazon torté-
nelmi egésznek a sors dltal elvdlasztott de a szellemnek ugyanabban a geoldgiai
rétegében hiven megdrzott két része ez.

(Szembeotls, hogy az Elem. I 29 tétel bizonyitdsdnak ez az igen sulyos fogya-
tékossdga az olykor kiilondsen igényes kommentdtorok szinte végeldthatatlan
sokasdgdnak a figyelmét — PROKLOS-t61 egészen HEATH-ig — teljesen elkeriilte,
holott mindezek éppen ennek a kulcspoziciot betoltd, alapvetd fontossagi tételnek
szentelték dltaldban a legtobb és a legmegkiilonboztetettebb figyelmet).

Ezekutdn kdnnyen érthet8vé vilik, miért fordul el§ a tompaszdg hipotézisének
két (Anal. Prior. 66a 13—14, és 66a 14—15) varidnsa a Corpusban: az eredeti
cél a hdromszdg szogeinek Osszegére vonatkozd, Elem. I32.2 tétel szigoru (azaz
abszolut) bizonyitdsa volt; ez a bizonyitds azonban az Elem. I 29 tételtSl fiiggott,
mdrpedig ezt a tételt nem sikeriilt, még indirekt (ton sem, szigoru, abszolit eljard-
sokkal bizonyitani; ilyen kérilmények ko6zott természetesen felmeriilt az az otlet,
hogy ha mdr indirekt eljdrdst alakalmaznak, akkor a bizonyitds menetének nagy-
foki egyszer(isitését lehet elérni, ha ezt az eljardst minden segédtétel kozvetitése
nélkil kozvetleniil magdra a bizonyitds végcéljdt képez8 eredeti (Elem. I 32.2)
dllitdsra alkalmazzdk — (hiszen az Elem. 129 segédtétel csak egy direkt bizonyitdsi
eljdrds esetén létjogosult). Igy aztdn, ebben az indirekt bizonyitdsi kisérletben,
az eredeti Elem. I32.2 tétellel a kovetkez8 dltaldnos hipotézist dllitottdk szembe:
(T) a hdromszog szigeinek Osszege nem 2R, majd — amint az (1) Anal. Prior. 66a
14—15 toéredék bizonyitja — ezt a masik megfogalmazdst, (P), iker-hipotézishez
hasonléan, ismét két diszjunkt részre bontottdk: (T 1) a hdromszdg szogeinek dsszege
nagyobb mint 2R (a tompaszdg hipotézise, Anal. Prior. 66a 14—15), illetve (T 2)
a hdromszig szogeinek dsszege kisebb mint 2R (a hegyessz20g hipotézise).
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A hegyesszog hipotézisének nyoma az arisztoteleszi Corpus-ban

(Anal. Poster. 90a 33—34)

11. A P2 formdban tortént megfogalmazastél eltér6en — a hegyesszog
hipotézise ez utébbi T 2 megfogalmazdsban nyomot hagyott a Corpus szévegében is.
Meg kell jegyezniink ehelyiitt, hogy a Corpusban eldforduld, és a kontra-euklideszi
rendszer megléte mellett tantskodd tdredékek tulnyomd tobbségében mindig az
Elem. I32. 2 tétellel formdlisan szembendll6 dltaldnos T hipotézis formdjdban jele-
nik meg. A tompaszég hipotézise a fenti két téredéken kiviil még hdrom helyen
fordul el8;37 a hegyesszog hipotézise csupdn egyetlen egyszer van megemlitve
és akkor sem Ondlléan, hanem egy sorban a tompaszdg, valamint a derékszdg
hipotéziseivel. Az Analytica Posteriora II 2 fejezetében ARISTOTELES az egyszer(i
meglét (el éotv anAd¢; an sit simpliciter; 895 39) és a sajatos, kvalifikdlt létezés
(... éni péoove; in parte; 90a 2) kozotti kiildnbséget taglalja. Valamilyen szub-
Jjektumrol, mint egy konkrét mindségi tulajdonsdg hordozdjdrdl, szubsztritumdrdl
(bmoxeipevov; insum subjectum; 90 a 12), mint amilyen példdul a hold, vagy a
hdromszog fogalma (aelsjvny ... 7} tofywvov; 90a 12,13) mindenekelStt tudnunk
kell, hogy egyditaldn létezik-e, vagy nem létezik, — hogy egyszeriien van-e vagy
nincsen (ef éowv 4wy oelfvn; an sit necne luna; 90a 4—5). A specifikus, kvali-
fikalt létezés esetében azonban azt kérdezzik, hogy egy tulajdonsdg mint predikdtum
vajon hozzdtartozik-e a szubjektumhoz vagy sem:

(3) Igy példdul a hdromsz6gh6z, mint egyszerfien 1étez8 szubjektumhoz hozzd-
tartozhat mind az egyenléség — mind a nem-egyenléség (lootyror dvisotnTos;
aequalitatem inequalitatem; 90a 13).

Ez, az eredetiben rendkivill elliptikusan megfogalmazott példa, énmagdba
szintén ugy tekinthetd, mint egy az dltaldnos kontra-euklideszi hipotézisre tett célzds :
nyilvdnvalé ugyanis, hogy amikor ARISTOTELES az egyenléséget vagy a nem-egyenls-
séget emliti, mint a hdromszdg egyik tulajdonsdgdt — akkor a hdromszdgre a sz6
eredeti etimoldgiai értelmében vett jelentésre gondol, tehdt mint hdrom szdg oszt-
hatatlan egységére és igy kézenfekvs ennek az elliptikus kifejezésnek a koévetkezd
€rtelmezése: ,,hdromszdg”-h6z — hdrom szdgnek egyetlen, bonthatatlan geometriai
alakzatban megvaldsulé fogalmi egységéhez, — mint egyszer(i egzisztencidval
biré szubjektumhoz, hozzdrendelhetS a kdvetkez8 két predikdtum egyike: ,,egyenld
2R-rel” vagy pedig ,nem-egyenls 2R-rel”.

A tovdbbiakban ARISTOTELES a /ényeg kérdését tdrgyalja: mi az, ami pl. egy
bizonyos tulajdonsdggal rendelkezd dolgot, mint olyat meghatdroz; a lényegnek
ez a definicidja egyben a dolog [étalapja is, létezésének, — valamilyen konkrét
min@séggel rendelkezd létének meghatdrozé oka.?® Ennek példdzdsdra a fejezet
végén ismét a hdromszdg — a hdrom szoge egységeként felfogott hdromszdg jelenik
meg. Bdr a sz6veg meglehetSsen kusza és a szokottndl is jéval zdrkézottabb, az
mégis vildgosan kideriil belSle, hogy ARISTOTELES a hdrom szdgének egységeként
felfogott hdromszdget Ugy tekinti mint aminek meghatdrozé lényege, 1étének okit

37 Lasd aldbb a kovetkezd toredékeket: 4. Anal. Poster. 90a 33—34; 5. Eth. Fudem. 1222b
35—36; 13. Anal. Poster. 77b 22—24.

38 70 1i fomv eidévar tadré dori wai S vi Eotv. (nosse quid sit, idem est atque nosse cur
it; 90a 31—32).
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definidl6 alapja a hdrom szog egy idomba foglalt Gsszességének egy meghatdrozott
értéke és — ami a mi szempontunkbdl a legfontosabb — szerinte:

(4). Ehhez a hdromszoghéz mint szubjektumhoz egyardnt hozzdtartozhat
mint meghatdrozé Iényeges attributum a kovetkez8 hdrom érték egyike: vagy
két derékszog, vagy nagyobb, vagy pedig kisebb mint derékszég;®® (90a 33—34).

Szdmunkra ebben a (4) Anal. Poster. 90a 33—34 toredékben pillanatnyilag
a legfontosabb a hegyessz6g hipotézisérSl szolgdltatott tuddsitds: ez ugyanis az
egyetlen hitelesen eredeti, irdsbeli nyoma annak, hogy a hegyesszég hipotézise a T2
megfogalmazdsban explicite és ondllé formdban is szerepelt az ARISTOTELES koraleli
matematikai kutatdsban. A hegyesszog hipotézisér8l ezekutdn immdr dllithatjuk,
hogy a Corpusban réla emlités torténik — de ennél tobbet sajnos nem, mig a rompa-
szog hipotézisét a Corpus nem csupdan megemliti, hanem néhdny abbdl kovetkezd,
alapvetd tételt is ismertet.

A hegyesszog hipotézise Proklos kommentarjaiban

12. Itt kell azonban megjegyezniink, hogy az dkorbdl szdrmazé matematikai
irodalomban a hegyesszog hipotézise eléfordul a Corpus idézett (4) Anal. Poster.
90a 33—34 fragmentumdn (és, természetesen az Elemek I 29 tételének bizonyi-
tdsdn) kivill még egy nevezetes helyen, éspedig a Prokvros dltal az Elemek I
kényvéhez irott kommentdrokban; (i. m. 368,26—370,10). A pdrhuzamosak
problémdjdnak megolddsdra irdnyuld Kkisérletek tdrgyaldsa alkalmdbdl, ProkLOS
emlitést tesz egy Onmagdban is igen érdekes gondolatmenetrdl; eszerint: Aét
koplandris egyenes, amelyik egy metsz6 egyenessel, ennek egyik oldaldn, két belsé
szoget alkot ugy, hogy ezek dsszege egyiittesen két derékszognél kisebb — nem
metszi egymdst.

E tétel bizonyitdsa ugyanazzal az eljdrdssal torténik, mint amelyiket eleai ZENON
az ,,AKHILLEUS” elnevezésii aporidban alkalmazoti; a PROKLOS dltal k6zolt paradox
allitds is lényegében egy az AKHILLEUShoz hasonld aporia, €s éppoly hibdtlan és

onmagdaban cdfolhatatlan, mint amaz.

A, Meg kell itt jegyezniink,] hogy a PROKLOS
dltal emlitett aporia az EUKLIDES-féle V. posz-
tuldtum puszta formadlis negdcidjdndl joval tob-
bet nyujt.*° Az V. posztuldtum ugyanis azt &l-
litja, hogy az emlitett feltételek mellett (,,két

=2 belss szog Osszege kisebb mint 2R’’) a két ere-

deti egyenes mindig metszi egymdst. A hegyes-
szog hipotézise ezzel szemben azt dllitja, hogy
azonos feltételek mellett, a két egyenes nem
i+ : mindig metszi egymdst. A PROKLOs dltal idé-

A; B s AA;
8. dbra zett aporia ezzel szemben még a hegyes-

39 v bmagydvtwy oiov bti 0o 600ai, 7j bT1 peilov 1j Elarrov. (... eorum quippiam insunt,
cuiusmodi sunt habere duos angulos rectos, aut esse maius vel minus; 90a 33—34)

40 Erre mar Proklos is felhlv_'a a ﬁgyelmet (i. m. 371, 2—10); ehelyett egy olyan megfogalma
zést tart elegenddnek, amely mar éppen a hegyesszog h1poteznsevel azonos.
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sz0g hipotézisén is tilmenve azt dllitja, hogy a kérdéses két egyenes soha nem metszi
egymdst. A PROKLOs 4ltal kozolt bizonyitds természetesen abszolut jellegii. Eppen
ezért ennek végkoOvetkeztetését a kovetkezGképpen lehet megfogalmazni: akdr
biztositva van valamilyen mddon két egymdsnak dilé koplandris egyenes metszése
{pl. az euklideszi pdrhuzamosak posztuldtuma segitségével, vagy ennek hijdn
egyszeriien egy kategorikus — természetesen az euklideszi posztuldtummal ekvi-
valens — bizonyitds nélkili dllitdssal) akdr nem, — minden esetben szigoruan bizo-
nyithaté a metszéspont non-egzisztencidja. Ennek alapjan az euklideszi geometridban
(ahol a metszéspont egzisztencidjat az V. posztuldtum biztositja) dllandd belsG
ellentmondds dllana fenn a metszéspont egzisztencidja tekintetében, A helyzet azonban
kordntsem ennyire tragikus, és a PROKLOs 4dltal idézett aporia, lényegében semmivel
sem nyujt tobbet mint az AKHILLEUS, csakhogy azt mds formdba dntve mondja el:
ha a gyorsldbi AKHILLEUS mindig egy a egyenes A4; pontjdban van (8. dbra) és ez
az a egyenes egy olyan b egyenes felé kizeledik, amelyen a ndla lassabban mozgd
teknfsbéka mindig az A4; pontbdl a b egyenesre bocsdtott A; B; merSleges B; talp-
pontjiban van, — és ha a verseny alapkonvencidja kimondja, hogy 4,;4;.,=4;B;
(tehdt a tekndsbéka dltal befutott intervallum B;B;,, mindig az azonos iddinter-
vallum alatt az A4 dltal befutott A; 4;, , intervallum vetlilete; az A4;4;, , intervallum-
ndl tehdt rovidebb) — akkor A és B soha nem taldlkoznak (még akkor sem, ha a
két egyenes metszéspontjdnak egzisztencidja egyébként valamilyen uton biztositva
van). Az aporia tehdt csak azt bizonyitja, hogy a metszéspont — ha egzisztencidja
valamilyenképpen bizonyos is — egy a fentihez hasonlé végtelen konvergens
szakaszsorral effektive elérhetetlen. Ha pedig a metszéspont egzisztencidja nincsen
elGre sem az euklideszi parhuzamossdgi posztuldtum, sem valamilyen mds ki-
jelentés dltal biztositva —, akkor konnyen el6fordulhat, hogy mikézben az A4;B;
szegmentum a nulla felé tart (ami egydltaldn nem sziikségszerd, hiszen ha a pdrhuza-
mosak posztuldtuma nem érvényes, akkor az a és b egyenesek kozotti tdvolsdg csok-

n
kenhet, majd elérve egy minimdlis értéket ismét ndovekedhet), az > (A4;A4;,,) Osszeg
[4]

divergdl és akkor, természetesen, az aporia csak a redlis ténydllapotot fejezi ki; de
eléfordulhat az is, hogy — mikdzben az A;B; intervallumok minden hatdron tul

n

zsugorodnak — az >/(4;A4;.,) Osszeg (annak ellenére, hogy n minden el8re meg-

4]
adott értéknél nagyobb értékeket vesz fel) — mégis, egy véges értéket soha nem
halad meg; ebben az esetben az aporia azt dllitja, hogy metszéspont egzisztencidjarol
nemcsak hogy nem beszélhetiink, de azt kategorikusan vissza is kell utasitanunk,
mert ez annak az axidmdnak az elfogaddsdr jelentené, amelynek értelmében minden
korlatos, konvergens sorozatnak van hatdrértéke, és ezt a hatdrértéket — ha mds
mdd nincs rd — éppen maga ez a konvergens végtelen sorozat definidlja; azt jelentené
ez tehdt, hogy ezt a metszéspontot magdt éppen ez a végtelen sorozat hozza létre;
igy ez a pont nem volna ezek szerint egyéb, mint maga ez a végnélkiili sorozat
befejezettségében, tehdt maga az aktudlis végtelen! Az aporia tehdt azt bizonyitja,
hogy ha két egymdshoz kézeled§ egyenes metszéspontjdnak a meghatdrozdsdra
nem dll rendelkezésre mds méd, mint egy végtelen konvergens sorozat — €és ha az
aktudlis végtelen fogalmdr (illetve, ami ezzel egyenértékii: a CANTOR—DEDEKIND-
féle folytonossdgi axidmdt) kategorikusan visszautasitiuk — akkor kategorikusan
vissza kell utasitanunk a metszéspont létezését is; ez azonban semmilyen bels§ ellent-
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monddst nem eredményez abban a geometridban, amely a metszéspont létezését
nem képes valamilyen véges titon biztositani; ha ellenben a metszéspont egzisztencidja
véges Uton mdr elGre biztositva van — akkor az aporia csupdn azt dllitja, hogy
a kil6tt nyil ide soha nem érkezik meg, vagy pedig hogy — ha a fenti megegyezés
alapjdn haladnak a két egymdshoz tartd egyenesen — AKHILLEUS ¢s a tekndsbéka
effektive mégsem taldlkoznak soha ebben a pontban.

Torténelmi szempontbdl vizsgdlva a ProkLos dital idézett aporia szerepét
a pdrhuzamosak problémdjdnak genezisében, nyilvinvald, hogy az a hegyesszig
hipotézisével van Gsszefiiggésben.4? )

A ProkLos-féle szoveg alapjdn az aporia keletkezésének kora sajnos nem dlla-
pithaté meg. Van azonban két tényezs, amely némi valdsziniiséget litszik adni
annak a feltevésnek, hogy az aporia joval elGbbi keletii.

MindenekelStt ugyanis PROKLOS mindeniitt, ahol a pdrhuzamosak probléma-

javal kapcsolatos kisérletekrSl van szo, pontosan emliti a szerz8k nevét, — sGt
olyanokra is céloz (pl. Poseiponos), akiknek a kisérletét nem is ismerteti; az aporia

esetében azonban szerzérél nem beszél, hanem csak dltaldnossdgban céloz ,,azokra”,*?

akik ezt az ellenvetést felhoztdk; ebbdl taldn nem tulzott arra kovetkeztetni, hogy
itt egy a hagyomdny 4ltal tovdbbitott és PosSEIDONOs-t is megeldz8 ellenvetésrél
van sz0.

De az is az aporia régisége mellett ldatszik szdlni, hogy ilyen zenoni tipusi
argumentumok divatjdnak kora éppen az V. szdzad mdsodik és a 1V. szdzad elsé fele.
De amennyiben az aporia régiségét elfogadjuk, tgy azt — véleményem szerint —,
mindenképp az Elemek megjelenése elStti idGpontra kell tenniink, mivel az EUKLIDES
altal bevezetett posztuldtum tulajdonképpen Ggy is tekinthetd, mint érvényesitése
annak a beldtdsnak, amelynek értelmében az (6nmagdban korrekt) aporia vég-
kovetkeztetése (metszéspont soha nem egzisztdl) — az aporidban alkalmazott gon-
dolatmenet formaélis korrektsége miatt — csak figy hdrithatd el, ha erre egy a metszés-
pont egzisztencidjat biztositd kategorikus dllitdst posztuldlunk. A legplauzilisebbnek
azt tartom, hogy ez az aporia a 1V, szdzad mdsodik felében jott 1étre: a hegyesszog
hipotézisét megdonteni szdndékozo, valodszinlileg ismételt kisérletek gyakorlati
kudarca szinte természetszeriileg vetette fel — abban a korban, amelyikben a zenoni
aporidk még élénken foglalkozattdk a kozvéleményt — az Gtletet, hogy ha a szigorii
levezetés képtelen a két egymds felé konvergdld egyenes metszését bizonyitani,
akkor a logika taldn képes lesz arra, hogy ennek az intuitive igazolt ténynek éppen
az ellenkezéjét bizonyitsa!

Ezt az aporidt mdr Ggy kell értékelniink, mint énmagdban annak a derengd
gondolatnak a taldn &ntudatlan érvényrejuttatdsdt, hogy a hegyesszbég hipotézisé-
nek gyakorlati cdfolhatatlansdga talin annak tulajdonithaté, hogy hamissdga
elvileg is bizonyithatatlan volna, hiszen szigorian bizonyitani éppen az bizonyit-
hatd, hogy az egymads felé konvergdl6 egyenesek soha nem metszik egymadst!

41 Proklos szdvegének az elobbi (40. sz.) megjegyzésben idézett részletével kapcsolatban (i. m.
371, 2—10) Heath megjegyzi, hogy ebben mér ,,we have the germ of such an idea as that worked
out by Lobatchewsky” (The Thirteen Books etc. vol. 1., 207). Hasonléképpen, O. Becker is Gigy emliti
a Proklos kommentarjabol idézett kérdéses helyet, mint ,,eine erste Vorahnung der hyperbolischen
nichteuklidischen Geometrie von Gauss, Bolyai, Lobatschewskij”. (Grundlagen der Mathematik in
geschichtlicher Entwicklung, Freiburg—Miinchen, II-ik kiadis, 1964, 169).

42 waxeivors (268, 26).
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A fejlédés 1ényegesebb csomdpontjai ebben a vonatkozdsban a kovetkezSk
lchettek:

(a) a direkt eljdrasok gyakorlati kudarca arra vezetett, hogy a bizonyitando
tétellel szembedllitsdk a tompaszog és a hegyesszog hipotéziseit és hogy megkisérel-
1€k ezeket megdinteni;

(b) a hegyesszog hipotézisének megdodntésére irdnyuld kisérletek gyakoriati
sikertelensége arra vezetett, hogy e hipotézis hamis voltdt dllité, és senki 4dltal kétségbe
nem vont meggy$zGdéssel szemben felvegyék, hogy a hegyesszég hipotézise nem
hamis, és — ebben a vonatkozdsban az a valéban f6l6tte meglep eredmény add-
dott, hogy szigorian bizonyithat6*® egy a hegyesszog hipotézisénél még sokkal
t0bbet allit6 tétel.

A tompaszog rendszerének szingularis alakzatai : S
(Eth. Eudem. 1222b 35—36)

13. Ime, végiil a negyedik — az (1) és (2) ikertoredéken kiviil kétségteleniil
a legjelentGsebb széveg —, amelyben egy a tompaszdg hipotézisébll eredd tételre
t6rténik célzds. Nevezetesen, az Eudemoszi Etika II 6 fejezetében olvassuk a kovet-
kezd példdt (7222b 35—36):

(5) ha a hdromszig dtvdltozik (petafdliol) — akkor sziikségszeriien dtvdltozik
(uetafdlrrev) a négyszog is, igy példdul ha (a hdromszog szégeinek Osszege) hdrom
(derékszoggel vdlik egyenlGvé, akkor a négyszOg szégeinek Osszege) hat (derék-
szOggel lesz egyenld), ha pedig (a hdromszdg szbgeinek Osszege) négy (derékszoggel
vélik egyenldvé — akkor a négyszOg szogeinek Osszege) nyolc (derékszog lesz).

Az eredeti szdveg ismét rendkiviil elliptikus;** semmi nehézségbe nem iitkozik
azonban a hidnyzd szovegrészeket (a fenti forditdsban zdrdjelek k6zott) helyreallitani.

Vildgos, hogy itt a uetafalleiv ige nem egy meghatdrozott konkrét hdrom-
szOgnek valami mds hdromszdgbe valo dtvdltozdsdt jelenti, hanem magdnak a hdrom-
szognek, mint olyannak, — a hiromszdg lényegének a teljes megvaltozdsdt, amely-
nek koévetkeztében ez az alakzat elveszti euklideszi jellegét és dtvdltozik kontra-
euklideszi haromszoggé.

Folotte érdekes azonban az ezt a lényeges jellegbeli dtvdltozdst illusztrdld
két példa: a masodik ugyanis a 8R szdgdsszeggel rendelkezd négyszig — a tompaszog
hipotézisére épiilé geometridnak (pozitiv értelemben, a sik RIEMANN-geometridjd-
nak) egy szinguldris alakzata: ez a RIEMANN-geometria maximdlis négyszdge, amely-
nek mind szogosszege, mind teriileti mértéke az ebben a sikban négyzetek 4ltal
realizdlhaté maximadlis érték; és, amint ismeretes, e szinguldris alakzat tk. egy,
egyetlen Onmagdban zdrt, véges hosszlisdgii egyenessé degenerdlddott négyzet,
amelynek keriilete szintén az ebben a sikban realizdlhaté maximadlis hosszusdgi
egyenesdarabbal egyenld.

Kézenfekvs a feltevés: vajon a tompaszég hipotézisével foglalkozé gordg geo-
méterek felismerték volna, hogy a gomb felszinén megvalésul a tompaszog hipotézise

43 Nem lehet azonban teljesen kizdrni azt a feltevést sem, hogy a Proklos altal idézett aporia
mar az eleai Zénonnak tulajdonitott cca. 40 aporidt tartalmazoé lajstromban is szerepelt volna. Ezt
azonban semmi nem timasztja ala és onmagdban nagyon kevéssé valdszinii.

44 ¢f 0é ye peraPdlror To Toiywvov, dvayxn xai 10 tetodywvov petafdllew, olov &l Toei;, EE,
&l 06 térrapeg, oxtd. (verum si quid in trigono mutaris, necessario est et in tetragono mutes, ut si
itres habuerint, sex, et si quattour, octo; 1222b 35—36).
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— ha a nagykoéroket egyeneseknek tekinti? Hiszen ha ezt az analdgidt felismerik
és elfogadjdk, akkor az ARISTOTELES dltal fent idézett konfigurdcidk szinte minden
tovdbbi nélkiil szembedtlenek: a 3R sz0gldsszegli hdromszég a gombfeliileten
a szabdlyos gombi oktaédernek egyik lapja; a 6R szOgdsszegli négyzet két egymdsra
merGleges fél nagykoriv dltal hatdrolt degenerdlt négyszig; ugyanez a kétoldala
goémbi idom azonban felfoghatd ugy is, mint egy 4R sz6gisszeggel rendelkezd de-
generdlédott hdromszog; végiil pedig 8R szogosszeggel rendelkez8 négyszdg —
maga az egyik nagykdr, mint kerlilet dltal hatdrolt teljes félgdmb. Sajnos azonban,
bdrmilyen egyszerii és tetszetls is ez az értelmezés, a mai olvasé szdmdra — semmi-
Jéle torténelmi bizonyitékkal nem rendelkeziink, ami ezt valdsziniivé tenné. Még
az Elemek el6tt megjelent ugyan AUTOLYKOS munkdja a gémbrgl*®> — de ennek
tartalma még rendkiviil primitiv és hidnyzik beléle minden lényeges elem, ami a
fenti értelmezéshez elengedhetetleniil sziikséges; igy példdul hidnyzik belSle az az
egyszerli konvencid, hogy a nagykdrok kozotti szogek a sikgeometridban egyenesek
kozott elGallo sz6gek mértékszdmadval mérhetSk; és egydltaldn hidnyzik a gomb-
felileti-sz6g, valamint a gémbhdromszog fogalma. Csupdn az i.u. 1. szdzadban
MENELAOS gombtandban jelennek meg els6 izben azok a fogalmak?*® és tételek,
amelyek elengedhetetleniil sziikségesek ahhoz, hogy a tompaszdg hipotézisébdl
eredd és a fenti (5) Eth. ad Eudem. 1222b 35—36 t6redékben megjelenS degenerdlt,
kiilonleges szingularis alakzatok definidlhatdk legyenek; itt jelenik meg els§ izben
a két nagykor dltal atkotott sz6g és mértéke fogalma, itt jelenik meg el8szér a gdmb-
hdaromszognek, mint hdrom nagykoriv altal hatdrolt gombfelszini alakzatnak a
preciz fogalma, valamint az alapvet§ tétel is, amelyik kimondja, hogy a gomb-
hdromszdg szogeinek 0sszege nagyobb mint 2 R; MENELAOS Sfairikdjdval kapcsolatosan
meg kell még jegyeznem, hogy annak els§ kényvében a szerz8 nyilvdnvalé médon
az EukLriDes-féle Elemek els§ konyvének az elBaddsmddjdt koveti, amennyiben
az FElemek abszolit tételeit megfelel6 mdédon dtviszi és bebizonyitja a gombfelszin
geometridjdban is. Valdszind, hogy 6 madr észrevette a gémbfelszin és a sik geo-
metridja kozotti analdgidt, amelynek alapja nyilvdn az, hogy a nagykdr — egyenes-
nek tekinthetd. Semmi nyoma sincsen azonban annak, hogy azt az alapvetd analdgidt
elStte mdr felismerték volna. S8t, hatdrozottan dllithatjuk, hogy egy ilyen megdlla-
pitds teljesen ellentétben dll az egész gbrdg matematika és az egyetemes gordg tudo-
mdnyos gondolkodds szellemével. A gdrog matematika szaimdra mindorokre elfogad-
hatatlan lett volna, hogy egy nagykort tudatosan az egyenes analogonjdnak fogjanak fel
€s hogy ennek alapjdna gombfelszin geometridjdt ugy kezeljék, mint egy sik geomet-
ridt. A mai értelemben vett modell fogalma teljesen idegen volt a gorégdk szdmdra,

Ennek ellenére nem lehet teljesen elvetni azt a feltevést, hogy ezt az analdgidt
mégis egyaltaldn észrevették. Ehhez a feltevéshez némi alapot szolgdltat az a torté-
nelmi értesiilés, amely szerint mdr az ARISTOTELES el§tti generdcié matematikusai
foglalkoztak a szabdlyos poliéderek szerkesztésével, valamint ezeknek a gdémbbe
val6 beirdsdval*? — tehdt implicite a gémbfelszin szabdlyos felosztdsdval is.

45 Autolyci de Sphaera quae movetur; edidit. lat. interpr. et. comment. instruxit F. Hultsch,
Lipsiae 1885.

46 M. Cantor, Geschichte der Mathematik, Bd. 1., 293, Leipzig 1907 ; van der Waerden, i. m.
321.

47 Egy az Elemek XIII. kényvéhez irott Scholion szerint Theiatetos Iett volna az elsd, aki az
oktaedert a gombbe irta (Scholia in Elementa, ed. J. L. Heiberg, Leipzig 1888 ; lasd. Euclidis Opera
Omnia edid. 1. L. Heiberg et H. Menge, vol. V; 654, 5).
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A gombfelszin oktaedralis felosztdsdt a Corpus is megemliti (De Caelo II1
4, 303b 1). Egy ilyen gomboktaéder szemlélésénél azonnal feltliinnek a fenti ana-
16gidk — ¢és nem zdrhatjuk ki teljesen, hogy abban az idSben, amikor Eubpoxos
mdr egészen bonyolult kombindcidkat végzett a csillagdszati gombokkel — egy
ilyen gondolat nem meriilt volna fel otletszeriien. Mégis, amint mar emlitettem,
ennek a feltételezésére semmilyen konkrét anyagi bizonyiték nem 4dll rendelkezé-

siinkre. Es, amint késébb még ratériink — a fenti sajdtsdgos alakzatok létrejSttére
lehetséges mds magyardzatot is talalni.

Az euklideszi és az altalanos kontra-euklideszi hipotézis

(Anal. Poster. 93 a 33—35; Eth. Nicom. 1140 b 15—16)

14. — A Corpusban eléforduld, dltalam ismert, toredékek — a fentieken kiviil
még egy kivételével*® mind az Elem. I. 32.2 tétellel szembedllitott dltaldnos kontra-
euklideszi, T hipotézissel kapcsolatosak. Ilyen volt mdr a fentebb emlitett (3) Anal.
Poster. 90 a 13 6nmagdban rendkiviil elliptikus (az Gsszes ko6zott taldn legkevésbé
jelentds) toredék is. Rendkivil vildgos, explicit és éles modon van megfogalmazva
a két egymdsnak formdlisan ellentmondé 4llitas szembendlldsa egy a kovetkezd,
az Anal. Poster. II 8 fejezetében, szereplG téredékben:

(6) 7 motéoag thc dvudoeds éotiv 6 Adyog, motegov 1ol Exerv dvo 600uC i
to0 un &erv; Querimus utrius contradictionis ratio sit, utrum habendi duos
angulos rectos an non habendi; 93 a 33—35.

A szbveg valoban egészen vildgos — de mint majdnem mindig ha ez megjele-
nik valahol — a Adyo¢ kifejezés tobbféleképpen is értelmezhets, bdr a jelen eset-
ben lehetséges értelmezések Iényegében mind szinte azonos jelentésiiek. Ezek szerint
a kovetkez8 parafrdzis segitségével fordithatjuk az idézett szdveget:

vajon a két egymdsnak ellentmond¢ dllitds koziil melyik bir értelemimel, vagy:
melyik képviseli a hdromszog logoszdt, létalapjat, (a francia raison d’étre értelmé-
ben)*?, sajdtos hdrom-szOg Osszességeként valo egzisztencidjdnak [ényegét, okadt,
Sfogalmat, definiciéjdt — az-e vajon amelyik azt dllitja, hogy a hdromszog szdgeinek
osszege 2R, vagy pedig ellenkezdleg az, amelyik azt dliitja, hogy szogeinek dsszege
nem egyenlé két derékszoggel?

Taldn a leghelyesebb volna a Adyo¢ szét egydltalin le sem forditani és gorég
eredetiben meghagyni: a ,hdromszog logosza” Xkifejezés ebben az esetben, mint
egy zenei akkord, tartalmazza ennek a szonak Gsszes, ebben az esetben tekintetbe
vehet értelmét.

Az idézett toredékben azonban kiiléndsen az vonja magdra a modern olvaséd
figyelmét, hogy ebben az alternativa két végletét ARISTOTELES mint a priori teljesen
egyformdn jogosult, logikai szempontbdl teljesen egyenrangu feltevéseket kezeli;
ez kiilonben az Gsszes téredékek ko6zds jellemvondsa: sehol nem tapasztalhatd
semmilyen eleve kifejezett részrehajlds vagy preferencia az euklideszi varidnsért;
sehol egy szoval sincs ezekben a téredékekben még csak emlitve sem, hogy az eukli-
deszi Elem. I. 32.2 dllitds biztosan igaz és méghozzd bizonyitott tétel volna, szemben

48 Lasd lejjebb a 13. Anal. Poster. 77 b 22—24 toredéket.
49 Lasd e Kkifejezés értelmezését az Anal. Poster. 93 a alatt.
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a neki formdlisan ellentmondo tézissel, amely egy onkenyesen feldllitott pusztan
hipotetikus jellegli vagy egyenesen hamis dllitds volna csupdn.

A két szembendll6 dllitdst ARISTOTELES nyilvdn éppen csak a priori, mint hipo-
téziseket, mint egy nyilt probléma két egyardnt kérdéses lehet8ségét tekinti egyfor-
man jogosultnak, de ebben a vonatkozdsban a kizdrt harmadik elvét kategorikusan
érvényesnek tartotta. Véleménye — amint az az idézett (6) Anal. Poster 93 a 3335
fragmentumbdl teljes vildgossdggal és hatdrozottsdggal kideriil — ebben a kérdés-
ben a kovetkezS volt: a két egymdsnak ellentmondd dllitds kézill csak az egyiket
illeti meg a logikai igazsdgérték, (€s ha az egyik igaz, akkor a mdsik sziikségszeriien
hamis), illetvé, hogy az alternativa két pSlusa koziil csak az egyik lehet a hdromszog
attribituma; illetve, hogy a két a priori lehetséges dllitds koziil csak az egyik képez-
heti a hdromszdg logoszdt, létalapjat, lényegbeli definicidjdt. Igy hét a két egymdsnak
ellentmond¢ dllitds csupdan a mérk8zésre indulds szempontjdbdl bir, a vita fair play
szabdlyai szerint, egyenl§ jogokkal, de ARISTOTELES szdmdra nem kétséges, hogy
a mérkSzésben dontés érhet§ el, és ez csak az egyik fél gySzelmét hozhatja maga
utdn; €s bar az sem kérdéses, hogy ARISTOTELES abban is biztos volt, hogy a kett§
koziil a koszoru csak a klasszikus Elem. I 32.2 tételt illetheti, nagyfokt sport-
szerliségre vall, hogy ezt a véleményét a mérk&zés elStt semmiképp sem nyilvdnitja,
és megelégszik annak a hangoztatdsdval, hogy a két fél koziil az egyiknek és csak
az egyiknek — biztosan gyGznie kell.

Nevralgikus pontjdhoz érkeztiink itt el annak a szellemi fejlddésnek, amely
a nem-euklideszi geometria megjelenésével zdrul le: nevezetesen, az a lényeges
kiilonbség jelenik itt meg szemiink elStt, ami a szorosabb értelemben vett nem-en-
klideszi geometridt az dltalunk itt kontra-euklideszi rendszernek nevezett elmélettdl
megkiilonbozteti. A kontra-euklideszi geometria korszakdra, amint mdr lattuk,
az a megrogzott felfogds jellemzd, hogy az euklideszi posztuldtum és a neki formdlisan
ellentmondc kontra-euklideszi dllitds koziill csak az cgyik lehet igaz, és ha az egyik
igaz, akkor a mdsik foltéileniil hamis; (a pdrhuzamcsak problémdja ehhez még azt
a feltevést is hozzdflizi, hogy a kettd koziil az igazsdg logikai értéke a pdrhuzamosak
euklideszi dllitasdt illeti meg). A kontra-euklideszi rendszer képében a nem-cukli-
deszi geometria mdr jelen van ugyan a tudatban, de egyelSre még kategorikusan
negativ, visszautasitott, megtagadott formaban. A nem-euklideszi geometria énmagd-
ban mdr megvan — de egyel8re még csak az euklideszi geometria méhében ; egyelGre
még szervesen ehhez tartozik — de mégis tSle idegen; hiszen a még napvildgra
meg nem érkezett nem-euklideszi geometridnak mdr euklideszi sziilGje dltal hordo-
zott embridja. A szellem ezzel mdr birtokdban van a nem-euklideszi geometridnak,
de azt még nem ismeri el magdénak, magatdl azt még idegennek, magdbdl kivetends-
nek tartja és onnan kitagadja; de miutdn ez egyszer megjelent, mintha vardzs alatt
dllana — magdbol kivetni mégsem tudja: a szellem fenomenolégidja szempontjdbdl
a kontra-euklideszi rendszer a nem-euklideszi geometria szerencsétlen tudata, benne
a nem-euklideszi geometria mint valami nem Iétez6t, hamisat tudja OGnmagdt.
A kontra-euklideszi rendszer elfogaddsa ekvivalens a kovetkezd dllitdssal: nem-eukli-
deszi geometria nem Iétezhet. Amde ennek a kimonddsdval a nem-euklideszi geo-
metria — ha tagadott formdban is —, kétségkiviil mdr meg is jelent és belépett a
1étezésbe: gydszjelentése volt a sziiletési bizonyitvdnya.>°

5o 1, Téth, La géométrie non euclidienne dans le développement de la pensée (Etudes ¢ histoire
et de philosophie des sciences, Bucarest 1962, 53-—70).
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A fentebb idézett (6) Anal. Poster. 93 a 33—35 fragmentum jelentGsége mér
most nemcsak abban 4ll, hogy a benne szerepld kontra-euklideszi hipotézis rendkiviil
pregndns ¢s vildgos megfogalmazdsa folytin egy az euklideszivel szemben 4116 hipo-
tézis eldontési problémdjinak a puszta meglétét tanusitja torténelmileg—hanem els6-
sorban abban, hogy dltala ARISTOTELES kinyilvdnitia, hogy elfogadja a kontra-eukli-
deszi felfogds alapjdin dll6 meggybz8dést, miszerint a két szemben &l hxpotezns
kéziill csak az egyik lehet igaz.

Az euklideszi tétel és a vele szemben 4116 dltaldnos kontra-euklideszi hipotézis
ismét megjelenik a Nikomachosi Etika VI. 5 fejezetében is. Ebben az etikai jellegii
ité16képességrél van szo, amelyet, természetesen az érzelmi indulatok dltaldban
befolydsolnak. [télgképességiinket (unolmpzv — existimationem, 7740 b 13) nem
minden téren rontja le vagy zavarja meg a kellemes élvezete vagy a kellemetlen
eltiirése — hanem, nyilvdn csak az erkolcsi-gyakorlati jellegii cselekvés (tac mepl
70 weoaxtov— id quod sub actionem venit; 1740 b 15—16) terén. M4ds téren azon-
ban itél6képességiink érzelmeinktSl, a kellemes és kellemetlen benyomdsoktol
fuggetlen. Mert

(7) példaul, az, hogy a hdromszog két derékszoggel (egyenld szOgdsszeggel)
rendelkezik, vagy hogy nem rendelkezik (két derékszoggel egyenlS szbglsszeggel)
nyilvdn ilyen érzelmektdl és indulatoktél mentes 4llitdsok.5!

Ismét figyelemre mélté ebben a szovegtoredekben aza teny, hogy a két egymas—
sal szemben 4ll6 hipotézist a szerz8 a priori teljesen egyenrangu allitasokként kezeli.
S&t, ezt az a priori megengedett egyenrangisdgot az idézett széveg még egy etikai
jellegii tényezd hozzdaddsdval csak jobban kidomboritja: a két egymadssal logikailag
szemben 4116 tétel nemcsak, hogy logikailag egyenjogti, de még ahhoz sincs jogunk,
hogy érzelmi, indulati alapon egyiket a mdsikkal szemben valamilyen d priori elény-
ben részesitsiik.

A kontra-euklideszi hipotézis és a négyzet atléjanak kommenzurabilitisa
(De Caelo 281 b 5—7)

15. — Az dltaldnos kontra-euklideszi hipotézist tartalmazo legérdekesebb szoveg-
toredék kétségtelenill az Egrgl irott munka I 12 fejezetében fordul el6. Ebben
ARISTOTELES a lehetetlenség fogalmdt tdrgyalja és miutdn megdllapitja, hogy két-
féle lehetetlen van, az egyszerii (arAdc; simpliciter; 281 b 4—5) vagy abszolut lehe-
tetlen, és valamilyen lehetetlen feltevésbdl szdrmazé (3 bmoBésewe; ex hypothesi,
ex suppositione, sub conditione; 281 b 4—5) — ez utSbbi fajtdjdra a lehetetlen-
ségnek egy matematikai példdt idéz:

st “Which is the cause, that the doctrine of right and wrong is perpetually disputed, both
by the pen and the word: whereas the doctrine of lines, and figures, is not so; because men care
not, in that subject, what be truth, as a thing that crosses no man’s ambition, profit or lust. For
I doubt not, but if it had been a thing contrary to any man’s right of dominion, or the interest of
man that have dominion, that the three angles of a triangle, should be equal to two angles of a square;
that doctrine should have been, if not disputed, yet by the burning of all books of geometry, sup-
pressed, as far as be whom it concerned was able”. (Th. Hobbes, Leviathan or the Matter, Form
and Power etc. 1651; lasd Thomae Hobbes Malmesburiensis Opera Philosophica, ed G. Molesworth
vol. II1. 91; London’ 1839).
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(8) mert példiul, ha a hdromszdg szogosszegének lehetetlen két derékszdggel
egyenlének lennie, ha ez igy van (ha ez fenndll), igyszintén (xai) a négyzet dtldja
Osszemérheté az odaldval ’* (281 b 5—7).

A szdveg értelmezése semmi kiilénds nehézségbe nem iitkozik.5® Mindenek-
el6tt, figyelemre méltd benne az, hogy a lehetetlenség modalitasdt a klasszikus eu-
klideszi szogdsszeg tételnek tulajdonitia -— feltevésszer{ien; ez azért kiilonGsen érdekes,
mert sehol az aristotelesi szovegekben a lehetetlen kifejezés nem fordul el a kontra-
euklideszi hipotézissel kapcsolatosan, mint ahogy elvdarhaté és természetes volna.
Ez a tétel, valodsziniileg, Ggy jott 1étre, hogy a kontraeu-klideszi hipotézisnek olyan
kovetkezményeit kutattdk, amelyek lehetetlen volta nyilvdnvalé. Egyike az ilyen
ARISTOTELES kordban jol ismert lehetetlenségeknek volt az az dllitds is, amelynek
értelmében a négyzet dtldja és oldala Gsszemérhetd,; ha tehdt a kontra-euklidesi hipo-
tézis ezt a lehetetlen kovetkezményt implikélja, akkor ebbdl kévetkezne magdnak
a kiindulo, kontra-euklideszi premisszdnak a hamis volta is.

A kiinduld kontra-euklideszi premissza megfogalmazdsa ebben a példdban,
valésziniileg hiven tiikrozi a valdsdagban is kovetett dialektikus gondolatmenetet:
bebizonyitandé, miszerint nem lehetséges, hogy a hdromszog szdgeinek Gsszege
ne legyen 2R ; mert tegyiik fel az ellenkezdjét; hogy, tehat éppen az nem lehetséges,
hogy a hdromszdg szogeinek Osszege 2R legyen; ha ez igy volna, akkor ebbdl kovet-
kezne, hogy a négyzet atldjanak és oldaldnak ardnya raciondlis (értéket is felvehet).
Errél a konklaziordl mar régen, és ettdl fiiggetleniil, szigorian bizonyitdst nyert,
hogy lehetetlen. Sajnos azonban, ebbdl nem kovetkezik az eredetileg igaznak feltéte-
lezett premissza (,,lehetetlen, hogy a hdromsz6g szGgeinek Gsszege 2R™) hamis volta
— mert (€s ezt mdr a korabeli geométerek bizonydra j6l tudtdk) csak akkor lehe-
tetlen, hogy a négyzet oldala az dtléval kommenzurabilis legyen, ha az euklideszi
tétel igaz! Ezek szerint a négyzet dtldjanak inkommenzurabilitdsa egy euklideszi
tétel, és igy, ebb8l a kontra-euklideszi hipotézis lehetetlensége nem kdvetkezik.

Az idézett tétel igen 1ényeges és egydltaldban nem trividlis; felderitéséhez alapos

32 A szdveg — tilsdgos sziikszaviisiga miatt — pongyola: nyilvdn a kontra-euklideszi hipo-~
tézis esetében a négyzet atlgja és oldala kdzotti viszony értéke nem mindig raciondlis — de — az
euklideszi escttdl eltérden, amikor ez teljességgel lehetetlen — raciondlis értékeket is felvesz.

53 )éy 6¢, olov to Toiywvov adbvatoy 8o dpBag &xerv, el tdde, xal 1} O1dpcTEOS GUUUETOOS,
lei Tade]. (Veluti triangulum impossibile est suos angulos duobus rectis aequales habere: si haec
sint, et diameter commensurabiiis est; 281 b 5—7). — A Bekker-féle kiad4s alapjainal allé 6sz-
szesen Ot kddex koziil a masodszor fellépd, €s altalunk itt szogletes zardjelek k6zé helyezett [ef Tade]
kifejezés csak egyetlenegyben ,,L” Codex Vaticanus 253 szerepel; a tébbi négy kédexben ,,E” Cod.
Parisiensis Regius 1853, ,,F” Cod. Laurentianus 87,7 ; ,,H” Cod. Vaticanus 1027; ,,M”> Cod. Urbinas
37) ez a kifejezés nem szerepel. A De Caelo latin forditdja, Ioannes ARGYROPYLOS, ugyancsak
elhagyja a masodszor fellépd [ef tade] kifejezést; ezzel szemben, a Firmin Dipot-féle kiadas ezt
a kifejezést mindkétszer felveszi és latin forditasaban is feltiinteti, megviltoztatvan, a BEKKER-féle
kiad4shoz viszonyitva, a szOoveg pontozasit is: ,,Veluti triangulum impossibile est suos tres angu-
los duobus rectis aequales habere, si haec sint; et diameter commen surabilis est, si hoc sit”.
A Firmin Dipor-féle kiaddsban szerepld pontosvesszé két, egymastol fiiggetlen tételre bontja az
egyetlen implikdciot képezd, Gsszefiiggd allitdst, — nem beszélve arrdl, hogy a kétszer ismétlédd
&i tade kifejezésben foglalt célzas igy teljesen érthetetlenné valik: valéban, vajon milyen premisz-
szdt kell felvenni ahhoz, hogy a hdromszog sz6gdsszegének lehetetlen legyen két derékszoggel
egyenldnek lennie? és milyen premisszat kell felvenni, — minek kell egy bizonyos mddon lennie
ahhoz, hogy a négyzet 4tlja és oldala egymdssal dsszemérhetd legyen? Ez utdbbi esetben, vildgos,
hogy ez a premissza csak az lehet, hogy a hdromszdg szogeinek Jsszege nem egyenld két derékszig-
gell Tehat ismét oda jutunk igy, ahol az elsd, és sokkal vilagosabb ARGYROPYLOS-féle értelmezéssel
mar eredetileg is voltunk!
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vizsgdlatokat kellett folytatni és a korhoz viszonyitva igen fejlett és ardnylag bonyo-
lult bizonyitdsi eljardsokat kellett igénybe venni. Mindazondltal az implikdcié pre-
misszdjdt és konkldzidjat 6sszek6tS gondolati ldncolat rekonstrukcidjdt sikeriil
teljesen a korban haszndlatos mdédszerekkel elvégezni.

Kontra-euklideszi principiumokbdél — kontraeuklideszi tételek kovetkeznek
(Magna Moral. 1187 a 36—38, b 1—4; Phys. 200 a 29—30)

16. — A tobbi szévegek — amellett, hogy 6nmagukban az &ltalanos kontra-
euklideszi T hipotézis puszta megléte mellett tantiskodnak — a toredékeknek egy
olyan jelent8s csoportjat tartalmazzdk, amelyik a koévetkezd alapvet§ fontossdgi
és onmagdban mdr igen moderniil hangzd meta-matematikai tétel illusztrdlasanak
van szentelve: a matematikai bizonyitdsok kiindulépontjat képezé be nem bizonyitott
dllitdsok (agyaf — principia; ezt a szét, ebben az esetben, abban az értelemben
ahogy azt ARISTOTELES az emlitett helyeken haszndlja — nyugodtan fordithatjuk
az axioma szoval, abban az értelemben, ahogy ezt a kifejezést a mai matematikdban
haszndljdk) vdltozatlanul dtviszik sajdt (tehat pl. euklideszi vagy ellenkezbleg
kontra-euklideszi) tartalmukat, lényegiiket — a beldliik bizonyitdssal szdrmaztatott
tételekre.

Tulajdonképpen ebbe a csoportba tartozik a mdr idézett (5) Eth. ad Eud. 1222 b
35—36 toredék is, amelyik az emlitett meta-matematikai tétel illusztrdlasdra azon-
ban az euklideszi varidns mellett egy a tompaszdg hipotézisébsl (ill. kés&bbi for-
mdjéban: a sik Riemann-féle geometridjabol) fakadd példat idéz; ezt a szoveget
is tekintetbe véve, az emlitett csoport Osszesen 7 toredéket tartalmaz — és, ami
ismét feltiing, és véleménylink szerint nem tulajdonithato a véletlen puszta jatékdnak:
ezek koziill 6 — méghozzd azok, amelyekben az emlitett meta-matematikai tétel
a legélesebb formdban van megfogalmazva — a Corpus etikai irdsaiban taldlhaté.>*

Vegyiik sorra ezeket.

A Magna Moralia I 9 fejezete a jo és a rossz cselekedet kérdésével foglalkozik
és azt a jelentds etikai tételt mondja ki, hogy az ember szabadon valaszthat (éxovoiwg;
1187 b 19) a j6 (orovoaid; 1187 a 22; b 19) és a rossz (pabAa,; 1187 a 23 b 20),
cselekvése kozott.’3 A kovetkezd két fejezet (Magna Moral. 1. 10 és 1. 11), rész-
letesebben elemzi ezt az etikai tételt. (Ezek a fejtegetések lényegében’ viltozatlanul
megtaldlhatatok az Ethica ad Eudem. 11. 6, 10, 11 valamint az Ethica Nicom. Il
4, 5 fejezeteiben.) ARISTOTELESnek a fenti szOvegekben kifejtett dlldspontja, réviden
a kovetkezdkben foglalhaté Gssze: az emberi cselekvés meghatdrozott akarati jel-
legit elhatdrozdsokbodl (mwooaipsoic; 1189 b 6) ered; ezek az elGzetes dontések képe-
zik kiinduldsi pontjdt, principiumdt (Geyi) a tarsadalmi-erkolesi cselekvésnek
(rodiérc), amelyet teljes egészében meghatdroz,3® nevezetesen gy, hogy az eredeti
elhatdrozds j6 vagy rosszjellegét a cselekedetre is valtozatlanul &tviszi; a tettek
maguk ugy tekintendGk, mint ezeknek a principiumszerii elhatdrozdsoknak a sziik-

54 5, Eth. Eudem. 1222 b 35—36; 9. Magna Moral. 1187 a 36—38; 10. Physica 200 a 29—230;
11-—12. Magna Moralia 1187 b 1—4; 15. Eth. Eudem. 1222 b 25—26;16. Eth. Eudem. 1222 b 41'—"'42:

55 Manifestum igitur hoc modo in nostro arbitrio esse bona malaqua facere; 1187 a 22—23.

56 gigi 8¢ ai moers yeynuévar % tvov Goydv. — (suntque actiones ex aliquibus progenitae
principibus; 1187 b 11—12) o

. .
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ségszerii kovetkezményei. ARISTOTELES azonban ismételten hangsiulyozza, hogy el-
hatdrozdsoknak és dontéseknek természetesen csak ott van értelme, ahol a kovetett
célok az ember hatalmdban vannak és dltala valéoban megvalSsithatok.

A Magna Moralia szerzGje szerint itt egy egészen dltaldnos érvényii természeti

jelenséggel allunk szemben: mindeniitt ahol bdrmilyen generdcié folytdn jon létre
valami — van egy olyan mindségi hatdrozmdny, amely a vdltozdsban is valtozatlan
marad, nevezetesen éppen a dolog lényege.®” Ez mdr énmagdban is egy figyelemre
méltd, de sajnos eddig még a megérdemelt médon kell6képpen figyelemre nem mél-
tatott, dltaldnos tétel: a mindségi lényeg megmaraddsinak a tétele, — annak a ki-
monddsa, hogy a dolgok tartalmaznak egy olyan minbségi hatdrozmdnyt, amelyik
bizonyos transzformdcickkal szemben invaridns.
' Ezt az dltaldnos tételt a szerzG azonnal egy — dltala igen kedvelt — bioldgiai
példdval illusztrdlja: az élévildgban a leszdrmazott, az 6t generdld szillé faji jellegét,
Iényegét vdltozatlanul megtartia; (,,... Csak sast nemzenek a sasok, és nem sziil
gydva nyulat Nibia pdrduca™); és az, amibdl, példdul a fa iétrejon — a mag (ondouc)
— ugy tekintendd, mint a létrejott dolognak, a fdnak a principiuma.’® Ami pedig
altalaban magukat a principiumokat illeti — folytatja a szerz6 — ezekre vonatkozo-
lag 4ll a tétel: amilyenek maguk a kezdetben adott principiumok — olyan mindaz
is ami ezekbdl a principiumokbdl ered.”® Es ebben az eszmei kérnyezetben jelenik
meg ezek utdn egy geometriai példa, mert — a szerzd véleménye szerint — az emlitett
tétel a geometridban sokkal vildgosabban, sokkal kézzelfoghatébban (évagyiotepov)
szemléltethetd és beldthat6 (xatideiv; intueri; 1187 a 35—36):° mert itt, a geometrid-
ban,

(9) ha egyszer felvesziink valamilyen (bizonyitatlan kiindulé tételeket) principiu-
mokat, (akkor) bdrmilyenek is legyenek ezek a principiumok, olyanok lesznek azok
(a kovetkezmények, tételek) is, amelyek a principiumokbdl erednek (mint maguk
a principiumok). — (1187 a 36—39)

A principium és a kovetkezmények kozotti Osszefiiggésnek ugyanez a gondo-
lata jelenik meg — az elGbbieknek reciprok formdjaban — a Fizika II 9 fejezetében,
ahol a koévetkezd szoveget olvashatjuk:

(10) Ha a hdromszog (szogeinek Osszege) nem egyenlo két derékszoggel — ugy
a principiumok sem dllanak fenn®' (200 a 29—30).

E szbveg értelmezése szintén nem titk6zik semmi nehézségbe: ha a hdromszdg
szOgeinek Osszege nem egyenld két derékszoggel, akkor azok a geometriai prin-
cipiumok, amelyekre ez a tétel alapszik, szintén nem dllhatnak fenn t6bbé; ezek
nem lehetnek ugyanazok, mint abban az esetben, ha a hdromszog szdgeinek Gsszege
két derékszoggel egyenld.

Ezekben a toredékekben — kiilénésen a (9) Magna Moral. 1187 a 36—38
szOvegben — a legfeltiin6bb mindenekelStt az, hogy a szerz$ szinte természetesnek

57 ndoa yap gboic yevwnrixj éonv oboiag towabtng ofa éotiv. — (quod omnis natura eiusdem
essentiae est procreatrix atque ipsa est; 1187 a 30—31); lasd még De Gener. Animal. 742 b 29.

38 aiity ydo g Goyxr. (1d namque principium est; 7187 a 33).

3% w¢ yap Gv Exwoiv al dpxai, obtwg »al Ta éx TV aoxdv Exer. — (ut enim habuerint
principia, ita quae a principis ortum ducunt; 71187 a 34—35).

60 xai yag éxef énerdrf tveg AsupPavovrar doyxai, ¢ dv al doxai Exwav, obtw xai Ta peTd TAC
doxdc. (...ubi cum ponatur principia quaedam, qualia fuerint ipsa, talia erunt quae ipsa
consequentur; 1187 a 36—38).

61 00dé yap éxel ai dpyal, e uny tolywvov dbo dpbaic. (neque enim ibi principia sunt, si non-
triangulus tres habeat angulos duobus rectis aequales; 200 a 29—30).
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tartja, hogy a geometridban szabadon, minden gatlds, minden akaddly nélkiil fel
lehet venni, a tovdbbi bizonyitdsok kiindulépontjaul, egymadstol geometriai lénye-
giikben nemcsak kiilonb6z6, de egymdsnak formalisan ellentmondé ,,bdrmilyen’
principiumokat, és — ami taldn még ennél is feltiinGbb —, hogy a szerz8 ezt a
geometridra vonatkozé meta-matematikai tételt sokkal alkalmasabbnak tartja etikai
tételének illusztrdaldsdra, mint az ezt megel6z3 bioldgiai tételt: nyilvdn, véleménye
szerint, ebben a tekintetben sokkal pontosabb analdgia dll fenn a geometria és az
etika kozott. Valdban a bioldgidban csupdn az egyes fajok ko6zotti kiilonbségrdl
van szo, €s ezek a kiilonbségek természeti adottsdgok — addig mig az etikdban a
j6 és a rossz irreducibilis ellentétérSl van szo, amelyek k6zott az ember szabadon
vdlaszthat.

Az idézett (9) Magna Moralia 1187 a 36—38 téredékben felmeriild dllitds
tovdbbi részletezése aldtdmasztja a fenti értelmezést: mert ha példdul a hdromszog
(szbgeinek Osszege) — olvassuk — két derékszoggel egyenld, uigy a négyszog (szOgei-
nek Osszege) négy (derékszég) (1187 a 38—39).

Ebben a példdban mindenekelGtt az feltinG, hogy ARISTOTELES itt (€s ez az etikai
munkdkban dltaldnos) mindenekelStt a hdromszog szdgdsszegének konkrét értékét
kimond¢é dllitdst, a tovabbi bizonyitdasok kiinduldsdt képezd, bizonyitatlan prin-
cipiumaként (dgy#) kezeli — tehat, mint egy mai értelemben vett axidmdr. Ennek
az alapvetG tételnek az axiomaként valo kezelése nem valami, ARISTOTELES hidnyos-
nak feltételezett matematikai képzettségébsl ereds, véletlenszerli botldsbol ered,
hanem — koévetkezetesen végigvonul az Osszes etikai irdsokon.

A hdromszog sz6gdsszegére vonatkozé dllitdsnak principiumként, axiomaként
valé kezelése nem csupdn azért feltiing, mert ez a tétel az Elemekben szigoruian
bizonyitva van — hanem f8leg azért, mert a tétel bizonyitdsdt ARISTOTELES maga
jOl ismerte és mert éppen ez a tétel a kedvenc, folyton visszatérd példdja az dltaldnos
érvényli, szigornan bizonyitott és sziikségszer(i jelleggel bird igazsdg példizdsdra.®?

Két, nemcsak hogy eltérd, de egymdsnak némileg ellentmondd felfogds van
itt jelen: '

(a) a régebbi korokbdl fennmaradt és dltaldnosan elterjedt klasszikus felfogds
szigoruan bizonyitottnak tekinti a tételt, amely szerint a hdromszog szégeinek
Osszege 2R — ¢és egy mdsik felfogds, amelyik,

(b) — a szOgek Osszegére vonatkozo dllitdst mindenekelGtt mds tételek szigorh
levezetésére szolgdlé bizonyitatlan kiinduldsi tételnek tekinti, a bizonyitdsi ldncolat
principiumédnak (dgys); s6t, ezen tulmendleg, ezt a mdr Snmagdban heterodox
magatartdst még azzal is silyosbitja, hogy ehhez a kezdeti bizonyitatlan dllitdshoz
még csak nem is rendel semmiféle logikai értéket, nem dllitja réla sem azt, hogy igaz,
sem azt, hogy hamis, tehdt a sz6 mai értelmében vett hipotézisnek tekinti — és
végiil, az egészet kovetkezetesen azzal tetézi, hogy (amint a nyomban kévetkezd
és dltaldban az dsszes dltalunk elemzett toredékekbdl Kkitilinik) vele egyenrangi
kiinduldsi hipotézisként fogadja el a neki formalisan ellentmondé dllitdst is.

Nyilvdnvalo, hogy ez utébbi felfogds csak azoknak a matematikusoknak a
korében alakulhatott ki, akik nem tartottdk kielégit6nek az Elem. I. 32.2 tétel klasz-
szikus bizonyitdsdt és akik az dltaluk megkisérelt indirekt bizonyitdsi kisérlet kere-
tében azt tapasztaltdk, hogy az Elem. I. 32.2 tétellel szembedllitott T hipotézist

62 Lisd erre vonatkozo6lag Bonitz Indexét a megfeleld kifejezésnél. (H. Bonitz, Index Aristo-
elicus, Berolini 1870; megjl. mint a Bekker-féle Aristoteles kiadas V-ik kotete).
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nem sikeriil megddnteniok és ebbbl azt a kovetkeztetést vontdk le, hogy, tehdt,
az Flem. I. 32.2 allitds igaz volta a valdsdgban effektive épp gy hijdn van a bizo-
nyitdsnak, mint ahogy bizonyitatlan a vele szemben 4ll6 T 4llitds hamis volta is;
ezért tehdt, szigortt tudomdnyos szemmel nézve — egyel8re mindkettd egyformdn
ugy kezelend8, mint egy-egy bizonyitdsi ldncolat kiindulépontja, principiuma,
doyn-je, azaz mint egy-egy puszta hipotézis — de nem a szénak a mai természet-
tudomdnyokban, hanem az 6kori és a mai matematikdban egyardnt érvényes dialek-
tikai értelmében: a bizonyitdsok ldncolatdnak megegyezés alapjan elfogadott ki-
induld tézise. ,

Valoban a (9) Magna Moral. 1187 a 36—38 toredékben kimondott meta-
matematikai tétel illusztréldsira a szerz8 az elSbbire kovetkez8 sorokban mindjdrt
be is vezeti a kGvetkez8 tovdbbi két példdt:

(11) ha azonban a hdromszog dtvdltozik (azaz ha megvdltoztatja geometriai
lényegét) — ugy vele egyiitt dtvdltozik a négyszog (lényege) is, %3

(12) mert (az el6z6 — 1187 a 38—39 sorokban kimondott implikdcid) kontra-
pozicio segitségével megfordithats: ha a négyszog (szdgeinek Osszege) nem egyenld
négy derékszdggel, tigy a hdromszog (szbgeinek Osszege) sem egyenld két derékszig-
gel 54

Most madr egészen vildgossd valt, hogy mi az a 1ényeg, mi az a faji jelleg, amit
az agyy logikai nemzés, deduktiv generdcio kozvetitésével és a sziikségszeriiség
erejével dtszarmaztat a belGle mint egy magbdl kisarjadé geometriai tétel-utédokra:
ez, magdnak az illet6 principiumon alapulé deduktiv rendszernek a faji jellege,
a geometriai lényege, — az amit egyik esetben az euklideszi, a mdsik esetben pedig
a deduktiv rendszer kontra-euklideszi jellegének, vagy egy szdval, euklidesziségnek,
illetve kontra-euklidesziességnek, vagy euklideszellenességnek nevezhetnénk. Ez,
a fentebb kimondott meta-matematikai tétel — (9) Magna Moral, 1187 a 36—38 —
ezek szerint mdr tartalmazza Onmagdban annak a jelentds ténynek is a spontdan
elismerdsét, hogy az aequivalencidkat létrehozé formdl-logikai transzformdcickkal
szemben, a deduktiv rendszer sajdtos jellemz8 lényege, faji jellege invaridns marad.

Etika és geometria

17. — Ezek utdn érthetdvé valik, miért tartja a szerzd alkalmasabbnak a geo-
metriai analdgidt etikai tételének illusztrdldsdra, mint a bioldgidbdl meritett példat:
a bioldgidban nem fligg téliink a vdlasztds a fenndlld lehet8ségek k6z06tt — mig
a geometridban szabad vdlasztdsunkon mulik, hogy a két ellentétes doys mint
a priori egyenrangt ¢és egyenls jogu lehet8ség koziil melyik mellett dontiink, melyiket
tesszitk meg logikai, dianoetikai cselekvésiink kiinduldsi tézisévé; de miutdn ezek
barmelyikét egyszer elfogadtuk, ez, a sziikségszerliség erejével meghatdrozza a
belble folyé kovetkezmények, dianoetikai cselekedetek jellegét, és sajit lényegét
ezekre viltozatlanul dtszdrmaztatja; és valamint etikai téren a vdlasztdsnak és a
dontésnek csak ott van értelme, ahol az embernek hatalmdban 4ll a megvaldsitds —

63 w¢ dv uctofaliy to terodymvov oruuetPfarler. (et siin triangulo sit secus, etiam in quadrato
secus erit; 1187 b 1—2),

64 qvrioToépear yao xai edv To terpdywvov ui Exy térrapowy dplals icac, oOOE O TOiywVOY
&er oveiv 6pbai; isa;, — (nam haec convertuntur; et si quadratum quattuor angulis aequales
non habuerit angulos, ne triangulo quidem duobus rectis habebit aequales; 1187 b 2—4).
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Mgy geometriai téren is; mert a gondolkodds univerzumdban valéban az embernek
mddjdban és hatalmdban dll mindkét geometriai varidns effektiv megvaldsitdsa,
ami itt, a deduktiv lancolatok létrehozdsiban nyilvdnul meg.

Természetesen, még csak nem is gondolhatunk arra, hogy ARISTOTELES, vagy
geométer kortdrsai, a kontra-euklideszi rendszert a mai értelemben véve tartotta
volna az euklideszi geometridval egyenlGen jogosultnak; hanem ellenkezGleg —
ugyanabban az értelemben gondolhatta Sket egyforman megvaldsithatéknak, mint
ahogy az etikai cselekvés terén a j6 €s a rossz megvaldsitdsa egyenlGképpen az ember
hatalmdban van; sGt: ez csak egyedill az embernek van hatalmdban, mert az ember
kizdrolagos privilégiuma a rosszat cselekedni — hiszen ARISTOTELES felfogdsdban
a természet Snmagdban mindig csak jo lehet®3; és amint a tovdbbi toredékek erre
még tZbdb fényt deri‘enek — § (€s valdsziniileg ez lehetett a geométerek véleménye is)
ezt a kontra-euklideszi geometridat egy rossz, degenerdlt, elfajzott geometridnak
tartotta.

Jellemz6 példdul, hogy az Analytica Posteriora I 12 fejezetében ezt a kontra-
euklideszi rendszert (bar ott ennek csak egyik, a tompaszdg hipotézisére épiilG
varidnsdrdl van szd) ugyanazzal a @adlog kifejezéssel illeti, mint az imént idézett
etikai szovegekben (1187 a 2—23) a rosszat: e kifejezés jelentése tébbarnyalatu:
rossz, romlott, megromlott, elromlott, elfajzott, degenerdlodott, kisebb értékii, silany stb.

Az Anal Poster I. 12 fejezetében azt az ismét nagyon modern hangzdsi meta-
matematikai tézist fejti ki, hogy nem minden tetszés szerinti, 6nkényesen megfogal-
mazott allitds igaz voltdnak a bizonyitdsdt jogosult megkdvetelni €s elvdrni egy meg-
hatdrozott tudomdnyagtél. Valamely deduktiv rendszert6l csak akkor kovetelhet-
jik meg joggal, hogy egy allitdst bebizonyitson — ha ez az dllitds a rendszer fogal-
mai és reldcioi segitségével, tehdt a rendszeren beliil, megfogalmazhatd; csak az
ilyen dllitdsok interrogativ megfogalmazdsa bir értelemmel és nevezhet§ egy valdban
tudomanyos kérdésnek (éohtnua énrotyuovixdy; interrogatio scientialis, 77 a 38—39).
Bdr a kérdés formdjdban megfogalmazott allitds még nélkiilézi a logikai értéket
(sem igaz, sem hamis), figyelemre mélto, hogy ennek ellenére ARISTOTELES mdr fel-
figyelt arra, hogy ezek is két osztdlyba sorolhatdk aszerint, hogy hozzd tartoznak
egy meghatdrozott deduktiv rendszerhez vagy sem, hogy megfogalmazhatdk-e, hogy
értelemmel birnak-e benne vagy sem. (Természetesen ARISTOTELES még csak nem
is gondolhatott arra, hogy egy deduktiv rendszeren beliil meg lehet fogalmazni
olyan dilitdsokat is, amelyek azon belil egyaltalin el nem doénthetdk).

A geométer tehdt koteles szimot adni mar az dltala felvetett puszta kérdésrdl
18: értelemmel bir-e az a geometridban vagy sem. Azonban ARISTOTELES ¢ helyiitt
is kifejezetten hangsilyozza, hogy ami viszont a principiumokat illeti, ezekrél a
geométer nem koteles (és nem is képes) szdmot adni, ezeket megindokolni (77 b 5—6). .
Midr most, egy kérdés formdjaban megfogalmazott tétel, egy megoldando feladat,
kétféle értelemben is lehet nemgeometriai jellegli (éowtiiuata dyswuéronta; interro-
gationes non geometricae; 77 b 16—17). Ilyen mindenekeldtt, természetesen, egy
a geometria korébe egydltalin nem tartozo, példdul zenei jellegli kérdés (ez a példa,
ebben a széhaszndlatban — 10 povexdv dodtnud — PROKLOStO! szdrmazik®®,

65 FEzt a gondolatot hangsilyozza és taglalja Eth. Eudem. 1227 a 18, valamint Metaph. 1051
a 19—21. De a természet is hibazhat: igy jonnek létre az elvetélt, elhibazott szornyek, téoara .
auaotiuaca. (monstra peccata; Phys. 199 b 4); lasd még De Gener,. Animal. 1V. 3. i
¢ Proklos 58, 25.
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aki az Analytica Posteriora I 12 fejezetének a lényegét — a forrds megjel6lése nélkiif
-— az Elemek I kényvéhez irott kommentdrjaiban réviden megismétli).

Vannak azonban teljesen geometriai fogalmakbdl Osszedllitott tézisek is, ame-
lyek mégsem birnak szorosabb értelemben vett geometriai jelleggel; hogyan és mivel
jellemezhet8 mar most a tudatlansdgnak (dyvoia) az a fajtdja, amelyik nyelvezetében
geometriai ugyan — de mégis hijan van annak az alapvetd jellegnek, amely lehet6vé
tenné, hogy a geometriai tudomdny korébe sorolhatd legyen? (77 b 17—18).

A tudomdnyossag jellegét akkor kell, természetszeriileg, mindenekelStt meg-
vonni egy a geometria principiumaibol szarmaztatott dllitdstol, ha magdban a leve-
zetésben egy formalis hiba rejt8zik; ebben az esetben azonban egy k&zdnséges
paralogizmussal van dolgunk és — amint ARISTOTELES hangsulyozza — a matemati-
kdban, a koOzOnséges disputdcioktol eltérfen, ilyen paralogizmusok igen ritkdn
fordulnak el (77 b 27—28, 30—31).

A tudomdnnyal azonban ellentétesek azok a levezetések is, amelyek megfogal-
mazdsukban, nyelvezetiilkben teljesen geometriaiak ugyan — de a geometria sajdtos
principiumaival ellentétes principiumokbdl erednek.®” Mdr ebbdl is viligos, hogy
Aristoteles nyilvdn a kontra-euklideszi rendszerre céloz — és nem kérdéses, hogy
az egész problémakomplexumot ez idézte fel benne: rendkiviil nyugtalanithatta
ezt a logikai elmét egy olyan geometriai rendszernek a ldtvdnya, amelyet nem lehet
a szokvdnyos moédon hamisnak mondani, amelyet nem terhel semmilyen formadlis
hiba, amely nem tartalmaz paralogizmusokat, amely ldtszatra mindenben teljesen
geometriai jelleggel bir —, hiszen teljes egészében geometriai nyelvezeten kifejez-
het§ — és ennek ellenére mégsem fogadhaté el mint geometria. Mi az akkor, ami arra
késztethet, hogy visszautasitsuk? Nyilvdan csak az, hogy a geometria, az igazi, a jé
geometria principiumaival ellentétes®® principiumokbdl szdrmazik. Es ime rdgtén
egy példa egy ilyen ageometrikus allitdsra:

(13) Mert az a vélemény, hogy a pdrhuzamosak metszik egymdst egyféleképpen
geometriai mdsféleképpen nem-geometriai (jelleggel bir)®°.

Ez az jtodik toredék,”® amelyben emlités torténik a tompasz6g hipotézisérdl;
a tompaszég hipotézis szempontjibol ez nem hoz Ujat: nyilvdn, egy az (1) és (2)
ikertéredékre (Anal. Prior, 66 a 13—15) torténik itt rendkiviil elliptikus, de félre-
érthetetlen célzds; ami @j informdcidt tartalmaz ez a (13) Anal. Poster, 77 b 22—24
toredék, az azonban igen lényeges; megtudjuk bel6le, hogy Aristoteles (ill. geo-
méter kortdrsai) a pdrhuzamosak metszésére vonatkozoé tételt nem tekintették kozon-
séges paralogizmusnak, annak ellenére, hogy ez egy 6nmagdban ellentmondd hamis
végkdvetkeztetésre jut; (,,a pdrhuzamos, a nem metsz6 egyenesek — metszik egymdst” )
de ez a végkovetkeztetés egy szigoru logikai észjards eredménye, amely semmilyen
formadlis hibdt nem tartalmaz: ha elfogadjuk, hogy a hdromszdg sz6gdsszege nagyobb
mint 2R — akkor a konkluzié ebbdl hibamentesen kovetkezik.

87 xai i dyvowa abtn, 1 éx 1OV toobrwv doxdv, évavtia. (atque haec ignorantia, quae est ex
huiusmodi principiis, est contraria scientiae; 77 b 26—27)

68 Proklos, — aki ezt az egész gondolatmenetet a forras megjel6lése nélkiil kozli, a geometria
principiumainak inkorrekt (Siaarodpws) hasznalatirdl beszél (i. m. 58, 27—59, 1).

69 16 8¢ Ta¢ mapaAddove ovurnintew oicabar yewueToxov nwe xai Gyewusrontov dilov Todmov,
(putare autem aequidistantes concurrere geometricum quodammodo, et non geometricum alio
modo; 77 b 22—24); lisd még De Gener. Animal. II. 8.

70 A megel5z6 nagy fragmentum, amelyben a tompaszdg hipotézise elofordul, a kévetkez6:
1—2. Anal. Prior. 66 a 11—15; 4. Anal. Poster. 90 a 33—34; 5. Eth. Eudem. 1222 b 35—36.
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Amt kiilondsen a jelen toredéket illeti — ez nyilvan csak egy konkrét példa
szerepét jdtssza, amely azonban az Gsszes kontra-euklideszi tételeket reprezentdlja —
hiszen a geometria principiumaival ellentétes principiumokbdl nem csak 6nellent-
mondé kovetkeztetéseket (,,a nem-metsz6k metszik egymdst”) vonhatdk le! Igy
hdt ezek nem tekinthetSk egyszer{i paralogizmusoknak — de nem is tekinthetSk
a sz6 igazi értelmében vett j6 geometriai tételnek, a ,,geometria” jelz6t mint pozitivu-
mot, kénytelenek vagyunk megvonni ezektGl.

ARISTOTELES érzi, hogy ennek az dlldspontnak valamilyen megindokldsra, meg-
alapozdsra van sziiksége és e célbdl egy nem kifejezetten tudomdnyos férumhoz —
a koznapi 6sztonds gondolkodds spontdn termékeihez fordul. Nevezetesen, a koz-
napi életben két értelemben haszndlnak bizonyos negativ kifejezéseket: igy példdul
a koznapi élet nyelvében is, kétféle értelemben haszndljdk a ,,nem zenei” kifejezést:
egyszer olyasvalamire, ami egydltaldn nem tartozik a zenéhez vagy a kéltészethez;
de féleg, és sajitos értelemben, ez a kifejezés a zeneietlen és a kéltbietlen—zenei
és koltészeti munkdkat jeloli: a ritmus nélkilli és disszondns melddidt, a kéltiség hijan
levd verset, tehdt a degenerdlt, rossz, anti-muzikdlis és anti-poétikus termékeket.
Hasonldéan haszndlhaté az ,,a-geometrikus” jelzs is:

(14) — kétféleképpen, mint az a-ritmusos, ritmustalan, zeneietlen (kifejezés);
egyféleképpen azt is jelenti az a-geometrikus (kifejezés), hogy az amirédl szé van
egydltalan nem geometriai (un &rev) nem tartozik a geometria korébe, (nem tar-
talmaz magdban semmi geometriai jelleget) hasonldképpen mint az a-ritmusos (egyik
jelentése is az, hogy a dolog egydltaldn nem tartozik a koltészet és a zene korébe),
— mdsik értelemben azonban hogy (a geometriait, a geometriai jelleget) romloztan,
degenerdltan, rossz formaban (padiwg) tartalmazza.”!

Ez a kontra-euklideszi geometria tehdt sem nem hamis (fe0d0¢) — sem nem ab-
szurd (dtomog), sem nem lehetetlen (Gddvaroc) — hanem a sz6 erkdlcsi értelmében véve
(cf. 1187 a 23, b 20) rossz, romlott, degeneralt, elfajzott (padioc)’2. Csupdn koz-
bevetSleg jegyzem meg, hogy hasonld vélemény uralkodott a mult szdzad utolsé év-
tizedeiben is a mdr kész nem euklideszi geometridrél a matematikusok nagy részénél.

Ellentétes principiumok a geometriaban

18. — Az etikai kdnyvekben taldlhaté tobbi téredékek is mind a fenti értelme-
zéseket tamogatjdk. Ime, itt van mindjart egy toredék az Ethica ad Eudemum II 6
fejezetébdl: a matematikaikban is (év taigc paBnuatieaic; 1222 b 23—24) is az
a helyzet, hogy:

7t SirTov yap todto, Woneo To doovluov, xai To udv Erepov ayswudtontov T® uip Exev Gons
70 dpovluov, 10 8¢ Erepov T® paviwg Exerv. — (duplex enim hoc est quemadmodum arrhythmum;
et alterum quidem est non geometricum, quia non habet sicut arrhytmum, alterum vero, quia prave
habet; 77 b 24—26).

72 Az egyetlen hely, ahol az euklideszi és a kontra-euklideszi hipotézis, mint egy alternativa
két egymadssal szemben 4116 pélusa jelenik meg, a 6. Anal. Poster. 93 a 33—35 téredék; figyelemre
mélté azonban, hogy, valamint itt, a /4. Anal. Poster. 77 b 24—26 toredékben a kontra-euklideszi
hipotézist nem a ,,hamis” logikai érték kifejezésével hdritja el, hanem a pafloc etikai jelzével bé-
lyegzi meg gy ott, a 6. Anal. Poster. 93 a 33—35 toredékben viszont az alternativa két poélusa
kozil egyetien elfogadhat6 (de egyelore meghatarozatlan) esetet sem az ,,igazi” logikai érték kon-
venciondlis terminusdval (aAs0nc) illeti — hanem a sokkal tagabb és tobb értelmet magaval hor-
dozb, talan kevésbé preciz, de sokkal mélyebb rezonancidju Adyoc kifejezéssel.
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(15) ha a principum dtvdltozik, (megd8l), akkor ugyancsak dtvditozik mindaz
ami bizonyitds utjan ebbdl kovetkezik.?3

Ez a toredék ugyanazt tartalmazza lényegében, mint a (9) Magna Moral. 1187
a 37—38), csakhogy itten a (14) Eth. Eud. 1222 b 25—26 t6redékben, immdr nem
csupdn arrél van szg, hatarozatlanul, hogy ,,bdrmilyen principiumokat vesziink fel...”
hanem kategorikus formaban, az adott geometriai principium atvaltozdsardl, meg-
ddlésérdl: ARISTOTELES a xrvéw igét haszndlja ezzel kapcsolatban, amely itt nyilvdan
nem jelenthet egy szokvdnyos értelemben vett mechanikai elmozduldst, hanem
valamilyen gyOkeres dtvaltozdst; ebben az értelemben forditotta az INTERPRETUS
INCERTUS is ezt a sz6t a latin lubefacere, megdonteni, lerombolni igével, amit nagyon
taldlonak tartok.

Majd kissé lejjebb ismét a mdr idézett (5) Eth. Eud. 1222 b 35—36 szivegrész
kovetkezik, ahol az imént (15) Eth. Eud. 1222 b 25—26 kimondott dltaldnos meta-
matematikai tézis illusztrdldsdra az eredeti, euklideszi, principiumot a tompasz4g
hipotézise helyettesiti.

Mindezeket a fejtegetéseket, amelyekben a geometriai példa taglaldsa foglalja
el a kozponti helyet — a kovetkez8 megjegyzés zirja le:

(16) Ha valami valésdgosan [étezé szdamdra fenndll a lehetésége annak (vagy:
ha valami szdmdra valdban, igazdn fenndll a lehet&sége annak), hogy ellenkezékép-
pen is legyen, gy sziikségszerii mddon ennck principiumai is ugyanigy vannak™ (azaz
ezek is sziikségszerlien ellenkezGjikbe vdltoznak 4t).

Onmagdban természetesen bandlis tény, hogy a konkrét egzisztencidval bird
dolgok (efvar 10 modyua; 14 b 19, 21) egymadssal ellentétes hatdrozmanyokkal bir-
hatnak ; ez azonban nem sziikségszerii.”> Teljesen Gjszeriien, s6t feltéinden hat azon-
ban, hogy ARISTOTELES most az ellentétes principiumok lehet8ségét megengedi
a geometridban is, nevezetesen a hdromszog szdgeinek Osszegére vonatkozodlag.
A lehetdség modalitdsdt Aristoteles itten — szitkségszeriiséggel allitja szembe:
ugyanis, kozvetlenill a fent idézett széveg utdn megjegyzi, hogy a szigori sziikség-
szerliség birodalmdban nem 4ll fenn tébbé a lehetSsége annak, hogy valami igy
és ellenkezdféleképpen is lehessen; majd hozzdteszi, hogy ezzel szemben minden,
aminek eredete az emberi cselekvésben van, minden, aminek ura az ember és annak
szabad akaratdtdl fiigg — mindennek szdmdra fenndll a lehet8sége annak, hogy
legyen vagy hogy ne legyen, hogy igy vagy ellenkezgféleképpen legyen.

Valioztathatatlan-e a haromszég szogeinek Osszege?

19. — A Metafizika VII 7 fejezete ismét az emberi tevékenység kérdésével
foglalkozik, de ezuttal nem etikai, hanem ontolégiai szempontbdl. A mesterség
utjan létrehozott dolog — legyen az az épit§ dltal létrehozott hdz vagy az orvos
altal Iétrehozott egészség — Gs-formdja, amely ezek lényegét képezi, e dolgok eido-

73 xai yao évrabta xvorudvng Tis Goxiic navra ualiota dv ta Serxvipeva perafallor. — (hic enim-
ipso principio labefactato, labefieri omnes, quaie sub illo principio fluxere, demonstrationes oportet;
1222 b 25—-26).

74 ot éingo éotiv Evia TV Svrwv &vdexdueva Evavriwg Exerv, avayxn xal Tas Apxds GLTAV
elvar towavraz. — (quocirca si quaedam sunt eiusmodi ut etiam contra se habere possint, necessario
etiam principia sunt eiusmodi; 1222 b 4/—42).

75 g1y émi Tdv évavtiowv obx avayxaiov, edv Oatesav fj, xai 10 Aoimov eivar, — (praeterea non
necesse est, si contrarium alterum sit, etiam reliquam esse; /4 a 7—S8).
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sza (&idoc) a lélekben van, €s a mesterség utjan létrejétt dolog igazi oka éppen
ennek anyagtalan eidosza, fogalma, eszméje, formdja, fajtdja. Ez a gondolati szub-
sztancia, ez a gondolati Iényeg képezi a dolgot létrehozd tevékenység kiinduld-
pontjat, principiumét és — ami igen lényeges — ez az eidosz maga, ugyanaz az
eidosz, egymdssal ellentétes hatdrozmdnyokat nyerhet; igy pl. az egészség és a beteg-
ség — ugyanannak az egyetlen eidosznak a két egymdssal ellentétes hatdrozmdnya.
(1032 a 12—1032 b 16). Ezek szerint — (mint ahogy az természetes) — nem csak
az erkolcsi cselekvés, hanem a bdrmilyen dolgot Iétrehozdé mi-tevékenység esetében
is fenndll a két egymadssal ellentétes hatdrozmdny megvaldsitdsanak a lehetdsége
az emberi cselekvés szdmdra. A Metafizika idézett szGvegébdl hidnyzik a matema-
tikai példdra valé hivatkozds. Az Eudemoszi Etika II 11 fejezetében azonban ismét
visszatér a szabad emberi déntés és cselekvés kérdése erkdlesi téren, €s itt, most,
ezt ARISTOTELES egyardnt a valamilyen dolgot létrehozé miiszaki jellegii tevékenység,
valamint, ismét ezzel parhuzamosan, a hdromszog szégeinek Osszegére vonatkozo
geometriai példdval illusztrdlja. Ez a hely Onmagdban elég homadlyos — ennek
ellenére mégis kénnyen értelmezhet8, mivel a Metafizika VII 7, valamint az Eude-
moszi Etika 11 6 fejezeteibGl idézett sz6vegeknek a nyilvanvald tartalmi ismétlése.

Lényegében ARISTOTELES itt a kovetkezdket mondja: A valamilyen dolgot
létrehozé emberi tevékenységben a cél az, ami a cselekvést meghatdrozza: a meg-
valésitando cél, a cselekvés valddi principivma, éppligy, mint az elméleti (szemlél5da,
teoretikai) tudomdnyokban (pl. a geometridban) a levezetések kiinduldpontjat
képez8 feltevés; miutdn az orvos mint megvaldsitandd céit az egészséget tlizte ki
maga elé, akkor ebb8l mint principiumbdl, sziikségszeriien kovetkezik, hogy ennek
1étrehozdsdra ezt és ezt kell tenni; hasonloképpen a geometridban, ha a kiinduld
feltevés mint principium: ,,a hdromszég szogeinek dsszege két derékszdg” — akkor
ebbdl ismét sziikségszerlien kovetkezik ez és ez. (1227 b 28—32). Ami a megvalo-
sitandd célt illeti, ARISTOTELES szerint, ez természete szerint csak a jo lehet, a rossz
mindig valami természetellenes (1227 a 20—30).

Ezek utédn, tekintetbe véve az Eudemoszi Etika II 6, 11 valamint a Metafizika
VII 7 fejezeteibdl vett, egymdst kiegészitG részleteket — ARISTOTELES felfogdsa
a kovetkezGképpen fogalmazhatd: a sziikségszerliség birodalmdban a 1étrejove
jelenségeket egyetlen @sprincipium teljesen meghatdrozza; itt, egy meghatdrozott
fajtdji 1énybdSl mindig sziikségszerlii médon ugyanabba a fajtdba tartozd lény jon
létre; ebben a sziikségszerii folyamatban az torténik, hogy az Gs-principium, —
— (az éI8kények esetében ez maga a nemzd sejt; /187 a 31-—35) — valtoztatds
nélkiil a sziikségszeriiség erejével szdrmaztatja 4t mindségi lényegét utddaira. De
nemcsak a természetben zajlanak ilyen folyamatok — amelyekben egy meghatdrozott
8s-principium mint abszolit kezdet, mindségileg meghatdrozza az Osszes belGle
sarjadd folyamatokat —, hanem az etikai és a mesterségbeli (technikai) tevékenység
terén is, valamint a geometridban. Etikai téren ez a principium a jé vagy a rossz
principiuma, a technikai tevékenység terén ez a principium, mint a tevékenység
végpontja, maga a célként megvalSsitandé dolog (ellentétes hatdrozminyokkal
bird) eidosza, a geometridban pedig a kiindulépontot képez§, bizonyitds nélkiil
elfogadott 4dllitdsok a principiumok. Mindezeken a teriileteken azonban — a ter-
mészeti folyamatoktdl eltér8en — emberi tevékenységgel van dolgunk, ahol fenndll
a szabad vdlasztds lehetSsége két egymdssal ellentétes principium k6zott. Az
etikai cselekvés terén ez a két principium a jo és a rossz; de a technikai tevékenység .
terén is minden eidosz két egymdssal ellentétes hatdrozmdnyt nyerhet (igy példdul
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az orvos szabadon vilaszthat az egészség vagy a betegség realizdldsa kozott); ezek-
kel pdrhuzamban a1l a geometridban a hdromszogek szdgeinek Osszegére vonatkozo
llitds, amely mint principium (vagy akdr, mint szGgeinek Osszességeként definidlt
hdrom-szO6g hatdrozmdnyok nélkiili Ssprincipiuma, eidosza) két egymdssal ellen-
tétes hatdrozmanyt nyerhet: nevezetesen, a 2R vagy a 2R-t8l eltérd konkrét értéket.
A belblik folyd kovetkezmények immadr kiilon-kiilon sziikségszeriien meg vannak
hatdrozva és nem lehetséges, hogy ugyanabbdl a principiumbdl két egymadsnak ellent-
mondé tétel kovetkezzék, hiszen ezek, ebben az esetben lerombolndk egymadst;
(1222 b 26—28).

Meddig megy el ez a hasonlatossdg? Vajon a geometridban is fenndll a lehet6-
sége annak, hogy két szembendllS alternativa megvaldsitdsa kdzott szabadon vilasz-
szunk? Es ha igen, akkor vajon ezek koziil csak az egyik valdsithaté meg, avagy
egyforma joggal mindkettG? Ilyesmit, természetesen, ARISTOTELES a geometridval
kapcsolatosan sehol sem dllit, s6t még a kérdést sem veti fel sehol, — mégis, elvi-
tathatatlan, hogy az etikai irasokbdl idézett passzusok ilyesmit sugalmaznak, hiszen
ezekben kategorikusan beszél a geometriai principiumok megvdltozdsdardl, dtvdlto-
zdsdrol. Mdrpedig 4ltaldban ARISTOTELES a geometridt €s dltaldban a matematikdt
a vdltoztathatatlansdg, a merev mozdulatlansdg, az 6rok igazsdg birodalmdnak tekin-
tette,”® ahol minden vagy sziikségszer{i modon 6rokké igaz, vagy sziikségszeri médon
6rokké hamis, lehetetlen €s ahol nem lehetséges, hogy ugyanaz az dllitds egyszer
igaz legyen, mdsszor ismét hamis.

Némi fényt vet erre a sajaitos — nem éppen egyértelmii helyzetre a Metdfizika
IX 10 fejezetében szerepld kovetkezd szbveg, amelyben ismét a klasszikus Elem.
I. 32.2 euklideszi tétel all szemben az altaldnos kontra-euklideszi hipotézissel:

(17) Ha ugy vélekediink, hogy a hdromszég nem vdltozik, akkor nem véleked-
hetiink gy hogy szogeinek Osszege egyszer két derékszoggel egyenld, mdskor nem;
hiszen akkor megvdltozna®” (1052 a 6—7).

Ebben a fragmentumban figyelemre méltd, hogy ARISTOTELES a hdromszog
vdltoztathatatlansdgdt feltételes modban kezeli,”® és azt mint egy wvélekedést
(oinoig), és nem mint egy kétségbevonhatatlan, szilird tudomdnyos tényt prezen-
tdlja. Etikai irdsaiban viszont mar minden gatlds nélkiil beszél a geometria princi-
piumainak dtvaltozdsardl, €s egyik principiumnak a neki formdlisan ellentmondd
hipotézissel valé helyettesitésérdl. A gondolkodds létrehozé tevékenysége™® eredmé-
nyeként a szellem sajdt birodalmdban szabadon megvaldsithatja —, mint ahogy
meg is valdsitotta — mindkét geometrai rendszert. A szabad vilasztds nem azt
jelenti, hogy a kett§ koziil csak az egyiket valdsithatja meg és ebben az esetbed
a masikat nem — hanem azt, hogy valamilyen mddon, a két egyforman lehetséges
és egyformdn valdsdgos geometria koziil szabadon, minden kiils6 kényszer nélkiil

76 Entium enim quae mathematica sunt, sine motu sunt (Metaph. 989 b 32); ldsd még De
Gener. Animal. 742 b 26—29.

77 olov 10 Teiywvov & pi perafallerv ofeital, odx oinolBar noté utv dvo épbas Exev motré & ob,
perafaAdor yae dv. (utputa si triangulum non putet mutari, non opinabitur modo duos rectos
habere modo non: mutaretur etenim; /052 a 6—7).

78 &f T1g dmodaupaver éxivyra (si quis immobilia putet; 1052 a 5); az itt szerepld dmolauPavw
ige jelentése: vélekedni, valamint feltevésként, hipotézisszeriien felvenni stb.

79 Az ember létrehozhat valamit vagy a miitevékenység (technika), vagy valamilyen képesség
(dvvauc) vagy pedig a gondolkodas segitségével (nonjoeis... ano diavoiag, — effectiones... ab
intellectu; Metaph. 1032 a 27—28); 611 vonoig i évépyera. — quia intellectio est actus; (Metaph.
1051 a 29—31).
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vdlaszthatia magaénak az egyiket és visszautasithatia a madsikat. A két geometria
nem a valdsag és a valdtlansdg, a lehetGség és lehetetlenség szempontjabol kiilon-
bo6zik egymdstodl, nem ezen az alapon vdlaszthatjuk magunkénak az egyiket a mdsik-
kal szemben — hanem egy a kozoéttiik fenndllo szinte etikai jellegii kiilonbség krité-
riuma alapjan. ARISTOTELES ezt a két egymdsnak ellentmondd geometriai dllitdsra
épiil§ rendszert is az etikai, valamint a technikai tevékenység eredményeivel alli-
totta parhuzamba: valamint a technikai tevékenység terén minden eidosz két egy-
madssal ellentétes hatdrozmdnya kozill az egyik, a természetnek megfelels jo (pl.
az egészség), a mdsik a természetellenes rossz (pl. a betegség) — hasonloképpen
a geometridban is a jO geometria a természetnek megfelelG geometria, az, amelyik
(az egészséggel pdrhuzamosan) a klasszikus dllitdsra alapszik, amelynek értelmében
A hdromszog sziogeinek Osszege két derékszég; az a geometria, amelyik az ennek
formdlisan ellentmondé feltevésre épiil mint principiumra egy rossz, a természettel
ellentétben 4ll6 degenerdlt, megromiott geometria (és ebben a tekintetben a beteg-
séggel 4dllithatd pdrhuzamba). Amde, valamint az orvostudomdnynak sem célja
a betegség és a romlds megvalGsitdsa (Eth. Eudem. 1227 b 22—32) — 1gy kell,
hogy legyen valdsziniileg, — (tehetjik hozzd) — egy geometriai jellegli hippokra-
teszi eskii is, amelyik a megromlott, kontra-euklideszi geometria megvaldsitdsdt,
illetve annak elfogaddsdt tiltja.

De hogyan lehet a jot a rossztél megkiilonboztetni? Ez a kérdés, valoban, igen
€lénken foglalkoztatta ARISTOTELESt; itt ismét parhuzam &ll fenn a geometria és az
etika ko6zott: mindkét téren maga a principium, amely a kovetkezményeket sziik-
ségszerliség erejével meghatdrozza — logikai, dianoetikai uton teljességgel bizonyit-
hatatlan. Ilyén koriilmények ko6zétt hogyan szerezhet az ember mégis bizonysdgot
arrol, mi a j6 és mi a rossz, mi az igaz, — a jé és a hamis, — a rossz geometriai
principium?

Etikai téren az erény a jo valddi oka;®® ez mondja meg nekiink, hogy a két
lehetdség koziil melyik a jé és melyik a rossz, bar ezutdn szabadon vdlaszthatunk
egyik vagy mdsik megvaldsitdsa kozott. Elméleti téren, igy példdul a geometridban
azonban az értelem, a Nisz (voix) az, amelyik ravezet a principiumok igaz vagy
hamis voltdra és nem valamilyen bizonyitd eljirds, amely erre elvileg képtelen.®!
A voig, a gondolkodds erénye — az igaz irdnti helyes erkdlcsi érzék: geometria —
— more ethico constructa.

Ez az aristotelesi voic nagymértékben hasonlit KANT a priori szemléletéhez,
és annak valdsziniileg torténelmi 8se; csakhogy ARISTOTELESnél, KANTtS! eltérben,
egy intellektudlis és nem egy szemléleti intuiciordl van szé. Mindkettd esetében azonban
ez az intellektudlis ill. szemléleti intuici6 egyértelmiien meghatdrozza az egyetlen igaz
principiumot; KANTndl ez még tovabb is megy és meg sem engedi a vele ellentétes
principium szemléletes felfogdsdt, bdr KANTNnAl is — akdr ARISTOTELESnél, az egyet-
len igazival szembendllé principium logikailag elgondolhaté, de — mint az értelem-
mel (voic), ill. a tér a priori intujcidjdval ellenkez6 — elvetendd.

80 Eth. Nicom. 1151 a 17—19; Eth. Eudem. 1228 a 1.

8t Anal, Poster. 100 b 7—13; (ugyanaz a gondolat ismételten szerepel az etikai irdsokban is;
Eth. Nicom., 1141 a 7, 1142 a 26 és kilonosen Magna Moral. 1197 a 20—24; lasd még De Gener.
Animal. 742 b 29.
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A hdromszog szogdsszegére vonatkozo tétel bizonyithatatlansaga

Ezek szerint tehdt a fentiekbdl az deriil ki, hogy ARISTOTELES mdr valamilyen
modon beldtta a hdromsz8g szogeinek Osszegére kimondott 4llitds bizonyithatat-
lansdgat és annak sziikségességét, hogy ezt a tételt magdt, mint egy bizonyitatlan
geometriai principiumot vegyék fel.

Beldthatd, hogy a geometria tovabbi fejlGdése szempontjdbdl a legfontosabb
€ppen ez az utobbi meta-matematikai kévetkeztetés: a hdromszog szégeinek dssze-
gére vonatkozo dllitds bizonyithatatlan.

Hangsulyoznom kell, hogy ARISTOTELESnél igen nagy szdmu szivegrész vall
arra, hogy ezt a meta-matematikai felfogdst 6 valéban igen komolyan és mélyen
magdéva tette. Ezzel kapcsolatban egyenesen jogunkban dll a hdromszog szbgeinek
Osszegére vonatkozo tételre vonatkozd aristotelesi koncepciordl beszélni. Anélkiil,
hogy az Osszes idevdgd szOvegek részletes analizisébe bocsdtkozndnk — ezt az
aristotelesi felfogdst a kdévetkezGkben vdzolhatjuk:

(a) Mint minden fogalom esetében — 1igy a hdromszGg esetében is — meg-
kiilonboztethetjiikk a hdromszég fogalmdnak is annak csupan nomindlis definicid-
jat®? attdl a definiciétol, amely a hdromszdg fogalmdnak a lényegét definidlja;
a nomindlis definicié csak arrdl szdl, hogy milyen a kérdéses dolog, de egydltaldban
semmit sem mond annak egzisztencidjardl: a definidlt dolog éppigy létezher, mint
nem; hiszen lehet nem létezd vagy pedig egyenesen lehetetlen dolgokat is definidlni®3;
a lényeg definicidja azonban azt mondja meg, hogy mi a dolog egzisztencidjdnak
létalapja; ez a dolog igazi oka, ez a lényeg az, amelynek koévetkeztében a dolog
egzisztdl. ¥4

(b) A hdromszdg esetében a lényeg a hdrom szdg Osszegének konkrét értéke,
amely elvileg lehet 2R vagy pedig 2R-t8] kiillonboz8 és ebben az esetben nagyobb
vagy pedig kisebb mint 2R83

(c) A szOgosszeg (konkrét értéke) minden harmadik kdézvetitd fogalom nélkiil
— azaz: koézvetleniil tartozik hozzd a hdromsz6gh6z, mint annak lényegi attributu-
ma®®; bizonyitds azonban csak ott van, ahol szillogizmus van, tehdt ahol hdrom
fogalom van, tgyhogy a két szélsG fogalom ko6zott van egy harmadik, kozépss
fogalom, amelyik a kettd k6zott kozvetit; ez az oka annak, amiért a két szélsG foga-
lom koziil az egyik a mdsiknak, mint alanynak, az dllitmdnya; ha azonban az dllit-
many minden harmadik forgalom koézvetitése nélkiil tartozik hozzd az alanyhoz,
akkor egy bizonyithatatlan principiummal van dolgunk, ami a bizonyitdsi ldncolat-
nak kiinduldpontjdt képezi®”; megforditva: a principium mindig egy ilyen dllitds,
amelyben harmadik, ké2éps6 fogalomnak nincsen helye®8.

(d) Maga a lényeg tehdt bebizonyithatatlun valédi szillogizmusok segitségével,
ellenben ¢ szillogizmusok segitségével ez a lényeg valamilyen médon megvildgithato,

82 A nomindlis definiciéra vonatkozolag lasd. Anal. Poster. 71 a 14—15, 92 b 15—16.

83 Adnal. Poster. 92 b 7; Phys. 208 a 30—31.

84 Erre vonatkozolag lisd Anal. Poster. 71 a 9—13; 75 a 35; 90 a 31—32; 93 a 32—33;, 93 b
2—12, 32.

85 Lasd fentebb a 3. Anal. Poster. 90 a 13 és 4. Anal. Poster. 90 a 33—34 fragmentumokat..

86 L4asd erre vonatkozolag foleg az Anal. Prior. I. 35 fejezetét, valamint a kdvetkezd helyeket :
Anal. Prior. 67 a 24—25; Anal. Poster. 73 b 30—32, 74 a 1—2; Topica 110 b 22—23, 168 b 3; Eth.
Eudem. 1222 b 39—41.

87 Anal. Poster. 72 b 19—20.

83 Anal. Poster. 72 a 7—8; 72 b 20—22; 84 b 20—27; 93 b 22.
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hozziférhetSvé tehet3;®° a lényegre vonatkozé szillogizmusok ezért csak kvdzi-
bizonyitdsok;°° a hdromszog szbgeinek Osszegére vonatkozd ismert geometriai
gondolatmenet ezek szerint nem is a sz6 igazi értelmében vett szigoru bizonyitds,
hanem csupdn egy olyan gondolati eljards, ami valamit, nevezetesen a hdromszog
szogeinek konkrét Gsszegét — diviszi egy segédszerkesztés kozbevetésével a poten-
cialitds dllapotdbdl az aktualitdsba: az Un. bizonyitdsban alkalmazott szerkesztés
tehdt nem bizonyitds, hanem azt, ami a hdromszég fogalmdban, alakzatdban mar
potencidlisan amugy is benne foglaltatik — nevezetesen, hogy szdgeinek Osszege
2R — dtviszi az aktualitds dllapotaba, egy olyan dllapotba, amelyben ez nyilvan-
valévd, effektivvé, szinte kézzel foghatovd vidlik, a gondolkodds szdamdra.®! Igazi
bizonyitds ezek szerint csak ottan lehetséges, ahol a hdrom itéletben szerepl6 hirom
fogalom kore egymdsnak aldja van rendelve, mint rész az egésznek; ahol ez nem
dll fenn, ahol tehdt a fogalmak korei teljesen fedik egymdst — ottan nem lehetséges
valédi bizonyitds®* — ezek mind cirkuldris bizonyitdsok, hiszen ilyen esetben a
hdrom itélet kozll bdrmelyik ugyanazzal a joggal lehet premissza ¢s konkluzid
vagy koOzvetité kozéptétel; ebben az esetben nem lehetséges elorehaladds, nem lehet-
séges valami 0j ismeret, hanem csak puszta tautologikus ismételgetése ugyanannak
a dolognak — hiszen az ilyen tételek egymadssal logikailag ekvivalensek; és minden
olyan gondolatmenet, amely a lényegi definiciét gondolja bizonyitani, tk. nem bizo-
nyitds, mert egy helyben topog és nem bizonyit semmit;®3 és azok, akik azt hiszik,
hogy ezen az Uton a lényegi definicidt bizonyitjdk, a valdsdgban a petitio principii
hibdjdba esnek, hiszen egy ilyen gondolatmenetben a valddi principium hidnyzik,
mert a végkovetkeztetés maga, egy kissé vdltozott formdban, a principiumként
felvett kiinduldtétellel logikailag ekvivalens és igy ez a gondolati lancolat Snmagdban
zdrt és egy valddi principiumot kévetel magdnak.®*

Ezzel kapcsolatban igen figyelemre méltonak tartom, hogy a petitio principii
név alatt ismert logikai hiba illusztrdldsdéra ARISTOTELES ismét a geometridhoz,
nevezetesen a parhuzamosok elméletéhez folyamodik.

Egy eléggé homdlyos szGvegben arrdl van szd, hogy ezt a hibdt kovetik el azok,
akik azt hiszik, hogy ,,a pdrhuzamosakat irjék”. Anélkiil, hogy a részletekre kitér-
nénk — mds szévegekkel is Osszhangban — az ,,irni” (yodgerv) igét itten nem értel-
mezhetjilk médsképp, mint egy valami, taldn nem egészen szigoriinak és ortodoxnak

8 Anal. Poster. 92 b 15—18.

% Anal. Poster. 93 b 38—94 a 2.

°1 Metaph. 1051 a 21—22, 29—31.

22 Anpal. Prior. 49 b 37—50 a 1.

23 Anal. Poster. 72 b 25—27, 91 a 31, 35—37, 91 b 10—11.

%4 Anal. Prior. 64 b b 28—29. — Ismerctes, hogy az aitijua (kdvetelmény, ami megkoveteltetik)
kifejezés a geometria bizonyos principiumainak a megjeldlésére Euklides Elemeiben jelenik meg
elsd izben; vajon nem éppen a petitio principii (v0 &v agyfi aleioOai. — Anal. Prior. 64 b 28; lasd
még Topica 162 b 31) terminus technicusa képezte ennek az elnevezésnek az alapjat? Aristotelesnél
szerepel ugyanis elGszor az a gondolat, hogy a geometria circulus-mentes felépitéséhez megkdvetel-
tetik egy Uj principium és ez éppen a parhuzamosak euklideszi posztulatuma; feltehetd, hogy éppen
erre a kritikus allitdsra alkalmaztdk eldszor matematikai korokben ezt, az egyelbre familiaris ki-
fejezéstr ez egy olyan principium ami, ha nem is dnmagaban és 6nmagdtol, minden tovabbi meg-
gondolas nétkal elfogadhaté — (Topica 100 b 19—21; Hero, Opera. ed. Heiberg, vol. IV, 112;
Lipsiae 1912) — vagy ha nem is konstruktiv jellegli — mégis, mds okokb6! — (nevezetesen a hiba-
mentes, szigor logikai felepltcs kedvéért) — megkdveteltetik, hogy bizonyitas nélkil elfo&,adtas-
sék és a geometria principiumai kozé felvétessék.
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tekintett bizonyito eljdrdsra hasznalt familidris kifejezést.”> Ebben az értelmezésében
a kérdéses szoveg a kovetkezGképpen hangzik:

(18) ezt teszik (ti. a petitio principii hibdjat kovetik el) azok, akik azt hiszik,
hogy a parallelikat irjak (bizonyitjdk) ugyanis nem veszik észre (elrejtik sajat maguk
elStt), hogy olyasvalamit (ti. valamilyen tételt) vesznek fel (ti. a bizonyitds kiinduld
hipotéziseként), ami ugyancsak nem bizonyithaté, ha nem léteznek a parallelik.®®
(Anal. Prior. 56 a 4—7).

Véleményem szerint, ebben az énmagdban igen homdlyos szévegtoredékben a
pdrhuzamosak problémdja direkt mddszerrel térténé bizonyitdsi kisérletére, illetGleg
az abban természetszeriileg és sziikségszeriien felmeriils logikai hibdra (ez sziikség-
szeriien mindig egy petitio principii) torténik célzds. A bizonyitando tétel —minden vals-
sziniiség szerint — nem lehetett mds mint az Elem. I 29, amelynek premisszdja
valoban a pdrhuzamos egyenesek egzisztencidjdt mondja ki. Véleményem szerint,
ezt a tételt — amelybbl a hdromszdg szogeinek Osszegére vonatkozd Elem. I, 32 2
tétel kovetkezik — a korabeli geométerek annak reciprok tételébsl, nevezetesen
az [ 27 és I 28 éllitdsokbdl gondoltdk szigortan levezetni. Ez utébbi két tétel azon-
ban abszolit és igy, ha ezekbdl az Elem. I 29 mint reciprok tétel azonnal kdvetkezne,
akkor ennek abszolit jellege ismét bizonyitva volna, és a pdrhuzamosak problémdja
ezaltal meg lenne oldva.

Ahhoz, hogy az Elem. 1. 27 ill. 1. 28 4llitdisokbdl ezek reciprokja, az Elem. I .29
kovetkezzék elengedhetetieniil sziikség van azonban annak a feltételezésére, hogy
az adott egyeneshez (rajta kiviil fekv ponton dt) megkonstrudlt parhuzamos (amely-
nek egzisztencidjdat az Elem. I 27 abszol(t eljdrdssal bizonyitja) az egyetlen olyan,
amely az adott egyenest nem metszi; minden valdsziniiség szerint a konstrudlt pdr-
huzamosnak ezt az wunicitdsdt a korabeli geométerek szinte 6ntudatlanul, mint egy
bizonyitdsra nem is szoruld, taldn figyelemre sem méltatott, evidens tényt vették
fel; ARISTOTELES geométer kortdrsai pedig mdr kimutathattik az ebben a gondolat-
menetben rejlé logikai fogyatékossdgot, ti. hogy ez a rejtett feltevés maga is az
Elem. 1. 29 allitds kozvetlen kovetkezménye.

21. — R4 kell itt mutatnunk a bizonyitdsra vonatkozoé aristotelesi felfogasnak
egy kritikus pontjara. ARISTOTELES csak a szillogizmust tekintette szigorti bizonyi-
tasnak ; mai kifejezéssel élve, tehdt, csak az implikdciét (és ennek is csak egy specid-
lis fajtdjdt); 6 maga egyrészt mdr egész vildgosan tudta, hogy az ilyen implikdcié
esetében a hamis implikdlja az igazat;®” egy ilyen implikdciét azonban § nem tartott
tudomdnyos eljdrdsnak;®® ezért ehhez még egy igen fontos feltételt fiizott hozzd:
tudomdnyos szillogizmus az, amelyikben a premissza igaz; és ha a premissza igaz,
akkor szilkségszertien igaz a kovetkezmény is (modus ponens). Mdsrészt ARISTOTELES
a matematikat tekintette a deduktiv tudomdny mintaképének, de tudta azt is, hogy a
matematikai bizonyitdsok lényegében nem szillogizmusokbdl épiilnek fel és hogz

23A yodpewv terminus itt hasznalt értelmezésére vonatkozolag lasd T. L. Heath, On an allusion
in Aristotle to a construction for parallels (Abhdlg. zur Gesch. der Math. IX. 1899, 155—156); vala-
mint Ch. Mugler, Dictionnaire historique de la terminologie géometrique des grecques, Paris 1958, 107.

96 Jnep moioboy oi Tag na@a)./lrilovg oio’/zevot yodoerv AavBavovor yap abrol eavtods towabra
Aaufavovtes, d ody olov e anodeiar un 006GV tdv mapalriiiwv. — (quod quidem faciunt qui
lineas parallelas se describere putant; non enim intelligunt se talia sumere quae demonstrari nequeant
nisi sint parallelae; Arnal. Prior. 65 a 4—7).

97 Lésd erre vonatkozblag az Anal. Prior. II 2—4 fejezeteit.

98 Anal. Poster. 72 a 6—8.
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a matematikdban leggyakrabban megfordithaté tételek, ekvivalencidk fordulnak
el6 a bizonyitdsokban®® (amikor a tételt sziikséges és elegendd feltételeibsl vezetik
le); az ilyen ekvivalencidkon alapuld matematikai bizonyitdsok tehdt az aristotelesi
bizonyitds-elmélet kritériumainak nem felelnek meg; ezzel szemben ez az aristotelesi
felismerés, amely maga ARISTOTELES szdmdra pejorativ jelleggel bir, igen kézel dll
mdr a modern axiomatikus felfogdshoz, amely azonban mint pozitivumot fogadja el,
hogy az axiomdkbol levezetett, azokkal ekvivalens tételek 1ényegében az axiomdk-
ban benne foglalt tartalom tautologikus ismétlései.

ARISTOTELES tehdt — minden valdszinfiség szerint — azt tartotta, hogy a hirom-
szbget mint hdrom sz0g Osszességét, a sz0gosszeg konkrét értéke definidlja —, hogy
ez a konkrét érték jelenti magdnak a hdromszdgletli alakzatnak a lényegét, a 1ét-
alapjdt és a 1étokdt; elvileg ez a sz0gGsszeg lehet két derékszoggel egyenld, de lehet
attol eltérd is, és bizonyitds 0tjdn nem gydzddhetiink meg arrdl, melyik ezek koziil
valoban a hdromszég szgeinek Osszege.

Természetesen gondolni sem gondolhatunk arra, hogy ARISTOTELES a kontra-
euklideszi hipotézist is az euklideszi tétellel egyenrangiian igaznak fogadta volna el.

A kontra-euklideszi alakzatok ellenkeznek az egyenes szemléletes
grafikai képével

22, — Egy masik szdvegcsoport, immadr rdvildgit ARISTOTELESnek erre a kontra-
euklideszi hipotézisére vonatkozé felfogdsdra is.

Ezt, roviden a kovetkezGkben foglalhatjuk Ossze: a kontra-euklideszi hipotézis
nem fogadhatd el mint egy jo (igaz, egészséges) geometria alapja, mert ha rajz utjin
akarjuk dbrézolni az egyenesvonali alakzatokat, mint amilyen pl. a hdromszdg,
akkor ott, ahol egyenest mondunk, a valésighan gorbéket kell rajzolnunk. Ehhez
hozzifiizhetjiik, hogy ezek szerint (amit ARISTOTELES nem mond ki sehol) az értelem,
a voig, amelyik a két egymdssal szemben 416 hipotézis kéziil a jot kivdlasztja — végiil
is a természetes térszemlélet diktdtumdt koveti; az ARISTOTELES-féle eredeti intellek-
tudlis szeml€let igy ezen a téren a még érzéki térszemlélettel azonosul.

Ez a felfogds tiikr6z8dik mindenekelStt a Physica 11 9 fejezetének egy helyén
(200 a 16—19), ahol ARISTOTELES a kovetkezGket mondja:

(19) ha az egyenes ez (a t0di, hoc — mutaté névmds értelmezhetsS gy is, mint

gy az clSad6 édltal a homoktdbldra éppen lerajzolt egyenesre mutaté mozdulat
kisérdszava, tehdt: ,ez itt, ilyen” — de értelmezhetS mint egy egyszeril kifejezés,
amely csupan célzdsszeriien utal az egyenes ismert képzetére: ha az egyenes ez és ez,
(ilyen és ilyen) — akkor sziikségszerii, hogy a hdromszég szdgeinek Osszege két
derékszoggel legyen egyenld;. .. ha azonban ez utébbi nem dll (tehdt ha a hdromszsg
szbgeinek &sszege nem egyenld két derékszoggel) — akkor egyenes sincsen'®® (akdr
abban az értelemben, hogy ebben az esetben az egyenes sem olyan, mint amilyennek
ismerjiik, vagy hogy ez a fajta egyenes sem létezik t6bbé, vagy egyszerlien, hogy
a hdromszég tobbé nem egyenes oldala alakzat).

99 Anal. Poster. 78 a 10—I11.

100 gxei yap 10 £000 T0di dotv, avayxn To toiywvoy Sbo dpbaic iag Exew. ... aAA &iye Tobto
un éotwv, 0b6¢ to €006 cotv. — (nam cum rectum hoc sit, necesse est triangulum tres angulos
duobus rectis habere; ... sed si hoc non est, neque rectum est; 200 a 16—19).
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Minden koncentraltsdga ellenére is e szOveg értelme vildgos: a hdromsziog szégei-
nek 0Osszege sziikségszeriien kévetkezménye az egyenes ismert szemléletes grafikai
dbrdzoldsdnak,; és ha a hdromszég sziogeinek dsszege kiilonbozik két derékszigtol,
akkor az egyenes megsziinik a szokott intuitiv értelmében, vagy pedig — ami lénye-
gében ugyanaz — a hdromszdg nem egyenes-oldali alakzat 10bbé.

Ez egy igen természetes felfogds és mindig felmeriil a nem-euklideszi geometria
értelmezésének kapcsdn is: a nem-euklideszi alakzatok grafikai dbrdzoldsdt nem
lehet t6bbé a szokott mddon a ko6z6nséges grafikai egyenesekkel végrehajtani; ezek
az alakzatok a nem-euklideszi alakzatoknak immadr csupdn miivészi értelemben vett
abrdzoldsai és viszonyuk az elvont fogalomhoz immdr nem ugyanaz, mint az eukli-
deszi geometridban — és ezért kdnnyen tért nyerhet az a felfogds, hogy a nem-eukli-
deszi geometria €ppen azért és csak ugy lehetséges, ha azt, amit mi egy kifejezéssel
egyenesnek neveziink, a grafikai valosdgban egy gérbével abrdzoljuk — tehat, ha
valamilyen mddon erészakot kovetiink el a geometriai szemléleten. Ennek a fel-
fogasnak a meglétére enged kovetkeztetni a kdvetkezd két széveg is:

(20) Mert példaul, matematikai téren tudnunk kell mi az egyenes és mi a gorbe,
mi a vonal és mi a feliilet ahhoz, hogy felismerjitk, (megtudjuk) hdny derékszoggel
egyenlé a hdaromszog szogeinek ésszege.'®t (De Anima 1 1, 402 b 18—21).

Vildgosan kideriil ebbdl a sz6vegbdl is, hogy ARISTOTELES felfogdsiban a hdrom-
szog szogei dltal felvett konkrét érték attdl fiigg, hogy a hdromszdg oldalai egyenesek-e
vagy pedig gorbék.192

Igen érdekes ebben a tekintetben végiil egy a Szofistdk Cdfoldsdanak 10. fejeze-
tében olvashaté szoveg is, amelyben ARISTOTELES a hdromszdg kifejezés kétértelmil-
ségérdl beszél, abban az értelemben, hogy ennek az egy kifejezésnek a jelentése
egyszer olyan alakzat, amelyben a szdgek dsszege két derékszég — de amely gon-
dolatban jelenthet madsfajta alakzatot is (techdt nyilvdn olyat, amelyben a szdgek
Osszege nem egyenlé két derékszoggel).

(21). — Vajon a matematikai bizonyitdsok a gondolatbeliekre vonatkozra'c-e
vagy sem? Es ha a hdromszog kifejezésnek tobb értelme van, és ha jelentése mds mint
az az alakzat, amelyre vonatkozolag kévetkezik, hogy szogeinek Gsszege két derékszog,
akkor a vita arra a gondolatbeli haromszogre vonatkozik-e vagy sem?1°3 (De Sophis-
ticis. 10, 171 a 12—16).

101 Goneo év tois palipact ti 0 €600 xai xaunblov ij i yoauun xai éninedov mpog 1o xatidelv
nogais 6p0ais ai Tob toiycwvoy ywviar icar. — (ut in mathematicis confert quid est rectum et quid
curvum, vel quid linea, quid superficies, ad cognoscendum quot rectis anguli trianguli sint aequales;
402 b 18—2I). :

102 Meg kell itt jegyezniink azonban, hogy Aristotelesnél mar tébb izben vildgosan ki van
mondva az, a modern geometria szaméra alapvetd gondolat, amelynek értelmében a geometriai
tételek fiiggetlenek az Oket iltusztrdld rajzok korrektségétol; (,,On a dit souvent que la géométrie
est I'art de bien raisonner sur les figures mal faites”; H. Poincaré, Derniéres pensées, Paris 1926,
59—60); lasd erre vonatkozélag a koévetkezd helyeket: Anal. Prior. 49 b 34—37; Anal. Poster.
76 b 39—77'a 3; Metaph. 1078 a 19—21, 1089 a 21 — 25, — Ennek ellenére egyaltalan nem szikség-
szerii, hogy e nagyjelentdségli tény Osszes, messzemend kovetkezményeit mar atlittak volna a gorog
matematikusok, valamint Aristoteles is; igen val6szinii, hogy ennek a tételnek csak egészen minoris,
alarendelt, sziikkebli értelmezést adtak.

103 ndrepov of v toi; pabijpact Adyor meog thv davorav elow 1j ob; xai & tvi Soxel noAAd

-onpaivey To Tolymvov, xai Edwxe 1 O T00T0 1O Gxfina &p’ 0b cuverncoavaro dtr 6bo dobal, mdoregov
neos v diavoway obtos dieilextar Ty Exeivov i of; — (argumentationes mathematicae ad
sententiamne pertinent an non? ac si cui tridngulum multa videatur significare, ac de eo conces-
serit, non quatenus est figura, de qua concluditur, quod eius anguli sint duo recti, estne ad illius
sententiam haec disputatio an non? 71 a 12—I6).

MTA III. Osztdly Kozleményel 17 (1967)



EGY SACCHERI-FELE KONTRA-EUKLIDESZI RENDSZER NYOMAI ARISTOTELES MUVEIBEN 45

Véleményem szerint, ebbdl a szdvegbdl arra kovetkeztethetiink, hogy az a
kontra-euklideszi tételekkel szemben felhozott elhdrité érv, amelynek értelmében
ezek elfogaddsa implicite azt jelentené, hogy ugyvanannak a hdromsziog kifejezésnek
két kiilonbozé értelmet tulajdonitunk: ha tehdt a hdromszégnek mint alanynak
egyszet azt az dllitmdnyt tulajdonitjuk, hogy ,,szdgeinek dsszege 2R”, mdsszor pedig
az ezzel ellentétes dllitmdnyt, tehdt, hogy ,.szdgeinek Gsszege nem 2R”, akkor igen
kozonséges hibdt kovetiink el, ha feltételezziik, hogy az alanyban szerepl§ ,,hAdrom-
szog” kifejezés mindkét esetben ugyanazt az alakzatot jelenti.l94

23, — Végezetiil idézni szeretnék még egy €rdekes kitételt, ami az Fudeniosi
Etika 11 6 fejezetében szerepel, abba a szévegrészbe iktatva, amelyben ARISTOTELES
a kontra-euklideszi hdromszdgeket és négyszégeket idézi:

(22) Mindezeket — (és itt ARISTOTELES nyilvan az el6z§ sorokban bevezetett
kontra-euklideszi tételekre céloz) nem lehet elhallgatni, de pillanatnyilag ezekrél
valamivel pontosabbat sem lehet mondani; %5 (1222 b 38—39).

Véleményem szerint, ez 1 kozbevetett szévegrész jol tikr6zi nemcesak ARISTO-
TELESnek hanem geométer kortdrsainak is a kontra-euklideszi tételekkel szemben
érzett csodalkozdsdr és zavardt: a tény, hogy ilyen kontra-euklideszi tételek elG-
allithatok és szigorian bizonyithatok — 6nmagdban rendkivill figyelemre mélto
és érdekes jelenség; ugyanakkor azonban rendkiviil zavaro is, hogy ez a nyilvdn
szemléletellenes és lényegében rossz, romlott geometria egyditaldn lehetséges, el-
gondolhaté anélkil, hogy valami paralogizmusra éplilne; ARISTOTELES €s geométer
kortdrsai valdsziniileg mind gy érezték, hogy ez a jelenség maga még tovabbi
magyardzatra szorul, de ugyanakkor tisztdban voltak azzal is, hogy erre még a
kielégit6 magyardzatot nem taldltdk meg.106

104 A Topica I. 1 fejezetében (101 a 15—17) Aristoteles a paralogizmusoknak egy olyan faj-
tajarol beszél, amikor a hiba nem a gondolkodds formailis szabdlyai ellen elkovetett vétségben
keresend®, hanem a rossz rajzban; paralogizmus kovetkezhetik akkor is — irja — ha félkoroket
vagy egyenes vonalakat 0gy szerkesztenek, ahogy nincsen megengedve; az ilyen rajzokat Aristoteles
pseudogrdfidknak, azokat, akik pedig ilyesmivel foglalkoznak, pseudografoknak, yevdoyodpor ——
nevezi. Altalaban azt tartjak, hogy Aristoteles ezzel azokra céloz, akik a kor négyszogositésével
foglalkoztak és a rajzon elkovetett erdszak Gtjan akartak megoldast kicsikarni. Ez valészinii. Nincs
azonban kizarva — tekintve, hogy a szovegben nemcsak korokrél, hanem kifejezetten egyenes
rvonalakrol is sz6 van — hogy Aristoteles ezzel egyben azokra is célzott volna, akik a kontra-eukli-
deszi tételek vizsgalataval foglalkoztak és ezeket rajzok segitségével illusztraltak.

105 yijy §’00 un Aéyev ob te Aéyev ax01Bd; 0idv te, mAny toooltov. (verum impresentiarum in
tantillum neque dicere accurate neque non dicere convenit; /222 b 38—39).

106 Semmi kiilénoset nem latok abban, hogy az cuklideszi posztulitum megjelenését immar
megeldzie egy kontra-euklideszi rendszer. Meglepd azonban — és jogos elcsodalkozasra alkalmat
ad6 — az, hogy ez mindeddig ismeretlen maradt — annak ellenére, hogy az aristotelesi Corpus
ennek annyi beszédes — bar a bizonyitd erd szempontjabol nem egyenld sullyal rendelkezé — doku-
mentumat Orizte meg szamunkra. Utovégre Aristoteles soha nem tartozott az olvasatlan szerzok
kozé, és a XIX. szdzad ota az érdeklodés még csak fokozodott irdnyaban! Azt lehetne mondani,
hogy a nem-cuklideszi geometria megjelenése el6tt a kontra-euklideszi fragmentumok irdnt nem
is nyilvanulhatott meg érdeklddés, azokat nem s lehetett volna helyesen értelmezni. De ha ez igy
is van, akkor is normalisnak tartandnk, hogy az olyan szorgalmas és gyakran olyan kit{ind mate-
matikai felkésziiltséggel rendelkezd kommentatorok felfigyeltek légyen e szovegeknek legalabb
a szokatlan, az euklideszitol annyira eltérd fogalmazdsdra és legalabb megkisérelték volna valamilyen
magyardzatot talalni ezek jelenlétére! — De ha ettd! el is tekintiink, akkor viszont mar szinte sziik-
ségszeriinek tiinik, hogy ezzel szemben a nem-euklideszi geometria megjelenése és ismertté valasa
utdn ezckre a szovegekre felfigyeljenek. De ez sem tortént meg. 1904-ben jelent meg Heiberg alap-
vetd munkdja, Mathematisches zu Aristoteles cimen (Abhandlungen zur Geschichte der Math,
XVII, 3—49), ahol ‘az altalunk idézett fragmentumok nagy része még csak a lapszammal sincsen
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A pirhuzamosak problémaija i. e. IV. szizad masodik felében

24. — A fentiekben roéviden ismertetett szdvegrészek alapjin a kovetkezs-
képpen jellemezhetjiik az euklideszi geometria alapjaira vonatkozé felfogds 4lldsat
a 1V. szdzad mdsodik felében:

(a) A PLATON Akadémidjdban, valamint az Eupoxos koériil csoportosul$ athéni
matematikusok — miutdn a logikai szigor szempontjdbol alapos vizsgdlatnak kezd-
ték aldvetni az ismert geometriai tételek bizonyitdsait — felfedezték, hogy a hdrom-
sz0g szOgeinek Osszegére vonatkozd klasszikus tétel bizonyitdsa nem kielégits;
ez ugyanis az Elem. 1. 29 tételre alapszik ennek bizonyitdsa (Anal. Prior. 65 a 4—7),
»a parhuzamosak irdsa” pedig formdlis hibdt (petitio principii) rejt magdban; (18. sz.
téredék ). :

(b) Megkisérelték ekkor a kérdést indirekt iton megoldani. Erre két egymdstdl
eltérg tételt szemeltek ki: egyrészt megkiséreltek egy az Elem. 1. 29 tétellel, mdsrészt
pedig magaval az Flem. 1. 32.2 tétellel szembendlld hipotézist. Ez a két, dltaldnos
jellegli kontra-euklideszi hipotézis azonban két egymadstdl eltér§ részre bonathatd,
amelyet egy késGbbi terminussal a tompa-szog €s a hegyes-szég hipotézisének nevez-
hetiink. A tompa-szég hipotézisét sikeriilt is lerombolni, annak koévetkezményei

idézve — mig az idézett helyeket csak annak a torténelmi ténynek a leszOgezésére emliti a szerzd,
hogy Aristoteles ismerte a haromszog szogeinek Osszegére vonatkozd klasszikus, Elem. 1. 32.2
tételt (i. m. 18—19). De hat ezek mind, nemcsak ezt a torténelmileg trivialis tényt — hanem mindenek-
elétt és mindenekfolott azt bizonyitjak, hogy Aristoteles mar birtokdban volt a klasszikus Elem.
L 32. 2 tétellel formalisan szemben dllé kontra-euklideszi hipotézisnek és az ebbdl levonhatd néhany
fundamentalis és bonyolult kovetkezménynek is! — E. Rufini, La preistoria delle parallele e il pos-
tulato di Euclide (Periodico di Matematiche, III. 1923, 11—17) teljesen a Heiberg-féle dolgozat
szellemében mozog és ahhoz viszonyitva (jat nem hoz. — Végiil, 1949-ben latott napviligot T. L.
Heath, szinte exhausztiv, munkaja Marhematics in Aristotle (Oxford). Szamos fragmentum teljesen
hidnyzik ebbdl a munkabdl is; (igy pl. a 6. Anal. Poster. 93 a 33 — 35 fragmentum, amelyet kilén-
ben Heiberg sem emlit); mds fragmentumok pedig minden kommentar nélkil jelennek meg, egészen
eltér6 és nem mindig relevins eszmetarsitasok kapcsan. Igy pl. a 8. De Caelo 281 b 5—7 fragmen-
tum forditdsat minden kommentar nélkiil kozli a kovetkezd cimszd illusztralidsara: Mathematical
impossibility” (i. m. 169); ismét a 19. Phys. 200 a 16—19 fragmentum csupan mint a ,,Necessity in
mathematics™ széraz illusztracidja szerepel (i. m. 100—101). Ez ut6bbi fragmentumhoz fiizott révid
kommentarjaban, a szerz6 egyszercsak felkialt: ,,It is as if had had a sort of prophetic idea of
some geometry based on other than Euclidean principles, such as modern non-Euclidean geometries”.
Ez a hirtelen atvilland gondolat azonban, valosziniileg teljesen hihetetlennek tiinhetett a szerzonek
— mert az elébbihez azonnal hozzateszi: ,,It is not possible that Aristotle could consciously have
conceived such an idea as Riemann’s”, — Aristoteles valdban nem lehetett tudatosan Riemann —
de lehetett tudatosan Saccheri eszméinek birtokdban! Amint a tovabbiakbol kideril, Heath véle-
ménye szerint ez a széveg valami Otletszeri, esetleges jellegii dialektikus jatszadozas eredményeként
jelent meg a Fizikdban; Aristoteles egy pillanatra felvetette magaban a kérdést: ,,ha feltennénk,
hogy a haromszég szogeinek Osszege nem egyenld két derékszoggel — vajon milyen kévetkezmé-
nyekkel jarna egy ilyen hipotézis?” — Sajnos, azonban, tul sokszor vetédik fel Aristotelesnél ez
a kérdés, mintsem, hogy elfogadhassuk, hogy ezt puszta jitszadozasbol tette volna; meg aztin
puszta jdtszadozo kérdésfeltevéssel nem lehet ebbdl a hipotézisbdl olyan kovetkezminyeket levonni,
mint amilyenek azok (1—2 fragmentum), hogy a pdrhuzamos egyenesek metszik egymist ha a harom-
$20g szogeinek dsszege nagyobb mint 2R, vagy hogy ebben az esetben létezhet egy 8R szigisszeggel
rendelkezé négyszog (5. fragmentum), vagy — végiil — hogy a kontra-euklideszi hipotézis esetén
a négyzet dtldja dsszemérhetd az oldaldval! llyen tételek nem ad6dnak minden tovabbi nélkiil a
feltevésekbol és azok levezetése a kor legmagasabb fokan allé6 matematikai felkésziltséget igényelt.
Es ha Aristoteles csak dialektikus jatszadozasbol jutott volna ezek birtokaba, akkor (sajit nézetével
ellentétben, amelynek értelmében a j6 soha nem jon létre a vak szerencse jatéka folytan; Anal.
Poster. 11, 11) — akkor 6t kellene az 6kor egyik legnagyobb matematikai zsenijének tekinteniink,
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ko6z6tt formdlis ellentmonddst felfedezni, mindkét (P és T) kontra-euklideszi hipo-
tézis esetében egyarant. (I és 2 sz. téredék, Anal. Prior. 66 a 11—15). A tompa-sz6g
hipotézisének mas érdekes kovetkezményeinek is birtokdba jutottak (5 sz. tiredék,
Eth. Eudem. 1222 b 35—36).

(c) Sem a hegyes-szog, és ennélfogva természetesen az dltaldnos kontra-eukli-
deszi hipotézis kovetkezményei kozott sem, — a vdrt ellentmonddst felfedezni nem
sikeriilt, habdr ezen a téren igen figyelemreméltd eredményekre jutottak: (pl. mdr
felfedezték, hogy ha az euklideszi tételt visszautasitjdk — akkor a négyzet 4tldja
és oldala kozotti ardny raciondlis értékeket is felvehet: (ldsd a 8 sz. tdredéket, De
Caelo 281 b 5—7) és a kiilonds geometriai jelenség valdsziniileg csoddlkozdst és
zavart keltett; (ldsd a 22 sz. Eth. Eudem. 1222 b 38—39 toredéket).

(d) A zavarra, valosziniileg az adott okot, hogy miutdn az euklideszi mellett
a kontra-euklideszi tételek is megjelentek, ezzel egyiitt ugyanaz az alany — pl.
,hdromszog™ két egymadssal ellentétes dllitmanyt kapott: ,,szogdsszeg 2R ill. ,,sz0g-
dsszeg nem 2R”. Az ebbdl folyd nehézség elhdritdsara felmeriilt a kovetkezd magya-
rdazat: a két, egymadssal ellentétes dllitmdnyban szerepl§ alanyt kifejezd szo, ,,hdrom-
sz0g”, a valdsdgban két egymadstdl eltérd fogalmat jeldl; (21 sz. toredék, De Sophist.

hiszen csupdn jatszadozva felfedezte ezeket a kontra-euklideszi tételeket és szimos veliik Osszefiiggd
matematikai tétel birtokdba jutott' — Ez a Heath altal vallott dllaspont annal is kiléndsebb, mert
hiszen & volt az elsd, aki mdr figyelmeztetett arra, hogy Proklosndl szerepel a hegyesszog hipotézise
(lasd 41. sz. jegyzet). Amde Proklosnal ez a hipotézis valoéban csak egy pillanatnyi 6tletként meriil
fel, ami a szoveg egészébdl egész vildgosan kitiinik. Hogy lehet az, hogy az ennél sokkal konkré-
tabb, mélyebb és komolyabb aristotelesi kitételek ennyire elkeriilték Heath figyelmét? — J. Lukasi-
ewicz — a nem-aristotelesi logikaknak éppen a nem-euklideszi geometriak mintdjara torténd meg-
alapitéja — Aristotle’s syllogistic (Oxford, ed. II, 1958) c. munkajéban semmi emlitést nem tesz
a kérdéses kontra-euklideszi fragmentumokrél. — Ugyszintén semmi emlités nem torténik ezekrdl,
1. M. Bochenski, Ancient formal logic (Amsterdam 1951), valamint W. Wieland, Die artstotelzsche
Physik ; Untersuchungen iiber die Grundlegung der Naturwissenschaft und die sprachlichen Bedingungen
der Prinzipforschung bei Aristoteles; (Gottingen 1962) c. miivében; ez utobbi munka éppen a Prin-
cipium (agyry) aristotelesi fogalmdnak a tisztizasa céljibol frodott; ennek ellenére a Fizikdban
szerepld és éppen a principiumokra vonatkozd két fragmentum (/0. Phys. 200 a 29—30 és 19
Phys. 200 a 16—19) szinte alig van megemlitve. — A. J. Tricot altal forditott és kitiind részletes
kommentarokkal ellatott francia kiadas sem hivja fel semmiben a figyelmet a kérdéses fragmen-
tumok heterodox jellegére. — Végiill meg kell még emlitenem az Eudemoszi Etika F. Dirlmeier
altal forditott és részletesen kommentalt, minden igényt kielégitd, kivalé német kiadasit. A 15.
Eth. Eudem. 1222 b 23—26 fragmentumhoz fiiztt kommentarjaban Dirlmeier megjegyzi, hogy
a benne szereplé kontra-euklideszi hipotézis csupan ,,cine gewaltsame Fiktion”, amelyet Ariszto-
teles ad hoc vezetett be az etikai cselekvés principiumait illetd tézisének illusztraldsara (Aristoteles’
Eudemische Ethik, Berlin 1962, 267, 269). A kérdéses szoveg értékelésében és értelmezésében Dirl-
meier teljesen egyetért R. Walzer, Magna Moralia und aristotelische Ethik (Berlin 1929) c. érteke-
zésének egyik — ad locum fiizott megjegyzésével (i. m. 33), amely szerint ,,Dem Gedanken einer
nicht euklidischen Geometrie ernstlich nachzugehen, liegt diesen Sitzen natirlich fern.” (,,Hiermit
nicht ernstlich an eine nicht-euklidische Geometrie gedecht sei” — jegyzi meg F. Dirlmeier). fey
sz0 szerint €z a megjegyz¢és minden tovabbi nélkil el is fogadhato Fennall azonban még a kontra-
euklideszi geometria lehetdsége is! Mindazondltal Dirlmeier mar felhivja a figyelmet, hogy legalabbis
kiilonds az a tény, hogy Aristoteles az etikai principiumok megvaltozdsanak lehetdségével kap-
csolatban épp a matematikdra hivatkozik: ,,Immerhin ist es bedeutsam, dass Aristoteles fiir aus-
sprechbar hilt, dass auch im Bereich des schlechthin Unbewegten Anderung statfinden konnte”
(i. m. 269). — Heath, Walzer es Dirlmeier mar a keziikben tartottak a Corpus kontra-euklideszi
geometridjat, de nem akartak hinni az evidencidnak és ezért visszadobtdk azt a szarkofiagba, mint
értéktelen, figyelemre nem méltdé lomot. Mi lehet ennek az oka? Talan éppen az, hogy mind az idé-
zett szerzok csak az euklideszi és a nem-euklideszi alternativat vették alapul, és figyelmen kiviil
hagytik a kontra-euklideszi rendszer lehetdségét?
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171 a 12—16); nevezetesen: a kontra-euklideszi tételben szerepl§ ,,hdromszog”
kifejezés nem a kozOnséges egyenes oldalil, hanem egy gorbe oldala alakzatot jelent.
(19 sz. Phys. 200 a 16—19 és 20 sz. De Anima 402 b 18—21 toredék).

Egy ennél valamivel mélyebb €s finomabb — de az elGbbivel teljesen kompati-
bilis — magyardzata az Ujonnan eldllott helyzetnek lehetett az is, amely szerint
a két geometriai rendszer viszonya elsGsorban mint a jé (az euklideszi geometria)
és a rossz (a kontra-euklideszi rendszer) szembendlldsa tekintendd; (14 sz. toredék,
Anal. Poster. 77 b 24—26) ; az alapjukndl dll6 principiumok egyardnt bizonyithatat-
lanok, ami azonban nem jelenti azt, hogy a logikai értéknek hijan volndnak; csak-
hogy nem a bizonyitds, hanem egyediil az intellektudlis intuicid, a vodg képes el-
doénteni, hogy a két principium kozil melyikhez kell az igaz és melyikhez a hamis
értéket hozzd rendelni; (6 sz. toredék, Anal. Poster. 93 a 33—35).

(e) — Torténelmi szempontbdl, az ebbdl a helyzetb8l adodé legfontosabb
kovetkezmény annak a felismerése, hogy a hdromszég szbgeinek Osszegére vonat-
kozo6 dllitds bizonyithatatlan és ennél fogva ez, (vagy egy ezzel ekvivalens tétel),
ugy tekintendb, mint egy geometriai principium; ennek a felismerésnek a kialakula-
siban — a pdrhuzamosak problémdjanak megolddsdra irdnyulo kisérletek kudarca
mellett — szerepe lehetett a bizonyitdsra vonatkozé aristotelesi felfogdsnak is: ennek
értelmében ugyanis a hdromszog szGgeinek Gsszegére vonatkozd bizonyitds nem
bizonyitds, mert a két derékszoggel egyenld sz6gosszeg minden kézvetits elem nél-
kiil, kozvetleniil tartozik hozzd a hdromszog fogalmdhoz, mint annak lényeges
attributuma; az ennek bizonyitdsira bemutatott klasszikus érvelés nem egyéb kozén-
séges cirkuldris gondolatmenetnél, kézonséges tautologidndl, amelyben egy 4dllitdst
a vele ekvivalens dllitdssal helyettesitenek; ahhoz, hogy ez az onmagdban zdrt kér
valodi bizonyitdssd valjék, foltétleniil sziikséges, hogy a kort megszakitsuk €s egyik
lancszemét megtegyiik abszolt kezdetnek, a geometriai levezetések principiumd-
nak, amelynek bizonyitdsdardl tudatosan lemondunk és igy mint egy 1ij geometriai
principiumot tekintsiik 107

{f) — Ezt a gondolatot véltotta valéra EUKLIDES, amikor az dltala irt Elemek
alapjaihoz felveti egy 0j geometriai principiumot,!®® amelyikb&l az Elem. 1. 29 ill.
Elem. I. 32.2 valoban szigortan kovetkezik. Megfogalmazdsdban ez a posztuldtum
azonos azzal a konklizidval, amelynek a flegyes-szég hipotézise abszurd voltat
kellett volna kimondania.

107 Mi volt Aristoteles személyes szerepe ennek az Gj torténelmi helyzetnek a létrehozasaban?
Lehetetlen erre a kérdésre kielégitd valaszt adni. Tény azonban, hogy a mélyrehaté matematikai
eseményeket figyelemmel kovette, azokban szellemileg participialt és jelentOségiiket felfogta. Nem
zarhatjuk ki azonban, hogy eléadasaival és munkdival legaldbb 06sztonzd és kozvetitd szerepet is
jatszott volna, Mindenesetre, a matematikai szempontbol Aristotelesrol kialakult pejorativ véle-
ményt — ugy latszik kénytelenek lesziink némileg moédositani.

108 Ezzel, lényegében le is zarul a gbrog geometria axiomatizildsanak masfél évszdzada
tartd folyamata. A geometridnak, egy aldrendelt, gyakorlati jellegli eljarasok gyiijteményébol
— deduktiv rendszerré torténd atvaitozasa — egyike az emberi szellem leglényegesebb és legdontobb
Jjelentoségli eseményeinek. Erre az egyediilallé szellemi metamorfézisra vetnek Gj fényt Szabo
Arpad dolgozatai: Wie ist die Mathematik zu einer deduktiven Wissenschaft geworden? (Acta Antiqua
IV 1956, 109—152); Anfiinge des euklidischen Axiomensystems (Archive for History of Exact Sciences
I 1960, 37—106); A matematika alapjainak euklideszi terminusai, 1-—11 (A MTA Matematikai és
Fizikai Osztalydnak Kozleményei X 1960, 441 —-468; X1 1961, 1—46).
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Az eszmék fejlodése szempontjabdl folotte figyelemre méltd, hogy a szorosabb
értelemben vett euklideszi geometria megjelenését ugyanaz a felismerés elézte meg,
mint a nem-euklideszi geometria feldllitdsdt; nevezetesen, hogy a pdrhuzamosak
posztuldtuma valoban bizonyithatatlan principium és nem egy abszolut geometriai
tétel. Ez a felismerés szitkséges feltétele mind az euklideszi mind a nem-euklideszi
geometridnak. EUKLIDES tételének jogos voltit — paradox moédon — csupdn a
nem-euklideszi geometria megjelenése igazolta és igazolhatta! Torténelmileg azon-
ban — az elterjedt felfogdssal szemben — G6nmagdban ez a felismerés még nem
elegendo a nem-euklideszi geometria megalapitdsdhoz (hiszen ebbll — a gorégok-
nél éppen az euklideszi geometria jott 1étre!). Ehhez még szitkség van annak az elfo-
gaddsdra is, hogy a két egymdsnak formdlisan ellentmondo geometriai principium
egyforma joggal teheté meg egy-egy geometriai rendszer axiomdjdnak, hogy tovdbbad
e két rendszer kiziil egyik sem rossz és hogy dnmagdban mindkettd alapjaindl dllo
axiomdt egyforma joggal felruhdzhatjuk — és egyidejlileg! — az igaz logikai értékével;
e két egymdsnak ellentmondé 4llitds szdmara csak egyazon geometriai rendszeren
beliil tilos egyidejiileg az igaz logikai értéket felvennie.

Es éppen ennek az utobbi szempontnak a tudatos el- €s befogaddsa képezi
a szellem fejlédésében azt a dontd jelentSségli ugrdpontot, amely az euklideszi geo-
metria korszakdt — tehdt ARISTOTELES és geométer kortdrsainak meglepSen mély
és messzemend kontra-cuklideszi konstrukcioit is — a szorosabb értelemben vett
nem-euklideszi geometria korszakdtol élesen elvdlasztja. Itt van, Iényegében, a
matematikdra vonatkozd filozdfiai felfogdsban is az a dontG jelentGségii diszkontinui-
tdsi pont, amely a klasszikus antik korszakot a modern kortél — immadr a mi ko-
runktél — elhatdrolja.

(Beérkezett: 1966. 1V. 15.)

VESTIGIES OF A CONTRA EUCLIDIAN SACCHERI GEOMETRY
IN ARISTOTLE’ S WORKS

(Historical antecedents of the eucLipIAN Postulate of Parallels)
by
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Summary

To illustrate some topics in logic, philosophy and ethics, ARISTOTLE often invoked heterodox
geometrical examples, which are also to be found in the Non-Euclidean Geometries of our days.
They belong in fact to Contra-Euclidian Systems analogous to those constructed by SACCHERIUS in
the 18th century. The purpose of the Greek geometers was beyond doubt the same as SACCHERY s:
through the reduction to absurd of these Contra-Euclidian Systems (by means of the Absolute
Geometry of BoLyAl) to demonstrate that the Absolute Geometry is complecte, permitting the rigo-
rous demonstration of all the Euclidian, and refutation of all the Contra Euclidian propositions.
The hypothesis (named by SAccHERI) of the Obtuse Angle, is explicitely mentioned several times in
the Corpus (in Anal. Prior. 66 a 11—15 in two different formulations). We also find the founda-
mental theorem which demonstrates that in the case of the Obtuse Angle Hypothesis, two lines sup-
posed to be parallzl intersect each other (66 a 1/—15),a theorem which reduces to absurd the Ob-
tuse Angle Hypothesis and which is to be found in an almost indentical form of SaccuHerius. — Al-
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so mentioned in the Corpus is the figure of a quadrilateral having the sum of its angles equal to 8 R
(Eth. Eud. 1222 b 35—36) ; as known, this is the maximal quadrangle of the RIEMANN plane Geo-
metry, a figure degenerated into a straight line closed upon itself. — The Acute Angle Hypot-
hesis is mentioned just once in the Corpus (Anal. Poster. 90 a 33—34). But it is included in the
demonstration of the fundamental theorem Elem. I 29, in fact in a perfect symmetric formulation
with that given to the Obtuse Angle Hypothesis in the Corpus (66 a 11—13). — Most of the texts
contain the undifferentiated general Contra-Euclidian Hypothesis and some of its immediate con-
sequences (e. g.77 b 22—26, 90 a 33—34,; 200 a 16—18, 29—30; 1052 a 6—7 etc.), of which the
most remarquable is the following: if it is impossiblz to the trianglz to have the sum of its angles
equal to 2R, then the ratio between the diagonal and the side of the square can also take rational
values (De Caelo 281 b 4—7) — These Coatra-Euclidian Hypotheszs or theorems are nowhere
qualified by ARISTOTLE as false or impossible. — But a remarkable text proves ARISTOTLE’ s convic-
tion that one, and only one of the two Hypotheses a priori equally possible, the Euclidian vs. the
Contra-Euclidian, can be right (Anal. Poster. 93 a 33—35; Eth. Nicom. 1140 b 14—15), remaining
to decided which of them; a decision that can be effectued orly by the voic. But the Contra-Eucli-
dian as well as the Non-Euclidian Geometry, are systems of anti-Euclidian propositions; the same
system is called Non-Euclidian Geometry if, and only if, it is embedded in a meta-mathematical
conception with regard to both the Euclidian as well as the Non-Euclidian systems, as based upon
postulates possessing the logical value of Right in itszlves. On the contrary, the terminus Contra-
Euclidian System is applied by us in the case of a mathematical philosophy which docs not admit
that the logical value of Rigth may belong simultaneously to the postul.t.s of both opposite sys-
tems. The fragment 93 a 33—35 clearly proves that ARISTOTLE regarded this anti-Euclidian system
of proposition as a Contra-Euclidian one. — Frequent invocations of Contra-Euclidian examples
are made in the cthizal books as a parall:l to the lioerty of choice between Good and Evil in hu-
man actions ( Magna Moral. 1187 b 1—4; Eth. Eudem. b 2526, 41—42): these texts suggest that
there also exists such a liberty to chose between the two opposite geomctrical systems, but the
Contra-Euclidian System — although a priori possitle, is nevertheless a bad, a degenerated geo-
metry (Anal. Poster. 77 b 22—26). — The fzilure of attempts to distroy the Contra-Euclidian
Hypothesis — expecially that of the Acute Angle — has determined EuCLID to the introduction of
the new Postulate of Parallels at the basis of Geometry.
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