
VÉLETLEN ELEMSZÁMÚ RENDEZETT MINTA 
MAXIMÁLIS TAGJÁNAK HATÁRELOSZLÁSÁRÓL 

í r ta : M O G Y O R Ó D I JÓZSEF 

Tekintsünk független, azonos eloszlású valószínűségi változókból álló ••• 
sorozatot és vezessük be a következő jelöléseket : 

Wn = Max ...,<L); WKn = Max ( k < n ) . 
В. V. GNYEGYENKOtól származik [1] a Bj, sorozat ( / 2=1 ,2 , . . . ) határeloszlására 
vonatkozó következő állítás: 

Ha az {«„} és {bn} számsorozatok olyanok, hogy 0 és az 

talószínűségi változókból álló sorozatnrk van határeloszlása, akkor ez csak a követ-
kező három eloszlásfüggvény által meghatározott eloszlástípus valamelyikébe tar-
vozhat:1 

jO, ha Í S O 

exp(— x~"), ha x => 0, 

' exp (—(—y)"), ha x á . ö 

1, ha x > 0, 

1° ФЛ*) = 

2° Ф Л х ) = 

3° yí(x) = exp (—e-*), 

ahol a > 0 szám. 
GNYEGYENKO [1] dolgozatában megadja annak szükséges és elegendő feltételét' 

hogy a ó„ valószínűségi változók F(x) eloszlásfüggvénye mikor tartozik az 1°, 2° 
és 3° függvényekkel jellemzett eloszlástípusok vonzási tartományába. 

RÉNYI [2], BARNDORFF—NIELSEN [3] és RICHTER [4] dolgozatának eredményei 
rávilágítanak arra, hogy GNYEGYENKO tételét erősebben is meg lehet fogalmazni. 
Nevezetesen, ha az t]„ sorozatnak van határeloszlása, akkor erősen keverő is, azaz 
t]n határeloszlása tetszőleges P* valószínűségi mértékre nézve ugyanaz, mint a P 
valószínűségi mérték esetén, hacsak P* a P mértékre nézve abszolút folytonos. 
Az erős keverés fogalma RÉNYI ALERÉDIÓI származik. BARNDORFF—NIELSEN [3] 
az t]„ sorozat erősen keverő voltát nem mondja ki explicite, dolgozatának céljai 
érdekében egy eltérő jellegű lemmát használ, amelyből e tulajdonság levezethető 
lenne. W. RICHTER ezt a tulajdonságot bebizonyítja. Bizonyításának alapgondolata az, 
hogy a W„ sorozat ergodikus Markov-lánc. Dolgozatunk itt kapcsolódik a fenti 

1 Az F(x) és G(x) eloszlásfüggvények egyazon típusba tartoznak, ha bizonyos ű > 0 és b állan-
dók mellett minden x esetén fennáll az F(x) = G(ax+b) reláció. 
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dolgozatokhoz. Az t]n sorozat erősen keverő voltát direkt úton, igen egyszerűen 
szeretnénk bizonyítani. Dolgozatunk másik célja, hogy élesítse a [3] dolgozat követ-
kező eredményét: 

Legyen v„ pozitív egész értékű valószínűségi változókból álló sorozat és tegyük 
fel, hogy vjn sztochasztikusan a v pozitív valószínűségi változóhoz konvergál. 
(P (v>0) = l). Jelöljön továbbá G(x) az 1°, 2° és 3° függvények típusába tartozó 
eloszlásfüggvényt. Ekkor a következő három állítás ekvivalens: 

a) lim Р(цп < x) = G(x), 
Л-» + OO 

b) lim < x) = G(x), 
n-* + OO 

+ 00 

c) lim P(W,n < anx + bn) = f [G(x)YdP(v «с y) 

és ezek a limeszrelációk a G(x) minden x folytonossági pontjában fennállnak. 
Ez az eredmény megfogalmazható egyetlen állítás formájában, sőt ennél álta-

lánosabb tény is kimondható, ha használjuk a stabilitás fogalmát, amely ugyancsak 
RÉNYI ALFRÉD nevéhez fűződik. Nevezetesen, megmutatható, hogy ha az r/„ soro-
zatnak van határeloszlása, akkor a 

(W^-bJ/a^ 

sorozat stabilis. E sorozatban jelentsen pn pozitív egész értékű valószínűségi váltó 
zókból álló sorozatot, amelyre teljesül, hogy pjn sztochasztikusan a pozitív p 
valószínűségi változóhoz konvergál. E dolgozatban ezt az eredményt szeretnénk 
bebizonyítani. Rámutatunk arra is, hogy ez a megfogalmazás általánosabb, mint 
a [3] dolgozaté. 

Emlékeztetünk néhány definícióra és néhány belőlük következő ismert ered-
ményre. 

Legyen {Q, P) Kolmogorov-íé\e valószínűségi mező. Az sé elemeit események-
nek nevezzük, az Í2 alaptéren értelmezett és az sé-xa nézve mérhető függvényeket 
pedig valószínűségi változóknak. 

1. D e f i n í c i ó . (RÉNYI) A £„ valószínűségi változóról azt mondjuk, hogy erősen 
keverő G(x) határeloszlással, ha bármilyen pozitív valószínűségű В feltétel mellett 
fennáll, hogy 

lim P(í„ < x\B) = G(x). 
n-> + oo 

2. D e f i n í c i ó . (RÉNYI) A {(„} valószínűségi változó sorozatról azt mondjuk, 
hogy stabilis, ha bármilyen pozitív valószínűségű В feltétel mellett fennáll a 

lim P(Cn < x\B) = FB(x) 
П-» + ОО 

Iimeszreláció, ahol FB(x) csak B-től függő eloszlásfüggvény. 
Nyilvánvaló, hogy minden erősen keverő valószínűségi változó sorozat sta-

bilis is. 
Megmutatható, hogy az FB(x) eloszlásfüggvény szakadási pontjainak halmaza, 

bármilyen pozitív valószínűségű В feltétel mellett, részhalmaza az Fn(x) eloszlás-
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függvény szakadási pontjai halmazának, és hogy ily módon legfeljebb megszámlál-
ható sok X érték kivételével, minden rögzített x értékre a 

Q(x, В) = lim P(Ç„ < X, В) 
п-• + OO 

kifejezés, mint а В esemény függvénye, mérték, amely abszolút folytonos a P való-
színűségi mértékre nézve. A Q(x, B) mérték P szerinti Radon—M/coc/yw-deriváltja 
ily módon modulo P egyértelműen meg van határozva, ha x rögzített érték. Ezt 
a„.(oj)-val jelölve, teljesül, hogy 0 ^ txx(co) ^ 1 és 

Q(x, B) = f ax(co)dP. 
в 

Az erős keverés esetét nyilván akkor kapjuk, mikor otx(w) 1 valószínűséggel állandó. 
Az ax(o>) függvényt a {(„} stabilis sorozat xhelyen vett lokális sűrűségének nevezzük. 

A stabilitás tulajdonságának ellenőrzésére szolgál a következő kritérium: 
Ha tetszőleges rögzített к esetén 

lim P(C„ < x\Ck < x) = FB(x) 
Ц-» + oo 

létezik, ahol B={cu : J < x}, akkor a {£„} sorozat a 2. Definíció értelmében stabilis [2]. 
Ugyancsak ez a kritérium szolgál az erős keverés tulajdonságának ellenőrzé-

sére; ekkor a jobb oldalon álló határeloszlásfüggvény a ü = {со: eseménytől 
nem függ [2]. 

Megemlítjük, hogy ha P* a P valószínűségi mértékre nézve abszolút folytonos 
valószínűségi mérték, akkor a P mértékre nézve stabilis valószínűségi változó sorozat 
a P* mértékre nézve is stabilis és lokális sűrűsége mindkét esetben ugyanaz. 

E definíciók és állítások R É N Y I [2] dolgozatában megtalálhatók. Fel fogjuk 
használni még a következő tételt is: 

1. T É T E L . Tegyük fel, hogy a {£„} valószínűségi változókból álló sorozat 
erősen keverő F(x) haláreloszlással, és az {IJ„} valószínűségi változókból álló sorozat 
sztochasztikusan az ri valószínűségi változóhoz konvergál. Legyen g (x, y) kétváltozós 
folytonos függvény. Ekkor a g(fn, t]„) valószínűségi változók sorozata stabilis és loká-
lis sűrűsége 

f dF(y). 
[gíy, n) < x) 

E tétel bizonyítása az [5] dolgozatban található, így itt azt mellőzzük. Tételünket 
abban a formában használjuk fel, hogy az iy„ valószínűségi változó sorozatot /-
dimenziós vektor-változónak fogjuk fel, amely komponensenként sztochasztikusan 
az /-dimenziós valószínűségi változóhoz konvergál. Nyilván tételünk állítása és 
bizonyítása szó szerint átvihető erre az esetre is. 

Térjünk vissza eredeti célunkra. Nyilván P(t]n^x) = F"(a„x + bn), ahol F(x) 
a £„ (n = 1,2, ...) valószínűségi változók eloszlásfüggvénye. Legyen x0 az a szám, 
amelyre — 1 és tetszőleges £ > 0 szám esetén F(x0— Е )<] . Ha ilyen véges 
x 0 szám nincs, akkor minden véges x esetén F(x) < 1 ; legyen ez esetben x0 = + 
Ha az ö„>0, bn sorozatokkal képzett {>?„} sorozatnak létezik határeloszlása, akkor 
minden olyan x véges szám esetén, amelyre a határeloszlás nem zérus és nem 1, 
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lim (anx + b„) = x0. Valóban, ha x0< + « , £ > 0 és végtelen sok n esetén anx + bn< 
Я-» + ОО 
<x 0 — £ akkor végtelen sok n esetén F(anx + b„) ^ F(x0 — e) < 1 és így l i m f ( ^ n c x ( 

» n-» + 8 

nem létezik. Ha pedig végtelen sok n esetén anx + bn > x0 + s, akkor ezekre az in-
dexekre F(anx + bn) = 1 és így ismét lim Р(г]п<х) nem létezik. Hasonlóan okos-
kodhatunk, mikor x0 = + 

Bebizonyítjuk most a következő állítást: 
2 . T É T E L . Ha az A„ > 0 és a bn számsorozatok segítségével képzett {q„} sorozatra 

G(x) minden folytonossági helyén fennáll, hogy 

lim P(qn < x) = G(x), 

ahol G(x) eloszlásfüggvény, akkor az qn sorozat erősen keverő G (x) határeloszlással. 

Bizonyítás. Nyilván elegendő csak olyan x értékekre bizonyítani az állítást, 
amelyekre G(x)^0 és G'(x) A l. Ekkor bizonyos k0 indextől kezdve P(q„<x) A0 
és P(qn<x)y^ 1, ha nS /c 0 . Ekkor k ^ k 0 esetén 

P(r,n^x\r,k^x) = P 
a„ hk M 

mert IV„ = max {Wk, Wk n) és Wk továbbá Wk „ egymástól függetlenek. A jobb oldal 
második tényezője az Fn~k(anx + b„) kifejezéssel egyenlő és esetén határ-
értéke G(x). Az első tényező határértéke 1, mert a lVk < anx + bn esemény valószínű-
sége Fk(a„x + b„) és anx + bn~* x0, к pedig rögzített. 

E tételből adódik a következő: 

K O R O L L Á R I U M . Legyen P* a P mértékre nézve abszolút folytonos valószínűségi 
mérték. Ekkor, ha az an =>0 és bn sorozatok estén Ii m P(rjn < x) = G(x) létezik, 
fennáll, hogy 

lim P*(t]n < x) = G(x). 
П-. + 00 

Bebizonyítjuk most a következő lemmákat: 

1. LEMMA. Ha valamilyen a„ > 0 és bn sorozatra teljesül, hogy lim P(r]„ -< x) = 
П-У + oo 

= G(x) létezik, akkor, ha p„ > 0 és p >-0 és F(x) az 1° eloszlástípus vonzási tar-
tományába tartozik, 

a " ^ p-i/« hnpnl-b» ^ о ; 

ha F(x) a 2° eloszlástípus vonzási tartományába tartozik, akkor 

— - рЧ', b[np„] _ Q ; 
Ö["Pnt ainPnJ 

és végül, ha F(x) a 3° eloszlástípus vonzási tartományába tartozik, akkor 

- l o g p . 
ÖI [np.i] 
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Bizonyítás. Felhasználjuk HiNCSiNnek azt az eredményét, hogy ha H(x) nem 
elfajult eloszlásfüggvény és az Fn(x) eloszlásfüggvénysorozatra, továbbá az an >0, 
a „ > 0 , b„ és (í„ számsorozatokra teljesülnek a H(x) eloszlásfüggvény minden foly-
tonossági pontjában az 

Fn(anx + bn)^H(x), 

Fn{ctnx + ßn)-H(x) 
határértékrelációk, akkor 

f l ^ l é s A z A + 0, 
an an 

ha и->-+<=° [1]. Mutassuk meg például, hogy az állítás igaz a 3° eloszlástípusra. 
Ez esetben lim P(j\n<x) = A(x), azaz F"(a„x + b„) — Л(х). Ebbó'l következik, hogy 

Flnp"\anx + A) zlp(x) = A(x — logp) . Az x — log p = z helyettesítést alkalmazva 
kapjuk 

F^"\anz + a, \ogp + bn) - A(z). 
Másrészt 

E két utolsó relációból H I N C S I N eredménye alapján következik állításunk. Hasonlóan 
bizonyítható lemmánk többi állítása is. 

G N Y E G Y E N K O FL] dolgozatában megtalálhatók e lemma állításai közül egyesek, 
bizonyításuk azonban bonyolult. A 3° eloszlástípus esetén pedig a limeszrelációk 
egyike sincs bizonyítva. Az itt adott bizonyítás természetesnek és egyszerűnek tűnik. 

2. LEMMA. Legyen v„ pozitív egész értékű valószínűségi változókból álló sorozat, 
és tegyük fel, hogy vjn sztochasztikusan a v pozitív valószínűségi változóhoz konver-
gál, mikor n ->- + », Ekkor az 1. Lemmában [npn] helyett vn-et és p helyett v-t helyet-
tesítve, az ottani limeszrelációk a megfelelő sztochasztikus limeszrelációkba vihetők át. 

Bizonyítás. Az 1. Lemma állítását úgy fejezhetjük ki, hogy cJdlnPn] határértéke 
a pozitív p szám folytonos és monoton f{p) függvénye, ahol c„, ill. dínPn] bármelyik 
limeszreláció bal oldalán a számlálót, ill. a nevezőt jelöli. 

Legyen 0 < / j 1 < / > 2 és tekintsük az mn pozitív egész számoknak azt az összes-
in 

ségét, amelyekre fennáll a px S —"- Sp2 egyenlőtlenség. Ekkor tetszőleges ô > 0 
n 

számhoz található olyan л0=и0(<5) egész szám, hogy n^.n0(ô) esetén teljesül az 
с 

f(Pi) — ő ^ —— ^ f(Pi) + b egyenlőtlenség. Valóban, ha nem léteznék ilyen n0(ő) 
dm„ 

szám, akkor végtelen sok n esetén fennállna a cjd„ln~zf(pi) —<5 (vagy pedig az 
f(Pi) + <5 < cJd„h) egyenlőtlenség. Legyen az ezen egyenlőtlenségnek megfelelő 
m„jn' hányadosok limesz inferiorja (vagy, a második esetben, limesz szuperiorja) p. 
Nyilván,p l Sp^p2. Ap számhoz konvergálni lehet az mn.\n' sorozat egy konvergens 
m„-/n" részsorozatával, azaz тя- = \п"рп-\, ahol pn-—p. Ily módon cn..ld[n~Pn„j-»-
-*f(p)<:f(p— Ez azonban ellentmond annak, hogy az f ( p ) függvény folytonos 
és monoton. 

6 MTA III. Osztály Közleményei 17 (1967) 



8 0 M O G Y O R Ó D I J. 

Válasszuk meg a pl és p2 számokat úgy, hogy P(p, S»< p2) > 1 — e teljesül-
jön és vegyük а [px,p2] intervallumnak olyan pk = x0< xk< ... < xf < ... <xk=p2 

felosztását, hogy |/(x)— / ( л ^ - О Н у teljesüljön, ha х ; _ ! ^ х < х ; (i —1,2, ..., k). 

Az ilyen felosztás miatt nyilván 

ő, х ( _ х S V < Xi, Х(-_I S — < Xi + 
n I 

+ = v < Xi,Xi-1 = ^ < ^ij + e. 

Nyilvánvaló, hogy a jobb oldal második tagja tetszőlegesen kicsivé tehető, ha n 
elég nagy. Az első tagot pedig a következő módon becsüljük meg: minthogy 

V 
^ — < Xi, azért a v„ sorozatra teljesül az m„ sorozatra kirótt egyenlőtlenség. Ennél-

n 

(S \ S e Ô 

- - J indextől kezdve / ( x ( _ , ) — — s. s / ( x ; ) + y . így az első 
egyenlőtlenség az x i _ 1 S v < x i reláció és az f(p) monotonitása miatt 

esetén 0. Ily módon lemmánkat bebizonyítottuk. 
Megjegyezzük még, hogy ha az 1. Lemmában n helyett v„-et, [«/?„] helyett 

ju„-et, és p helyett y -t írunk, ahol p„ pozitív egész értékű valószínűségi változókból 

álló sorozat és pjn sztochasztikusan a p pozitív valószínűségi változóhoz konvergál, 
a 2. Lemma állítása továbbra is igaz marad. Ezt a tényt is fel fogjuk használni a 
következőkben. 

O. B A R N D O R F F — N I E L S E N [3] jelen dolgozatban említett tételének bizonyítását 
végig elemezve, nemcsak az mutatható meg, hogy az {rçVn} sorozatnak ugyanaz a 
határeloszlása, mint az {t]n} sorozatnak, hanem az is, hogy az {/)Vn} sorozat erősen 
keverő. Dolgozatunkban ezt az erősebb állítást szeretnénk kimondani és — meg-
látásunk szerint — egyszerű módon bebizonyítani. 

3. T É T E L . Ha valamilyen an >0 és bn számsorozatok mellett az valószínű-
ségi változó sorozatnak létezik határeloszlása, akkor az {pVn} valószínűségi változó 
sorozat erősen keverő ugyanazzal a határeloszlással. 

Bizonyítás. Határozzuk meg a 0 </?2 számokat úgy, hogy P(.Pi = v -<p2) > 
> 1 — e legyen, ahol e > 0 tetszőleges szám. Nyilvánvaló, hogy létezik olyan n0=n0(e) 

v 
index, hogy n ^ n 0 esetén a P(Pi = — ^ P ^ ^ l — 2e egyenlőtlenség teljesül. Osszuk 
fel a [pi,p2] intervallumot a p , = x 0 - = x 1 < ... < x ; < . . . < x k = p 2 osztópontokkal 
úgy, hogy azok a v valószínűségi változó eloszlásfüggvényének folytonossági pontjai 
legyenek, a közelebbi meghatározásukról később intézkedünk. Legyen A tetszőleges 
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esemény. Felhasználva, hogy n < m esetén W„ s Wm, felírható a 

— 2e + Z P \ Wí"XÚ ~ b l n x " • a i rXÜ - < X, А, ^ ^ < J 
i t l ( űv„ ÖV„ и J 

S P l W v " < x , A 

zä, p í ^ W i - l ] - ^ W . - l ] _ fl[HA,--i] 

i= l l ö[nxi_TJ öv„ 

0 < ^ ) 1 ^ Vn < J + 2 e 
ö„.. n 

egyenló'tlenség. Az и indexet elég nagyra választva elérhető', hogy 

к 
% P(Af о Aaj < s 
i= 1 

legyen, ahol A1" az (хх_х = ^ < x ; | és Au> az {x ;_x ä v < x , } eseményeket, а о jel 

pedig a szimmetrikus differencia műveletét jelöli. Ennélfogva elég nagy n esetén 

- 3a + 2 P í Щ п х " ~~ h n x ü • ^ - < S v < J s 
»=1 l ű[ra,-] öv„ avn ) 

JVv -bv 
— ^ < x , A h s 

Öv" b l n x ' - ü < x, A, x ;_x s V < x J + 3e. 
öv„ ) 

Ä ^ p í ^ W . - H - f y n x j - . J r 

i=l V a['i.r,-i] av„ 

Válasszuk meg az x ; osztópontokat úgy, hogy 1 j X ' j ^ l +<5 

és —ô S g ( X'~11 ^ g I j = ô legyen, ahol ô > 0 előre megadott tetszőleges szám, 

f(p) és g(p) pedig az 1. Lemmában bármelyik eloszlástípus esetén az első, ill. máso-
dik határértékreláció jobb oldalát jelenti. Minthogy vjn sztochasztikusan a v való-
színűségi változóhoz konvergál, a 2. Lemma értelmében és az x ; osztópontok meg-
választása miatt fennáll 

l _ 2 á s? f í ü í í l s 1 + 2 5 ; 1 —2ö g < 1 + 2 Ú ; 

- 2 ô s b v " - 2 3 s i g 23. 
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8 2 M O G Y O R Ó D I J. 

Ezért elég nagy n esetén 

L ÖV„ 

Mármost a 2. Tétel értelmében a {(lE[nXi) — blnXl])laínXi]} (i — 0,l,...,k) sorozat 
erősen keverő valamilyen, a dolgozat elején említett három eloszlástípusba tartozó 
G(x) határeloszlással. Ily módon 

-3e+G ( r r S ) " X'A)s 

limsup P I — < x, ЛI s G P(A, Зе, 

ami e és ô tetszőleges volta miatt bizonyítandó állításunkat jelenti. 
Belátjuk most a következő tételt: 

4 . T É T E L . IIa a /(„ és a v„ pozitív egész értékű valószínűségi változókból álló 
sorozatokra teljesül, hogy p„/n, ill. vjn sztochasztikusan a p, ill. v pozitív valószínű-
ségi változóhoz konvergál és az 0 és bn számsorozatok segítségével képzett //„ 
valószínűségi változókból álló sorozatnak van határeloszlása, és ez G(x), akkor a 
( fVVn — Ьр„)1а„„ sorozat stabilis és lokális sűrűsége (G(x))v/". fn'l "Гп 

Bizonyítás. Fennáll a 

reláció. Az {í7V)i} sorozat erősen keverő G(x) határeloszlással a 3. Tétel alapján. 
A 2. Lemma alapján az a^.Ja^, továbbá а (ЬЦп — bvj)laßn sorozatok sztochasztikusan 
a G(x) típusának megfelelő valószínűségi változókhoz konvergálnak. Ily módon 
az 1. Tétel alapján mondható, hogy a (WVn — blln)lafln sorozat stabilis. Esetünkben 
az 1. tételben szereplő g függvény az x, y, z változók háromváltozós függvénye, 
nevezetesen 

g(x, У, z) = x-y-z. 

Rövid számolás után nyerjük, hogy a lokális sűrűségek az egyes eloszlástípusok 
szerint rendre a következők 

Ф ' rt 

- l / a 
x log — 

illetőleg az ezek típusába tartozó kifejezések. Ez pedig megegyezik tételünk állí-
tásával. 
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2 . K O R O L L Á R I U M . A [ 3 ] dolgozat tétele a 4. Tételből következik. 
Legyen pn= n. Ha valamilyen a„=-0 és bn számsorozat esetén lim P(t]„ < x) — 

= G(x) létezik, akkor a 3. Tétel alapján az {tjVn} sorozat erősen keverő G(x) határ-
eloszlással. Ezért a 4. Tétel alapján és mivel p = l, a {(WVn — bn)lan} sorozat stabilis 
és lokális sűrűsége [G(x)]v. Ezért 

+ CO 

lirn^ P( WVn < anx + bn) = J(G(x))v dP = f (G(x))s dP(v < s). 

Ez utóbbiból viszont következik, hogy lim P(rin<x) = G(x). Ennek bizonyítása 
П-* + oo 

standard módszerekkel, ellentmondásra való visszavezetés útján történhetik. 
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ON THE LIMITING DISTRIBUTION O F T H E MAXIMAL T E R M 
O F A R A N D O M SAMPLE O F R A N D O M SIZE 

By 

J . MOGYORÓDI 

S u m m a r y 

We say, following A. RÉNYI, that a sequence {£„} of random variables is stable, if, for any event 
В of positive probability, the conditional distribution function of £„ under the condition В converges 
as « - + «= to a limiting distribution function FB(x). The sequence („ is called strongly mixing, if 
Tn(x) does not depend on B. 

Let { i , £2,... be a sequence of independent and identically distributed random variables 
and let us consider l F „ = M a x ( { i , i„) («= 1,2, . . .) . In this paper we give simple proofs of 
the following assertions: 

1. If, for some constants a„=-0 and b„, the sequence ( Wn — bn)jan has a limiting distribution, 
then ( W„ — b„)/a„ is strongly mixing. 

2. Let {v„} be a sequence of positive integer-valued random variables. We suppose that v„/n 
converges inprobability as / ! - + =» to a positive random variable v. If the sequence (W,, — b„)/an 

has a limiting distribution, then ( Wv„ — bv„)/av„ is also strongly mixing with the same limiting dis-
tribution as that of (W„ — bn)la„. 

The first assertion is proved also in [4] with other methods. A part of the second assertion 
is proved in [3] and [4]. 

3. Let v„ and /1,, be positive integer-valued random variables and let us suppose that v„/n and 
finln converge in probability measure to the positive random variables v and ß, respectively. If the 
sequence (W„ — b„)la„ has a limiting distribution G(x) as л — then the sequence (W V n — bnA!a,in 
is stable and its local density is (G(.x)f/r. 

This result is a generalization of that of the paper [3]. 
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