VELETLEN ELEMSZAMU RENDEZETT MINTA
MAXIMALIS TAGJANAK HATARELOSZLASAROL

irta: MOGYORODI JOZSEF

Tekintsiink fliggetlen, azonos eloszldsu valosziniiségi valtozokbdl dll6 &, , &,, ...
sorozatot és vezessiik be a kovetkezl jelGléseket:
W, =Max (&,,&,,...,8); Wi, =Max (.4, ..., &), (k <n).
B. V. GNYEGYENKOtO] szarmazik [1] a W, sorozat (n=1, 2, ...) hatdreloszldsara
vonatkoz6 kovetkez§ dllitds:
Ha az {a,} és {b,} szdmsorozatok olyanok, hogy a,>0 és az

Wn_bn

’I" = a

n

taldszintségi vdltoz¢ktol dll6 sorozatnek van hatdreloszldsa, akkor ez csak a kovet-
kez8 hdrom eloszldsfiiggvény dltal meghatdrozott eloszldstipus valamelyikébe tar-
vozhat:!

10 o {0, ha x=0
<) = exp(—x~%, ha x>0,
. _ Jexp (~(—=x)), ha x=.0
2 Va(x) = {1, ha x>0,
3° A(x) = exp(—e™),

ahol =0 szdm.

GNYEGYENKO [1] dolgozatdban megadja annak sziikséges és elegend§ feltételét
hogy a &, valdsziniiségi vdltozok F(x) eleoszldsfiiggvénye mikor tartozik az 1°, 2°
és 3° fiiggvényekkel jellemzett eloszldstipusok vonzdsi tartomdnyéba.

RENYI [2], BARNDORFF—NIELSEN [3] és RICHTER [4] dolgozatdnak eredményei
rdvildgitanak arra, hogy GNYEGYENKO tételét erdsebben is meg lehet fogalmazni.
Nevezetesen, ha az 5, sorozatnak van hatdreloszldsa, akkor er8sen kever§ is, azaz
7, hatdreloszldsa tetszGleges P* valdsziniiségi mértékre nézve ugyanaz, mint a P
val6sziniiségi mérték esetén, hacsak P* a P mértékre nézve abszolit folytonos.
Az erds keverés fogalma RENYr ALFREDtO! szdrmazik. BARNDORFF—NIELSEN [3]
az n, sorozat er8sen keverd voltdt nem mondja ki explicite, dolgozatdnak céljai
érdekében egy eltérd jellegli lemmadt haszndl, amelybd] e tulajdonsdg levezethetd
lenne. W. RICHTER ezt a tulajdonsdgot bebizonyitja. Bizonyitdsdnak alapgondolata az,
hogy a W, sorozat ergodikus Markov-ldnc. Dolgozatunk itt kapcsolédik a fenti

U Az F(x) és G(x) eloszlasfliiggvények egyazon tipusba tartoznak, ha bizonyos a>0 és b allan-
doék mellett minden x esetén fenndll az F(x) = G(ax+ b) relacid.

MTA III. Osztdly Kozleményei 17 (1967)




76 MOGYORODI J.

dolgozatokhoz. Az 5, sorozat er@sen kever§ voltdt direkt uton, igen egyszeriien
szeretnénk bizonyitani. Dolgozatunk madsik célja, hogy élesitse a [3] dolgozat kévet-
kez6 eredményét:

Legyen v, pozitiv egész értékii valdsziniiségi vdltozékbdl 4ll6 sorozat és tegylik
fel, hogy v,/n sztochasztikusan a v pozitiv valdsziniiségi vdltozéhoz konvergdl.
(P(v=>0)=1). Jeldljon tovdbbd G(x) az 1°, 2° és 3° fiiggvények tipusdba tartozéd
eloszldsfuggvényt. Ekkor a kovetkezG hdarom dllitds ekvivalens:

2) lim P(1, < x) = G(x),
b) lim_P(r,, < x) = G(x),

. ad
¢) lim P(W,, <a,x+b)= [ [GWPdPE - y)

—co

¢és ezek a limeszreldcidk a G(x) minden x folytonossdgi pontjaban fenndllnak.

Ez az eredmény megfogalmazhato egyetlen dllitds formdjiban, s6t ennél dlta-
ldnosabb tény is kimondhatd, ha haszndljuk a stabilitds fogalmdt, amely ugyancsak
RENY! ALFRED nevéhez fiiz6dik. Nevezetesen, megmutathatd, hogy ha az n, soro-
zatnak van hatdreloszldsa, akkor a

(WVn - byn)/aun

sorozat stabilis. E sorozatban jelentsen g, pozitiv egész értékii valdszin iségi vilt o
zokbol 4llé sorozatot, amelyre teljesiil, hogy u,/n sztochasztikusan a pozitiv u
valdszinliségi viltozéhoz konvergdl. E dolgozatban ezt az eredményt szeretnénk
bebizonyitani. Ramutatunk arra is, hogy ez a megfogalmazds dltaldinosabb, mint
a [3] dolgozaté.

Emlékeztetiink néhdny definicidra és néhdany belSlik kovetkezd ismert ered-
ményre. '

Legyen {Q, o, P} Kolmogorov-féle valészinliségi mezé. Az f elemeit események-
nek nevezziik, az Q alaptéren értelmezett és az /-ra nézve mérhet§ fiiggvényeket
pedig valdszinfiségi vdltozoknak.

1. Definicid. (RENYI) A {, valdsziniiségi vdltozérdl azt mondjuk, hogy erdsen
keverd G(x) hardreloszldssal, ha bdrmilyen pozitiv valdsziniiségii B feltétel mellett
Sfenndll, hogy

,,liﬂn P, < x|B) = G(x).

2. Definicio. (RENY1) A {{,} valdsziniiségi vdltozé sorozatrdl azt mondjuk,
hogy stabilis, ha bdrmilyen pozitiv valosziniiségii B feltétel mellett fenndll a

lim P({, < x|B) = Fy(x)

limeszrelacio, ahol Fy(x) csak B-t6l fiiggd eloszldsfiiggvény.

Nyilvdnvalo, hogy minden erSsen keverd valdsziniiségi vdltozo sorozat sta-
bilis is.

Megmutathatd, hogy az Fy(x) eloszldsfiiggvény szakaddsi pontjainak halmaza,
bdrmilyen pozitiv valdsziniliségii B feltétel mellett, részhalmaza az Fy(x) eloszlds-
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fiiggvény szakaddsi pontjai halmazdnak, és hogy ily médon legfeljebb megszdmldl-
hatd sok x érték kivételével, minden régzitett x értékre a

O(x.B) = lim P(, < x,B)

kifejezés, mint a B esemény flggvénye, mérték, amely abszolit folytonos a P valo-
szin{iségi mértékre nézve. A Q(x, B) mérték P szerinti Radon—Nikodym-deriviltja
ily médon modulo P egyértelmiien meg van hatdrozva, ha x rog21tett érték. Ezt
o (w)-val jelolve, teljesiil, hogy O0=a(w)=1 és

0(x, B) = [ o (w)dP.

Az erds keverés esetét nyilvan akkor kapjuk, mikor a (w) 1 valdsziniiséggel dllandé.
Az o (w) fiiggvényt a {{,} stabilis sorozat x helyen vett lokalis siirliségének nevezziik.
A stabilitds tulajdonsdgdnak ellendrzésére szolgdl a kovetkezd kritérium:

Ha tetszGleges rogzitett k esetén

im (G, < 28 < %) = Fp()

létezik. ahol B={w: {, < x}, akkor a {{,} sorozat a 2. Definicié értelmében stabilis [2].

Ugyancsak ez a kritérium szolgdl az erGs keverés tulajdonsagdnak ellendrzé-
sére; ekkor a jobb oldalon 4116 hatdreloszlasfiiggvény a B={w: {,<x} eseménytSl
nem fﬁgg [21.

Megemlitjiik, hogy ha P* a P valosziniiségi mértékre nézve abszolit folytonos
valoszinliségi mérték, akkor a P mértékre nézve stabilis valdsziniiségi vdltozé sorozat
a P* mértékre nézve is stabilis és lokalis siirlisége mindkét esetben ugyanaz.

E definiciok és dllitdsok RENYI [2] dolgozatdban megtaldlhatok. Fel fogjuk
haszndlni még a kovetkezd tételt is:

1. TéreL. Tegyiik fel, hogy a {&,} valosziniiségi vdltozokbdl dll6 sorozat
erdsen keveré F(x) hatdreloszldssal, és az {n,} valdsziniiségi vdltozékbdl dll6 sorozat
sztochasztikusan az n valdsziniiségi vdltozohoz konvergdl. Legyen g(x, y) kétvdltozos
folytonos fiiggvény. Ekkor a g(&,, n,) valdsziniiségi vdltozok sorozata stabilis és lokd-
lis stirtisége

S

{ay,m<x}

E tétel bizonyitdsa az [5] dolgozatban taldlhato, igy itt azt mell6zziik. Tételiinket
abban a formdban haszndljuk fel, hogy az 7, valdszinliségi vdltozd sorozatot /-
dimenzids vektor-vdltozénak fogjuk fel, amely komponensenként sztochasztikusan
az [l-direnzids valdsziniliségi vdltozéhoz konvergdl. Nyilvan tételink dllitdsa és
bizonyitdsa sz szerint dtvihet§ erre az esetre is.

Térjink vissza eredeti célunkra. Nyilvin P(n,<x) = F"a,x-+b,), ahol F(x)
a &, (n=1,2,..) valdsziniiségi vdltozok eloszldsfiiggvénye. Legyen x, az a szam,
amelyre F(xy)=1 és tetsz€leges ¢=>0 szdm esetén F(x,—e)<1. Ha ilyen véges
Xo szam nincs, akkor minden véges x esetén F(x)<1; legyen ez esetben x, = + .
Ha az a,=0, b, sorozatokkal képzett {n,} sorozatnak létezik hatdreloszldsa, akkor
minden olyan x véges szdm esetén, amelyre a hatdreloszlds nem zérus és nem 1,
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lim (a,x +b,)=x,. Valéban, ha x, < ,+ oo, £>0 és végtelen sok n esetén a,x + b, <

n-» 4+ co

<Xo— ¢ akkor végtelen sok n esetén F(a,x +b,) = F(xo—¢) <1 és igy hmP(n,,<x(

nem lete21k Ha pedig vegtelen sok n esetén a,x+b,>x,+¢, akkor ez:;klc az in-
dexekre F(a,x-+b,) = 1 és igy ismét lim P(y,<x) nem létezik. Hasonléan okos-
kodhatunk, mikor x, = + oo, oo

Bebizonyitjuk most a kovetkezd dllitast:

2. TETEL. Ha az a,=0 és a b, szdmsorozatok segitségével képzett {n,} sorozatra
G(x) minden folytonossdgi helyén fenndll, hogy
lim Py, < x) = G(x),

n—+oo
ahol G(x) eloszlisfiiggvény, akkor az n, sorozat erdsen keverdé G(x) hatdreloszldssal.

Bizonyitds. Nyilvdan elegend6 csak olyan x értékekre bizonyitani az 4llitdst,
amelyekre G(x)=0 és G(x)=1. Ekkor bizonyos k, indext8l kezdve P(y,<x)=0
és P(n,<x)#1, ha n=k,. Ekkor k =k, esetén

P[Wk—lﬁ x’7k<x]P[Wk’"a—b”<x]’

an
mert W,=max (W,, W, ,) és W, tovibbd W, , egymaistol fiiggetlenek. A jobb oldal
madsodik tényezGje az F"~*(a,x +b,) kifejezéssel egyenlS és n— + o esetén hatdr-
értéke G(x). Az elsG tényezd hatdrértéke 1, mert a Wy <a,x + b, esemény valoszinij-
sége F¥a,x+b,) és a,x+b,~x,, k pedig rogzitett.
E tételbdl adddik a kovetkezs:

P, < X < x) =

KOROLLARIUM. Legyen P* a P mirtékre nézve abszolit folytonos valdsziniiségi
mérték. Ekkor, ha az a,=0 és b, sorozatok estén lim P(n,<x)=G(x) létezik,
fenndll, hogy nyeo

Jlim_ P, < ) = G,

Bebizonyitjuk most a kovetkezd lemmadkat:

1. LeMMA. Ha valamilyen a, =0 és b, sorozatra teljesiil, hogy lim P(n,<x)=
=G (x) létezik, akkor, ha p,=0 és p,—»p=0 és F(x) az 1° eloszld;t_t:;uojv vonzdsi tar-
tomdnydba tartozik,

4, > p—l/a’ 2[”1’"]_:5. . 0;
Ainpa) Gnpn)
ha F(x) a 2° eloszldstipus vonzdsi tartomdnydba tartozik, akkor

ot Dtea—ba
P,
AUnpnl Anp,]

a

(J

és végill, ha F(x) a 3° eloszldstipus vonzdsi tartomdnydba tartozik, akkor

a,

-1, b[np,d —n

-~ log p.
A np,) npn)
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Bizonyitds. Felhaszndljuk HiNcsinnek azt az eredményét, hogy ha H(x) nem
elfajult eloszldsfiiggvény és az F,(x) eloszldsfiiggvénysorozatra, tovabbd az a,=>0,
o, >0, b, és B, szdmsorozatokra teljesiilnek a H(x)-eloszldsfiiggvény minden foly--
tonossdgi pontjdban az

E(a,x+b,) ~ H(x),

Fy(oyx + B,) >~ H(x)
hatdrértékreldciok, akkor
“n 1 és bu—B, -0,
al] all

ha n— 4 [1]. Mutassuk meg példdul, hogy az dllitds igaz a 3° eloszldstipusra.
Ez esetben lim P(n,<x)= A(x), azaz F"(a,x +b,) > A(x). EbbSl kovetkezik, hogy

Flupnl(g, x + Z,,)+—> AP(x) = A(x—logp). Az x-—logp=z helyettesitést alkalmazva
kapjuk
Flnend(g, z+a,logp+b,) ~ A(2).
Madsrészt
Flnenl(ay, . 12 + bpapy) = A(2).

E két utolso reldciobdl HINCSIN eredménye alapjdn kovetkezik dllitdsunk. Hasonléan
bizonyithaté lemmdnk tobbi 4llitdsa is.

GNYEGYENKO [1] dolgozatiban megtaldlhatok e lemma allitdsai kozil egyesek,
bizonyitdsuk azonban bonyolult. A 3° eloszlastipus esetén pedig a limeszreldcidk
egyike sincs bizonyitva. Az itt adott bizonyitds természetesnek és egyszeriinek tlinik.

2. LEMMA. Legyen v, pozitiv egész értékii valdsziniiségi vdltozokbdl alls sorozat,
és tegyiik fel, hogy v,/n sztochasztikusan a v pozitiv valdsziniiségi vdltozéhoz konver-
gal, mikor n ~ + o. Ekkor az 1. Lemmaban {np,] helyett v -ct és p helyett v-t helyet-
tesitve, az ottani limeszreldciok a megfelelé sztochasztikus limeszreldciékba vihetdk dt.

Bizonyitds. Az 1. Lemma 4llitdsdt ugy fejezhetjiik ki, hogy c,/d,p,,; hatdrértéke
a pozitiv p szdm folytonos és monoton f(p) fiiggvénye, ahol ¢,, ill. dj,,,; bdrmelyik
limeszrelacio bal oldaldn a szdmldlot, ill. a nevez6t jeloli.

Legyen 0 <p, <p, és tekintsiik az m, pozitiv egész szamoknak azt az §sszes-
ségét, amelyekre fenndll a p, = m_n,, =p, egyenlGtlenség. Ekkor tetszGleges §=0
szamhoz taldlhatd olyan ny=ny(d) egész szam, hogy n=ny(d) esetén teljesiil az
S(p)—96= d—” = f(p,) + 6 egyenlbtlenség. Valéban ha nem léteznék ilyen ny(d)
szdm, akkor vegtelen sok n esetén fenndllna a c,,/ d,,<f(p)—6 (vagy pedig az
f(p))+d6<c,/d,) egyenlStlenség. Legyen az ezen egyenlStlenségnek megfeleld
m,[n’ hdnyadosok limesz inferiorja (vagy, a mdsodik esetben, limesz szuperiorja) p.
Nyilvdn, p; =p=p,. A p szimhoz konvergalni lehet az m, /n” sorozat egy konvergens
m,.[n” részsorozatdval, azaz m,.=[n"p,], ahol p,.—p. lly médon c,./d,, .1

—f(p)<f(p,) — 6. Ez azonban ellentmond annak, hogy az f(p) fuggveny folytonos
és monoton.
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Vdlasszuk meg a p, és p, szdmokat ugy, hogy P(p, = v<p,)>1—¢ teljesiil-
jon és vegyiik a [p;,p,] intervallumnak olyan p, =xo<x;<..<Xx;<...<Xx,=p,

felosztasat, hogy |f(x)—f(x;~ 1)l <g teljesiiljion, ha x;,_=x<x; (i=1,2, ..., k).

Az ilyen felosztds miatt nyilvdn

[l c.,

vn
>0, X1 =V < X, Xj- 1f;<x,-|—

> 5] = é’PU——f(v)

_n
n

k
9 vy
+2 P[xi_1§V<xi,xi_1§ <x,‘J+8.
i=1

Nyilvdnvald, hogy a jobb oldal mdsodik tagja tetszdlegesen kicsivé tehetd, ha n.
elég nagy. Az els@ tagot pedig a kdvetkez8 mddon becsiiljiik meg: minthogy x;_, =

év—"<x,-, azért a v, sorozatra teljeslil az m, sorozatra kirétt egyeniStlenség. Ennél-
n
. AR o 5 .
fogva bizonyos ng (—2—] indextél kezdve f(x;_,)— 3 = ;—: =f(x)+ 5 Igy az elsG

é
egyenlGtlenség az x;_;, =v<x,; relicid és az f(p) monotonitdsa miatt n>n0(2)

esetén 0. Ily médon lemmankat bebizonyitottuk.
Megjegyezziik még, hogy ha az 1. Lemmdban n helyett v,-et, [np,] helyett

H.et, és p helyett % -t irunk, ahol p, pozitiv egész értékii valdsziniiségi vdltozokbdl

all6é sorozat és p,/n sztochasztikusan a u pozitiv valészinﬁségi valtozohoz konvergidl,
a 2. Lemma éllitdsa tovdbbra is igaz marad. Ezt a tényt is fel ng_]Uk haszndlni a
kovetkezdkben.

O. BARNDORFF—NIELSEN [3] jelen dolgozatban emlitett tételének bizonyitdsat
végig elemezve, nemcsak az mutathaté meg, hogy az {n,,} sorozatnak ugyanaz a
hatdreloszldsa, mint az {n,} sorozatnak, hanem az is, hogy az {n, } sorozat er8sen
kevers. Dolgozatunkban ezt az erdsebb 4llitdst szeretnénk kimondani és — meg-
ldtasunk szerint — egyszerli médon bebizonyitani.

3. TErEL. Ha valamilyen a,=0 és b, szdmsorozatok mellett az {n,} valdszini-
ségi vdltozd sorozatnak létezik hatdreloszldsa, akkor az {n, )} valdsziniiségi vdltozd
sorozat erésen kevers ugyanazzal a hatdreloszldssal.

Bizonyitds. Hatdrozzuk meg a 0 <p, <p, szdmokat ugy, hogy P(p, =v<p,)>
>1—¢ legyen, ahol £ >0 tetszbleges szdm. Nyilvdnvald, hogy létezik olyan n, = ny(e)

index, hogy n=n, esetén a P(p, = —:7" <p,)=>1—2¢ egyenlStlenség teljesiil. Osszuk

fel a [py, p,] intervallumot a p, =xp<x, <...<Xx;<...<X,=p, osztépontokkal
ugy, hogy azok a v valdsziniiségi vdltozo eloszldsfiiggvényének folytonossdgi pontjai
legyenek, a kozelebbi meghatdrozdsukrol késébb intézkediink. Legyen A tetszdleges
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esemény. Felhaszndlva, hogy n<m esetén W,= W, felirhato a

1)

24 bipxil Otnxa bv.—bpn v
—2e + ZP [ned =" “nxid | Olnxd  “vn L7 R X, A, Xy =2 < x
=1 0] a a n

Va Va

(A

a

Vn

k
= ZP[ Winsi- 3= Binei- 1  Hmien) by, — binxi. 3

Vu
= xaA:xi—l =< x]+28
Anx;_ 11 ay, a,, n

egyenlStlenség. Az n indexet elég nagyra vdlasztva elérhetd, hogy

k
2 P(AD oAy < ¢

i=1

. 1% , s
legyen, ahol AW az {x,-_, = ;" <xi} és A az {x,_, =v<ux;} eseményeket, a o jel

pedig a szimmetrikus differencia miiveletét jeloli. Ennélfogva elég nagy n esetén

Wi b a by, — b,
— 3¢+ Z’P[ Enxid — “Inxdd | Yl . Yva nxi] X, Ay xio =V <x|=
i=1 a[nx,] a avn

Vn

» [_W_;b_ - A] -
avn

A

k
= 2’ P{ Winsie 13— Otnxi- 1 M- bvn—b["xi—l]

<X A, X%, =v=< xi]+38.
Anx; - 11 a"n a

i=1

Vn

Vaélasszuk meg az x; osztopontokat tgy, hogy 1—5§f{ ;’1) <f( £ )§1 +9d
1—1

. Xi— i re e p

és —d=g (‘T’) =g (;x_,_) =J legyen, ahol 6 =0 el6re megadott tetszGleges szdm,
i i—1

Sf(p) és g(p) pedig az 1. Lemmadban barmelyik eloszldstipus esetén az elsd, ill. mdso-

dik hatdrértékreldcié jobb oldalat jelenti. Minthogy v,/n sztochasztikusan a v valé-

szinliségi vdltozéhoz konvergdl, a 2. Lemma értelmében és az x; osztopontok meg-

vdlasztdsa miatt fenndll

1-26 = "‘fl""f] =1426; 1-26=Tw-u _ 405

¥n Vn

bv.:_b[m<25. —25 émg 20.

Vi Va

!
Lo
(7]
fIA
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Ezért elég nagy n esetén

W1 — b x—20
P [nxi] ™ “Lnxi] , = .
—3e+ 21 [ P <l+25 Ay xioy =v=<x| =

= p[zb_:ll‘l < x, A] =
aV

n

h
W["xi—ll—b[nxi_l] X+25 -
éFZ]"P[ a[n:c,--,] = 1'—25’A’xi_1 =V <X + 3e.

Mdrmost a 2. Tétel értelmében a {(Wineg—bpuxa)/@imca} (=0, 1, ..., k) sorozat
ersen keverd valamilyen, a dolgozat elején emlitett harom e]oszlastlpusba tartozo
G (x) hatdreloszldssal. Ily médon

x—26
1+25

P(4,p, =v <p,) =lim mfP(Wa—bv-" < X, A] =

n— 4+ oo

—38+G[

. - +26
= limsup P Won= by, =xAl=G Tt P(4,p, = v <py)+3e,
s oo a,, 1-26
ami ¢ és J tetszOleges volta miatt bizonyitandd allitdsunkat jelenti.
Beldtjuk most a kdvetkezd tételt:

4. TETEL. Ha a p, és a v, pozitiv egész értékii valdsziniiségi viltozokbdsl alls
sorozatokra teljesiil, hogy p./n, ill. v,/n sztochasztikusan a p, ill. v pozitiv valdszinii-
ségi vdltozohoz konvergdl és az a,=0 és b, szamsorozatok segitségével képzett n,
valdsziniiségi valtozokbol dllé sorozatnak van hatdreloszldsa, és ez G(x), akkor a
W,,—b,)a,, sorozat stabilis és lokdlis siiriisége (G(x))e.

Bizonyitds. Fennall a
—b

Vn

W, a b

n_ “un __ Vn___ " Hn

=1,,
q alln all

Hn

reldcié. Az {n,,} sorozat erésen kever§ G(x) hatdreloszldssal a 3. Tétel alapjdn.
A 2. Lemma alapjdn az q, /a, , tovdbbd a (b,, — b, )/a,, sorozatok sztochasztikusan
a G(x) tipusdnak megfelels valdsziniiségi valtozokhoz konvergdlnak. Ily mddon
az 1. Tétel alapjan mondhatd, hogy a (W, —b, )/a,, sorozat stabilis. Esetiinkben
az 1. tételben szerepld g fiiggvény az x, y, z valtozdok hdromvdltozds fiiggvénye,
nevezetesen

n

g8(x,y,2) = x-y—z

Ro&vid szdmolds utdn nyerjiik, hogy a lokdlis sfirliségek az egyes eloszldstipusok
szerint rendre a kovetkezdk

b} b Aeoees):

illetGleg az ezek tipusdba tartozo Kkifejezések. Ez pedig megegyezik tételiink 4lli-
tdsdval.
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2. KOROLLARIUM. A [3] dolgozat tétele a 4. Tételbol kovetkezik.
Legyen u, = n. Ha valamilyen a, >0 és b, szimsorozat esetén lim P(n,<x)=

n—-» + co
=G(x) létezik, akkor a 3. Tétel alapjdn az {n, } sorozat erésen kever8 G(x) hatdr-
eloszldssal. Ezért a 4. Tétel alapjdn és mivel p=1, a {(W, —b,)/a,} sorozat stabilis
és lokalis sfirlisége [G(x)]". Ezért

lim_ P(W,, < a,x+b,) = fGw@yar = [ (GydPe <s).

2

Ez ut6bbibdl viszont kovetkezik, hogy lim P(,<x)=G(x). Ennek bizonyitdsa
n— 4 oo

standard modszerekkel, ellentmonddsra vald visszavezetés 1tjan térténhetik.
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ON THE LIMITING DISTRIBUTION OF THE MAXIMAL TERM
OF A RANDOM SAMPLE OF RANDOM SIZE

By
J. MoGYORODI

Summary

We say, following A. RENYI, that a sequence {{,} of random variables is stable, if, for any event
B of positive probability, the conditional distribution function of {, under the condition B converges
as n— -+ to a limiting distribution function Fg(x). The sequence {, is called strongly mixing, if
Fp(x) does not depend on B.

Let &,,&.,... be a sequence of independent and identically distributed random variables
and let us consider W,=Max(¢{:, &2,..., &) (n=1, 2,...). In this paper we give simple proofs of
the following assertions:

1. If, for some constants a.>0 and b,, the sequence (W, —b.)/a. has a limiting distribution,
then (W, — b,)/a. is strongly mixing.

2. Let {v.} be a sequence of positive integer-valued random variables. We suppose that v./n
converges inprobability as n~ 4 to a positive random variable v. If the sequence (W, —b.)/ax
has a limiting distribution, then (Wy, —bv.)/av, is also strongly mixing with the same limiting dis-
tribution as that of (W, — b.)/a..

The first assertion is proved also in [4] with other methods. A part of the second assertion
is proved in [3] and [4].

3. Let v. and u. be positive integer-valued random variables and let us suppose that v,/r and
Hn/n converge in probability measure to the positive random variables v and u, respectively. If the
sequence (W, —b,)/a, has a limiting distribution G(x) as n -~ 4 -, then the sequence (W, — bu,)/@un
is stable and its local density is (G(x))v/n.

This result is a generalization of that of the paper [3].

6* MTA III. Osztély Kozleményei 17 (1967)
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