EGY IRREGULARITASI JELENSEG
A SZAMELMELETBEN

frta: KATAI IMRE

Legyen z;, z;=e?"%s (j=1,2,...) egységnyi abszolat értéki komplex szdmok
végtelen sorozata,
¢} A, = limsup |25 + ... + 2.

ErDGs P. kérdezte [1], hogy igaz-e a

2 lim sup 4, = o

k=oo
reldcio?
Kimutatjuk a kovetkezd tételt.

TETEL: Legyen A,~<-oo, midén k=>t. Ekkor

3 A, > E“L‘ k12, )
Vit
és ¢, =0 abszolut dllando.
A bizonyitds K. F. RoTH [2] diszkrepancidra vonatkoz6 eredményén alapszik.

1. Lemma: Legyen P;=(X;, Y, j=1, ..., N az egységnégyzeten fekvé N pont.
Bevezetve a

) S, p =21

Xj<a
Yi<p
Jelolést, fenndll az

11 -
©) J (SG,») = Nxy—p()? dxdy>c;log N
00

egyenlbtlenség, ahol o(y)€L*(0, 1) tetszbleges valdsértékii filggvény, ¢, =0 abszolit
dllando.

RotH ¢(y)=0 vdlasztdssal mutatja ki az (5) egyenlGtlenséget, de a bizonyitds
minden vdltoztatas nélkiil kiadja dltaldnosan is (5)-6t.
Legyenek most t,, 75, ..., Ty tetsz8leges, a [0, 1] intervallumba esé szidmok.

—j—],j= 1,2, . N;

Alkalmazzuk lemmdnkat arra az esetre, midén X; = |1;, N

1
o(y) = f(S(u, y)— Nuy) du.

]

MTA III. Osztdly Kozleményet 17 (1967)




86 KATAIL

Vildgos, hogy ILV <y= ]—;—l esetén S(u, y) = S[u, J—}—], o(y) = [];1].{_

+0(1), igy N=>c,-ra az aldbbi egyenlGtlenség dll fenn:

1 1
N-1 . . 2
€2 1 Uhd P )
> logN < NFZOf[S[x, N ] Jjx f[S[u, N ] A]u] du] dx.
0 0

Innen a kovetkez6 lemmdt kapjuk.

2. LemMA. Legyenek ., t,, ..., Ty tetszéleges, a (0, 1) intervallumba esé szd-
mok, s legyen N =c5. Bevezetve a

(©6) Six)= 21t
Ty=EX
jelélést, taldlhaté olyan I, amelyre J=l \

1 1 2
Q) f [S,(x)—lx— f () (1) — lu) du] dx > 02—210gN, (1=1=N).
0 0

1
Legyen s,(k) = 2 etk tovdbbd
i=1

{ 1, ha O<x<ua 0 .
N — =g =
fux) 0, ha a<x<l ( =o=1).

«x) Fourier-sora

o 1 —e~2minz S sin 27nx o1 e~ 2mina .
— 2ninx — — . p2rinx
folx) = 2+ '% 27in € at ,,;; N <o 27in €
1—-
alakd. Ismeretes, hogy 2 sin 2:’“ = 32‘)—6 ha 0<x<1, i
e~ 2nina, s,(n)

/ Si(e)—od — ZW 2 = —,,% 2min ’

s a Parsevdl-formuldt alkalmazva

l o0
/ [Sl(cx) ol — Z ,_7271] du = % Z Js_l(ﬁlzl-

0 j=1

Egyszer(i szdmoldssal léthaté, hogy
I

-t f (81 () — Iu) du.
ji=1
fgy érvényes a kovetkezd

3. LEMMA:
1

1 2 oo
1 s (m)|?
®) Of [S,(oc)—al— Of (S, () — Iu) du] do = 5 ;1’ i
A 2. és 3. Lemma segitségével most mdr kénnyen kapjuk tételiinket.

MTA IIl. Osztdly Kézleményei 17 (1967)



EGY IRREGULARITASI JELENSEG A SZAMELMELETBEN 87

Bizonyitds. Ha A, = végtelen sok k-ra, akkor az dllitds igaz. Tegyiik fel,
hogy A, véges, ha k=t. Legyen tovdabbd L(=¢) tetsz8leges nagy egész szam. Ki-
mutatjuk, hogy 1étezik egy k=L, amelyre Ak>% kY2, Véges A,-raaoc(k,mr)=

t

=zKk+...+zK ., jeloléssel
&) lo(k, m, r)| <24, +1,

ha mzm(k), r=1. Legyen mgy=my(k) olyan dllandd, hogy m=my(L) esetén mdr

minden m-re és minden t=tk < Lt-re fenndlljon (9).
Alkalmazzuk a 2. Lemmdt a

(Tla cres TN):(tq)m’ sers t(pm+N—1)

valasztdssal. A 3. Lemma miatt alkalmas 1=/= N-re

S lotkt,m, D)2 - < i <
n2.c,-logN = Zl(——z ) =>4+ 2 + .
k=1 k F=1  k=L+1 k=NT+1

Mivel |a(kt, m, [)|*=[>=N?2, igy a harmadik tag =1. Mdsrészt
=k =z
ha N elég nagy, s innen

lO'(kt, m, l)|2 CZ
(10) k=LI-+I-11€:E’.(..,NZ kt = 8t

L 2 )
ek mbE o w2Aubl gy

EgyenliStlenségiinkbdl kovetkezik, hogy valamely (tL, tN?) intervallumbeli k-ra
végtelen sok m értékre fenndll (10). fgy erre a k-ra elég nagy m-mel

2Ak+1>|0'(k, m,l)l %C"_‘/é, [0421/08—2},

s igy a tétel valéban fenndll.

Megjegyezziik, hogy a 2. és 3. Lemmdbdl kdzvetleniil levezethetd a kovetkezd
allitds.

Ha w,w,, ..., wy az egységkor keriiletén fekv8 komplex szdmok, akkor

Xk
a1 max max i+ +wi]

= Cs,
Ve;logN=1=N 1=k=N? VE

ahol ¢s abszolat dllandé.
Erdekes lenne bebizonyitani- ennek egy ,,Turdn-tipust” dltaldnositdsdt, pon-
tosabban a (11) egyenl6tlenséget tetszbleges |w,|=1 (i=1, ..., N) esetén.*

* Szerz6 a dolgozat megirdsa utdn vette észre, hogy ErDGs P. [3]-ban kimutatta, hogy
Awx=>clog k végtelen sok k-ra, tovabbd ugyanott emliti bizonyitis nélkiil, hogy CLUNIE kimutatta
az Ax > ck'lz egyenl6tlenséget végtelen sok k-ra.
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ON AN IRREGULARITY PHENOMENON IN THE NUMBER THEORY
by
IMRE KATAI

Summary

Let z;=e*™%; (j=1, 2, ...) be an infinite sequence of numbers on the unit circle, and let

iv eZnikqo,-

j=1

Ay = lim sup

n-—» oo

P. ErpGs asked in [1] the following: is it true, that lim sup 4x=? Here we deduce from RorH’s
k—> oo

theorem [2] the following: let Ax<e<, if k=1t then

Ay > 1 paz
t

holds for infinitely many &, where ¢, is a positive absolute constant.
P. ErpGs mentioned in [3], without proof, that CLUNIE proved our inequality too.
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