EGY MEGJEGYZES K. S. GANGADHARAN
., TWO CLASSICAL LATTICE POINT PROBLEMS”
CiMU DOLGOZATAHOZ

irta: CORRADI KERESZTELY és KATATI IMRE

1. Legyen r(n) az n természetes szdm két négyzetszdm Osszegeként vald elS-
allitdsainak szama, d(n) az n osztéinak szdma, és

(1.1 R(x)= 2 r(n) = nx+ P(x),
(1.2) D(x)= 2 dn) = xlogx+Qy—Dx+4(x),
1=n=x

ahol y az Euler-féle 4llandé. fgy P(x) a korre vonatkozd rdcspontprobléma, A(x)
pedig a Dirichlet-féle osztéprobléma hibatagja.

Ismeretes, hogy
(1.3) P(x)=Q(xV* log'*x),

(1.4) A(x) = Q. (x*'* log"/* x-log log x).

(1. 4) bizonyitdsa HARDY [1], (1. 3) bizonyitdsa LANDAU [4] dolgozatdban taldlhato.
(1. 3) és (1. 4) bizonyitdsa mindkét esetben a diophantikus approximacié elméletben
ismert Dirichlet-tételen és a Phragmen—Lindeldf-tétel egy vdliozatdn alapszik.
A mddszer, érdekes modon nem alkalmas mindkét irdiny( Q-becslések levezetésére,
ellentétben HARDY [1}-ben megfogalmazott hibds dllitdsdval, mely szerint mdd-
szerével

P(x)=Q,(x*log'* x), A(x) = Q.(x'* log!* x-log log x)

nyerhet8. Erre vonatkozdan hibds idézet szerepel még L. K. Hua [8] enciklopédia-
cikkében.
Ellenkez8 irdnyban a legutobbi évekig csak az INGHAMtS] szdrmazd

P(x) _ 4(x)

lim 7= 4o, lim -/ ;= —o
x—)aox x—»eox

becslések voltak ismeretesek [3]. 1961-ben K. S. GANGADHARAN [7] dolgozatdban
kimutatta, hogy

(1.5 P(x)=Q, (x'*(log log x)'/*(log log log x)1/4), x - oo,

(1. 6) A(x) = Q_(x*(log log x)/4(log log log x)5/%), x—>co,
Bizonyitdsdban a Fejér-mag lényeges szerepet jdtszik. A Fejér-mag ilyen irdnyt

felhaszndldsa mdr el6bb, H. Bourndl és B. JEsSENnél is szerepel a Kronecker-tételre

adott bizonyitdsukban [9].
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90 CORRADI K. ES KATAI L.

Jelen dolgozat célja az (1. 5) és (1. 6) Q-becslések javitdsa. Bizonyitdsunkban
GANGADHARAN idedit haszndljuk. A javitdst a késdbb definidlandé ¢,, q,, ..., gy
halmaz j6o megvdlasztdsa teszi lehetGvé. .

A tovédbbiakban ¢, ¢y, ¢;,....d, d;, ..., X;, X,, ... numerikusan meghatdroz-
haté dllandokat jeldlnek. Esetleges mds dllandSktdl vald fiiggésiiket kiilén jeloljiik.

Alkalmazni fogjuk tovabbd a log,x =log log x, log; x =log (log, x), e,(x)=¢€*
jeloléseket.

Megfogalmazzuk dllitdsunkat.

.7 P(x)=Q,(xV%,(c(log, x)/4(logs x)~3/4))  x—oo,
(1.8) A(x) = Q_(x1% (c(log, x)1/4(log; x)3/4))  x—>oo,

ahol ¢=0 numerikus dllandd.

2. A bizonyitdshoz sziikségiink lesz néhdny segédtételre. Azokat a segéd-
tételeket, amelyek bizonyitdsa [7]-ben megtaldlhatd, vagy kis mddositdssal alkal-
mazhatdk, bizonyitds nélkiil dtvessziik.

Legyen X =2 valds szam,

(I1=)g,<g,<...<qgy=X
a négyzetmentes szamok valamely 2 =2(X) halmaza. A tovabbiakban N=N(X)

jeloli ezen & halmaz elemei szamat.
Legyen Sy azon n szdmok Osszessége, amelyek

i+ Sria

alakba irhatdk, ahol n,r,, ..., ry a kovetkez§ feltételt kielégitd egészek:

2. 1) ‘ 7 =

- N
2.2) n=0; lnl=s1G=12.,N); 2linl=2
A=1

BesicoviTCH kimutatta [5], hogy ha {¢} kiilénb6z8 négyzetmentes szdmok valamely

véges halmaza, akkor a Jq szdmok linedrisan fiiggetlenek a raciondlis szdmok
teste felett. Mivel a (2. 1) jobb oldaldn dllé kifejezésben legaldbb két r, nulldtél
kiil6nboz6, igy az Sy halmaz elemei k6zott a nulla nem szerepel.

Vezessiik be az

7(X) = minn, q(X) = —logi(X)

jeloléseket. A [7] dolgozat 701—704 lapjain szereplé gondolat segitségével beldt-
haté az aldbbi lemma.

Legyenek p,<p,<..<py a q,<q,<...<qy(=X) négyzetmentes szdmok
6sszes kiillonbdz6 primosztéi. Ekkor

1. LEMMA:
g(X) < (2M+2—~1)log (1 +2x'Y2N).

Megvidlasztjuk a # halmazt. Legyen 0<J <1 tetszbleges pozitiv dllando,
M =[(1-6) log X-(log, X)~11.
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EGY MEGJEGYZES K. S. GANGADHARAN DOLGOZATAHOZ 91

Jelolje p; <p, <...<py azels6 M szdmu 4k + 1 alaki primet, tovdbbd (1 =)g, <g, <
...<qy az ezekbdl szorzdssal képezhetd N=2M szdmii négyzetmentes szdmot.
A szamtani sorokra vonatkozo primszamtétel alkalmazdsdval

M
o
(logan =) > logp; = 2%+ 0(py) = M log M+o(Mlog M) < [1 —5] log x,
j=1

2
ha X> Cl .
Az 1. lemmdbdl kozvetlenlil adédik a kovetkez§

2. LEMMA:
gX) < Q(X), Q)= cylogx. 2 THIENCR DT,
ha X=>c, c;=>0 alkalmas dllando.

3. LEMMA.

N :
r(g;) log!* X
2> P >.C3¢ [d log, X )’

A=1

N
dig,) _ 1 logli* X
Zar " 199 o x )

ha X=>c,c3>0,d=0 alkalmas numerikus dllandok.
Bizonyitds. Tekintettel arra, hogy a fenti & halmazon r(g,) =4d(q,), ezért
elég az elsG egyenlGtlenséget beldtni.

Mivel
N M M M
r(q,) [ 1 ] [ 1 o 1] [ 1 ]
=4 1457 = 4e —a— 2 3| > cae )
}.;l' g3 ,111 p3 ! ,é p3 2 p}) FZ: p3*

tovdbba a primszamtételbdl kifolydlag p,, =log X és

ZM',IA,>C *Eg‘i/i >c _(‘1(_>le)1/4;
j=1 P;M -3 logpay — > log, x ~’

igy allitdsunk érvényes, ha X=>¢,. .
3. A Jr(n)e~Y" Dirichlet-sor konvergdl minden s=o¢ +itre a ¢>0 fél-
sikban. Legyen

f65) = 3 e, g5 =2 o)

n=0
4. LEMMA:
1 r(m) ¢%m’

0'3/2g (O' + 2ni Vl;’l—) = m W +0(0'Y3/2)

O<o<l; Y=L, 1=m=Y, m egész).
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92 - CORRADI K. ES KATAIL

5. LemMma: Jelolje R(k,w) azon s=o-+it pontok Osszességét, amelyekre

6=0, |s|=k, |st2ni Vn|zw @=1).

3
Ekkor |g(s)|=0(w™2k?), (k=2n,0<w=< 1, s€ R(k, ®)).
Vezessiik be a

Fs) = 3 dme ¥, Gy ="y

r’= (1 ogs— 1)——
jeloléseket. F(s) Dirichlet-sora konvergdl a o =0 félsikban, tovdbbd érvényes a
kovetkezd két lemma.

6. LEMMA:
. - 1 d(m) oFa
3/2 — _
o G(ai4ml/m) = 4}/2 3/4 4

O<o<l;, Y=2; 1=m=Y, m egész).

+0(c'?Y?log® Y).

7. Lemma: Jelolje D(k, w) azon s=o +it pontok Osszességét, amelyekre
6=0, [s|=k, |staniVnlzo (nz1).
3
Ekkor |G(s)|=0(c"'w2k%?log*k), (k=2mn, 0<w=<1,secD(k, w)).

Fenti lemmadk bizonyitva vannak [7]-ben (704—710).

4. Legyen
K@) =%e " +1+4e* =2 cos? §¢&

az ugynevezett mdsodrendii Fejér-mag, legyen tovdbbd

N N
Tx(W) = 11—21 K[27ﬂ/q,1u— Z’T] s Txw) = 11—31 K[47rl’ qu+ 2 TI) .
K (&) médsodik alakjdbdl viligos, hogy Ty(u) =0, 7 x(1) =0 minden valds u és X =1

esctén. Tovdbbd Ty(u) € T x(u) altaldnositott trigonometrikus polinomok u-ban,
3" szdmu kiilonbozd

N N
2n Zt,ll/ql, illetve 4=n thl/(h (t,-k egészek, |t =1)
A=1 A=1

alaku kitevével. (Altaldnositott trigonometrikus polinomon a T'(u) = 2ae”i*M alaki
¥

kifejezést értjiik, kitevSi az a, szdmok.)
Bontsuk fel a Tx(u), 7 X(u) polinomokat

Tx() = T W)+ T @) + TEO W) + TP (),
Tx@) = TPW+TPW+TLW + TP
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Osszegekre, ahol

TOw) = 1; TPw) =1,
L N ;
T (W) = — 4 ‘e wiVazu;  FO 2 1 e—41:i}/;17.u’
i=1 2°¢ i=
T
TP W) = D be~2mibu; TP W) = Z b e~ 4nibeu,
=1 =1

& Pk az osszes kiilonboz8 Zr,Va, (ri-k egészek, |r,|=1, J|r,|=2) alakt szi-
mokat jelentik, szdmuk 7T=3¥-2N—1<3¥ jp|=},1=1=T.

Bevezet_]u]\ a kovetkezd jelolést. Tetszbleges T(u) = Dae~ i trngonometrlkus
polinom és H(s) komplex valtozds fiiggvény esetén legyen

TAH(s) = 2 a,H(s+ia,).

Legyen I(s)=s5"° (s=0+it), ekkor 1 =0=2, x=2 esetén
@. 1) |Tx A Iy(@) — 6-9] = O(e24®. 3 + N).
4.2) |7 x AL (6)— 0~ = O(e29.3N + N).

Csupédn az els6 egyenlStlenséget bizonyitjuk, (4. 2) bizonyitdsa hasonld.

- , ") 1 N N
T ALy(o) = 6-¢, |T§})/\I,,(0')[§—2— =Z a+2qu,1| <EW§T
| 3 1
|TP A I(o)] = | b,(a+2mﬁ,) 0 Z Z B0 < g 293N,
jt= .
Legyen gy =e~42(0, szé-i-»—(l—Xj , ahol 4 =64llandé. Ervényesek a kovet-

kezd reldcidk.

®) AUTx g} = 5= > 20,
(D) ‘ Y {T x AG(6)) = — 41/12 2 d(f,i)+ ),
(Dr o {Tx Mgy +1(0x)} = eA+0(1),

(Mo YT x A Lyxs 1 (00)) = e440(1),
(IDr o {Tx AL (ox)} = o(1),

(o o {T x A1 (ax)} = o(1).

ha X~ .
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94 CORRADI K. ES KATAI I

(R) bizonyitdsa.
2{T )/\g(O'x)} = 6¥?g(oy) = 0¥ Z

mivel ox=o0(1).
Alkalmazzuk most a 4. lemmit c=o0y, Y=X (=2), m=gq, (A=1, ..., N)
vélasztdssal. Ekkor

1 3
o¥2g(ox+2niVq,) = Wa q (sq/i)e +0@x-X) (X=2 1=i=N)

r(n)

(6% + 4n2n)312 = oD,

Innen

N 3 N
Zy 1 — R —
XHLY nglow} = oi? 2.—1584 g(ox+2niVg;) = ; Z ((h)'*'o(NU X312

és NoyxX32 = o(1). Hasonléan

o¥? {TQ—) A g(O'X)}

¥(g;)
+o(l).
SV Z 3/4 )
Mivel |oyx+2mif,] = 1+ 27X32 < 2nX3/2 minden f.-ra, tovdbbd

[ax+2niﬂ,4_r2nil/r;f = 27:!5, + V;| = 2ne~ 1% = 2pe—2W

minden »n egészre, igy az 5. lemmdt k=3nX32, w=¢"92%, s=04+2nif, vdlasz-
tassal alkalmazva

3
lg(ox +27iB)] = 0(e2%®

-X3), X=2,1=1=T;
és igy

YT A g(o)}] = |03 3 b,g(ox+27if)] = O (oY 200 X?.3%) = O(B).
Logaritmdldssal

logB = —%AQ(X)-{-%Q(X)+3logX+Nlog3 =
log X

=_ % (A—1)C, log X+ 21 -DloeX-log2 X" 4 310g X+ 2"~ VloeX og 3 — co,

igy B=o(l).

Eziltal (R) érvényességét kimutattuk.

(D) bizonyitdsa hasonld, ezért nem részletezziik.
(g bizonyitdsa.

Vilasszuk X-et olyan nagyra, hogy 68y<1 legyen. Alkalmazzuk (4. 1)-et
cx =06, 0 =04 vilasztissal. Az eredményt o3/2-€l szorozva

loX* {Tx A Iy, +1(0%)} — a,;g(l—x)| = O(c¥/? (3N - 290 L N)).

A jobb oldal o(1), a bal oldalon O'_Q](—o) =e4, igy (I)z fennill, (I), bizonyitdsa hasonld.
(4. 1)-et 60 =0y, 0=1 vdlasztdssal alkalmazva

loX*{Tx AL (ox)} —o¥?| = O(c}3*{e29®3V+ N}) = o(1),

mdsrészt ax'2 ~0 és igy (I,)g fenndll. (I,), hasonléan ldthaté be.
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5. tétel bizonyitdsa.
(1. 7) bizonyitdsa.
Legyen 3 <0<2, tovdbbd Py= supr u~?{P(u*)—1}. Nyilvdn feltehetjiik, hogy
u>0 .

P, véges minden } <8 <2-re, mivel ellenkezS esetben (1. 7) nyilvdnvald.
Legyen
0o(u) = Pgl® —Pu?) +1 u=0,1<0=2).

P, definiciojdbdl kovetkezik, hogy 0,(#)=0. Tovdabba minden s=a+it, 0 >0-ra

oo

fgo(u)e‘” du = Pofu"e‘s"du— f{R(uz)—nuz}e—S“ du + fe‘s" du =
(1] 0 1] o]

re+1n fes) 2= 1

=P ety

Innen
o} f Qox (W)€ x4 Ty (u) dt = Py, I'(Ox + 1)0¥* (Tx Ay 11 (030} —
— o {Tx A g(ox)}+ 0¥ {Tx A, (ox)}.

Ve

Felhaszndlva a I'(Ox+ 1) = ~—+o(1) formuldt, tovdbba az (R), (g, (I )r relécio-
kat a

e
P,,xl/_e“ 2 r(;]/i) >0

7 i=1 493

egyenlG8tlenséget kapjuk elég nagy X-re. Innen a 3. Lemma segitségével

log”“ ]
log, x

' ng = 6661 [d
Fenti egyenl6tlenségiinkbdl kovetkezik olyan u, =0 érték 1étezése, amelyre

14 y
. 1) ug®*P(u3) > cee, [d 1gg2 X]

Vildgos, hogy uy -, ha X —o. (5. 1)-et irjuk
loguy | log!* X ]
2(X) log, X
3
alakba. Kimutatjuk, hogy (5.2) jobb oldala =>cqe,(c(log, ux)'*(log; ux)”i)’

s ezzel tételiink els§ része bizonyitva lesz.
Vizsgdljuk elGszor a

_1
(5.2 - ux2P(uz) > cqeq [

loguy _ = 4" log!* X
QX)) T "log, X
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esetet. Az egyenlGtlenséget logaritmdlva

log, uy = (1—9)log2- f—gX-l—lgd-{— log, X — 10g3X__11gX

innen
_(log,u)t _ (log X)1+
(logy uy)3* = log, X
kovetkezik, s ezzel ezt az esetet elintéztiik. Legyen most

loguy _ log‘/4X

oX) — lng
azaz

log X

logy ux = (1=8)log 2 *y +

> log, X+ 0(1).

FeltehetS, hogy log, uy <2 log g(X), mert ellenkezG esetben

log uy 1
2(X) > loguy-e, [2 (log, ux)] s

s az éllitds be lenne bizonyitva. Most viszont log; uy =log, X+ 0(1), s -igy

IOg /4X C (logz uX)1/4
10g2X (log ux)3/4

miatt ugyancsak készen vagyunk.
(1. 8) bizonyitdsa hasonléan torténik. Bevezetjik a 4,= sup {—u~%4(u?)}
u>0

jelolést és feltessziik, hogy 4, véges minden § <0 < l-re. Legyen 8,(u) = 4,u° + A(u?)
(=0). Hasonldan, mint az el6bb érvényes az

r r@e+1
[ syesau = 4, §e$ ) L 6(s )+—
0

elddllitds, ahonnan levezetjliik a

ox’ f B0y (W) e=Tx8T y () du = A0, T (Ox+ 1) {T x A Iy 11 (02} +
+ 0¥ {T x AG(ox)}+ ‘7)3(/2 {Tc Al (ox))

formuldt. A bal oldal nem-negativitdsdt, tovdbbd a (D), (I),, (I;)p reldcidkat fel-
haszndlva

1 d
A, Vre24— 8V27r AZ; q(;i) =0 (x = xy).

MTA JII. Osztdly Kdzleményei 17 (1967)
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A 3. lemmat alkalmazva érvényes az

A(uyf) < —cgey [

Uy

=

g st
2(X) log, X

egyenl8tlenség alkalmas uy-vel. Innen a fent latott modon kovetkezik (1. 8).
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(Beérkezett: 1966. VIII. 13.)

A NOTE ON A PAPER OF K. S. GANGADHARAN
by
K. A. CorrApI and 1. KATAI
Summary

The aim of this paper is to prove an improvement of a theorem of Mr. K. S. GANGADHARAN [7].
Let r(n) be the number of representations of 7 as a sum of two squares, d(n) the number of
divisors of n, and let

P = 2, rm—nx, 4x)= 2 dm)—xlogx—Q2y—Dx,

O=n=x l=n=x

where y is EULER’s constant.
We prove, that

5 .
P(x) = 2. (x"* exp (c(log log x)""*(log log log x) ™%)),

3
A(x) = 2_(x"* exp (c(log log x)'/* (log log log x)~ 7))

£s x - e, where ¢ is a positive absolute constant.
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