
EGY MEGJEGYZÉS К. S. G A N G A D H A R A N 
„TWO CLASSICAL LATTICE POINT PROBLEMS" 

CÍMŰ DOLGOZATÁHOZ 

í r t a : C O R R Á D I K E R E S Z T É L Y és K Á T A I I M R E 

1. Legyen r(n) az n természetes szám két négyzetszám összegeként való elő-
állításainak száma, d(n) az n osztóinak száma, és 

(1.1) ВД= £ r(n) = nx + P(x), 
OSnSx 

(1.2) D(x) = 2 d(rí) = x l o g x + ( 2 y - l ) x + xl(x), 
lSnSx 

ahol у az £w/er-féle állandó. így P(x) a körre vonatkozó rácspontprobléma, A(x) 
pedig a Dirichlet-féle osztóprobléma hibatagja. 

Ismeretes, hogy 
(1.3) P(x) = Í2(x1/4 log1/4x), 

(1. 4) A(x) = fí+(x1/4 log1 '4 х-log log x). 

(1 . 4 ) bizonyítása HARDY [1], (1 . 3) bizonyítása LANDAU [4] dolgozatában található. 
(1. 3) és (1. 4) bizonyítása mindkét esetben a diophantikus approximáció elméletben 
ismert Dirichlet-tételen és a Phragmen—Lindelöf-tétel egy változatán alapszik. 
A módszer, érdekes módon nem alkalmas mindkét irányú í2-becslések levezetésére, 
ellentétben HARDY [l]-ben megfogalmazott hibás állításával, mely szerint mód-
szerével 

F(x) = Í2±(x1 / 4 log1 '4 x), A(x) = й ± ( х 1 1 4 log1 '4 x-log log x) 

nyerhető. Erre vonatkozóan hibás idézet szerepel még L. K. HUA [8] enciklopédia-
cikkében. 

Ellenkező irányban a legutóbbi évekig csak az INGHAMÍŐI származó 

P(x) . A(x) 
h m 71/4Г = + Iim 374 = - ~ 
X~> 00 -A- X~* 0 0 

becslések voltak ismeretesek [3]. 1961-ben K. S. GANGADHARAN [7] dolgozatában 
kimutatta, hogy 

(1. 5) P(x) = ß + i x ^ l o g log x)1 '4(log log log x)1 '4), 

(1.6) zl(x) = i2_(x1 '4(log log x)1 '4(log log log x)5 '4), x - 0 0 . 

Bizonyításában a Fejér-mag lényeges szerepet játszik. A Fejér-mag ilyen irányú 
felhasználása már előbb, H. BoHRnál és B. JESSENnél is szerepel a Kronecker-tételre 
adott bizonyításukban [9]. 
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Jelen dolgozat célja az (1.5) és (1. 6) fi-becslések javítása. Bizonyításunkban 
G A N G A D H A R A N ideáit használjuk. A javítást a később definiálandó q{, q2, qN 
halmaz jó megválasztása teszi lehetővé. 

A továbbiakban c, c t , c2, • ••, d, dl, ..., Xx, X2, ... numerikusan meghatároz-
ható állandókat jelölnek. Esetleges más állandóktól való függésüket külön jelöljük. 

Alkalmazni fogjuk továbbá a log2x = log log x, log3 x = log (log2 x), ег(х) = ех  

jelöléseket. 
Megfogalmazzuk állításunkat. 

(1.7) ? W = ß + (x 1 ' 4 e 1 ( c ( log 2 x)" 4 ( log 3 T)- 3 ' 4 ) ) 

(1. 8) A(x) = 0.(x1 /+e1(c(log2 x)1 ,4(log3 x ) - 3 ' 4 ) ) x -

ahol o O numerikus állandó. 
2. A bizonyításhoz szükségünk lesz néhány segédtételre. Azokat a segéd-

tételeket, amelyek bizonyítása [7]-ben megtalálható, vagy kis módosítással alkal-
mazhatók, bizonyítás nélkül átvesszük. 

Legyen A S 2 valós szám, 

a négyzetmentes számok valamely SP = SP(X) halmaza. A továbbiakban N — N(X) 
jelöli ezen SP halmaz elemei számát. 

Legyen Sx azon i; számok összessége, amelyek 
N 

1 2 rjqx 
A= 1 

(2. 1) n = 

alakba írhatók, ahol n, rl, ..., rN a következő feltételt kielégítő egészek: 
N 

(2-2) « S O ; |rA| S i (Я = 1 , 2 , . . . , N); Z Ы ^ 2. 
л= 1 

BESICOVITCH kimutatta [5], hogy ha {q} különböző négyzetmentes számok valamely 
véges halmaza, akkor a yq számok lineárisan függetlenek a racionális számok 
teste felett. Mivel a (2. 1) jobb oldalán álló kifejezésben legalább két гя nullától 
különböző, így az Sx halmaz elemei között a nulla nem szerepel. 

Vezessük be az 
/?(*)= min >7, q(X) = - log f j ( X ) 

q(.Sx 

jelöléseket. A [7] dolgozat 701—704 lapjain szereplő gondolat segítségével belát-
ható az alábbi lemma. 

Legyenek pt < p 2 < ... <pM a qt <q2 < . . . <qN( ^ X ) négyzetmentes számok 
összes különböző prímosztói. Ekkor 

1. LEMMA: 
q(X) < (2M+2 — 1)log(1 + 2xll2N). 

Megválasztjuk a SP halmazt. Legyen 0 < < 5 < | tetszőleges pozitív állandó, 

M = [(l —ő) log X- (log2 X)-1]. 
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Jelölje p1 <p2 < . •• a z első M számú 4к + 1 alakú primet, továbbá (1 = )qk < q2 < 
... az ezekbó'l szorzással képezhető N = 2M számú négyzetmentes számot. 
A számtani sorokra vonatkozó prímszámtétel alkalmazásával 

M í SI 
(log qN =) 2 log Pj = Py + o (pM) = M log M + о (M log M) < 11 - - I log 

ha X>-ct. 
Az 1. lemmából közvetlenül adódik a következő 
2. LEMMA: 

q(X) < Q(X), Q(X)^c2logX-2(i-ô)loeXQo82X)~l, 

ha , c2 > 0 alkalmas állandó. 

3. LEMMA. 

Z q r >c3ei\d- l o ë 2 X j , 

ha X=-
с , , c3 > 0 , if > 0 alkalmas numerikus állandók. 

Bizonyítás. Tekintettel arra, hogy a fenti SA halmazon r(qx)=4d(q2), ezért 
elég az első egyenlőtlenséget belátni. 

Mivel 

2Г-Ш = 4 > 4e, í Д * A ) - c 4 e t [ É - è r ) , 

я=1 Чк j = i v Pj U = i Pj Pj) v j = i Pj ) 

továbbá a prímszámtételből kifolyólag pM S log X és 

í j Pf* - 5 l o g P M - 5 l o g 2 X 

így állításunk érvényes, ha X ^ c í . 
3. A 2r(n)e~A " Dirichlet-sor konvergál minden s — a + it-re а о > 0 fél-

síkban. Legyen 

f ( s ) = 2r(n)e-PT", g(s) = / ( V > - ^ (a > 0). 
n=0 S S 

4 . LEMMA: 

< r 3 ' 2 g ( < T ± 2 7rí J / m ) = - 2 r - 2 l e T + 0 ( < т У 3 ' 2 ) 
4 f я m 

(0 < G < 1 ; F ^ 1, 1 = «г = L, m ege'sz). 
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5. L E M M A : Jelölje R(k,m) azon s = a + it pontok összességét, amelyekre 

cr>0, |í[ Шк, \s±2ni |//i| Sco (иё1). 
з 

Ekkor \g(s)\=0(œ~2k2), (к ё 2 п , 0 < со < 1, 5 € R(k, со)). 

Vezessük be а 
F(s) = 2d{n)e-r>, G(s) = ® + -i(logs- 1)-J-

/i=j[ о о 

jelöléseket. F( j ) Dirichlet-sova konvergál a er>0 félsíkban, továbbá érvényes a 
következő két lemma. 

6 . L E M M A : 

a3/2G(a ± 4ni^m) = —]= ^ + О (a42 Y2 log3 Y). 
A\2n m3/4 

( 0 < с г < 1 ; f a 2 ; l s m s f , » ! egáyz). 

7 . L E M M A : Jelölje D(k,co) azon s = a + it pontok összességét, amelyekre 

< r > 0 , | s ± 4 7 r / V n j s c o ( « S i ) . 

3 

Ekkor \G(s)\ = 0{a-lœ-2k5l2\ogik), (&ё2л, 0 < c o < 1, s£D(k, œ)). 

Fenti lemmák bizonyítva vannak [7]-ben (704—710). 

4. Legyen 

+ 1 + ie '« = 2 cos2 U 

az úgynevezett másodrendű Fejér-mag, legyen továbbá 

ЛГ(£) második alakjából világos, hogy T x ( u ) ^ 0 , minden valós и és X ё 1 
esetén. Továbbá 7V(m) és SEx(u) általánosított trigonometrikus polinomok м-ban, 
3,Y számú különböző 

N N 
2 л illetve 4л ^ u j / ^ (íA-k egészek, |íA| rg 1) 

Я = 1 Я=1 

alakú kitevővel. (Általánosított trigonometrikus polinomon а Г(м) = ]?ауе~1*>" alakú 
У 

kifejezést értjük, kitevői az ay számok.) 

Bontsuk fel a Tx(u), JTx(ií) polinomokat 

Tx(u) = Tf4u)+Tf\u) + WHÜ) + П2Ни), 

^ x ( и ) - П 0 ) ( u ) + s r p ( u ) + W ^ H u ) + . П 2 ) (и) 
MTA III. Osztály Közleményei 17 (1967) 



E G Y M E G J E G Y Z É S К . S. G A N G A D H A R A N D O L G O Z A T Á H O Z 9 3 

összegekre, ahol 

П°Чи) = 1; n o ) ( " ) = l . 

T^(u) = 2 i e * n > = j? - i 
я = 1 2 я= í 2 

г т 

T=1 T=1 

és ß t-k az összes különböző 2гкУЧк (гя-к egészek, |гя| S 1 , | = 2 ) alakú szá-
mokat jelentik, számuk Г = 3 " - 2 Я - 1 < 3 " , I S T S J . 

Bevezetjük a következő jelölést. Tetszőleges T(u) = trigonometrikus 
polinom és / / (s) komplex változós függvény esetén legyen 

Г л Я С О = 2 Ч # С * + '«?)• 
у 

Legyen / в (х )=х _ в (s = o + //), ekkor 1 ^ 0 ^ 2 , x £ 2 esetén 

(4. 1) | Г х л 7 в ( < г ) - о - в | = 0(e2«M-3N + N). 

(4. 2) | , r x A / 0 ( f f ) - < 7 - e | = 0 (е 2 «М.З" + Я) . 

Csupán az első egyenlőtlenséget bizonyítjuk, (4. 2) bizonyítása hasonló. 

r í ° > A / , ( a ) = «г-«, | Г У > л / в ( о ) | ^ + < ^ " í ' 

| t = l 4 т= 1 t -

Legyen <rx = e~^ ö ( X ) , = 1 , ahol Л Sóál landó. Érvényesek a követ-
2 ö ( л ) 

kező relációk. 

(R) rt'2 {Tx л g(<7x)} = - L J + 0(1), 
4V7C я= 1 Чк 

(D) ^ { ^ л С М = - - J L J ^ + o(l) , 

4у2л я=1 Чк 

( O R < ^ / 2 { ^ Х А 1 В Х + 1 (<ТХ)} = Е - 1 + О ( 1 ) , 

(OD 2 í ^ x А / в х + ! (<тх)} = е4 + о(1), 

(I,)R fffíLAMa = 0(1), 

( I I ) D ^ { ^ Л / , ^ ) ) = 0 ( 1 ) , ha Х—°°. 
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(R) bizonyítása. 

Л *<*,)> = Л К ) = a? 2 ( g | + t l ) 3 / 2 = ^ 

mivel crx = o(l). 
Alkalmazzuk most a 4. lemmát ar—ax,Y=X ( ё 2 ) , m=q> ( A = l , ..., N) 

választással. Ekkor 

ax2 S (ax + 2ni = 1 + ( * ë 2, l s A s i V ) . 
4Ул <7я 

Innen 

« F ^ ' A I M = 1 2 ^ + 0 ( N O X X 3 / 2 ) 
4=1 - 8 f 7Г 4=1 

és NaxX3<2 = o(l) . Hasonlóan 

8 К я=1 1x 

Mivel \<jx + 2mßv\ S 1 + 2кХ312 < ЗяХ 3 ' 2 minden ßt-ra, továbbá 

|<тх + 2nißT±2тУп\ --
2n\ßT ± Уп\ ё 2тге-«М ё 2ле~0Ы 

minden п egészre, így az 5. lemmát k = 3nX3'2, o) = e~Q(x\ s = ax + 2nißT válasz-
tással alkalmazva 

\g(ax + 2nißz)\ = О ( eÄ ß W . X3), Z ё 2, 1 s г S Г ; 
és így 

|<4 ' 2 {П 2 ) Л*Г(<7*)} | = + S O ( 4 ' 2 e ' M M i J - 3 « ) = О ( 5 ) . 

Logaritmálással 

l o g 5 = y i e W + | ß ( A O + 31ogJSr+JVlog3 S 

-г rí log Y 
S - 2 ^ _ 1 ) C 2 l 0 g Z - 2 a " ä ) ' 0 g X ( l 0 g 2 2 r ) " 1 + 3 1 ° g Ä r + 2 l 0 f c X l 0 g 3 - - OO, 

így 5 = 0(1). 
Ezáltal (R) érvényességét kimutattuk. 
(D) bizonyítása hasonló, ezért nem részletezzük. 

(I)R bizonyítása. 
Válasszuk A-et olyan nagyra, hogy Ox < 1 legyen. Alkalmazzuk (4. l)-et 

a x — a, 0 = 9X választással. Az eredményt o"!,2-el szorozva 

\а3х'2{Тхл1вх + 1(ах)}-стхо1ю\ = О(р%20» • e2*™+ N)). 

A jobb oldal o(l), a bal oldalon G~öJk)=eÁ, így (I)R fennáll. (I)B bizonyítása hasonló. 
(4. l)-et a ~ a x , 0 — l választással alkalmazva 

W2{Tx*h(?x)}-«X2\ = O(o3
x'2{ewn« + N}) = o(l), 

másrészt o x
1 2 0 és így (Ij)R fennáll. (I,)D hasonlóan látható be. 
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5. tétel bizonyítása. 
(1. 7) bizonyítása. 

Legyen továbbá P e = supr u~" {P(u2) — 1}. Nyilván feltehetjük, hogy 
u > 0 

P0 véges minden ^<0-<2-ге , mivel ellenkező esetben (1.7) nyilvánvaló. 
Legyen 

q0(u) = Peu° -P{u2) + 1 (u SO, i < 0 Ä2). 

Pg definíciójából következik, hogy Q0(h)50. Továbbá minden s = a + it, ff>0-ra 

I Qe(u)e~su du = P0J u9e~sudu- J {R{u2)-nu2}e~su du + f e~su du = 
О О О о 

Г(0+1) fis) 2л 1 
~ 0 se+1 s j3 " j 

Innen 

*3xl2fQ9x(u)e"xuTx(u)du = Р„хГ(0х+\)е3
х'2{Тхл1вх+1(ах)}-

- {Tx л g(ax)} + o%i? {Tx л / , (erЛ}, 

/ я 

Felhasználva а Г(вх + 1 ) — F о ( 1 ) formulát, továbbá az (R), (I)R, (1,)я reláció-

kat a 

1 yHtdù 

8 / ü = i <ll egyenlőtlenséget kapjuk elég nagy V-re. Innen a 3. Lemma segítségével 

í . l o g 1 ' 4 * 
Pex > c6eí \d j log2 X 

Fenti egyenlőtlenségünkből következik olyan u x > 0 érték létezése, amelyre 

' J o g 1 ' 4 * ) (5. 1) u f x P ( u 2
x ) f c 6 e i 

Világos, hogy ux-*°o, ha (5. i)-et írjuk 

(5. 2) Ux\P(U2) > c6et 

d\og2X 

flog ux l o g ^ X ) 
Q(Xy log2 X ) 

34 
alakba. Kimutatjuk, hogy (5.2) j obbo lda l a >c 7 e 1 ( c 0°g2 ux)1/4(l°g3 i<x)~3>' 
s ezzel tételünk első része bizonyítva lesz. 

Vizsgáljuk először a 
logttx Ä , log 1 / 4 V 
Q(X) log2 X 
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esetet. Az egyenlőtlenséget logaritmálva 

log2 ux^(\-ő)log2• l g d + j \оё2Х-\оёзХш ! ^ f l o g 2 , 

innen 
(log2 uxyi*_ ^ (logXyi* 
(log3uxyi* - log2 X 

következik, s ezzel ezt az esetet elintéztük. Legyen most 

log log"4 A 
Q(X) - \oë2X ' 

azaz 

log2 ux ër (1 - S) log 2 . I log2 X+0( 1). 

Feltehető, hogy log2 и х < 2 logg(A'), mert ellenkező esetben 

log «у , i l „ Ч1 
Y ( x j > l o g Ux ' I 2 ^ 8 2 U x ) \ ' 

s az állítás be lenne bizonyítva. Most viszont log3 Mjr = log2 A4-0(1), s -így 

log1''4 Jé (log2
 1,4 

l°g2 X " C'7 (log3My)3'4" 

miatt ugyancsak készen vagyunk. 
(1.8) bizonyítása hasonlóan történik. Bevezetjük a A0 = sup { — u~°A(u2)} 

u>0 
jelölést és feltesszük, hogy zle véges minden l-re. Legyen ö0(u) =A0u° + A{u2) 
(=0 ) . Hasonlóan, mint az előbb érvényes az 

/ Ш е - d u = A0^§±V+g(s)+1 X j — 4s 

előállítás, ahonnan levezetjük a 

<&2 f 8tx(ü)e-iTx(ü)Ai = А0хГ(вх+ ljffy'2{.Tx л IDx + l(ox)} + 
0 

+ a3'2 {.:TX л G(ox)} + j а3'2 {.Гс л 1\ (<тх)} 

formulát. A bal oldal nem-negativitását, továbbá a (D), (1)^, (I,)D relációkat fel-
használva 

A ^ e 2 A --Jb= ? dM ~ 0 (л' -
ъ\2л л= 1 9я 
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A 3. lemmát alkalmazva érvényes az 
í flog log 1 ' 4 *) 

« f ï M u i ï ^ - C s e ^ - ^ + d ^ ) 

egyenlőtlenség alkalmas и {-vei. Innen a fent látott módon következik (1. 8). 
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(Beérkezett: 1966. VIII. 13.) 

A NOTE ON A PAPER OF K. S. GANGADHARAN 

by 

K . A . CORRÁDI a n d I . K Á T AI 

Summary 
The aim of this paper is to prove an improvement of a theorem of Mr. K . S . G A N G A D H A R A N [7] .  
Let r(n) be the number of representations of я as a sum of two squares, d(n) the number of 

divisors of n, and let 

F(x) = Z r(n) — tlx, A(x) = Z d(n) — x log x — (2y — l )x, 
0 s n î ï ISnSx 

where y is EULER'S constant. 
We prove, that 

Pix) = ß + (.x1'4 exp (с(log log x)1/4(log log log x ) " J ) , 

A(x) = Q-(x"4 exp (c(log log x)"4 (log log log x)" J ) 

«s x — «>, where с is a positive absolute constant. 
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