A CSOPORTOK JELLEMZESEROL

irta: LAJOS SANDOR

Flegyen félcsoport, vagyis elemeknek olyan halmaza, amely zdrt egy kétvaltozos
asszociativ miiveletre vonatkozélag. Ebben a cikkben multiplikativ irdsmddot
alkalmazunk, vagyis szorzdsnak nevezziik az iménti miveletet.

SzAsz GABOR {8] nyomdn az F félcsoportot balrdl egyszeriisithet§ félcsoportnak
nevezzik, ha elemeire érvényes a baloldali egyszeriisitési szabdly, azaz

. ax=ay
fenndlldsdbol x =y kovetkezik tetsz8leges F-hez tartozé a, x, y elemekre. Analdg
moédon értelmezhetd a jobbrol egyszeriisithet§ félcsoport. F-et egyszeriisithets fél-
csoportnak nevezziik, ha mind balrél, mind jobbrdl egyszerisithetd.

Reguldrisnak nevezziik az F félcsoportot, ha bdarmely a eleméhez 1étezik leg-
aldbb egy olyan xé&F clem, amelyre

(%) axa=a.

Mint ismert, egy félcsoportot csoportnak neveziink, ha van kétoldali egység-
eleme és mindegyik elemének van kétoldali inverze (ldsd [2]). Egy véges, egyszerdisit-
het8 félcsoport sziikségképpen csoport (ldsd {7]). Altaldban azonban az egyszerisit-
het8ség nem elegendS ahhoz, hogy egy félcsoport csoport legyen.

Bebizonyitjuk a kdvetkezd tételt, amely négy (egymassal ekvivalens) sziikséges
és elégséges feltételt ad arra, hogy egy tetszdleges félcsoport csoport legyen.

TETEL. Egy tetszdleges F félcsoportra vonatkozdlag az alabbi dllitdsok egy-
mdssal ekvivalensek :

(1) F csoport;

(2) F egyszeriisithetd és reguldris;

(3) F-nek mindegyik a elemére az axa=a egyenlet F-ben egyértelmiien meg-
oldhatd;

(8) F reguldris és az exe=e egyenletnek F mindegyik e idempotens elemére
csak egy megolddsa van,

(5) F reguldris és csak egy idempotens eleme van.

Bizonyitas. (1)-b6l koévetkezik (2), mivel barmely csoportban érvényes mind
a bal, mind a jobb oldali egyszer{isitési szabdly, s az a elem inverze kielégiti a (k)
egyenletet.

(2)-b81 kovetkezik (3). Tegyiik fel, hogy az F félcsoport egyszeriisithetS és
reguldris. Akkor az Fbdrmelyik a eleméhez 1étezik olyan x elem, amelyre (%) fenndil.
Ha még egy y elem is kiclégitené a () egyenletet, akkor axa =aya kovetkezne,

MTA II1. Osztdly Kozleményei 17 (1967)



110 LAJOS s.

s ebbdl az egyszeriisithetGség kovetkeztében x =y adédik. Igy az axa=a egyenlet-
nek csak egy megolddsa van, vagyis fenndll (3).

Az, hogy (3)-bdl (4) kdvetkezik, nyilvdnvald.

(4)-b8l kovetkezik (5). Eldszor megmutatjuk, hogy a (4) feltételt kielégits F
félcsoport idempotens elemei egymadssal felcserélhetdk. Legyen e és f az F-nek
két kiilonboz8 idempotens eleme. Ha a=ef és @ = xax, ahol x a (%) egyenlet meg-
olddsa, akkor kOnnyii beldtni, hogy

axax =(ax)e(ax)=ax,
és hasonlé modon
xaxa=(xa)f(xa) = xa.

Innen a (4) feltétel alapjdn kovetkezik, hogy ax=e és xa =f. fgy

a=xe=fx.
EbbGl azonban adddik, hogy
de=a=fa.
Ezt fethaszndlva kapjuk, hogy
a=aaa=aefa=aa,

vagyisaz a elem idempotens eleme az F félcsoportnak. Azonban az daa =a és aaa =a
Osszefiiggésekbdl (4) alapjdn @ =a kovetkezik. Igy azt nyertiik, hogy

ae=a=fa,
vagyis
efe=ef=fef.
A b=fe elembdl kiindulva. a fentivel analog meggondolds mutatja, hogy
eb=bh=bf,
azaz
, efe=fe=fef.
Igy azt nyertiik, hogy
ef =fe,

tehdt az F félcsoport idempotens elemei felcseréthetGk egymadssal.

Most megmutatjuk, hogy F-nek csak egyetlen idempotens eleme van. Legyen
ismét a=ef, ahol e, f az F-nek idempotens elemei. Akkor az idempotens elemek
felcserélhetdsége miatt aea =a és afa= a. A (4) feltétel alapjan innen adddik, hogy
e=f. Ezzel bebizonyitottuk, hogy a (4) feltételt kielégit6 F félcsoport (5)-6t is ki-
elégiti.

(5)-b8l kovetkezik (1). Legyen F reguldris félcsoport és e az F-nek egyetien
idempotens eleme. Ha a az F-nek tetszSleges eleme, akkor 1étezik a () egyenletet
kielégité x € F elem: axa=a. Innen kovetkezik, hogy

(ax)(ax) =ax,
vagyis
ax=e.
‘Hasonlé médon igazolhatd, hogy
xa=e.
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is fenndll. Az x elem tehdt kétoldali inverze g-nak, ha e egységeleme F-nek. e azon-
ban egységelem, mert
ae=a(xa)y=a
és
ea=(axya=a.
F tehdt csakugyan csoport.

Ezzel tételiinket teljesen bebizonyitottuk.

Megjegyezziik, hogy az (1) és (2) feltételek ekvivalencidgjat mdr THIERRIN [10]
igazolta, s az, hogy (5)-bdl (1) kovetkezik, CLIFFORD és PRESTON [1] konyvében
bizonyitds nélkiil ki van mondva. Arra, hogy egy félcsoport reguldris legyen, a
{3, 4] dolgozataimban adtam sziikséges és elégséges feltételeket. Ha az F félcsoport
reguldris és ezenkiviil csupdn balrdl egyszeriisithetG, akkor F nem lesz sziikség-
képpen csoport. Ezzel kapcsolatban ldsd [5] és [9]. A tételben szerepl§ Adllitdsok
kozil az els6 négynek az ekvivalencidjdt egy kordbbi dolgozatomban bizonyitot-
tam [6]. A csoportokat (m,n)-idedlok segitségével jellemeztem a [4] dolgozat
madsodik részében.
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SOME CHARACTERIZATIONS OF GROUPS
by
S. Lajos

Summary

In this paper the author proves the following
THEOREM. For any semigroup S the following conditions are equivalent:
(1) S is a group;
(2) S is regular and cancellative;
(3) For each element a in S the equation axa=a has exactly one solution x in S;
(8) S is regular and for every idempotent e of S the equation exe=e has only one solution x in S;
(5) S is a regular semigroup containing exactly one idempotent element.
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