A KOLMOGOROV-EGYENLOTLENSEGROL

frta; MOGYORODI JOZSEF

KoLMoGOROV egyenl6tlensége eredeti formdjdban a kovetkezS: legyenek
E, &y, ..., &, fliggetlen valdsziniiségi valtozok, és tegyik fel, hogy mindegyikiik
szérdsa létezik. Jeldlje M; a {; vdltozé vdrhato értékét, D; pedig a szérdsdt, és legyen

= > D?. Ha 2>0 tetsz8leges szdm és P(-) jelli a zdr6jelben levS esemény vals-

i=1
sziniiségét, akkor 1
[ Z(é. M) —AS]_ -

KoLMoGOROV egyenlStlenségét tobbféle mddon dltaldnositottdk. Ilyen volt
példaul a martingdlokra vonatkozé dltaldnositds [3]. Nemrégen RENYI ALFRED
[1] feltételes KoLMOGOROV-egyenlStlenséget vezetett le. Jelen dolgozatnak az a
célja, hogy a feltételes valdszinfiségi mérték helyett — amely abszolat folytonos
az eredeti P valdsziniiségi mértékre nézve — tetszbleges, a P mértékre nézve ab-
szolat folytonos @ valdsziniiségi mértéket véve, dltaldnositsa RENYI ALFRED és
mdsok eredményét [6].

Nyilvdnvald, hogy ha a &, &,, ..., &, valosziniiségi vdltozok teljesen fiigget-
lenek a P mérték szerint, vdarhato értékiik és szdrasuk létezik, akkor ugyanezen
valoszinlségi védltozdk a Q mérték szerint nem feltétleniil lesznek fliggetlenck.
Ily médon a

Max

1=k=n

[ Max

1sk=n

2(5, M(&)) as] (e>0)

Q-valoszinliségek megbecslése azt jelenti, hogy a Q-ra nézve nem fiiggetlen valo-
szinliségi vdltozdk Osszegei maximumdnak valdszinilségi viselkedését is ismerjiik,
ha Q abszolit folytonos a P mértékre nézve. Megemlitjiik, hogy az e dolgozatban
leirt 3. Tételt hatdreloszldstételek bizonyitdsdra fel lehetett haszndlni ([6]) abban
a specidlis esetben, mikor Q a P valosziniiségbdl képzett feltételes valdszintiség.

El@szoér néhdny trividlis dltaldnositast mutatunk a kovetkez6 megjegyzésekben.

1. MEGIEGYZES. Ha dQ/dP, vagyis a Q mérték Radon—Nikodym deriviltja
a P mérték szerint (mint valdszinfiségi vdltozd), fiiggetlen a &, &,, ..., &, valdszin(-
ségi vdltozoktdl és ez utdbbiak is teljesen fiiggetlenek, akkor

Z(c, M (&) >w[2¢]] /ngp_

f dpf P (1>0)
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ahol y az

{ Max

2 (&— M, ))} = AD [2 5"]}

esemény indikdtora, azaz y =1, ha az 4 és y =0, ha nem az 4 esemény kovetkezik be.
Ez esetben tehdt a Kolmogorov-egyenlGtlenségben szerepl$ felsG becslés érvényes.
dQ

2. MEGIEGYZES. Ha P

= K, ahol K véges, akkor a kévetkezd trividlis

becslést kapjuk:
[II\;IEX 2(5 -M&))| = AD [Zf]] = fz

Megjegyezziik, hogy ez esetekben a &, &,, ..., &, fiiggetlen valdsziniiségi vdltozok
madsodrendii momentumainak létezését tételeztiik csak fel.

A kovetkez8kben az {Q, o/} mérhet§ teret vessziik alapul, ahol Q az alaptér,
o pedig az Q bizonyos részhalmazaibdl alkotott g-algebra. o7 elemeit eseményeknek
is nevezziik. Az {Q, &/} mérhet§ téren értelmezett P és Q mértékeket valésziniiségek-
nek nevezziik, ha Q mértéke 1. Az Q téren értelmezett &/ szerint mérheté fiiggvénye-
ket ez esetben valdszinilségi valtozoknak nevezzilk. Ezek absztrakt Lebesgue-
integrdljait pedig varhato értéknek fogjuk nevezni. A & valdsziniiségi valtozo varhaté
értékét az M(¢) jellel jeloljik.

A kovetkez8 eredmény az [1] dolgozat tételének dltaldnositdsa.

1. TETEL. Legyenek &, ¢&,, ..., &, az {Q, o, P} valdsziniiségi mezdn értelmezett

fiiggetlen valdsziniiségi vdltozdk, és tegyiik fel, hogy negyedik momentumuk létezik.
n

Legyen M(&) = M, D(&) = D;, S? = 3 D} és A tetszéleges pozitiv szdm. Legyen
i=1

tovdbbd Q az {Q, of' } mérhets téren értelmezett és a P mértékre nézve abszolut foly-

tonos valdszintiségi mérték, amelyre teljesiil, hogy P szerinti Radon—Nikodym deri-

vdltja, dQ|dP, négyzetesen integrdlhaté. Ekkor
c V aQ ’ dpP
" dP
2

—y .
e 2+V3+ [%J é F = ZM((fi—Mi)4)-
n i=1

k

ahol

k
Bizonyitds. Legyen 9,= > (&;,— M,). Jelolje A, (k=2,3,...,n) a kovetkezd
i=1

eseményt:
=4S, (=1,2,.., k-1 é |%i=A4S,,

és A, jelolje a |3,|=AS, eseményt. Legyen g=dQ/dP és o, az A, esemény indi-
kdtora (k=1,2,...,n). Ekkor

n
wo; =0, ha i#j, és oék_Zlakgl
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Fennal tovdbbd, hogy
[Max Z(él t)‘éisn] =f[2ak]gdP=M[ akg]
1=k=n|; i 3 k=1 k=1

Vizsgiljuk a g82 vdrhato értékét. Konnyi ldtni, hogy

(%) M) = 2 M(gak9k2)+2k§ M (g2 84(5,— 90).

A jobb oldalon a mdsodik &sszeg a kovetkez§ alakban is irhaté:

22 M(gB)),
ahol

B; = (£,~—M,-)k=21 0% (=23 ..,n).

A {B;} (j=2,3, ..., n) rendszer szubortonormdlt. Ugyanis, ha példdul j<i, akkor
aé,— M, valoszmusegl valtozo figgetlen a P valdsziniiségre nézve a f8,8; szorzatban
levG Gsszes t6bbi valdsziniiségi vdltozotdl, és igy

M@BB;)=0 @i=)).

Madsrészt
j=1 2
M(B) = M[(éj-Mj)le[[Z ak9k] ] = DjS; <+
k=1
Ugyanis
rj—l 2 j-1
M[lZ aksk] ] = M[Z w&] = M) = 52,
k=1 k=1
hiszen

j—-1

M[k;' “ksl%] = M[Z (S + G — k+1)+-~-+(§j—1—Mj—1))2J,

mivel az o, és 9, valdszinliségi vdltozok csak a &, ..., & véltozéktdl fiiggenek.
Alkalmazva Cauchy, majd Bessel egyenlGtlenségét, nyerjik, hogy

‘M[ggnzﬁf] = [2[ VM(ﬁZ)]V #D|=

=V 2 leatigs) o =) [ (2] ans:

j=2

Figyelembe véve, hogy o, =1 esetén 92 =A2S2, és felhaszndlva legutdbbi egyenlt-

lenségiinket, (%) alapjdn
Z(é, ,)’ = AS],1~S2 Vf[ ] dP S?.
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M%) = l// (2] ar vires.
2

M) = F}+387,
azért ezt Osszehasonlitva a (% %) egyenlGtlenséggel, nyerjiik tételiink allitdsdt.

3. MEGIEGYZEs. Legyen specidlisan Q(4) = P(A|C), ahol P(C)=0 és C tetszs5-
leges esemény. Ez esetben mod P egyértelmiien

Madsrészrdl

Minthogy

49 _ xc()
dP P(C)°
ahol y.(w) a C esemény indikdtora. Ekkor, ha az 1. Tétel t6bbi feltétele teljesiil,
c
Max &E—M)| = AS, C] = —"
[ms,, g( )| = A5 22YP(C)

Ez a formula RENYI ALFRED eredménye [1].

Tételiink szépséghibdja, hogy az eredeti Kolmogorov-egyenl8tlenség feltételeivel
szemben a valdsziniliségi vdltozok negyedik momentumdnak létezését fel kellett
tételezni. Jelenlegi mddszeriink nem ad lehet8séget arra, hogy csak a mdsodik momen-
tumok létezését tételezziik fel. Azonban (2 + §)-rendli momentumok létezése mdr
elegendd, ahol 6 >0 tetsz6leges szdm. Ennek beldtdsdhoz sziikségiink van a kovet-
kez§ dllitdsra.

J. MARCINKIEWICZ és A. ZYyGMUND tétele [4]. Legyen &,,¢&,, ... fiiggetlen,
0 vdrhaté értékii valosziniiségi vdltozokbdl allé sorozat. Ekkor minden p=1 esetén

fennall
n pl2 n !lp n p/2
' A,,/[i:Zl'ff] dP = 2, ¢ dP§Bp/(i=21'£§] dP,
2 2. 2

ha az itt szereplé integrdlok léteznek. A, és B, csak a p szamtdl figgd dllandok.

-

Fogalmazzuk meg éllitdsunkat (2 + 6)-rendli momentumok esetére.

2. TETEL. Legyenek &,¢&,, ..., &, az {Q, o, P} valbsziniiségi mezén értelmezett
fiiggetlen valészintiségi vdltozok, és tegyiik fel, hogy (2+5) rendii momentumuk léte-

zik, ahol 6=0. Legyen M(E)=M;, D(()=D;, S2= Z’DZ és A=0 tetszileges

szdm. Legyen tovdbbd Q az {Q, of } mérhetd téren ertelmezett és a P mértékre nézve
abszolit folytonos valdsziniiségi mérték. Feltesszitk, hogy dQ|dP — a Q mérték P
szerinti Radon— Nikodym-derivdltja — (2 + 0)[0-rendli momentuma létezik. Ekkor

2+ [

o [[2) "

Z (él l)‘ = )'Sll] = = /12 »

[ Max

1sk=n
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ahol

n 2
Q2+ By) Z [M(|E,—M,|2+¥)]2+s
Cn = = SZ 4

n

és B; csak a -1l fiiggd dllando.
Bizonyitds. Felhasznaljuk az 1. Tétel bizonyitdsdndl alkalmazott jeloléseket. Az
M(g9?)

varhato érték feliilr6i valé becslésénél alkalmazzuk egymds utdn HOLDER, MAR-
CINKIEWICZ és ZYGMUND, tovdabbd MINKOWSKY egyenlGtlenségét:

o
2+0\1245

megony = [l )7 ugs, oo,

MARCINKIEWICZ és ZYGMUND tételébs! nyerjiik:
1246 2

2 n Rl
M(19,12+2)2+7 = [B;M[[Z (é,-—M,-)z] ]]2

Végiil a Minkowsky-egyenlStlenség alapjan

n 2

2
[M([9"|2+6)]2+6 = B, 21' [A’I(lfj —-Mj|2+5)]2+‘5.
i=
Ily médon )

(st = 5, [mle s )]

n 2

A

j=

[

Az M(g92) alulrdl valé becslésekor ugyanugy jarhatunk el, mint az 1. Tétel bizonyitd-
sakor, ily médon kapjuk a (% s ) egyenlGtlenséget. Ha 6 <2, akkor (24 8)/6 =2, és igy

a Holder-egyenl6tlenség alapjan
3

v = e )],

tovabba
n 2
S2= D/ [M(E;— My2+9)]2+ = C.
j=1
Ezért (x ) alapjdn ’
k 2+8 %«s
Mg = o[ M| 36w = as) s 2l (e )
=k=n| iz

Osszevetve az M (g92) vdrhaté értékre adddé felss és also becsléseket, kapjuk tételiink
allitdsat.

4, MEeGIEGYZES. Tételezziik fel, hogy
a) ¢&,,¢&,, ..., &, azonos eloszldstak, vagy pedig, hogy

MTA III. Osztdly Kozleményei 17 (1967)



118 MOGYORODI J.
b) létezik olyan ¢ =0 szdm, hogy i=1, 2, ..., n esetén

[M(1&;— M,2+9)]2+8 = c[M((¢¢;— M)P)]>.

Ez esetben tétellink 4dllitdsa a kovetkezd:
2+6 [

dQT 2+3
k )
i=21<»:.-—M.-)lzzsn]§ s ,

ahol K az a), ill. b) esetnek megfeleld dllandd.

Mint emlitettiik, jelen problémakdrben nem tudunk megszabadulni annak fel-
tételezésétSl, hogy a valdsziniiségi valtozok kettSnél magasabb rendii momentumai
is léteznek. Az aldbbiakban bebizonyitunk egy aszimptotikus formuldt, amelynél
elegend§ a mdsodik momentumok létezése.

Q[Max

1=k=n

3. TEteL. Legyenek &,,&,, ... fiiggetlen valdszindiségi vdltozdk és létezzenek
ME)=M;, DX(¢)=D}?. Legyen tovdbba S2?= 3 D} és
i=1

1
n

2 (&— M)
&= 5,

Feltételezziik, hogy n— + o esetén {, hatdreloszldsa létezik és {? egyenletesen integ-
rdlhaté. Legyen Q a P mértékre nézve abszolut folytonos valdsziniiségi mérték, és
tegyiik fel, hogy dQ|dP, a Q mérték P szerinti Radon—Nikodym-derivdiltja, korldtos.
Ekkor létezik olyan, a Q mértéktdl fiiggd, no=ny(Q) egész szdm, hogy n=n, esetén

3 /[ZQ]zdP
2(5.-—M.—)]zzs,.]§ 3

i=1

0| Max

1=k=n

Az e tételben megfogalmazott egyenlStlenség hdtrdnya, hogy csak a {, vdltozdk
hatdreloszlasdnak létezése esetén dll fenn, és a {? egyenletes integralhatdsdgat is
meg keil kovetelniink. Hétrdnya az is, hogy nem minden # esetén érvényes. Jogos-
sdgdt viszont az bizonyitja, hogy KoLMOGOROV egyenlStlenségét hatdreloszlds-
tételek, nagy szdmok erds tSrvényei stb. bizonyitdsdra szoktdk haszndlni, tehdt
az esetben, mikor »# nagy. Jelen egyenlStlenségiink egy specidlis esetét, a Q(4)=
= P(A|C) (P(C) =0, C régzitett) esetet, a [6] dolgozatban hatdreloszldstételek bizo-
nyitdsdra alkalmaztuk.
Tételiink bizonyitdsahoz a kovetkez8 segédtételre van sziikségiink:

LemMA. Legyen &,,&,, ... az {Q, o/, P} valdsziniiségi mezén értelmezett fiig-
getlen valdsziniiségi vdltozok sorozata és

_ bttt A4,

4 F—

MT4 III. Osztdly Kozleményei 17 (1967)



' A KOLMOGOROV-EGYENLOTLENSEGROL 119

ahol B, - 4 oo. Tételezziik fel, hogy a {{,} sorozatnak létezik hatdreloszidsa. Legyen
tovdbbd f(x) valds értékii folytonos fiiggvény, és tegyiik fel, hogy az {|f({,)|} valdszinii-
ségi vdltozé sorozat egyenletesen integrdlhaté. Ha a Q valdszinliségi mérték abszolit
Jolytonos a P valdsziniiségre nézve és dQ[dP — a Q Radon—Nikodym-derivdltia a
P mérték szerint — korldtos, akkor

lim_ [reyap = lim [ ao.
Q 2

Bizonyitds. Abbol, hogy a {{,} sorozatnak van hatdreloszldsa, kévetkezik,
hogy az {f({,)} sorozatnak is van hatdreloszldsa, sGt erdsen keverd is

G = [ aFm

{fx)<y}

hatdreloszldssal, ahol F(x) a {{,} sorozat hatdreloszldsa. EbbSl, tovabbd az {| f({,)|}
sorozat egyenletes integrdlhatosdgabol kovetkezik, hogy

tim [1@ydP = [ f0)dG()
o] — oo

(lasd pl. Loeve [5], 196. oldal).
Minthogy Q a P mértékre nézve abszolut folytonos, és {f({,)} erésen keverd

(12)), adddik, hogy
lim_Q(fE) <) = GO).
Tehdt az {f({,)} sorozat P és Q szerinti hatdreloszldsa ugyanaz. Az {| f(&,)|} sorozat

a Q mérték szerint is egyenletesen integrdlhatd, mert dQ/dP korldtos. Ebbdl kovet-
kezik, hogy

lim [reyde= [ s»dsm.

Ily médon a Lemma bizonyitast nyert.
A 3. Tétel bizonyitdsa. Fel fogjuk haszndini az 1. Tétel jeloléseit és az annak
bizonyitdsa kézben adddott (k ) egyenlStlenséget. Becsiiljiik meg most feliilrél a

M(g92)

varhat6 értéket. Minthogy a Lemma Osszes feltétele teljesiil, azért

: 2y — 1 2 —
Jim Mgt = tim_ [Grao =1,

mert
[rzap=1.
2
Madsrészt ~
]/ do)?

Q2
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tehdt bizonyos ny =ny(Q) indextsl kezdve

M(ng) = l/ f[dQ] dP (n = nyp)
M(g9}) = _V/[ ] dpP S2.

Ez és a (% %) egyenlGtlenség egyuttesen adjdk tételiink dllitds4t.

5. MEGIEGYZES. Legyen specidlisan Q(A)=P(A)B, ahol P(B)>0 és B rog-
zitett esemény. A 3. Tétel feltételei mellett létezik olyan, csak a B-t8l fiiggs n, index,
hogy n=n, esetén

vagyis, ha n=n,

( Max

1=k=n

=Z(€. M)| = lSnl] VP(—B/F

Ez az eredmény, amelyet a 3. Tétel specidlis eseteként kaptunk, a [6] dolgozatban
jelent meg.

IRODALOM

[1] A. REnyl, On Kolmogoroff’s inequality Publ. Math. Inst. Hungarian Acad. Sci. 6 (1961) Series
A 411415,

[2] A. REny1, On mixing sequences of sets. Acta Math. Acad. Sci. Hung. 9 (1958), 215—228.

[3] J. L. DooB, Stochastic processes. John Wiley and Sons, New York, 1953,

[4] J. MARCINKIEWICZ, A. ZYGMUND, Sur les fonctions indépendantes. Fundamenta Mathematicae.
29 (1937) 60—90.

[5S] M. Jloas, Teopus BepostHocteit. U3a. MuocTpaunoii Jlutepatypsl. Mocksa. 1962,

[6] J. MoGYORODI, A central limit theorem for the sum of a random number of independent ran-
dom variables. Publ. Math. Inst. Hungarian Acad. of Sci. 7 (1962) Series A 409—424.

(Beérkezett: 1966. 1X. 3.)

ON KOLMOGOROV’S INEQUALITY

By
J. MoGYORODI

!
Summary

Generalizing the results of [1] and [6] we prove the following: Let &,, &2,..., &, be independent
random variables defined on the probability space {Q, &/, P} and having finite fourth moment.
Denote by M, D3 and f} the mean value, the variance and the central fourth moment, resp., of

the variable &;(i=1, 2, ..., n). Let further S2>= Z D} Fi= Z fi. Let Q be any probability measure,

which is absolutely continuous with respect to P.If dQ/dP — the Radon—Nikodym derivative of
Q with respect to P — is square integrable, then (Theorem 1.)

k Vf

2 & M)}Z/IS,.]_

i=1

1=k=n

Q[Max

MTA I1II. Osztdly Koézleményei 17 (1967)



MOGYORODI J,: A KOLMOGOROV-EGYENLOTLENSEGROL 121

where A>0 is arbitrary and

2 Fﬂ 2
c=2+)3+ 2. -
(5)

By the aid of a theorem, due to J. Marcinkiewicz and A. Zygmund, we prove a similar theo-
rem (Theorem 2) supposing only the existence of the moment of order 2+4J (6=0) of the variable
E(i=1,2,...,n).

The(’)rem 3. gives an asymptotic inequality. In this case we suppose only the existence of the
second order moment of the variable &, (i=1, ..., n). Let us suppose also that

.2( i— M)
C - i=1
n Sn

has a limiting distribution, {2 is uniformly integrable and that dQ/dP is bounded. Then there exists

an index no=no(Q) such that for n=no we have.
“(dO\2
3 ——) dP
dP
Q
a2 '

k
M i~ M) | =ASa | =
Q[léka;n 2(6 )‘ }

i=1

-
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