ELOSZLASOK ELTERESENEK INFORMACIO-TIiPUSU
MERTEKSZAMALI, 1.*

frta: CSISZAR IMRE

0.§. Bevezetés

Az informdcidelméletben és a matemetikai statisztikdban egyardnt fontos
szerepet jdtszik a valdsziniliségeloszldsok egymdstdl vald eltérésének S. KULLBACK
altal bevezetett informacidelméleti mértékszdma, a ,,megkiiléonbdztetési informdcis”
vagy I-divergencia (l. [20], [21]); ugyanezt a mennyiséget sokszor informéciényereség-
nek, relativ informdciénak, vagy dltaldnositott entrépidnak is nevezik. Az I-diver-
gencia adltaldnos definicidjaval, f6bb tulajdonsdgaival, valamint Kiil6nb6z8 inter-
pretdcioival szimos szerz6 foglalkozott, igy A. PEREZ [24], [25], M. Sz. PINSZKER [27],
G. KALLIANPUR [17), VINCZE 1. [37] stb. A Shannon-féle informdciomennyiségen
alapulé /-divergencia dltaldnositdsaként RENYT A. [29], [30] bevezette az o-rendii
I-divergencia (informacionyereség) fogalmat is.

Az irdnyitott divergencia jelleg{i I-divergencia helyett gyakran célszeriibb a
belble szdrmaztathaté szimmetrikus mennyiség, az Un. J-divergencia haszndlata;
ez utébbi mennyiség — az informdcidelmélettsl fiiggetleniil — madr JEFFREYS [16]
konyvében is szerepel. A J-divergencia segitségével bizonyitotta be HAJEK [13],
hogy két Gauss-mérték mindig vagy ekvivalens vagy ortogondlis egymadsra.

Az [-divergencia alkalmazdsai koziil disszertdciom témdjdval kapcsolatban
az elégséges statisztika fogalmdnak KurLLBack és LEBLER [20] dltal adott infor-
mdcidelméleti jellemzését, valamint a hatdreloszldstételek elméletében valé alkal-
mazasokat kell megemlitenem. Az a gondolat, hogy informdcidelméleti fogalmak
felhaszndlhatok hatdreloszldstételek bizonyitdsdra, Ju. V. LINNIKtS] szdrmazik [22].

Bdr a LINNIK édltal tdrgyalt esetben (centrélis hatdreloszldstétel) az informadcio-
elméleti médszer a szokdsos moédszercknél lényegesen bonyolultabban vezet csak
célhoz, pl. Markov-lincok ergodicitdsdnak tdrgyaldsira a mddszer egyszeriien
¢és szemléletes modon alkalmazhatd (erre RENYI Alfréd mutatott rd, 1. [29], [30]);
a végtelen Markov-lincok ergodicitdsdra vonatkozé tételnek éppen az ,,informacié-
elméleti” bizonyitdsa a legegyszeriibb (D. G. KENDALL [18)).

Az [-divergencia c¢lényds tulajdonsdgainak jelentds része az f(u)=ulogu
fliggvény konvexitdsanak kovetkezménye. (Pl. a hatdreloszldstételek bizonyitdsdra
valo alkalmazhatdsdgra vonatkozdlag 1. RENYI és KENDALL emlitett dolgozatait.)
Ennek alapjdn disszertdciomban bevezetem (1. fejezet) a valdszinliségeloszldsok
egymdstol valo eltérésének egy dltaldnositott mértékszdmdt, az f-eltérést, ahol
f(u) tetszSleges konvex fliggvény lehet.

Ebbdl a mértékszdmbol kiindulva természetes médon beszélhetiink az eloszldsok
f-kornyezeteir8l és — specidlis esetként — informdcids kornyezeteirSl. gy az alapul

* A dolgozat a szerzd kandidatusi disszertacidja, amelyet 1966. november 23-4n védett
meg. Jelen kézlemény a dolgozat 1. és 2. §-4t, s a teljes irodalomjegyzéket tartalmazza.
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124 CSISZAR 1.

vett mérhet§ téren értelmezett valdsziniiségeloszldsok halmaza egy un. Fréchet-
féle (V)-térré valik (v6. [34]), értelmezhetS tehat az eloszldsok f~konvergencidjanak
és (specidlisan) informdcid-konvergencidjdnak a fogalma. Az f-konvergencia és az
egyenletes konvergencia viszonydval, valamint azzal a kérdéssel, hogy az f~-kérnye-
zetek milyen esetben teszik az eloszldsok halmazdt topologikus térré, disszertdciom
2. fejezetében foglalkozom. Az eredmények kozott szerepel egy PINSZKERTOL [27]
szdrmazd, az I-divergencia és az eloszldsok varidcios tdvolsdga kozotti egyenlGtien-
ség dltaldnos megfelelSje. A 3. fejezet az f-eltéréseknek kozvetett megfigyelések
esetén vald cs6kkenését, valamint az elégségessép, ill. e-elégségesség f-eltérésekkel
megadhato feltételeit targyalja; itt az elégséges statisztika fogalmanak dltaldnosi-
tdsaként bevezetem az elégséges csatorna fogalmadt is. A 4. fejezet a kompakt cso-
portokon értelmezett valdsziniliségi mértékek konvoldciohatvdnyainak konvergen-
cidjara vonatkozé tételnek egy, az f-eltérés felhaszndldsdn alapuld egyszerii bizo-
nyitdsdt tartalmazza, s ramutat az f-eltérések néhany mds alkalmazdsi lehetGségére is.

Disszertdciom alapjdt a [4], [5], [6], [7] dolgozataimban publikdlt eredményeim
képezik, de ezek jelentGs részét az azodta taldlt — még nem publikalt — dltaldno-
sabb, ill. élesebb formdban tdrgyalom.

1.§. Az /-divergencia és az f-eltérés

Legyen (X, ¥) tetszGleges mérhet§ tér, azaz X tetszleges halmaz és & az X
részhalmazainak valamely o-algebrdja. Az (X, Z)-en értelmezett u mértéket valo-
szinfiségi mértéknek, vagy mds széval valdsziniiségeloszldsnak nevezziik, ha u(X)=1.

Legyen pu, és u, két valdszin(iségi mérték (X, Z)-en és A =(4,, 4,5, ..., 4,)
az X egy véges mérhetd felosztdsa (azaz A;€Z, i=1,...n; 4,NA;=0, i#];
U4:=X). A u, és p, eloszlds I-divergencidja az U felosztdsra, vagy mdsképpen
i=1 .
az A altal generdlt [NA]cF algebrara vonatkozdlag definicié szerint

1 (Ay) .
12(A4)°

(L. Loy llpy) = 1[9{](.“1“#2) = k_Z: #y(4,) log

ahol megdllapodds szerint OlogO:Olog% =0 ¢&s Olog%=+oo, ha a=0.

A logaritmus alapjdra vonatkozodlag megjegyzends, hogy az informdcioelméletben
a 2 alapu logaritmus haszndlata a legmegszokottabb, de gyakori az e alapt logarit-
mus alkalmazdsa is; minthogy disszertdciomban a 2 alap( logaritmus alkaimazdsa
semmiféle el6nnyel sem jdirna, egyszer{iség kedvéért mindig a természetes logarit-
must haszndlom.

Ismeretes, hogy ha A, az NM,-nél finomabb véges mérhetd felosztds, azaz, ha
[9,] < [A,], akkor

(1.2) Ty (llun) = Ty, (ullns).
Az (1.2) egyenlGtlenségnek, valamint az [I-divergencia kovetkez6kben emli-
tendd (jél ismert) tulajdonsdgainak bizonyitdsdt az 1. § tovdbbi részében dltaldno-

sabb formdban, az f-eltéréseckre megfogalmazva fogom megadni.
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ELOSZLASOK ELTERESENEK INFORMACIO-TiPUSU MERTEKSZAMAL, I. 125

Az (1.2) monotonitdsi tulajdonsdg alapjan természetszerli a tetszGleges (nem
sziikségképpen véges) &' X algebrara vonatkozé I-divergencia kovetkezd defi-
nicidja:

(1.3) Iy (plipz) = sup Iy(plps)-
lency

Itt a felsS hatdr az Gsszes [W] X~ véges algebrdkra vonatkozik, mds széval az Gsszes
olyan U véges mérhetd felosztdsokra, melyeknek minden eleme Z’-hoz tartozik.
(1. 3)-bdl azonnal koévetkezik, hogy az & barmely két &' CZ” részalgebrdja
esetén is
(1.2) Ly (nyllig) = Lo (i)
Az egész & o-algebrdra vonatkozd I- dlvergenc1a definicidja (1. 3) specialis
eseteként adodik:

A
(1.4) Hpylip) = Ip(uyliy) = SUPZMI(Ak)Iog ()
u k=1 12 (A4y)

ahol a szuprémum az X tér Gsszes U véges mérhet§ felosztdsaira vonatkozik. Ehelyett
elég volna olyan felosztdsokra szoritkozni, melyeknek elemei valamely az X
o-algebrat generdld &’ <& algebrdhoz tartoznak, ugyanis ismeretes, hogy bdrmely
X’ & algebrdra vonatkozd I-divergencia megegyezik az Z” dltal generdlt g-algeb-
rdra vonatkozo I-divergencidval.
Az [-divergencia mindig nemoegativ és az I,.{(u,|lp,)=0 egyenlSség akkor
és csak akkor dll fenn, ha az & algebran u, =u,. Fontos tovdbbd az J-divergencia
. integralelGallitdsara vonatkozé tétel (vo. [17], [24], [27]):

1y (dx)
lo dx), ha <
mmm=/gmm“() <tz

+ oo, ha py K p,

(1.5)
vagy ekvivalens médon,

(1.5) Hmm=ﬁmmﬁfpm)

ahol A tetszileges g-véges mérték, melyre vonatkozoélag mind u,, mind u, abszolat
: i (dx)
folytonos és p;(x)= 7.(dv)
az I-divergencia definicidjdnak, mint pl. S. KurLLBACK [21] kOnyvében.

Jegyezziik meg, hogy az I-divergencia bevezetésekor KULLBACK az informadcio-
mennyiség Shannon-féle mértékszamdbol indul ki (SHANNON [33]), s6t ezen tul-
mendleg, az I-divergencidt a Shannon-féle entropia természetes dltaldnositdsdnak
tekinti. A Shannon-féle entrépia ill. differencidlis entrépia H = — >p,logp,,

(i=1,2). Sokszor kozvetleniil ezt a formdt tekintik

. H=— f p(x)log p(x)dx képlete azonban csak akkor tekinthet§ (elGjeltsl
eltekintve) az (1.5) formula specidlis esetének, ha az utdbbiban u, gyandnt tet-
szbleges o-véges mértéket is megengedink (konkrét esetben azt a mértéket, mely-
nél minden pont mértéke 1, ill. a Lebesgue-mértéket). Az ilyen — tetszGleges o-véges
Uo-vel adodé — dltaldnositott entrdpia is alkalmazhaté az informacidelméletben,
vO6. PEREZ [24], [25], bar erre az I-divergencia el6nyds tulajdonsdgainak egy része
(pl. a nemnegativitdas) mdr nem érvényes. Szdmos szerzd azonban (pl. PINSZKER [27])
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126 CSISZAR 1.

az altaldnositott entrépia elnevezéssel a disszertdcidomban I-divergencidnak nevezett
mennyiséget jeloli, tehdt felteszi, hogy nemcsak p,, hanem y, is valdsziniiségi
mérték; igy azonban a terminoldgia kissé kovetkezetlen, s ezért helyesebbnek
tartom az /-divergencia elnevezést.

Az I(u,|p,) irdnyitott divergencidnak t6bbféle interpretdcidja ismeretes.
S. KurLBack megkiilonboztetési informdcioként értelmezte (information for
discrimination): ha p, és u, két hipotézis az (X, ) téren érvényes valdsziniiség-
eloszldsra vonatkozolag, €s a u, hipotézis a helyes, akkor X egy véletlenszeriien
védlasztott x elemének megfigyelése atlagosan J(p,|lu,) informaciét szolgdltat a p,
hipotézis javdra, a u, ellenében. Ezt az interpretdciét aldtdmasztja az a tény, hogy
ha a y, hipotézis és a i, ellenhipotézis k6zott n fiiggetlen megfigyelés alapjan akarunk
dénteni, az elséfaju hiba valdsziniiségét tetszblegesen rogzitve, és a legjobb probat
haszndlva, a mdsodfaju hiba valdszinilisége f§,=e-rlullud o (vg, [21], [24], [32]).
Az [-divergencia tehdt valdban a két eloszlds statisztikai megkiilonboztethetGsé-
gét méri. Az (1.2") egyenlStlenség ugy értelmezhets, hogy egy durvdbb kisérlet
nem adhat tobb informdciot a két eloszlds megkiilonboztetésére, mint egy finomabb.

Felfoghato az I(u,| pr,) mennyiség egy olyan kisérlet dltal szolgdltatott infor-
macionyereség mértékszamaként is, melynek alapjan a u, a priori eloszldst a p,
a posteriori eloszldssal helyettesithetjiik (v6. RENYI [29]). Egy harmadik lehetséges
interpretdciot (az X = R! esetre) VINCZE Istvdn adott [37], eszerint I(u,lli;) a
closzldshoz tartozé informdciéo mértékszama, ha érdeklddésiink eloszldsa a p,
mértéknek felel meg. _

Emlitést érdemel végil, hogy az informdcidelméletben k&zponti szerepet
jatszo informacio-mértékszam, a két valdsziniiségi vdltozo 1(€, ) kolesénds infor-
macidja, az I-divergencia specidlis esetének tekinthetd. Valdban, ha a &, ill.  valo-
szinliségi vdltozé eloszldsdt p.-vel, ill. p,-val, egyiittes eloszldsukat pedig pg,-val
Jeloljiik, (ahol g, ill. p, valamely (X, Z), ill. (Y, %) mérhet8 téren, u,, pedig az
(XX Y, ZX%) szorzattéren értelmezett valdszinlségi mérték), akkor, mint jol
ismert (GELFAND—JAGLOM [12]; |. még [24], [10])

Heq(dX, dy) )
(Lsa) I = f log o G, dyy P (@5 ) b ey < Xy

(“{X Aun) (dX, d}’)
+ oo ha .“{y, 45 l“{xﬂq
azaz
I(éy ’7) = 1(“;‘;,”“5 X /'lr,)'
A kolesonos informdcid ezenkiviil — bizonyos regularitdsi feltételek teljesiilése

esetén — még az I(E, n) = MI(u,llpwe) = MI(u, lu,) alakban is Kifejezhetd az
I-divergencia segitségével, v6. (3. 66).

Az [-divergencia valamennyi interpretdcidja megegyezik abban, hogy ez a mennyi-
ség bizonyos értelemben a valdsziniliségeloszldsok egymastol valo eltérésének mértek-
szdma. A tovdbbiakban az I-divergencidnak ezt az utdbbi tulajdonsdgdt tartjuk
csak szem elStt, s minthogy ez lényegében csak az f(u) =u log u fliggvény konvexi-
tasan mulik, vizsgdlni fogjuk azokat az analég mennyiségeket is, melyek az u log u
fiiggvénynek tetszéleges konvex fiiggvénnyel valo helyettesitésével adddnak.

Bocsdssuk el§re a kovetkezd jol ismert lemmdt (JENSEN-egyen/étlenség):
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ELOSZLASOK ELTERESENEK INFORMACIO-TiPUSU MERTEKSZAMAL, 1. 127

I. I. LEMMA. Legyen & valamely (Q, &, P) valdsziniiségi mezén értelmezett,
véges vdrhato értékii valdszintiségi vdltozo, melynek értékkészlete valamely [a,, a,] -
(véges vagy végtelen) intervallumba esik és f(u) az [a,, a,) intervallumban értelmezett
alulrol konvex fiiggvény, amely az intervallum belsejében folytonos (az a, és a, vég-
pontokban f(u) értéke Iehet + - is). Ekkor

(1.6) MfQ) =f(MQ).

Ha f(u) az uy= ME pontban szigorian konvex (azaz, ha f(u) az u, pont egyetlen
kdrnyezetében sem linedris), akkor (1.6)-ban az egyenlfség csak P{E=ME}=1
esetén dll fenn.

Bizonyitds. Legyen ME=u,; feltehetjiilk, hogy a, <uy,<a,, mert ellenkezé
esetben biztosan P{{=M¢E}=1. Az f(u) figgvény konvex volta miatt

(1. 7) S =f(ug) + b1 —uyp) (a,=u=a,),

ahol b az f(u) fiiggvény u, = M¢& pontbeli jobb és bal oldali derivaltjdnak szamtani
kozepe. (Tehdt ha f(u) differencidlhaté az u, pontban, akkor b=f"(u,).) Az (1. 7)-et
u=¢&-re alkalmazva és varhato értéket véve (1. 6) adodik; ha f(v) az u, = ME pont-
ban szigoruian konvex, akkor (1. 7)-ben u £ u, esetén hatdrozott egyenlGtlenség all,
amivel a lemma mdsodik dilitdsdt is igazoltuk.

MEGIEGYZES. Természetesen az 1. 1. lemma bdrmely pozitiv valosziniiségii
feltétel melletti feltételes varhatd értékekre is alkalmazhatd, toviabba a fentiekhez
teljesen hasonléan igazolhaté (uo =M (£|F) vélasztdssal), hogy ha F# az # tet-
sz6leges rész-g-algebrdja, akkor | valosziniiséggel

(1.6) M(fOIF) = (M EF)),

és ha f(u) szigoruan konvex, az egyenlség akkor és csak akkor teljesiil 1 valdszini-
séggel, ha P{&= M ({|#F,)} =1 (vagyis ha £ majdnem mérhet§ #,-re vonatkozolag).

A tovdbbiakban jeloljon f(u) egy, a (0, -+ o) intervallumban értelmezett foly-
tonos, alulrol konvex fiiggvényt. Legyen megdllapodds szerint

f© = Jlim G

(1.8) 0-f[%]=0

|a . a . flw
0'1[0]_}—1’?08/{[3]_‘1"1152» u (O<a<+e)
(az f(u) fuggvény konvexitdsa miatt a hatdrértékek biztosan léteznek ; értékiik termé-
szetesen lehet + oo is, de — oo nem).

Az (X, ) mérhetS téren értelmezett u, és u, valdszinliségi mértékeknek az
X tér valamely ¥ =(4,, ..., 4,) véges mérhet§ felosztasahoz vagy mds szoval az
W& véges algebrihoz tartozd f-eltérését a kovetkezGképpen definidljuk:

1y (Ak)]
Ha (Ak) '

(1.9) Frsalitys 1) = Z uz(Ak)f[
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128 CSISZAR I.

J(W)=ulog u esetén (1.9) éppen az (1. 1) formulat adja. (1. 2)-hoz hasonléan érvé-
- nyes a kovetkezd Osszefiiggés:

(1. 10) jj;&l,(lh 1) = Jj‘;ﬁlz(ﬂl s H2) (]G] Z).
Valéban, ha A, =(41, ..., 4}, A,=(42, ..., 42),
ik+1—1

Ay = | A4 k=1..,m l=i<ij<..<i, =m+l),

i=ix
akkor a tetszdleges q,, ..., a;; by, ..., b, nemnegativ szdmokra érvényes
1

1 a 1 ._Z' a;
a8 Swl)=2e )
R

egyenlStlenség értelmében

ike1—1 1
Ay)
.12 A? [“1( )] [“‘( k ] k=1,..,n),
(L1 2 WDy | B W o] )
amibdl (1. 10) azonnal kovetkezik. Maga az (1. 11) egyenlGtlenség pozitiv a, és b,
szdmok esetén az 1. 1 lemma specidlis esete, és az (1. 8) megallapodésokbél konnyen
kovetkezik, hogy az egyenlStlenség akkor is érvényben marad, ha az g, és b, szd-
mok kéziil egy vagy tobb O-val egyenld. Altaldnosabban érvényes a koévetkezd:

1.2. LEMMA. Ha o(x) és B(x) két nemmegativ integrdalhaté fiiggvény valamely
(X, &, X) mértéktéren, ahol X tetszéleges o-véges mérték, és E€Z, A (E)=0, akkor

( ) foz(\’)/l(dx)
1 a(x

Az egyenlétlenség bal oldaldn Gllo integral biztosan értelmezve vran. Ha f P(x)A(dx) =0
E
és az f(u) konvex fiiggvény az uy= f o (x)/l(dx)/ f B(x)A(dx) pontban szigortian
E E

konvex, az egyenlétlenség akkor és csak akkor dll fenn, ha az E halmazon! a(x)=
=uoB(x) [4].

Bizonyitds. Az f(u) fiiggvény konvex volta miatt taldlhato olyan 4 és B véges
valés szdm, hogy f(uy= A+ Bu (0=u~< + ). EbbS] kovetkezik, hogy az (1. 13)

bal oldaldn 4ll6 integrdl negativ része =4 f B(x)A(dx)+ B f oa(x)A(dx) = — oo,
s ezért az integrdl értelmezve van. Az (1. 13) egyenlGtlenség f(x) =0 esetén kozvetle-

(x)

niilaz 1.1. lemmdbél adddik (az (E,Z g, Pg) valésziniiségi mez6n értelmezett &(x) :B-(;)

1 Itt és a tovabbiakban azt, hogy valamilyen mérték szerint majdnem mindeniitt, a szokott
- médon az illetd mérték szogletes zardjelbe tételével jeldljik.
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ELOSZLASOK ELTERESENEK INFORMACIO-TIPUSU MERTEKSZAMALI, T. 129

f B(x) 4(dx)
valdszinliségi vadltozéra alkalmazva, ahol PE(B)_ , ha B€%g, azaz

f BO)A(X)

BeZ, BCE). A bizonyitds az dltaldnos esetben is az I. 1. lemmdéhoz teljesen ha-
sonld, csak azt kell megjegyezniink, hogy az (1.7) egyenlc’itlenségben formadlisan

a(x

u= Af)-et irva és f(x)-szel végigszorozva még B(x)=0 esetén is helyes egyenl6t-

B(x)
lenséget kapunk, tekintettel az (1.8) megdllapoddsokra (ha fﬁ(x)/l(dx) 0,

akkor uq nincs értelmezve, de ekkor (I. 13) trividlisan teljesi).

Az (1. 10) monotonitdsi tulajdonsdg alapjan, az I-divergencia esetéhez hasonldan,
természetes modon definidlhatjuk a g, és u, mérték tetsz8leges 4’ 4 algebréhoz,
illetSleg az egész X-hez tartozd f-eltérését:

(1.14) jf;fr'(lh s 1) = sup jf;‘ll(“l s 12)s
[Hcx’
A véges felosztas
o : (4y)
(1.15) (s 1) = Iy 0 (5 117) = sup 2 uz(Ak)f["‘ 1
A k=1 w2 (A

ahol a felsG hatdr az X tér Osszes A véges mérhet§ felosztdsdra vonatkozik. Cél-
szeriibbnek ldtszik azonban az (1.5), ill. (1. 5) integrdlképlet analogonjat vélasz-
tani kiinduldsul:

1. 1. Definicid. Az (X, &) mérheté téren értelmezett u, és p, valdsziniiségi
mértékek f-eltérésének (f(u) tetszéleges konvex fiiggrény) az

(1.16) ' (s 5 112) =fp2( )f[”‘g ;Jz(dx)

mennyiséget nevezziik, ahol i valamely, a yu,, y, mértékpdrt domindlé (azaz y, <4,
€ A) a-véges mérték és p{x)a p, meérték A-ra vonatkozd siiriiségfiiggvénye, vagyis
Radon—Nikodym derivdltja *:
’ N Mildx) .

pt('x) - A.(({.Y) (’ -
Az 1.2. lemma szerint az (1. 16) integrdl mindig értelmezve van, és értéke

nyilvdnvaldan nem fiigg a 4 domindlé mérték valasztdsdtdl. Tovabbd, ugyancsak
az 1. 2. lemma szerint

1,2).

(94
(1. 17) S50 1) = [ (A0S ';p 1(XM(;) = (),
J P2 () A(dx

2 Az egyszeriiség kedvéért itt és a tovabbiakban mindig feltételezzitk, hogy a széban forgo
Radon—Nikodym derivaltak ugy vannak rdgzitve, hogy mindeniitt (tehat nemcsak majdnem min-

deniitt) végesek és nemnegativak. Az f jel az integracids tartomany feltiintetése nélkil az egész
térre vonatkozo integralt jelenti
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ahol az egyenlGség — feltéve, hogy f(v) az u,=1 pontban szigortian konvex —
csak p, =p, esetén teljesiil.
Természetesen két mértek f-eltérése + oo is lehet: (1. 8) értelmében biztosan

S(w)

ez a helyzet, ha f(0) = + o és u, €, vagy ha lim -= +4 oo és y; € u,. Ha azon-

u—+oo U
S(u)
u

ban mind f(0), mind lim véges, akkor (1. 17) miatt ¥ (u;, 4,) minden esetben

H— + oo
véges.
Az f-eltérés fenti definiciéja alkalmazhaté az & o-algebra barmely Z', rész-
o-algebrajara is, amely esetben p,(x) és p,(x) a vizsgdlt sziikebb g-algebrdra vonat-
kozd p,(x) és p,(x) Radon—Nikodym derivéltakkal helyettesitendd:

(1.16%) Frigo(a> 12) Z/ﬁz(x)f[@‘(—ﬁj 2(dx).
P2(x%)

Ldthato, hogy az & véges részalgebraira (melyek egyuttal rész-c-algebrak is) igy
éppen az (1.9) formuldval definidlt #, (u,, u,) érték adodik. Mint ldtni fogjuk,
az f-eltérés most adott definicidja az dltaldnos esetben is ekvivalens az el8z8leg
Javasolttal, azaz J.(u,, p,)= F,;(u;, u,). Megjegyzem még, hogy az 1. 1. definicié
tetszSleges g-véges mértékekre is kiterjeszthetd volna, feltéve, hogy az (1. 16) integrdl
értelmezve van (ami véges mértékek esetén automatikusan teljesiil). A kovetkezdk-
ben azonban mindig csak a valdsziniiségi mértékek esetére szoritkozom, bdr a kapott
eredmények egy része az dltaldnosabb esetre is kiterjeszthets, vé. [6].

Az 1. 1. definicié az I-divergencia integralel§dllitdisanak kézvetlen analogonja;
valdban, (1. 5") és (1. 16) alapjin — az (1. 8) megdllapodds figyelembevételével —
nyilvanvald, hogy

(1. 18) I(pylley) = fulogu(l‘l’ 1) = f—logu(#z, M)
Hasonldképpen a RENYI Alfréd altal ([29], [30]) bevezetett

1
(1.19) L(lln) = —— log [p’l ()P~ ()AMdx)  (O<a<t)
a-adrendii /-divergencia (informdcidnyereség) — melynek a kézodnséges (elsSrendil)
I-divergencia az o« —~1 hatdrdtmenettel ad6do specidlis esete — ugyancsak szdrmaz-
tathatd f-eltérésként:
1

o—1

(] 20) Ia(/"l”#Z) = 1

o—-1

log | A_ = (uy, 13)| O=a<l)

lOg u¢z:z(:u15 .u2) (.CX> l)

Tehdt az a-adrendil /-divergencia (x# 1) az f(u) =u*sgn (x— 1) konvex fiiggvény-
nek megfelel§ f-eltérés monoton fliggvénye. Jegyezzitk meg, hogy mig a=1 esetén
I(p |l ,) csak akkor lehet véges, ha pu, <€u,, a 0<a<1 esetben I, (|l u,) mindig
véges, kivéve, ha p, 1 u, (tehdt ha van olyan E€Z, hogy u, (E)=pu,(X—E)=1).

A mértékek egymdstdl vald eltérésének legmegszokottabb mértékszama, a

(1.21) 0ty 1) = i — o] = [ 191 ()= p> (0| A(dx)
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varidcids tdvolsdg is tekinthetd f-eltérésnek. (Mint ismeretes, az (X, Z) mérhets
téren értelmezett valoszinliségi mértékek a varidcids tdvolsdggal teljes metrikus
teret alkotnak.) Valéban, ha f(u) = 'v—1|, akkor

(1.22) ff(llx’llz).z Plu=11 (115 1) :‘/pZ(X) 2:2)\3

Ugyancsak az f-eltérések kozé tartozik az eloszldsok kiilonbozdségének a
matematikai statisztikdban haszndlt y2-mértékszdma is, melyet (a diszkrét esetben)

—1

Adx) = [y — 1y

2
a > (p:—a) képlet értelmez. Léthats, hogy a y2-cltérés nem mds, mint az
S()=(u—1)* konvex fliggvénynek megfelels f-eltérés. Egyébként (1. 20) alapjdn
nyilvanvald, hogy a y?-eltérés és a mdsodrendii /-divergencia kozott az (i, ||pu,)=
=log (1 + x2(u,, up)) fiiggvénykapcsolat dll fenn.

Azt, hogy az 1. |. definiciéval meghatdrozott #p(u,, y,) mennyiséget barmely
konvex f esetén eltérés-mértékszdmnak fogjuk fel, az indokolja, hogy (1. 17) értel-
mében S,(u,, 4,) a minimdlis értékét u; =y, esetén veszi fel (és csak ekkor, fel-
téve, hogy f(u) az u, =1 pontban szigortian konvex), tehdt a skdla alkalmas eltold-
sdval olyan mértékszimhoz jutunk, amely mindig nemnegativ és csak u, =p,
esetén nulla. Ezzel szemben az f-ltérés adltaldban nem szimmetrikus, azaz
Iy s pa)=F (U, pty) dltaldban nem teljesiil, s ugyancsak nem 4ll fenn dltaliban
a hdromszog-egyenlStlenség sem®. Ha £, (u,, u,)-ben p, és u, sorrendjét felcserél-
jik, egy mdsik, f* konvex fliggvénynek megfelel f-eltérést kapunk, nevezetesen
(figyelembe véve az (1. 8) megdllapoddsokat is)

(1.23) Iy, ) =Fpe (15 1),
ahol
(1.24) . f*(w) = z(f'[%]. . -

Itt az (1. 24) egyenlGséggel definidlt f*(u) fiiggvény konvex volta az f(v) kon-:
vexitasdnak kozvetlen kovetkezménye, ui. az f(u) konvex volta miatt bdarmely
a és b pozitiv szdmra és 0 <o <1 szdmra

oa 1 (1—a)b 1 1
oza+(1—a)bf(a]+ aa+(l—a)b f[b] _”j[oca+(l ~oz)b]
vagyis af*(a) + (1 —o)f*(b) =f*(aa + (1 —a)b).

Az I(p,|p,) irdnyitott divergencia helyett informadcidelméleti kiillonbozEség-
mértékszamként szoktdk haszndlni a  J(u,, p;) = L(pgllpg) + I(uallp,)  szim-
metrikus kifejezést, az an. J-divergencidt is, s6t ez utdbbi mennyiség bevezetése
(az informdcidelmélettSl fliggetieniil) idében meg is eldzte az [I-divergencidat (1.
JEFFREYS [16]). A J-divergencia, éppligy, mint bdrmely &, (u,, ;) +F,(1s, pty)
alaku szimmetrikus mennyiség, szintén tekinthetd f-cltérésnek, az f+f* konvex
fliggvénnyel; azaz pl.

(1.25) J(pty, 13) = jm—l)logu(ﬂuﬂz)-

3 Ez azt jelenti, hogy az f-eltérés a topologiaban megszokott értelemben nem ,,eltérés™, ha-
nem csak tagabb értelemben vett eltérés-mértékszam, épphgy, mint az J/-divergencia is.
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Az F(uy, p1y) €s Ip(uy, uy) mas szimmetrikus fliggvényeit (pl. szorzatdt) is
lehetne a két valosziniiségeloszlds kiilonbozdsége mértékszamdnak tekinteni. A
Sty s 1) = Lyl o) + L (1ol py) o-renddi J-divergencia pl. az J (1o, p2) 5 a(fha, p1)
szorzat monoton fliggvényeként dll els, ahol f,(v) =u” sgn (x —1). Az ilyen tipust
mennyiségekkel azonban disszertdicidmban nem kivdnok részletesebben foglal-
kozni.

Megemlitem még, hogy ha ¢ és n két tetszGleges valosziniiségi valtozd, a
Mgy egylittes eloszlds €s a margindlis eloszldsok p, Xy, szorzatdnak f-eltérése a £ és
n kozotti Osszefliggés mértékszamdnak tekinthets. Az f(u)=uwlogu esetben igy
éppen az I(&, n) kolesdnds informdcio adodik, f(u)=(u—1)? (vagy f(u)=u>—1)
esetén pedig a @2(¢; ) négyzetes kontingencia.

MEGIEGYZES. Az informdcidelméletben mind az entrépia, mind az I-divergencia
elemi informdciomennyiségek kozépértékeként jelenik meg. A legmegszokottabb
a kozonséges linedris kozepelés, de, mint RENYI A. [29] kimutatta, az exponencidlis
kozepelés is fontos informdcidomennyiségekre vezet (a-rendli entropia, ill. I-diver-
gencia). Mds fliggvényekkel vald kozepelésnél az informdcid additiv tulajdonsdga
mdr veszendSbe megy. Mégis, mint AcziL J. és Daroczy Z. [1] dolgozatukban
rdmutattak, valamely 2=(p,,....p,) diszkrét eloszlashoz tartozé informdcio-

mennyiség mérésére bizonyos értelemben az I, = —log p, elemi informdciomennyi-
ségek minden olyan
(1.26) 1(?) =g [2 mg(—logpk)]

kozépértéke megfelel, melyben a g folytonos és szigorian monoton fiiggvény
olyan, hogy

(1.27) Su)=ug(—logu)
szigorian konvex*. Ha az (1.26)-nak megfelel§ /-divergencia jellegii mennyiséget
akarjuk képezni — tetszBleges, de egyszeriiség kedvéért egymdsra nézve abszollit
folytonos eloszldsokra — a —log p; elemi informdcid helyett az /(x)=lo E‘—%?
likelihood-fliggvény { — 1)-szeresét kell a'tlﬂgo nunk és az eredmény (— 1)-szeresét
venniink (v6. [29], 262. o.); ekkor az . definicié és (1. 27) ﬁgyelembevetelevel
a kovetkez§ adddik:
(1.28) L) = —g* | [ g(~log 1x))y (d)] =

I M,(dx)] dx]z— ~U(F (g, 1)

g {/f[#z(dx) 12 (dx) g™ (I 1y s 12))-

g, (u)=e' =¥ sgn (1) esetben (1. 28) éppen (1. 20)-at adja.
Madsfeldl, ha f(u) tetsz8leges folytonos konvex figgvény [0, + e]-ben, amely
a 0 pontban szigoruan konvex és f(0) =0, akkor f(u)/u szigorian monoton névekedd,
g(uy=e"f(e~") pedig szigorian monoton fogyé folytonos fiiggvény és f(u) és g(u)
eleget tesz (1. 27)-nek. Ilyenkor tehdt bizonyos értelemben célszeriibbnek ldtszana

4 Az ilyen altaldnos tipust informaciomértékszam bevezetését az [I] dolgozat szerzdi Hin-
-csinnek és A. Adamnak tulajdonitjak; Hincsin ill. Adam altaluk idézett munkaiban azonban 1lyen
Jel]egu altalanositott informéiciomértékszamokrol nem esik szo0.
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F(1y, uy) helyett az (1.28) mennyiséggel foglalkozni. Valdjaban azonban — a
kovetkez8k szempontjdbdl — az f-eltérés és annak bdrmely szigorGan monoton
novekvé folytonos fliggvénye ekvivalens eltérésmértékszamnak tekinthetd, ezért elég
az egyszeriibben kezelhet§ f-eltérések vizsgdlatdra szoritkozni.

Az f-eltérés (1. 15) és (1. 16) definiciéjanak ekvivalencidja, vagyis az £ (u,, pt;)=
= 4,(u,, ) egyenlOség tetsz8leges f konvex fliggvény esetére is 1ényegében ugyan-
Ugy bizonyithatd, mint az f(u) =ulog u specidlis esetben, csupdn annak figyelembe
vétele jelent némi nehézségtdbbletet, hogy az f(u) konvex fiiggvény 0, ill. + o-beli
viselkedése tébbféle lehet. A kovetkezd bizonyitds, az emlitett okbdl sziikséges
kisebb modositdsokkal, DoBrusiNnak az f(u)=ulogu esetre adott bizonyitdsa
gondolatmenetét kéveti (v6. [10]).

Legyen

Ao = {x: p2(X)=>p;(x) =0}, A. = {x: p,(x) =0},
As = {x: 0<p1(x)<5p2(x)},‘ Ay ={x:p(x) = Mpz(x)?O},

Ay, =ix:1 h = P <hm} k=1,...,n),

P2(%)

(1.29)

ahol 6=h, <h,< ... <h,,, =M a [, M] intervallumnak olyan felosztdsa, hogy
a [, hy ] intervallumok mindegyikében az f(u) fiiggvény ingadozdsa kisebb,
mint &. Ekkor N=(4,, A4,, 4,, 4,, ..., A,, Ay, A.) az X térnek egy véges mér-
hetd felosztdsa.

(1. 29) valamint (1. 8) alapjdn nyilvdnvald, hogy

pi(x) _ lll(Ao)J,
f po [ 229 sy = ity [ 12449,
P1(x) _ ul(Aw)],
(1.30) A/Pz(x)f (%) Adx) = ”Z(A“)f[,uz(A“,) ;
1) _ 1y (4 -
/ e RN e o G

Jegyezziik meg, hogy. 8 -0, ill. M — 4 oo esetén p,(As) —+0 és pu,(A,)—~03,
és igy, kihaszndlva, hogy az f(u) fiiggvény konvexitdsa miatt alkalmas K pozitiv
szdmra

(1.31) f)>—K, uf[-:?]>—1( O=u=1),

az A; és A, halmaz (1. 26) definicidja értelmében alkalmasan védlasztott 6 =0 ¢és

5 Ui.had; 4 0ill. Mt + e, akkor {ds,} ill. {4a;} lres metszettel bir6 monoton cso kkend
halmazsorozat, tehdt pi(A4s)~0, pdAs)~0 (i=1,2).
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M =0 esetén

1y (As)
1z (A45)

Hy (Ap)
1 (Ay)

Az (1. 30) és (1. 32) Osszefiiggések szerint

12 (A)f ]>#2(Aa)'(_K)>"3

(1.32)
2 (Ap)f

]>u1(AM)°(—K)>—8-

(1.33) f pa()f pl(X)] Aldx) = Frraiys 1) — 3e.
P2(x)

X—As-Am

Ha az (1. 33) egyenlotlenseg JObb oldalan ff a(ity > o) helyett Jf(yl, 1)t
irunk, az egyenlotlenseg még inkdbb igaz marad; s6t ekkor a bal oldalon az integrd-
cids tartomdnyt az egész X térnek is vehetjiik, ui. ha §; ill. M; monoton csokkenbleg,
ill. noéveked6leg tart 0-hoz, ill. + eo-hez, akkor az x— A(s — Ay, halmazsorozat
monoton novekedSleg tart X-hez. gy végiil, minthogy a _]Obb oldalon szerepld
¢ >0 tetszGleges volt, nyerjiik, hogy

(1. 34) Ielug, 1) = jf(.uullz)-

Az ellenkez§ irdnyu egyenlStlenség még egyszeriibben igazolhatd. Valdban,
az 1. 2. lemma szerint barmely W=(4,, ..., 4,) véges mérhetd felosztdsra

p ( ) . f1 (4y) -
azaz 6sszegl;:zve
(1.36) Ty, 13) = Irialpy s 1)

Ezzel az Jf(;tl,yz)zjf(ul, u,) egyenltlenséget bebizonyitottuk. Beldthatd
tovdbbd, hogy az imént igazolt

'LI { (A )

(1.37) I1urs 1) = sup 2 o (40f | T
A k=1 Uz (A)

egyenl@ség akkor is érvényben marad, ha a felsG hatdrt az X tér Osszes véges mér-
het8 felosztdsai helyett csak azokra a felbontdsokra vessziik, melyeknek elemei
egy rogzitett, az Z'-algebrdt generdlé & algebrdba tartozé halmazok, mds szdval,
hogy ilyenkor Z,(uy, pty)= 4 (U1, 4z). Valdban, ismét DoBrusiNnak az f(u)=
=ulogu esetre vonatkozdé bizonyitdsit kovetve, legyen W=(A4,, ..., 4,) X-nek
egy rogzitett véges (mérhetd) felosztdsa; ekkor barmely 6 =0 esetén megadhatok
olyan B,, ..., B, diszjunkt halmazok, hogy B, €Z” (k=1, ..., n), tovdbbd®

(1. 38) 1 (Ao B)=nd, p,(A,0B)=nd k=1,..,n)
gs
(1.39) p1(Bysy) = ’_157 H2(Byy 1) = 10 B,y = X— kL_J1 Bn]

$ 40B = (A—B)U(B—A).
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(v6. [10], 54—55. 0.). Az f(u) fiiggvény folytonossiga miatt nyilvdnvald (figyelembe
véve (1.8)-at is), hogy bdrmely adott ¢>0 és M >0 esetén 6>0 megvalaszthat6
olyan kicsire, hogy

B R
valahdnyszor ;tz(Ak)f[%]<+°° és
- 35w

| 38) =+

végil — figyelembe véve (1. 31)-et —

#y (B, 1)] -——¢
AUZ(BIH-I) '

Az (1. 40), (1. 41) és (1. 42) egyenlGtlenségek értelmében

S p(B) | _ 3 w1 (4y)
RS RPNy LI Y L

ha a jobb oldal véges, ill. a bal oldal tetsz8legesen naggyd tehet6, ha a jobb oldal
végtelen. Ezzel a bizonyitast befejeztiik.

Az (1. 10) monotonitasi tulajdonsdgbol nyilvanvaléan kovetkezik, hogy (1. 37)-
ben a felsé hatdr képzésénél az Gsszes Z’-beli halmazokra vald véges felosztdsok
osztdlya helyett szoritkozhatunk ennek barmely olyan részosztdlydra is, amely olyan
tulajdonsdgu, hogy az elSbbi osztdly minden felosztdsdhoz taldlhaté benne egy
finomabb felosztds.

Eredményiinket tétel formdjaban megfogalmazva:

(1.42) Hz(BrH)f[

1. 1. TéETEL. Legyen X' C X tetszbleges olyan algebra, amely az ¥ o-algebrat
generdlja és jelblje R az X tér véges felosztdsainak olyan Gsszességét, hogy minden
R-beli W=(A4,, ..., A,) felosztdsra A, €X' (k=1, ..., n), tordbbd, hogy X-nek minden
Z’-beli halinazokra valé véges felosztdsihoz taldlhaté ndla finomabb R-beli felosztds.
Ekkor

_ 1)1( )] _ [ﬂ—l—(—&l]
(1. 44) Fiys 1z) fpz( )f[ ( ) A(dx) = Sllér,:kZ#Z(Ak)f B2 (Ry)

Ha az & o-algebrdt X részhalmazainak valamely megszdamldlhaté rendszere
generdlja, akkor az R osztdly vdlaszthaté egy alkalmas finomodé felosztdssorozat-
nak és ilyenkor (1.44)-ben sup helyett lim is irhatd. Ez a helyzet pl. akkor, ha
X tetszbleges, a mdsodik megszamldlhatdsdgi axiomédnak eleget tevd topologikus
tér és & a Borel-halmazok g-algebrdja, azaz a nyilt halmazok Gsszessége dltal gene-
ralt o-algebra.
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2.§. Az f-eltérések altal indukalt topologiai struktiira vizsgalata

Minthogy az [I-divergencidt és dltalinosabban az f-eltéréseket a valdsziniiség-
eloszldsok egymadstol vald eltérésének mértékszdmakeént interpretdltuk, természetes
modon felvetddik a kérdés, hogy ezek a mértékszamok milyen topoldgiai struktardt
indukédlnak a valdszinlségeloszlasok terében.

Legyen # az (X, Z) mérhet§ téren értelmezett valdszinliségeloszldsok cgy
halmaza és f(u) tetszdleges, (0, + o)-ben értelmezett folytonos konvex fiiggvény.

2. 1. Definicid. Valamely u,€ # eloszlds f-kornyezetein az

(2. 1) Up(po; &) = {u: Fo(u, po)—f(1)<e, €.}y
alaku eloszlashalmazokat értjiik .

Ha specidlisan f(u) =u log u vagy f(u) =u” sgn (x— 1), akkor (els6, ill. x-rendii)
informdcios kornyezetekrdl beszélink, minthogy ezek a {u: L(ullpo) <e', n€.#}
alakban is felirhatdk.

A 2. 1. definicioval .# Gn. Fréchet-féle (V)-térré vilt (vO. [34]), amely még
azzal a. tulajdonsdggal is rendelkezik, hogy bdrmely pg€.# ,,pont” tetszSleges
véges szdmu kornyezetének kozds része maga is p, kOrnyezete, tovdbbad, ha f(u)
az uy=1 pontban szigoruan konvex, akkor (l.17) értelmében bdrmely pu, €.4
dsszes f-kornyezetének egyetlen k6zds pontja p,. Ezen tdlmendleg az is beldthato,
hogy az f-kornyezetekre teljesiil a Hausdorff-féle T, axioma is, azaz bdarmely két
iy # i, eloszldsnak van egymdst nem metsz6 f-kdrnyezete (1. a 2. 1. tételt).

Ismeretes, hogy (V)-terekben mdr sok topoldgiai jellegii fogalom értelmez-
het8, noha természetesen nem minden (V)-tér topologikus tér (ldtjuk majd, a valo-
sziniiségeloszldsok halmaza sem vidlik minden esetben topologikus térré a kdrnye-
zetek 2. 1. definicidjaval). Igy minden (V)-térben beszélhetiink konvergencidrol;
a 2. 1. definicidnak megfelelSen egy u,, s, ... (€4, k=1,2, ...) eloszldssorozat-
rol azt mondjuk, hogy f~konvergdl a ug, € # valdsziniliségeloszldshoz, jeldlve

(2.2) . Moo (n—>o)

ha minden &>0-hoz megadhatd olyan ny,=mny(¢), hogy n=n, esetén u, € Ui 6),
mas szoval, ha

2.3) lim (s, o) = f(1).

Specidlisan f(u)=ulogu, ill. f(u)=u"sgn (a—1) esetén (els6-, ill. a-rendii)
informdcidkonvergencidrol fogunk beszélni. Nyilvdnvalé ugyanis, hogy f(u)=
=u*sgn (a—1) esetén S (u,, o) ~f(1) ekvivalens azzal, hogy I,(u,liio) 0.

MEGIEGYZESEK. /. A 2. 1. definicio a mértékek sorrendjét tekintve Onkényes;
ez azonban nem jelenti az dltaldnossdg korldtozdsdt, mert a sorrend felcserélése
(1. 23) és (1.24) szerint az f konvex fliggvénynek az f* konvex fuggvénnyel vald
helyettesitésével ekvivalens. Az f~konvergencidt definidlhatndnk ugy is, hogy mind
(2. 3)-at, mind pedig a lim J (o, p,) =f(1) limeszreldciot feltessziik ; az igy adodo

H—oc

konvergenciafogalom azonban kdnnyen ldthatoan az F=f+f* konvex fiiggvénynek
megfelel§ f~konvergencidval ekvivalens, igy pl. az f(u) =u log u esetben a J(uy, py)=
=Fu-1)10z4 (M1, Hz) J-divergencia nulldhoz tartdsdval.
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2. Az f-konvergencia természetesen nemcsak kdzdnséges sorozatokra értelmez-
het8, hanem Moore-Smith féle dltaldnositott sorozatokra, ill. az # tér részhalmazai-
bol dllé rdcsokra (filterbdzisokra) is, és ekkor a konvergenciafogalom mdr egyér-
telmiien meghatdrozza az .4 (V)-tér topoldgiai struktardjat. A tovabbiakban azon--
ban egyszeriiség kedvéért csak sorozatkonvergencidrdl fogunk beszélni.

3. Az informdciokonvergencia fogalmdt ({4] dolgozatomban vezettem be,
ahol még a gyengébb ,,majdnem teljes” informdciékonvergencidval is foglalkoztam.
Az ebben a fejezetben tdrgyalt eredmények a [4] dolgozatomban az a-rendli I-diver-
gencidra (vagyis az f(u) =u*sgn (« — 1), ill. f(u)=ulog u esetre) kapott eredmények
tetszéleges f-eltérésekre vonatkozd megfelelGi. A 2. 1. tétel azonban lényegesen
¢lesebb a [4] dolgozat megfelel§ tételénél; ezt az élesitést az tette lehetdvé, hogy
a [4]-beli lemma helyett most az élesebb 2. 1. lemmadt alkalmazom.

Az (1. 22) Osszefiiggés szerint a varidcios tavolsag értelmében vett konvergen-
cia is az f~konvergencia specidlis esete. A varidcids tdvolsdg 0-hoz tartdsa a merte-
kek egyenletes konvergencidjaval ekvivalens, vagyis-azzal, hogy

2.4 sup {1 (E) = po(E)| =0 (n—~ =),
Ecx

Valéban, ha p; és u, két valosziniiségi mérték (X, Z)-en, akkor barmely Eex’
halmazra p,(E)—pu,(E) = pu,(X—E)—p, (X —F), tehdt

sup (ty (E) — 2 (E)) = sup (i (E) — #, (E)) = sup [y (E) — i (E)|
L Ecx Ecx Ecx
€s igy
(2.5) |y — pa| = sup (uy (E) — 2 (E)) +
Eex

+sup (ﬂz(E)—#l(E)) = 2sup [u (E)— 1, (E)l.
Ecx Eex

Meg fogjuk mutatni, hogy az f~konvergencia — feltéve, hogy az f(u) figgvény"
az u,=1 pontban szigortan konvex — mindig maga utdn vonja a valdszin{iségi
mértékek egyenletes konvergencidjat. Ehhez felhaszndljuk a kovetkez§, 6nmagdban
is érdekesnek ldtszé segédtételt, amely a Jensen-egyenlGtlenségben (1. 1. lemma)
az egyenl3ség kozelit6 fenndllasanak sziikséges feltételére, azaz, szemléletesen szélva,
az egyenl@ség feltételének stabxlltasara vonatkozik . (a jelolések ugyanazok, mint
az 1. 1. lemmdban).

2. 1. LemMA. Ha az f(u) fiiggrény az uy=M¢E pontban szigoruan konvex, akkor

(2.6) M & — ME| =, (Mf(§) —f(MY)).

ahol @ (v) egy (f-t6l fiiggd) alkalmas monoton fiiggvény, melyre hm (p AD)=¢ f(O) 0

és @ (v)=>0, ha v=>0. Ha az uy= M¢ helyen f(u) kétszer dzﬁ"erenc:alhato és f"(ug) =
>a=>0, akkor a 0 elég kis o, sugarii kdrnyezetében ¢ (v)= CVv, ahol a C dllands

valaszthato pl. C= l/z— -nak. Ha uy = ME valamely ry sugartt kérnyezetének (a, , a,)-be
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esd részében mindeniitt f(u)=a =0, akkor vdlaszthaté d, -——% r¢, tehdt ekkor
2.7) MIE—ME = CYd ha MfE)—f(ME) =0 = grg.

Bizonyitds. Feltehetjik, hogy a, <ug—<a,; az f(u) fiiggvény konvex volta
miatt [u—uy|=¢, =0 esetén az (1. 7) egyenlStlenségen tiilmendleg még

(2.8) fw) éf(uo)%‘b(u——uo)-i—? [t — ug)
1

is telyesiil, ahol &, = min {f{uo +¢&,) —flup) —be,, flug—&,) —fluy) + be, }; minthogy
fu) az ug = ME pontban szigortian konvex, &, =0. (1. 7)-b8l és (2. 8)-bdl

@.9) MG = fMO+2 [ g ME P
Lg-mMel=e
és igy Mf(E)—f(ME)=J esetén
2. 10) ME-me = [ je-MelPw)+
j§-M& <z

+ e MePw) = 6+ 25,
16— ME|=e, &2

Ha mdrmost az eddig tetsz8leges ¢, =0 szdmot ¢ fliggvényében Ggy valasztjuk,

hogy 410 esetén mind &,, mind -84 6 monoton csokkendleg nullahoz tartson, akkor
2

(2. 10)-ben ¢, —1—% 6= ;(6)}0; ezzel (2. 6)-ot igazoltuk. Az f"(1y) > a=>0esetben az
2

Q. 11) Slu) + bl =) + 5 (u—o)?

parabola egy elég kis intervallumban biztosan az f(u) fliggvény gérbéje alatt halad,

26
g2. Ezért pl. ¢, = ‘/71_ vilasztdssal (2. 10)-b8

ST

igy elég kis ¢, =0 esetén ¢, =

M|E — ME| < V% V6 adédik (ha & elég kicsi), tehdt (2. 6)-ban valéban ¢ (3) = C¥/3,
ahol

(2.12) C = ]/g

Végiil, ha u, valamely r, sugara kdrnyezetének (a, , a,)-be es§ részében f”(u) =a =0,
akkor a (2.11) parabola az (ug—rg, g +#y)([a,, a;] intervallumban végig az

S(u) gorbéje alatt halad, tehdt az el6bbi meggondolas ¢, =r, 5§% r& esetén biz-

tosan alkalmazhatd. Ezzel a lemmadt teljes egészében bebizonyitottuk.

MTA IIl. Osztdly Kézleményet 17 (1967)



rd
ELOSZLASOK ELTERESENEK INFORMACIO-TIPUSU MERTEKSZAMAL, I. 139

MEGIEGYZESEK. 1. Ha f”(u,) =0 és az u, pontban a magasabbrendii derivdltak
koziil a 2k-adik az els§, amely nem tlinik el, akkor (2. 6)-ban ¢ (v) vdlaszthatd

2k
Cva-nek, ha v elég kicsi. Ennek bizonyitdsa a fentihez teljesen hasonlo. Ha az
f(u) gorbének az uy, =M helyen térése van, mdr ¢,(v)=Cyv is megfelels, ahol
C, az uy-beli jobb és bal oldali derivilt kuldnbségének felével egyenld.
2. Ha f"(u)=a=0 az (a,, a,) intervallumban mindeniitt fenndll, akkor f(u)
goérbéje az egész intervallumban a (2. 11) parabola {616tt halad; ebbdl erre az esetre
a (2. 7)-nél erGsebb

2
(2. 13) D = M|E— ME? = 55
becsiés adddik (i Schwarz-egyenlGtlenség alapjdn (2. 13)-bdl koévetkezik (2. 7),

2
mégpedig C= Vav -val). Az dltaldnos esetben azonban hasonl6 becslés nem adhatd,

s6t D?*E-nek nem is kell léteznie.
3. Konnyen lathaté, hogy ha f”(u,)=0 létezik, az M|¢é — M¢|<CYé (ha &
elég kicsi) becslésben a Y6 nagysdgrend pontos. Valdban, 4=f"(u,) esetén egy

elég kis [uy — &g, ug +&o] intervallumban f(u) =f(up) + b(u —uy) + /—;— (v —ug)?; ezért,

11 26 A
-ha pl. & értéke 2773 valoszintiséggel u, + 1/;—, ahol 6 =" ¢} tetszblegesen kicsi,

2

, 26
akkor Mf(&)—f(ME)=J és ugyanakkor MI[{— ME|= R

4. A (2.7) becslésben a C dllandé (2. 12) értéke dltaldban javithaté. Bar ennek
a tovdbbiak szempontjdbdl nincs jelent8sége, a C pontos értékének meghatdrozdsa
— adott f(u) esetén — semmilyen elvi problémdt sem jelent. Valdban, ha & tet-
sz6leges [a,, a,]-beli értékkészletli, véges ME=u, vdrhatd értékii valodsziniiségi
viltozo, akkor az Q,={w: é(@)=uy), @, ={w: (@) <up}, EX@)=M(E|Q,) ha
w€Q, (=1,2) jeloléssel (feltehetjik, hogy P(2)=0, i=1,2, mert kiilénben
M|E — ME|=0),. nyilvdnvaldan M&*=ME=u,, M|E—uy|= le*—uol végiill a
Jensen-egyenlStlenség (1.1 lemma) szerint  M(f(&)|Q)=f(M(EQ)) (i=1,2),
amibd8l M f(&) = M f(&¥). Ezért a C dlland6 C,;, pontos értékének megdllapitdsdhoz
elegendd az olyan &* valdsziniiségi vdltozokra szoritkozni, melyek csak két kiilén-
bozd értéket vehetnek fel és igy valamely adott f(u) fliggvényhez és u, értékhez tar-
tozd C,;, meghatdrozdsa elemi szélsGértékfeladatra vezet. Pl. az f(u)=ulogu

esetben azt a minimdlis C értéket kell megkeresniink, amelyre még teljesiil a

CVpxlogx—#(l—p)l—l(l’:;;x log u(l’:ﬁx—-uologuo = 2p|x—ugl

egyenlGtlenség (0 =p=1 és Oéxéu?o) vagy x helyére %-t irva,

Uy — 4
(p,y) = ylog 7+ (=) log T o loguy— gz (v —op)? = 0
O=p=1; 0=y=u);
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itt
(9!// _ l - 8”0 i
ap (y_u"p)[_p(l—p) + Cz]’

, — y . oY y , . Oy .
= Z L= Z T =
tehdt ha C= }/2uO , akkor p=7 esetén 5, =0 p>u0 esetén pedig 3 0 és igy

0
mindenképpen Y (p, y) =y (L , y) =0. Ha viszont C < V2u,, akkor elég kis abszoh’xt

értékll e-ra Y ( ! +é, —2—) <0, tehdt az f(u)=wlogu figgvényre C,;,= }/2u0-

Jegyezziik meg, hogy ebben az esetben a (2. 7) egyenlStlenség (ahol C= V2u,) 6-ra
vonatkozé megszoritds nélkill érvényes, de kis 6 értékekre szoritkozva se adhaté
C...n = V2uy-ndl jobb konstans.

A kovetkez8kben a 2. 1. lemma aldbbi vdltozatdra lesz sziikségiink (a jelolések
ugyanazok, mint az 1.2, lemmdban):

2. 2. LEMMA. Ha az f(u) konvex fiiggrény az u, pontban szigortian konvex, akkor
megadhatd olyan ¢ (v) fiiggvény, melyre v{0 esetén @ (v}i0, hogy ha

[ aa(ax)
(2. 14) £ = 1y
S a0
és
2.15) - 8¢ )f{ ;Exg] 3(dx) = fluo) +9,
J B *
akkor
(2.16) J1a—u0p 12 = 0,6 [ o

Speczahsan ha f"(u) létezik és pozitiv: f"(uy) =a =0, akkor elég kis 6 =0 esetén
(2. 14) és a (2. 15) egyenibtlenség fenndllasdabol

2. 17) [ lax)—uo B Aldx) = CV3 [ B(x)Ax)
E E

kdvetkezik, ahol a C dllandé (2. 12) szerint vdlaszthaté. Ha az uy pont valamely ry
. _a .
sugaru kérnyezetében f"(u) = a =0, akkor az elobbi dllitds minden § éf ré esetén igaz.

Bizonyitds. Ha f(x) az E halmazon mindeniitt pozitiv, a 2. 2. lemma éppen
ugy specidlis esete a 2. 1. lemmdnak, mint az 1. 2. lemma az 1. 1. lemmdnak. A bizo-
nyitds az dltaldnos esetben is teljesen analdg a 2. 1. lemma bizonyitdsdval, mint-

ax)
765

hogy a (2. 8) egyenlGtlenség, az (1. 7)-hez hasonldan, u helyére formdlisan -

irva €s P(x)-szel végigszorozva, akkor is érvényben marad, ha B(x)=0.
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2. 1. TéteL. Ha az f konvex fiiggrény az uy=1 pontban szigoriuan konvex,
akkor megadhaté olyan ¢ (v) fiiggvény, melyre v}0 esetén ¢ (v)}0, hogy

(2. 18) o(tes t2) =iy — 2l S @ (I (s, 1) —f(1))-
Ha (1) =>a=0, akkor elég kis & esetén vdlaszthatd q)f(5)=CV§; specidlisan, ha

az ug=1 hely valamely r, sugari kérnyezetében f”(u)=a=0, akkor ez 6= —r}

a
2
esetén biztosan megfeleld, azaz

< a
(2.19)  o(usptz) = iy —pal = CV6 ha  Fp(uy ) —f() =6 = 512

Itt a C dllando pl. (2. 12) szerint vdlaszthato.

[\

Bizonyitds. A tétel éllitdsa kozvetleniil kovetkezik a 2. 2. lemmabol, ha E-nek
az egész X teret vdlasztjuk és a(x), ill. B(x) helyére a u,, ill. p, mérték p,(x), ill.
pa(x) striiségfiiggvényét helyettesitjitk, mikor is uy=1.

KOROLLARIUM.

(2.20) : s —pa| = V21 (i) .
Bizonyitds. Minthogy I(u;flp,)= &g (141, t12) és 1log1=0, (ulogu)’= o

a 2. 1. tétel értelmében |y, — u,| = CVI(1,||p). A 2. 1. lemméhoz fiiz6tt 4. megjegyzés
értelmében itt a C konstans lehet8 legjobb értéke C,;,=V2; a 2. 1. tétel kézvetlen
ro
o 2(1+rg)
esetén |, — ol = V8(1 +ro) VI(u,lu,) figy specidlisan mindenképpen |, —p,|=

=4V 1(pylly)-
MEGIEGYZES. A |pt,— pt,|=CVI(u,|lit,) egyenlbtlenség lény?‘%é;)en PINSZKER-
Hlax

t6l szdarmazik, aki [27] munkdjdban kimutatta, hogy pu, < uz,ﬂm = a(x) esetén
o 2

[ g a0y (@) = [ 1og a(e) (@) + T [ log a(xmy (@) = Fuley) + TV Tarlli),

ahol I' alkalmas abszolut konstans, tovabbd, hogy |p, —p,|=2 f | log a(x)|p,(dx)-
(A bizonyitdst részletesen arra az esetre kozli, amikor p; valamely (&, n) valdszinii-
ségi viltozo pdr egyiittes eloszldsa, p, pedig a margindlis eloszldsok direkt szorzata,
amikor is I(u,|u,) az I(&, n) kolcsonos informdcidt adja, megjegyzi azonban, hogy
az eredmény az altaldnos esetben is igaz.)

. A 2. 1. tétel szerint az ilyen tipusi becslés sokkal dltaldnosabban is érvényes,
s az itt adott bizonyitds az f(u)=u log u specidlis esetre szoritkozva is egyszeriibb
az eredetinél, f6leg ha (2. 20) helyett megelégsziink a gyengébb |u, — p,| = 4V (1 |l 12)
egyenlStlenséggel. Megemlitem még, hogy az utobbi esetre a (2. 20)-ndl gyengébb
|y — pal =2V |l u,) becslés egyszerlien igazolhatd, de ugyancsak az ulogu
figgvény specidlis tulajdonsdgainak felhaszndldsdaval, 1. [32], 33. o. (2. 19)-ben
a Vo nagysdgrend minden esetben pontos (ha /(1) >0 1létezik), mint ez a 2. 1. lemmd-
hoz fiiz6tt 3. megjegyzésbdl kovetkezik.

alkalmazdsdval csak az a gyengébb becslés adddik, hogy [I(ufu,)=
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A 2. 1. tételbdl azonnal kdvetkezik, hogy ha a valdsziniliségi mértékek valamely
u, sorozata (vagy dltaldnosabban egy {u }secp Moore—Smith-sorozata) f~konvergdl
egy o mértékhez, akkor az illetd mértékek egyenletesen is konvergdlnak u4-hoz,
feltéve, hogy az f(u) konvex fiiggvény az u, =1 pontban szigorfian konvex. Ha az

Sf(u) fiiggvényr6l még azt is feltessziik, hogy f(0)= lim f(u) és Of( )— Lim .ﬁ}‘)

u—->+0 U— + oo u
véges, akkor megforditva, az egyenletes konvergencidbdl is kévetkezik az f~konver-
gencia. Pontosabban, igaz a kovetkezd

2.2. TerEL. Ha mind lim f(u), mind lim f( ) véges, akkor
u—+0 H— 4 o
(2.21) Fp(is i) = fM)+CrVelus, o),

ahol C, csak uz f fiigguvénytdl fiiggd dllando.

Bizonyitds. A feltételbdl kovetkezik, hogy a (0, 1) intervallumban mind f(0),
mind uf(1/u) korldtos, tehat alkalmas K, és K, dllanddval

x \ .
(2.22) |f(w)—f ()| <K, %J—f(l)‘<1<2 O<u=1)

Legyen e <1 tetszbleges pozitiv szam és vezessiik be a
E! = {x: (1—&)p(x) = p,(x); p,(x)>0}
E} = {x: (1-¢)p2(x) = p1 ()},
1

— v_ N __<P1(x)<A_
E,. =X (E;UEZZ)_{X.I £ 2,0 1_8}

(2.23)

jelolést. Ekkor x€ £, esetén

. Pi(x) ’<
(2.24) f[ (Y)Jhﬂl)ﬂ =K, ¢,
ahol
1
: f[w—] —f()
K, = max 'f(l)—];(l —E)!, 1—18

—1

l—¢

és ¢ csokkentésével K, is csokken (kihaszndlva f(u) konvexitdsdt). Jegyezziik meg
tovdbbd, hogy (2. 22) és (2. 23) értelmében

| (7 (X)] P2 () _
[p:(x) —f(1) pz( )Px( xX)Adx) = Ky p, (E)D),

2.25

N
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és hogy (2 23) szerint
220 oG, u) = [Ip®)—p MA@ = (B (=12

E;

A (2.24), (2. 25) és (2. 26) egyenlStlenségbdl végiil azt kapjuk, hogy

2.27) Ity ) —f(1) = f |f[”;§‘§]—f(1)

f+[+f<K g+ ‘+ 2 0(us o).

p2(X)A(dx) =

Innen, pl. az 8:5 Vo(u,, py) valasztissal éppen (2.21) adédik, figyelembe

2
véve, hogy ekkor s_S_VT és igy (2. 27)-ben KEéKVT'
2
A 2. 2. tétel feltételei mellett tehdt — feltéve, hogy f(u) az uy=1 pontban szi-
gortan konvex — az f-kornyezetek (metrizalhatd) topologikus teret definidlnak,
ugyanis az f-kornyezetek rendszere ekvivalens a ¢ metrika szerinti kérnyezetek rend-
szerével (tehdt az f-konvergencia a mértékek egyenletes konvergencidjival). Ha

S

azonban f(0) = + oo vagy lim*— e = + oo, akkor ez az ekvivalencia dltaldban mar

U-—reco

nem teljesiil, s6t, ekkor az eloszldsok .# halmazdn az f-kornyezetekkel definidit
(V)-tér altaldaban nem is topologikus tér, még akkor sem, ha az X alaptér megszam-
ldlhaté és #-nek az Osszes olyan eloszldsok halmazdt vessziik, melyeknél X min-
den pontja pozitiv mértékii.

Ha .#-ben az f-kérnyezetek topoldgidt definidindnak, akkor minden /JOE M
esetén teljesiilnie kellene a kdvetkez8 (T') tulajdonsdgnak:

(T) minden Ug(py; &) kdrnyezethez taldlhaté olyan Uf(uo, &’) kornyezet hogy
minden p€U(no;¢') eloszlasnak van olyan U(u; €”) kdrnyezete, hogy

Up(u; ) Up(pos &)
2. 3. TéreL. Ha M valamely megszdmldlhatéan végtelen X halmazon értelmezett
dsszes olyan valosziniiségi mértékek halmazat jelenti, melyeknél minden x€ X pont

pozitiv mértékii és az f(u) konvex fiiggvényre vagy f(0) = + « vagy lim S (z 1) = + oo,

akkor a (T) tulajdonsdg egyetlen p, € # eloszldsra sem teljesiil.

Bizonyitds. Az X megszamldlhaté halmazon minden valosziniiségeloszlas egy
P =(p,, P2, ...) szamsorozattal adhaté meg, ahol p, az {x;} (x;€X) egy pontbol

a1l halmaz mértékét jelenti (p,=0,i=1,2,. Z’ p;=1). Specidlisan az ./Z-beli

eloszldsokat az jellemzi, hogy mindegyik p,>0. A .@ (p1s P2, ) 0=(q,,92,...)
eloszldsok f-eltérésére az 1. 1. definiciébdl a kovetkezd adddik:

(2.28) I(P,0) = < CIf[q ]

MTA III. Osztdly Koézleményei 17 (1967)
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A tétel dllitdsdndl tobbet is fogunk bizonyitani, nevezetesen azt, hogy ha az f(u)
konvex fiiggvényre f(0)= lim f(u) = + o vagy lim f—%—‘)
u—++0 U+ oo
teljesiil, akkor az X-en értelmezett bdrmely 2 =(p,, p,,...)€.# ecloszldshoz és
&>0-hoz taldlhaté olyan Q¢ .# eloszlds, hogy .£,(Q, Z)<f(1)+e¢, tovdbbd ehhez
és barmely &’ > 0-hoz (¢’ fiigghet Q-t6l is) olyan £ € # eloszlds, hogy £ (R, Q) <f(1)+

= + o= (vagy mindkett&)

+¢&’,de (R, P) = +o. Valéban, ha 3 §, tetsz8leges pozitiv tagh konvergens
k=1
sor, melyre

(2.29) > b f{ﬂ] <+ oo,
k=1 Pr
tovdbbd > 7. olyan pozitiv tagiu konvergens sor, hogy
k=1
< . A7 < 7

(2.30) 2 Gif [T"]<+°°, Zpkf[—"] = +oo,

k=1 9x k=1 P
akkor a O = (q,, q,, ...)€ # eloszldst a
2 3] ¢pr, ha k<N l_k;;.é"
( . ) qr = ék ha k=N c= N§'1

k:l *

egyenlGséggel definidlva, elég nagy N esetén

oo N—-1 co -
2.32) S0, =2, pkf[?i] =f[]] > pt Z'pkf["*] <f()+e
k=1 Pr C k=1 k=N Pr

adédik (kihaszndlva (2. 29)-et és azt, hogy N — oo esetén ¢ — 1), és hasonldképpen az

{c'qk, ha k<N l_k_z,fk
rp =

2.33) ., ha k=N TNt

Osszefiiggéssel definidlt Z=(r,, r,, ...) € 4 eloszldsra elég nagy N’ >N esetén

(2.34) I (R, Q) <f) +¢,
ugyanakkor azonban
> ; - ;
2.35) > pkf[i] = Zpkf[i] =+,
k=N Pr k=N Pr

tehdt (R, P) = + oo.
Igy tehdt mdr csak azt kell igazolni, hogy mind az f(0) = 4+, mind a
lim UQ =+ oo esetben léteznek a (2.29) és (2. 30) feltételt kielégit§ > g, €s > #.
k=1 k=1

yoen U
konvergens sorok.
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Ha f(0) = + =, akkor vadlasszuk meg az o, ~ + o szdmsorozatot ugy, hogy
Zcxkpk még konvergens legyen é&s legyen g, =p,f~*(x) (ahol f~(a) az f(u)=«
egyenletnek eleget tevl u ertekek legklsebblket jeloli; ha ilyen érték nincs, akkor

legyen pl. f~!'(«)=1). Ekkor * —»0 tehdt Z’qk konvergens és (2.29) teljesiil.
P

Ezutan legyen f, - + o olyan szdmsorozat, melyre 2 Bid, konvergens, de Z'kak
k=1 k=1

~

divergens; 9 .0 miatt ilyen sorozat biztosan létezik. Ha mdrmost 7, = 4./~ '(By)

(ahol f-1 ertelmezese ugyanaz, mint fentebb), akkor (2.30) is teljesiil, figyelembe
véve, hogy ——»0 miatt elég nagy k-ra f( ] f(}r) = fy.
k
f(u)

—u~— = + o= esetben a kovetkezd lemmdbdl indulunk ki.

u—oo

2.3. LEMMA. Ha ¥ a, tetszéleges pozitiv tagii konvergens sor és yr(u) tetszole-
k=1
ges, u=>0 esetén értelmezett pozitiv értékii fiiggvény, melyre im Y (u) = + o, akkor
H—co

létezik olyan b, —~ + « szdmsorozat, hogy

oo

(2.36) Sab<te: Zabyb) =+

A lemma bizonyitdsa. Legyen Y (u) olyan monoton névekedbleg végtelenhez
tarté folytonos fiiggvény, melyre O <y, () =y (1) (0 <u< + =); ilyen y, nyilvin
Iétezik. Tekintsilk a természetes szdmok olyan gyorsan novekvd n, sorozata't,

oo 1 o
hogy a > a,=-— - Osszefliggéssel definidlt ¢, pozitiv szdimokra <<+ 00
& i@ ’ 2 e
legyen. Ekkor a b,= > ¢, monoton névekeddleg végtelenhez tarté sorozat meg-
m=k

felel a (2. 36) kovetelmenyeknek ugyanis ¢; értelmezése szerint

43
II
"MB

b
1]

és
Zakw(bo = Zc,w (e 2 @ =21=

itt felhasznaituk, hogy W (1) =, (u) és ¥, (v) monoton volta miatt by (b,) = b (b)) =
= ZZ' e (e

Alkalmazzuk most a 2.3. lemmdt a > p, sorra (vagyis ¢,=p), a Y(u)=
=f-1 (f _%(17)—) vdlasztdssal; itt, az el6z8 esettdl eltér8leg, f~!(u)-n a legnagyobb

olyan v értéket értjiik, melyre f(v) =u (ha ilyen v nincs, akkor legyen pl. f~'(u)=1.)
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fw) _

A lemma feltételei teljesiilnek, mert a lim”>~ + oo feltéte] értelmében
Jim W) = + oo )

oo

Tekintsiik a lemma szerinti 5, szdmokat és legyen

b
2.37 i = puf bW B = Gi —1[»”"—]:” by).
( ) G = oS (b1) w = Gt 1By Gt (by)
Ekkor f (%]:bk, (ha k elég nagy), tehdt (2. 36) els§ fele éppen (2. 29)-et adja.
k
Tovdbbd (2. 37) masodik felébsl f(rf") =—_—?—"— f:bk&‘ és igy (2. 36) elsé fele
G f1(b) 9k

a (2. 30) elsé felét is szolgaltatja. Végiil az f(u) konvex volta és lim f(u) = + o miatt

u—oco

Sf(u) gorbéje elég nagy u, esetén biztosan az origdt az (ue, f(u,)) ponttal dsszekots

egyenes folott halad, ha u=u,; ezt uozﬂ-ra és u="* ra alkalmazva, (2. 37)

Dx Px
felhaszndlasdval '
f["-]
2.38) [i]>‘_f’k.v.i= -[ﬂ]fgzb b
( f e A / ) G W (Bi)
y43

(ha k elég nagy), tehdt (2. 30) mdsodik fele is kovetkezik (2. 36) mdsodik felébsl.
Ezzel a 2. 3. tétel bizonyitdsdt befejeztiik.
S
u

A 2. 3. tétel természetesen azt is jelenti, hogy az f(0)+ lim~

u-»oco

= 4 o eset-

ben az fkonvergencia (dltaldnos értelemben, azaz Moore—Smith-sorozatokra,
ill. rdcsokra értve) nem tekinthet§ topologikus térbeli konvergenciafogalomnak,
illetéleg, hogy az eloszldssorozatok konvergencidja nem szdrmaztathaté az elsd
megszamldlhatésdgi axidmdnak eleget tevd topologidbol. Nyitva maraddé kérdés,
hogy megadhatd-e egydltalin .#-ben olyan topoldgia, amelyben az eloszldssoroza-
tok konvergencidja ekvivalens az f-konvergencidval.

Lattuk, hogy f(0)+ lim lz(l_lf): 4+ esetén abbol, hogy u, egyenletesen (mds
szoval a ¢ varidcids tdvolsdg szerint) tart p-hdz, még nem koévetkezik a p,—>pu
Jf-konvergencia. Ha azonban azt az erésebb kikotést tessziik, hogy még (u,(A4) — p(A))/
H(p(A) +p(4)) is A-ban egyenletesen nulldhoz tart (4 €%, p,(4)+ p(4)>0), ami
#,(dx)
u(dx)
egyenletesen tart 1-hez [u], akkor u,,—f> ¢ mdr biztosan teljesiil. Ez egyszeriien abbdl
kovetkezik, hogy u, < u, vrai sup |p,(x) — 1| <6 esetén nyilvdnvaléan (2 =p vélasz-
tdssal)

(2. 39) It 1) = [ AP0 =£(1) +e,
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ahol”
e=max | f(u)—f(1)] -0, ha 6-0.

Madsképpen megfogalmazva, ha a valdsziniiségeloszldsok terében bevezetjiik

pl. a
, . (d
(2.40) 0 (g, ) = logmax(q(uy, i2), gz, 11)); g (s, 1) = vrai Sup—“—(i)

;)

metrikdt, mely szerint az (X, &)-en értelmezett Gsszes, valamely rogzitett p, mérték-
kel ekvivalens u eloszldsok teljes metrikus teret alkotnak (ha eltekintiink attél,
hogy o’(it;, i) értéke + oo is lehet), akkor a g, % u konvergencidbdl mindig kovet-
kezik a u, L u f-konvergencia. Ugyanakkor azonban a 2. 2. és 2. 3. tételbsl nyilvdn-
vald (és kozvetleniil is kénnyen igazolhatd), hogy az f~konvergencidbdl semmilyen
f esetén sem kovetkezik a ¢’-konvergencia®, feltéve, hogy a vizsgdlt eloszldshalmaz
elég tdg.

Eredményeinket az informdciokonvergencia esetére alkalmazva megdllapit-
1(A) — u(4)
Ua(A) + p(A)
sen 0-hoz valo tartdsdbol) mindig kovetkezik az informdciokonvergencia, de meg-
forditva nem. Az a-rendil informdcidkonvergencia O<u <1 esetén ekvivalens a
mértékek varidcids tdvolsdg szerinti (vagyis egyenletes) konvergencidjdval, a=1
esetén azonban, bdr az informdcidkonvergencia maga utdn vonja a mértékek
egyenletes konvergencidjdt, a megforditds mdr nem érvényes. Ebbsl a szempontbdl
tehdt az e-rendii informacio 0 <a < 1 esetén kedvez6bben viselkedik, mint a k6zon-
séges (els6rend(i) informdcio. Szemléletesen szdlva ennek az az oka, hogy 0 <a <1
esetén az a-rendli informdcio a kis valosziniiségekre nem érzékeny, a=1 esetén
azonban igen; ez a tulajdonsdg, amely abban is megnyilvdanul, hogy a=1 esetén
L(uillpy) végtelenné vélik, ha u, & pu,, O<a<1 esetén viszont nem, ismét ald-
tamasztja RéENYr Alfrédnak [30] azt a megdllapitdsdt, hogy a kiloénb6z8 o-rendi
informdcidomennyiségek kozotti vdlasztds lehetGsége sokszor elényds lehet és nem
biztos, hogy mindig az elsGrendli informdcid haszndlata a legcélszerlibb. Ezt a
megdllapitdst kiegészithetjiilk azzal, hogy az f-eltérések a vélasztékot még inkdbb
bdvitik (bar ezek mdr nem rendelkeznek az informdcié additiv tulajdonsdgaval),
ami egyes esetekben szintén hasznosnak bizonyulhat.

Az f-eltérésekkel kapcsolatban felvethet§ az a kérdés is, hogy taldlhato-e
olyan ¢(t) szigorian monoton ndvekeds folytonos fiiggvény, hogy o(S,(y,, ©2))
kvdzitdvolsdg legyen .#-ben, azaz eleget tegyen a hdromszbgegyenlbtlenségnek.
A 2. 3. tétel értelmében ilyen ¢ fliggvény létezése csak akkor vdrhato, ha f(0) < + oo,

limﬂbi< + oo, igy példdul az I(u,|lp,) I-divergencidnak, illetSleg a J(u,, u,)

oo U

J-divergencianak semmilyen szigorian monoton folytonos filiggvénye sem lehet
kvdzitdvolsdg, ill. tdvolsdg (s6t joval dltaldnosabb tipusd fliggvényei sem, vO. [5]).

hatjuk, hogy a ¢” metrika szerinti konvergencidbdl (vagyis egyenlete-

7 Ha f7(1) létezik és f"(1)<A, akkor (2. 39)-ben ¢ valaszthatd % Ad2-nck is, ha o elég kicsi;
A ,
kihasznilva, hogy ekkor f(1)=f(1)+b(u— l)+? (u—1)2, ha lu—1|=4.

3 KuLLBACK [21] konyvében a 71. oldalon levd 2.1 lemma madsodik allitdsa téves.
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—~—

Az f(u) = —u* (O<a<1) esetre vonatkozdlag megemlitem azt a lényegében
CzipszER  Jdnostél szdrmazé eredményt, hogy ilyenkor a o ()= +1)*
(" =min («, 1 —a)) fiiggvény megfelels, vagyis a

Ao ) = [1= [ i @pE () 2@

(0<a<1; a’=min (a, (2, 1 —o)) mennyiség eleget tesz a hdromszdgegyenlStlen-
ségnek, azaz kvdzitdvolsdg .#-ben. Specidlisan a=1% esetén Ay(u,, u;) nem mds,
mint a Bhattacharyya-féle tdvolsdg. Ezzel a kérdéskérrel FiscHER Jdnossal k6zds [9]
dolgozatunkban foglalkoztunk.
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