FOLYTONOSSAGI STRUKTURAK SZINTOPOGEN
JELLEMZESE, 1.*

frta: GACSALYI SANDOR

TARTALOM

BeVEZBtES . oot i e e e e s

1. fejezet e e e e e
. § E- lekepezesek és féltopogén rendezések . ..... ... ... .. i

2 §. Néhany eredmény féltopogén rendezésekre vonatkozdlag ......................

T, £RJZEL oo e et e L
3.§. Szomszédsagi fuggvények és szimmetrikus topogén struktarak ............ ... ...

4. §. Egy kompatibilitasi fogalom. Szomszédsagi fliggvény inverze ....................

0 O U1 1< S G AP

5.§. Ferde szomszedsagl fliggvények és szomszédsagi fuggvények ....................
6.§. Ferde szomszédsagi {liggvényekre vonatkozd néhany tovabbi eredmény ...........
7.§. Ferde szomszédsagi fuggvények és topogén strukturdk .......................
8. §. Ferde szomszédsagi relaciok. Egy ellenpélda ................... . ... ... . ...
BV fezet L s

9.§. Definiciok. Folimitaciok és perfekt topogén rendezések ........................
10. §. Altalanos limitaciok és rendezésszirOk . ...... ... i
11.§. A t-ckvivalencia és a r-maximalitds kozvetlen jellemzése. Kiegészitések .........
B2 =) > S

12. §. Pszeudo-topolodgidk és limitaciok kapesolatdra vonatkozé legegyszeriibb eredmények
13. §. Pszeudo-topoldgidk szintopogén jellemzése: Elokészités ........................
14. §. Pszeudo-topoldgidk szintopogén jellemzése: A féeredmény .....................

Irodalom ..o e e e e
Jegyzetek ....... ... ... ..., e e e e e e

Bevezetés

,,Grundlagen der allgemeinen Topologie™ cimii miivében [3] CSASZAR AKOs egysé-
ges tdrgyaldsdt adta a topologikus tér, az uniform tér és a szomszédsagi tér fogalmanak.
Ez az egységes tdrgyalds, illetve a topologikus tér fogalmdnak messzemend dltald-
nositdsa a tér folytonossdgi strukturdjanak rendezési relaciok révén toérténd meg-
addsdval, a szintopogén struktura fogalmdnak bevezetésével vdlt lehetségesse.

Az utébbi évek sordn az irodalomban vizsgdlatot nyertek a topologikus tér,
az uniform tér és a szomszédsagi tér fogalmdn kiviil mds folytonossdgi struktira-
féleségek is:

E-leképezések [8], szomszédsdgi fliggvények [1], limitdcidk [4], [11], és vala-
mennyiliknél kordbban pszeudo-topoldgidk és prae-topoldgidk {2].

* Jelen kdzlemény a dolgozat teljes tartalom- és irodalomjegyzékét, valamint 1., 1L, HI,
fejezetét tartalmazza.
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A jelen értekezés célja mdrmost az, hogy mindezeket a [3] monogrifia 7. feje-
zetében foglalt alapvetd vizsgdlatok szellemében jellemezze, féltopogén és topogén
rendezések, illetve ilyenekbdl alkotott megfelel§ struktardk segitségével.

Az értekezés 6t fejezetbdl dll. AzelsG fejezet targya az HAcQUE-féle ,, E-leképezés™
és a féltopogén rendezés fogalmdnak ekvivalencidja, valamint néhdny féltopogén
rendezésre vonatkozd Osszefiiggés. — A mdsodik fejezetben tdrgyaljuk a ,,szom-
szédsagi fiiggvény” BANASCHEWSKItS] és MARANDA1G] szdrmazé fogalmédnak a szim-
metrikus topogén struktira fogalmdval valo ekvivalencidjdt, és alternativ bizonyi-
tdsdt adjuk BANASCHEWSKI és MARANDA szomszédsagi fuggvények inverzére vonat-
kozo tételének. — A harmadik fejezet a szomszédsdgi fiiggvény fogalmdnak egy
,ferde” (aszimmetrikus) dltalanositdsdval foglalkozik.

A negyedik fejezet célja a ,,limitdcié” KOWALSKYtSl és FiSCHERtS] szarmazé
fogalmanak jellemzése topogén rendezésck segitségével., Itt legelGszor a limitdcio
fogalmdnak egy fontos specidlis esetével foglalkozunk, és megmutatjuk, hogy az
tn. | f6limitdcié” fogalma ekvivalens a perfekt topogén rendezés fogalmdval.
Az altaldnos esetben a limitdcid fogalmanak szintopogén jellemzése a perfekt topogén
rendezésekbdl alkotott sziir6 fogalmdval lehetséges. Hogy e rendezés-szilirGk és a
limitdcidk kozétt kolesondsen egyértelmii megfelelés adodjék, a szilirGkre nézve
egy maximalitdsi feltételt kell kironunk. E maximalitdsi feltételt (r-maximalitds)
utdbb kozvetleniil, a limitaciok €s rendezés-sziir6k koz6tti megfeleléstdl fiiggetle-
nil is jellemezziik.

Az értekezés utolso, 6todik fejezetében a torténetileg leghamarabb felmeriiit
limesztér-fogalmat, G. CHOQUET pszeudo-topolodgia fogalmat vizsgdljuk. Mindenek-
el6tt megmutatjuk, hogy a pszeudo-topoldgidk specidlis limitdcidk, majd pedig
sziikséges és elegends feltételt adunk meg arra nézve, hogy egy limitdcid (illetve
a neki megfelelS -t-maximdlis rendezés-sziir8) pszeudo-topoldgia legyen. Ezekben
a rendezés-sz{irGkben természetes mdédon ki tudunk tiintetni maximdlis rendezéseket,
és az emlitett sziikséges és elegendd feltétel egy maximalis rendezésekre vonatkozo
,,metszet-zartsdgi” koévetelmény formdjiban adodik.

Mindezen vizsgalatok a modern dltalinos topoldgia nézGpontjainak egységesité-
sét, valamint a szintopogén modszerek alkalmazdsi korének kiterjesztését szolgaljdk.

1. fejezet

1. §. Féltopogén rendezések és E-leképezések

A féltopogén rendezés fogalma alapvet§ szerepet jitszik a [3] monografiiban
kifejtett dltaldnos topoldgiai elméletben. Lényegében véve az egész elmélet kiilon-
b6z6 specidlis tulajdonsdgokkal felruhdzott féltopogén rendezésekkel, illetve ilyen
rendezésekbdl alkotott halmazokkal foglalkozik: a féltopogén rendezések mintegy
az elmélet elemi épitSkoveit alkotjak.

Ertekezésiink jelen elsé fejezetének mdrmost az a célja, hogy a féltopogén
rendezéseknek a [3] monogrdfia mdsodik fejezetében kifejtett elméletéhez néhdny
kiegészitést nyujtson. EvégbGl legelGszor is definidljuk a féltopogén rendezés
fogalmat, majd az Un. E-leképezés MicHEL HACQUE francia matematikustdl [10]
szarmazé fogalma segitségével a féitopogén rendezéseknek egy ekvivalens jellem-
zését adjuk.
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1. DeriNicid. Az E halmazon értelmezett féitopogén rendezésnek neveziink
egy az E halmaz Osszes részhalmazainak P(E) halmazdn definidlt = reldciot,
ha az eleget tesz a kévetkezd feltételeknek:

(on <@g, E<E,;
(02) A<B = AC B,
(03) A:C__A'<B"EB=>A<B.|1

Egy E halmazon értelmezett Osszes féltopogén rendezések halmaza parcidlisan
rendezetté tehetd a kovetkez8 megallapodads révén:

< & <, akkor és csak akkor, ha 4 <B = A<, B tetszfleges 4, BC E részhal-
mazok esetén.

Az gy definidlt ,,&” reldcié természetesen nem mds, mint az, amelyet a fél-
topogén rendezések halmazdn a W(E) X B (E) szorzathalmaz tartalmazdsi reldcidja
indukal.

E természetes parcidlis rendezés alapulvétele mellett egy E tér 3sszes féltopogén
rendezéseinek halmaza teljes hdlt alkot. E hdld =, egységeleme, illetve <,
zéruseleme az

A=<,B<« ACB,
illetve az
A<yBe (A= ¢és/vagy B=EFE)

feltétel révén jellemezhetd, tetsz8leges uniok és metszetek viszont a megfelelS reld-
cioknak, mint B(E) X B(E) részhalmazainak unidja, illetve metszete révén vannak
adva.

Mindezen éllitdsok helyessége kénnyen beldthat6é akdr kozvetleniil, akdr pedig
a féltopogén rendezések és E-leképezések koz6tti most tdrgyalandd megfelelés révén.

2. DeriNic1O. Tetsz8leges E halmaz esetén E-leképezésnek neveziink egy
0: B(E) = B[B(E)] leképezést?, ha teljesiilnek rd a kovetkezd feltételek:

(EO) e )= ¢& Y2Xco(A)=Yeo(4);
(ED e(D)=P(E);

(E2) Xeo(A) = ASX;

(E3) AS B = o4)20(B). |

Az Osszes E-leképezések halmaza parcidlisan rendezett halmazza vdlik a

0150, & 01(X)E0,(X) (XS E)
megallapodds révén.

t A | jel a szokasos modon a bizonyitdsok, illetve a bizonyitasra nem szoruld allitasok vagy
definiciok végét jelenti. — A definicidkban szerepld feltételeknél. amennyiben azok az irodalomban
mar eléfordultak, megtartjuk az eredeti eldfordulasi helyen hasznalt szamozast, illetve jeldlést.

2 Tehat a g leképezés a tér minden egyes részhalmazahoz hozzarendeli a tér részhalmazainak
egy osztalyat.
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E parcidlis rendezés alapulvétele mellett az Gsszes E-leképezések halmaza teljes
hdlét alkot. E hdlo g,, egységeleme, illetve g,, zéruseleme a

om(X)={Y|XS Y} (XSE),
illetve a
en(@)=PB(E), en(X)={E}, ha X=0©
feltétel révén jellemezhetd, tetszSleges unidk és metszetek viszont az
(Ue)(X)=UpgyX), illetvea (Ng)(X)=Ngy(X)

formuldval adhaték meg. (K6nnyil beldtni, hogy gy és ¢,,, valamint a g, E-leképezé-
sekkel egyiitt U g, és Mg, is E-leképezések.) -

A féltopogén rendezéseknek és az E-leképezéseknek eddig felsorolt tulajdon-

sdgai kozott nyilvdnvalé a szoros analdgia. Valdjdban a két fogalomalkotds ekvi-
valens egymadssal. Ervényes ugyanis a kovetkezd

1. TéteL. (1) Ha a < reldcio féltopogén rendezés az E halmazon, akkor a
0 (A)={X|4<X}
megdllapodds egy E-leképezést definidl.
(2) Ha 9 egy E-leképezés, akkor az
A<,B < Beg(A)

megdllapodds féltopogén rendezést definial E-n.

B) < —o. éso— <,kolcsondsen egyértelmii, egymdsra nézve inverz leképezései
az E tér dsszes féltopogén rendezései osztdlydnak az édsszes E-leképezések osztdlydra
és viszont. E leképezések rendezéstartok.

’

Bizonyitds.> Kozvetleniil beldthaté, hogy a fentiekben definidlt ¢ valdban
E-leképezés, <, pedig féltopogén rendezés E-n.

Ugyancsak konnyen beldthato a definiciok alapjdn, hogy ha < = <,, akkor
0. =g vagyis, hogy .., =0, illetve az, hogy ha ¢=p¢., akkor <,=p, azaz
<(e.)= <- A rendezéstartds is vildgos. ||

A most bizonyitott tétel alapjan minden féltopogén rendezésekre vonatkozo
eredménynek természetes modon megfelel egy E-leképezésekre vonatkozo eredmény
és viszont. Az dltaldnossdg csorbitdsa nélkiil szoritkozhatunk tehdt a két fogalom-
alkotds koziil az egyikre; a féltopogén rendezéseket vdlasztjuk és ezekre nézve bizo-
nyitunk be a kovetkez$ paragrafusban néhdny eredményt.

2.§. Néhany eredmény féltopogén rendezésekre vonatkozolag

A reldciok jol ismert szorzatfogalmdt specializdlva definidlhatjuk féltopogén
rendezések szorzatat:

3. DeriNicid. Egy E halmazon értelmezett két féltopogén rendezés, <, és
< ,, szorzatin a kévetkezGképpen értelmezett <, <, reldciot értjiik:

A<,;=<,Bo A< X<,B valamely XC E-re.
3 V0. a 7. tétel bizonyitasat.
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Konnyil beldtni, hogy <<z, valéban féltopogén rendezés, vagyis teljesiti
az (O1), (02) és (03) feltételeket.
Az (03) feltétel révén azonnal adddik az egyszer(

2. TETEL. Adott E halmazon értelmezett tetszileges <, és <, féltopogén
rendezések esetén <, <,SC <, és <,=<,S <,. Specidlisan <2< < bdrmely
< féltopogén rendezésre. A <2= < egyenloség akkor és csak akkor teljesitl,
ha A< B-bél kivetkezik olyan C halmaz létezése, hogy A<C<B. |}

4. DeriNicio. Egy E halmaz részhalmazaibdl alkotott halmazrendszeren az
FE halmaz részhalmazainak tetsz6leges olyan osztdlydt értjiik, amely tartalmazza
az iires halmazt és E-t. |}

Mint ismeretes (v. 6. [3], 2. fejezet), minden ¢ halmazrendszer generdl egy
féltopogén rendezést:
A<B o AS SC B valamely S€o-ra.

Madsrészt tudjuk, hogy nem minden féltopogén rendezés generdlhaté halmaz-
rendszerrel (v6. [3], (2. 3)).

Arra nézve, hogy egy féltopogén rendezés halmazrendszerrel legyen generdl-
hato, sziikséges és elegendd feltételt ad a kovetkezd

3. TeéreL. (1) Egy E halmazon adott tetszdleges < féltopogén rendezés esetén
= {55 =S5}

halmazrendszer, és ez a halmazrendszer egy olyan <, féltopogén rendezést generdl,
amelyre teljesiil << <.

(2) A < féltopogén rendezés akkor és csak akkor genmerdlhato egy o halmaz-
rendszerrel, ha <, = < ¢és ekkor c=o0_

Bizonyitds. (1) @ €o_ és E€a_ az (Ol) feltétel szerint. Tovdbbd 4 <, B, vagyis
AE S< B ahol S< §, (03) szerint maga utdn vonja, hogy A< B.

(2) Ha egy < féltopogén rendezést egy o halmazrendszer generdl, akkor
€z a o egyértelmiien meg van hatdrozva*: ¢={S|S<S}=0_, és igy <= <,.

Forditva, ha < =+, akkor a < reldciét a o rendszer generdlja. |J

4. TETEL. Ha egy < feltopogen rendezést egy halmazrendszer general akkor
ez a < reldtio idempotens: <= = <

Bizonyitdas. Azt midr tudjuk, hogy <?= <.< < <. Mdsrészt A< B, vagyis
AS SS B (S€o) alapjdn nyilvdn kévetkezik A< S < B, vagyis A <2B.

A féltopogén rendezésekre kirdtt kiilonféle feltételek kozott fontos szerepet
Jatszik a perfektségnek nevezett additivitdsi tulajdonsdg.

Egy < féltopogén rendezést perfektnek neveziink, ha teljesiti a kovetkezd
feltételt :

(P) A;i<B; (ie)=U A, < B:.

iel ierl
(V6. {3], 4. fejezet.)
A perfekt féltopogén rendezéseket a kovetkez8képpen jellemezhetjiik:

4 V6. 3}, (2. 1.
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5. TErEL. Ahhoz, hogy egy E halmazon értelmezett < féltopogén rendezés
perfekt legyen, az aldbbi két feltétel mindegyike sziikséges és elegends:
: a) Tetszbleges X, YS E részhalmazok esetén X <Y maga utdn vonja olyan
legbbvebb X-et tartalmazé X, részhalmaz létezését, amelyre Xy<Y még teljesiil.
b) Tetszdleges YC E halmazhoz van olyan M halmaz, hogy M <Y és minden
X <Y tulajdonsdgi X halmazra XS M.

Bizonyitds. Az a) feltétel sziikséges: Valoban, X' < Y esetén legyen
N={4| XS A& A< Y}

Nyilvan X e és U {4|4 €N} lesz a kivant X),.
Az a) feltétel elegend8: Ha A, < B; (i¢l), akkor az (03) feltétel révén adddik

N{4liel}< U{Bjiel}.

Legyen most X, az a legb8vebb N {A4,|i€l}-t tartalmazé halmaz, amelyre még
teljesiil
Xy <O {Blict}.

X,, legnagyobb volta és 4;< U {B,|i€ I} alapjdn 4,S X, (i€1), és igy
UA S Xu< UB =>UA; < UB.

iel icl

A b) feltétel szukseges. (P) alapjdn nyilvdnval6, hogy az M= U {4|4<7Y}
halmaznak megvan a kivant tulajdonsdga.

A b) feltétel elegend§: Valoban, legyen 4; < B; (i€ 1). Ekkor (03) szerint A;< B=
= U {B,licI} tetszSleges i€ I-re. Ha most tekintjiik a B-hez feltevés szerint tartozo
M-et, akkor nyilvan teljesiil

U Ai _C—_' M < U Bia
icl i€i
és igy U{A liel}< U{Biliel}. |l
. Egy — féltopogén rendezést koperfektnek nevezink, ha a <€ komplementér
relacié perfekt. (Definicié szerint A<°B+< E—B<E—A4)

Konnyti beldtni, hogy egy < féltopogén rendezés akkor és csak akkor koperfekt,
ha teljesiil

A;< B, (icDh=>N4;<() 8.
iel iel

Az elBz8 tételbdl, amely a koperfekt féltopogén rendezések komplementérjeit
jellemzi, azonnal adddik a kovetkezd

5a. TETEL. Ahhoz, hogy egy E halmazon értelmezett < féltopogén rendezés
koperfekt legyen, az aldbbi két feltétel mindegyike sziikséges és elegendo:

a) Tetszé'leges X, YS E részhalmazok esetén X <Y maga utdn vonja Y olyan
legsziikebb Y, reszhalmazanak létezését, amelyre X < Y,, még teljesiil.

b) Tetszolegev YC E halmazhoz van olyan K halmaz, hogy Y<K és minden
Y< X tulajdonsdgi X halmazra KCSX. |

Az eddigiek sordn tdrgyalt fogalmak koézétt figyelemre méltd Osszefliggést
allapit meg a kovetkez6

6. TETEL. Egy perfekt vagy koperfekt féltopogén rendezés akkor és csak
akkor idempotens, ha halmazrendszer dltal van generdlva.
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Bizonyitas. Mivel a 4. tétel szerint halmazrendszerrel generdlt féltopogén
rendezés mindig idempotens, elég lesz azt megmutatni, hogy ha egy perfekt vagy
koperfekt féltopogén rendezés idempotens, akkor halmazrendszerrel generdlhato.

Legyen tehdt < egy perfekt, idempotens féltopogén rendezés. Ha X < Y, akkor
létezik legnagyobb X, amelyre X& X,,<Y. Mivel < idempotens, van olyan Z
halmaz, hogy X, <Z<Y. Innen X, ,legnagyobb” volta miatt X,,=Z kévetkezik.
Ezek szerint Xy <X, vagyis Xy€oa.. Litjuk, hogy X<Y maga utdn vonja
XS XySY (Xyco,) teljesiilését, azaz X<Y = X< ,Y. gy <SS <,, és ebbsl
a 3. tétel szerint < = < kovetkezik.

Legyen most < koperfekt idempotens féltopogén rendezés. Ha X < Y, akkor
létezik legkisebb Y,,, amelyre X<Y,& Y. Mivel < idempotens, van olyan Z,
hogy X<Z <Y, Innen Y, ,legkisebb” volta miatt Z=7Y,, adédik. lgy ¥, <7,
vagyis Y, €o_. Latjuk, hogy

X<Y=>XgYng(Ym€o.<)
ésig <==<,.{i

MEGJEGYZESEK. 1) A bizonyitds sordn az X, halmaz ,legnagyobb” volta
helyett (,,X, tartalmaz minden olyan A4 halmazt, amelyre XS A4 < Y”), elegendd
csupdn arra hivatkozni, hogy X,, maximadlis (vagyis} hogy X, nincs valédi részhal-
mazként tartalmazva olyan 4 halmazban, amelyre XS 4 <Y).

Hasonléképpen, 7Y, ,legkisebb” volta helyett mdr minimalitdsa elegendd.

2) Ha a < féltopogén rendezés szimmetrikus, vagyis < = <¢ azaz 4 < B
<E+B<FE—A, akkor az 5. és Sa. tételekben foglalt feltételek természetesen
ekvivalensek (és teljesiilésiik esetén < biperfekt topogén rendezés. V4. [3], 5.
fejezet).

3) Ha az E halmaz végtelen, akkor van E-n legaldibb egy olyan idempotens
féitopogén rendezés, amely nem generdlhaté halmazrendszerrel. Valdban, legyen
X < Y akkor és csak akkor, ha X == & vagy Y = E vagy pedig XS Y és Y — X végtelen.’

Koénnyli beldtni, hogy ez idempotens féltopogén rendezés, valamint azt is,
hogy nem generdlhaté halmazrendszerrel: S <SS nem Ichetséges @ = S = E esetén.

4) Ha az FE halmaz legaldbb hdrom elembdl 4ll, akkor megadhaté rajta nem-
idempotens és igy halmazrendszerrel nem generdlhatd féltopogén rendezés. Vald-
ban, legyen @ < X tetszGleges X C: E-re, és legyen E < E, valamint @ # X # E esetén
legyen X < Yo Xc Y. Konnyii beldtni, hogy az igy definidlt < reldcié a kivdnt
tulajdonsdgokkal rendelkez§ féltopogén rendezés.

11. fejezet

3.§. Szomszédsagi fiiggvények és szimmetrikus topogén struktirik

A szomszédsdgi figgvény fogalmdt BANASCHEWSKI és MARANDA vezették be
[1] dolgozatukban, a kovetkezSképpen:

5. DeriNicid. Egy E halmazon értelmezett szomszédsdgi fliggvényen az
E halmaz részhalmazainak ‘R (E) osztdlydt az E-n definidlt sz{ir6k ®(E) osztdlydba®

5 Vagyis: X<1Y akkor és csak akkor, ha a hdrom feltétel kozil legalabb az egyik teljesiil.
6 Sziirbnek tekintjiikk és @ (E) elemeihez soroljuk ‘P(E)-t is (improprius sziird).
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leképezS olyan o fliggvényt értiink, amely eleget tesz a kovetkezd feltételeknek «

(A1) Bca(d) = B2 4;
(A2) AS B = o(A) 2u(B);
(A3) Bea(4) = E— A€a(E— B);

(A4) Ha Beca(A), akkor van olyan C, hogy Bea(C) és Cca(A). ||

Egy E halmazon értelmezett szomszédsdgi filiggvények osztdlya parcidlisan
rendezett halmazzd vdlik a kovetkez8 megdllapodds révén:

aSa' o a(d)Sa’(A) tetszGleges A S E-re.
Vezessiik most be a szimmetrikus topogén struktira fogalmat:

6. DErFINicIO. Az E halmazon értelmezett szimmetrikus topogén struktiranak
neveziink egy az E halmaz Osszes részhalmazainak $B(F£) halmazdn definidlt <
reldciot, ha az eleget tesz a kovetkezd feltételeknek:

o) @<=g,E<E;
(02) A<B= ACB;
(03) ACA <B' CB=A<B,
(S A<B = E—B<E—4;

” A<B ’ Y%
(Q) A < B :>AUA <B_/B,

(7.9) Ha 4 < B, akkor van olyan C, hogy A<C<B.}
Megjegyzés. (S)-bbl és (Q”)-bdl koévetkezik
A<B
A < B

Hasonldképpen, (S)-bdl és (Q”)-bal kovetkezik (Q”), tehdt a definicioban (Q”)-t
(Q’)-vel lehet helyettesiteni. ||

A definicié alapjdn vildgos, hogy a szimmetrikus topogén struktarak agy
tekinthet8k, mint specidlis féltopogén rendezések. — Nyilvdnvald, hogy egy E
halmazon definidlt szimmetrikus topogén struktirdk halmaza parcidlisan rendezetté
valik a féltopogén rendezésekre bevezetett rendezési reldcid révén.

A kovetkez§ tétel azt mutatja meg, hogy az el6bbiekben bevezetett két fogalom-
alkotds egymadssal ekvivalens:

Q) }=>AﬂA’<BﬂB’.

7. Térer. (1) Ha < az E halmazon definidlt szimmetrikus topogén struktira,
akkor az E részhalmazain az

2.(4)={X|4<X)
Sfeltétellel definidlt o fiiggvény szomszédsdgi fiiggvény E-n.
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(2) Ha o szomszédsagi fiiggvény az E halmazon, akkor az E részhalmazai kozott
A<,B o Bca(4)

révén definidlt <, reldcio szimmetrikus topogén struktira E-n.

(B) < —a ésa— <, kilesonosen egyértelmii, egymdsra nézve inverz leképezései
az E-n értelmezett szimmetrikus topogén struktirdk osztdalydnak az E folétti szomszéd-
sdgi fiiggvények osztdlydra és viszont. E leképezések rendezéstartok.

Bizonyitds. Az (03) és (Q) feltételek alapjan konnyii beldtni, hogy
2 (4)={X|4<X)

tetszbleges A S E esetén sziirS. Ez a sziird teljesiti az (A1)—(A4) feltételeket. Valo-
ban, ha B¢ca_(A4), vagyis A< B, akkor (02) szerint A S B, tehdt teljesiil (Al).

Legyen most A & Bés C€a_(B), vagyis B< C. Az (03) feltétel szerint A S B<C=
=A<C, tehdt C€a_(A). Ezek szerint a_(A4) 2a_(B), vagyis teljesiil (A2).

Ami (A3)-at illeti, Bca (A)<> A<Beo E—B<E—A o E—Aca_(E—B).

Végiil, ha B€a_(A4), vagyis A< B, akkor (7.9) szerint van olyan C, hogy
A<C<B, vagyis, hogy Bea (C) és C€eua_(A4). Ezzel bebizonyitottuk (Ad)-et is.

(2) (01): Nyilvdn teljesiil E€a(E), tehat érvényes E<,E. Az (A3) feltételbsl
most mdr kovetkezik > €a(@), vagyis O <,0.

02): A<, Bo Beca(d) => AS B az (Al) feltétel szerint.

(03): Legyen A< A’ <,B”S B. Ekkor B2 B’ ca(A’) S a(A) €s kévetkezésképpen
Bea(A), vagyis A<, B.

(S): A<,Bo Bca(A) és E—B<,E—A < E—Aca(E— B). Igy az (S) szim-
metriatulajdonsdg (A3)-bol kovetkezik.

(Q”) bizonyitdsa végett eldszor is megjegyezziik, hogy

2(4U B)=a(4)Nx(B).

Valdban, a(A4 U B)Sa(4)Na(B) az (A2) feltétel alapjén. Forditva, ha X€a(4)N
Na(B), akkor (A3) szerint F— A€u(FE—X) és E— Bca(E~ X),tehdt E—(4UB)=
=(E—A)(W(E—B)ea(E—X), és igy, ismét csak (A3) szerint, X¢ca(A4A U B).

Ha most mar A <,B és A"<,B’, vagyis B€a(A4) és B’ ca(A”), akkor BUB €
ca(A)Na(Ay=a(4AU A"), vagyis AUA"<,BUB".

A (7.9) interpoldcios tulajdonsdg (A4)-bdl kovetkezik:

Ha A4 <, B vagyis Bca(A), akkor van olyan C, hogy Bca(C) és C€a(A4), vagyis
C<,Bés A<,C.

(3) Tekintsik a < —a_ és a - <, leképezéseket. Ha a=u_, akkor <,= <..
Valoban, A<,B azt jelenti, hogy B€a(A), és a=a_ esetén A<, B < Bea_(4) &
A4 <B. .

Legyen mdsrészt o« —~ <, és < —»a_.. Ha <= <,, akkor a_=u«. Valdban,

a (A)={X{4 <X},
és < = <, esetén adodik

2 (A) = {X|A<,X}={X|X €a(A)} =(4).

Rendezéstartds: Legyen aSoa,, vagyis o(4)Su,(4) tetszlleges A S E-re.
Ekkor <,& =,,. Valéban,

A=<,B e Bea(Ad) = B€u,(4) & A<, B.
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Mdsrészt, ha < & <, akkor a_ Sa_ . Valoban,
Bea (4) ® A<B =A< B+ Beou_(A).]

A most bizonyitott tételbdl, valamint a szomszédsagi reldcioknak a [3] monogrdfia
7. fejezetében adott jellemzésébsl kovetkezik a szomszédsdgi fliggvény és a szom-
szédsdgi tér fogalmdnak ekvivalencidja. Ezt az utdbbi ekvivalencidt kozvetleniil is
be lehet bizonyitani. (V6. [1].)

4,.§. Egy kompatibilitasi fogalom. Szomszédsagi fiiggvény inverze

A [3] monogrifia 6. fejezetében bevezetést nyert egy < féltopogén rendezés
[~ 1(<) inverz képének a fogalma. E fogalomnak, valamint a szimmetrikus topogén
struktirdk és szomszédsdgi fiiggvények kozotti megfelelésnek a segitségével értel-
mezhetjik egy o szomszédsdgi filiggvény f~1(x) inverzét, mint azt a szomszédsdgi
fiiggvényt, amely az a-nak megfelel§ < szimmetrikus topogén struktira f~1(<)
inverzéhez tartozik. A szomszédsdgi fiiggvény inverz képére ilyen moddon nyert
definicié megegyezik azzal, amelyet BANASCHEWSKI és MARANDA [1] dolgozatukban
adnak. Szomszédsdgi fiiggvények inverz képének tdrgyaldsandl a megfelel§ szimmet-
rikus topogén struktira inverz képére vald visszavezetés elénydsen alkalmazhaté.

Annak érdekében, hogy a fentebb vdzolt meggondoldsokat részietesen végre-
hajthassuk, mindenekeldtt be kell vezetniink egy kompatibilitdsi fogalmat:

7. Dernici6. Egy az E halmazon értelmezett -: topogén strukturdt’
az E-nek egy E” halmazba valo fleképezésével kompatibilisnak neveziink, ha f(x)=
= f(»)-bdl kovetkezik, hogy tetszbleges XS FE-re {x} =X < {y}<X.|}

8. TETEL. Ha az E halmazon értelmezett < topogén struktira kompatibilis

az E-nek E’-be valo f leképezésével, akkor
A<X > (f(AD)<X

tetszoleges A, XS E esetén.

Bizonyitds. Az (03) feltétel szerint A< X-b6l kovetkezik {a} <X tetszbleges
a€ A-ra. Legyen most x € f ~'(f(A)). Akkor f(x) =f(a,) valamely ao€ 4-ra, és {a,} < X-
bsl kovetkezik {x}<X. Ezek szerint A< X-b8l kovetkezik {x}<X, ha csak
x€f7Y(f(A)), innen viszont f~!(f(4))E X adddik. Ezek szerint

(%) A<X<H=f"f(4)<H.

Madrmost (7.9) szerint 4 < X-bSl kovetkezik A < K <X valamely K-ra, és igy (%)
felhaszndldsdval adédik f~'(f(4))<X. (Forditva viszont, ha f~'(f(4)) <X, akkor
ASfY(f(A)) miatt természetesen 4<X.)[]

MEGIEGYZESEK. |. A kompatibilitdsnak a 8. tételben foglalt kdvetkezménye
valéjiban ekvivalens a kompatibilitdst definidlo feltétellel. Teljesiiljon ugyanis

A<X=f"1(f(A)<X.

7 Topogén struktira alatt olyan tépogén rendezést értiink, amely eleget tesz a (7. 9) in_ter-
polacios feltételnek. Masszéval: Ha a 6. definicidban az (S) feltételt a (@) feltétellel helyettesitjiik,
a topogén struktara definicidjat kapjuk. (V&. 7. 8§.)
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Ha most f(x)=f(y) és {x} =X, akkor f~'(f(x)) <X, ésigy y¢f~'(f(x)), valamint
(03) miatt {y} <JX.
2. A 8. tételben foglalt implikdcio ekvivalens még a formdlisan gyengébb

A<X =f(fA)S X

feltétellel is, amint ezt (7. 9) és (03) felhaszndldsaval kénnyen be lehet ldtni: 4 <X =
= A<K<X=ff)SK<X =1 (fA)<X1

Ezek szerint a 7. definicidoval bevezetett kompatibilitdsi fogalom nem mds,
mint a [3] monogrifia 9. fejezetében bevezetett kompatibilitds topogén strukturdkra
vonatkozd specidlis esete. (Vo. [3], (9. 26).)

9. TEéreL. ® Legyen adva az E halmaznak egy f leképezése az E’ halmazra.
Ha < az E halmazon definidlt és az f leképezéssel kompatibilis szimmetrikus topogén
struktira, akkor az E’ halmazon az A’ <'B’ o f~Y(A")<f~Y(B’) feltétellel definidlt
<’ reldcié szimmetrikus topogén struktira és < =f-1(<").

Bizonyitds. Kénnyii beldtni, hogy <’ szimmetrikus topogén struktira. Valé-
ban, ha 4’ <’FB’, vagyis f~HA)<f~Y(B"), akkor f~Y(A")<C~<f~*(B’) valamely
CE F-re. Az (03) feltétel és a 8. tétel szerint f~1(4") <f~1(f(C))<f~1(B’), vagyis
A" <’f(C)<'B’. Ez azt mutatja, hogy <’ eleget tesz a (7.9) feltételnek. Ami a
6. definicioban foglalt tobbi feltétel teljesiilését illeti, ez bizonyitdst nyert a [3]
monogréfia 6. fejezetében. (V4. [31, (6. 30)—(6. 34).)

Vezessilkk be most ideiglenesen a <*=f"1(<") jelslést. Ekkor 4 <*B azt
jelenti, hogy f(A)<'E’—f(E— B), vagyis, hogy

S A <1 (E ~f(E~B),

1) < E~f~(f(E~ B)).
Innen (03) alapjdn kovetkezik A <E—f~!'(f(E— B)), és (S) és (03) révén adddik
fYf(E-B)<E—A4=E—B<E—A= A<B.

Ezzel bebizonyitottuk, hogy 4 <*B = A< B. Ha most ennek a meggondoldsnak
az egyes lépésein forditott irdnyban haladunk végig ®, a forditott implikdcié bizo-
nyitdsdt kapjuk. ||

Jelsljiikk most TI(E)-vel az E halmazon definidlt 6sszes szomszédsdgi fuggvények
halmazat. A szomszédsdgi fliggvények és szimmetrikus topogén strukturdk kozotti
kolcsondsen egyértelmii kapcsolat segitségével fogjuk vizsgdlni azt az Osszefiiggést,
amely II(E) és II(E’) koOzott E-nek E’-be vald adott f leképezése esetén létesiil.

Legyen o’ €II(E’). A megfeleld <, = <’ szimmetrikus topogén struktura
A’ <’B’+=B’€a’(A’) révén van definidlva. Ha most f az E-t E’-be képezi le, akkor
az E’-n értelmezett <’-nek megfelel E-n egy f~1(<")= < reldcié (vo. [3], (6. 1)):

A<B & f(A)<"E'—f(E—B),

azaz

azaz .
A<B e E'—f(E-B)ed'[f(4)]

8 V6. [3], 6. és 9. fejezet. — Az elobbi megjegyzés értelmében ez a tétel a (3] monografia
(9. 29) tételének specialis esete. Teljesség kedvéért részletes bizonyitasat adjuk, amely nem hasznilja
fel a szintopogén strukturdk iltalinos elméletét, hanem csupan a [3] monografia els® hat fejezetében
foglaltakat.

9 Ekozben (03) helyett a megfeleld helyeken a 8. tételre kell hivatkozni.
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Ez a2 < relacid szimmetrikus topogén struktura E-n (vo. [3], 107. 0.), és igy létezik
E-n a megfelel§ o =a szomszédsdgi fiiggvény, amely

w(A)=a (A)={X|4<X},
vagyis
o A) ={X|E"—f(E—X) e[ f(A)]}
révén van definidlva. Ezt a szomszédsdgi fliggvényt nevezzilkk az o szomszédsdgi
fiiggvény f leképezés szerinti inverzének. Jeldlve: o=f~1(a").
Szomszédsdgi fliggvény inverzének fontos tulajdonsdgdt juttatja kifejezésre
a kovetkezd

10. TEreL. Legyen f az F halmaznak E’-be valo leképezése, és legyen o € II(E’),
valamint a=f"Y(a’). Ekkor tetszbleges ASE esetén az a(A) sziirdt f~Ha' [f(A)]}
generdlja.

Bizonyitds. Ha X€a(A), akkor
X2f~E —f(E—- X)) efHo[f(A)])}.
Mdsrészt, ha H=f"'(H’), ahol H' co/[f(A)], akkor f(E—H)NH =. Igy

E—f(E-H)2 H ¢« [f(4)],
tehdt Hea(A). |
A kovetkezd két tétel érvénye azonnal viligos:

11. TETEL. Szomszédsdgi fiiggvények és egy f leképezés szerinti inverzeik kozott
a megfelelés rendezéstartd, vagyis ha of oy az E’ halmazon, akkor f~1(a]) Sf = 1(az)
az E-n. |}

12. TETEL. Azok az E folotti o szomszédsagi fiiggrények, amelyek egy f leképe-
zésre vonatkozo inverz képek, kompatibilisak az

Ry ={(x, PIf()=£(3); x, y€E}

ekvivalenciareldcioval abban az értelemben, hogy

J&)=1(») = a({x})=a({r}). B

13. TeErer. Ha f az E halmaznak az E’ halmazia vald leképezése, akkor az
E’ folotti o szomszédsdgi fiiggvények és E folotti o=f~1(«') inverzeik kézitt kol-
csénosen egyértelmii kapcsolat dll fenn, amelynek révén II(E’) az R, reldcidval kom-
patibilis o€ II(E)-k halmazdra képezddik le.

Bizonyitds. Az, hogy f~! révén II(E”) kolcsondsen egyértelmii mddon képezé-
dik le II{(E)-be, kozvetlen folyomdnya annak, hogy (az egész) E’-re t6rténd leképezés
esetén a.megfelel6 szimmetrikus topogén strukthardk kozotti kapesolat kolcsondsen
egyértelmi (v6. [3], (6. 5)).

Mdr ramutattunk, hogy szomszédsdgi fiiggvénynek egy f leképezésre vonatkozo
. inverze mindig kompatibilis az R, reldciéval. Csak azt kell még megmutatni, hogy
barmely R -fel kompatibilis o€ JI(E) esetén van olyan o’ € II(E’), hogy f~1()=«a,
ez azonban koézvetlen folyomdnya a 9. tételnek.

A 10—13. tételek egyiittvéve BANASCHEWSKI €és MARANDA szomszédsagi
fliggvények inverzére vonatkozo eredményét adjdk.

L 4
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IIL fejezet

5.§. Ferde szomszédsagi fiiggvények és szomszédsagi fiiggvények

Egy komplex szdm akkor €s csak akkor valds, ha megegyezik a konjugdltjd-
val. Ebben a paragrafusban hasonlé jellemzését adjuk a szomszédsdgi fiiggvények-
nek egy dltaldnosabb fogalom, az Win. ferde szomszédsdgi fliggvény segitségével.
Ez utébbit a kovetkez8képpen definidljuk:

8. Derinici6. Egy E halmazon értelmezett ferde szomszédsdgi fiiggvényen
az E halmaz részhalmazainak P(E) osztdlydt az E-n definidlt sziir6k &S(E) osztd-
lyaba leképez§ olyan « fiiggvényt értiink, amely eleget tesz a kovetkezd feltételeknek:

(80) @ exD);

(S1) Bea(d) = B24;

(S2) w(AUB)=a(4)Na(B);

(S3) Ha Beca(4), akkor van olyan C, hogy B€a(C) és Cca(Ad).

MEGIEGYZESEK. 1. A kovetkez8 példa azt mutatja, hogy (S0) nem vezethetd
le a tobbi feltételbsl:

Legyen & #TSE és Xca(A4) < AUTESX. Ekkor az (S1), (S2) és (S3) feltételek
teljesiilnek, de (S0) nem teljesiil.

2. ASB = o(A)2a(B). Valdban, ASB < AUB=B, é akkor (S2) szerint
a(B)=a(A)Na(B), tehdt a(4)20(B).

9. DrriNici6. Ha o ferde szomszédsagi fiiggvény az E halmazon, akkor azt
a ‘P(E)-t P[P(E))-be leképezs o fliggvényt, amely a
(C) Bcaw(A) > E—Acu(E—B)

feltétel révén van adva, az « fiiggvény konjugdltjdnak nevezziik. J
A definicid jogosultsagat aldtdmasztja a kovetkezd

14. TEteL. Egy E halmaz folotti o ferde szomszédsdgi fiiggvény o konjugdltja
maga is ferde szomszédsdgi fiiggvény.

Bizonyitds. ElSszor is megmutatjuk, hogy x(4) sziird, tetsz6leges 4 S E esetén.
Az a(A) osztdly mindenesetre nem lires. Valdban, (S0) szerint o @) = P(E), és igy
Eca(A) <= E—A€ca(@) érvényes tetszbleges A< E-re. Tovabbd |

B€a(A) & E— Aca(E— B)
és  C2Bw E—B2E—C=«E—B)Sa(E—C)

alapjdn kovetkezik
E—Acu(E—C) < Cea(A).
Madsrészt

Bea(A) o E—Aca(E—B)
Cea(d) s E—Aca(E—C)
=a[(E—B)U(E-C)=o[E—(BNC))],

} =>F—A€cu(E—B)Na(E—C)=
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vagyis
E—Aco[E—(BNQC)] « BNCew(A).

Ellendrizziik most a 8. definicié feltételeinek teljesiilését!®:

(80): @ €U@) < Ecu(E).

(S1): Bex(A) > E—Acu(E—B)=>E—A2E—-B < B2A.

(S2):. Az aldbbi feltételek mindegyike ekvivalens a rdkdévetkezGvel:

Cen(4U B),
E—(AUB)ea(E—C),
(E—A)N(E-B)e(E—C),
E—~A€(E~C)&E—Bca(E-C),
Cea(4)& Cea(B),
Cea(4)Nx(B).

(S3): Legyen Becu(A) < E—Aca(E—B). )
Ekkor (S3) szerint van olyan E — C halmaz, hogy E—A€a(E—C)és E—C€a(E— B),
vagyis, hogy B€a(C) és Cea(4). |

A konjugdlt fiiggvény definicidjdban szereplG (C) feltétel koézvetlen folyo-
mdnyaként adddik a

15. TereL. Egy E halmaz folotti tetszéleges ferde szomszédsdgi fiiggrény esetén
g=n.§

Most médr meg tudjuk adni szomszédsdgi fiiggvényeknek ferde szomszédsdgi
fliggvények segitségével torténd ama jellemzését, amelyet bevezetGben emlitettiink.

MindenekelStt konnyii beldtni, hogy egy szomszédsdgi fiiggvény mindig ferde
szomszédsdgi fliggvény: (S0) az (A3) feltétel révén adddik EcoafE)-bdl, azt is meg-
mutattuk mar, hogy (582) teljesiil (v6. 169. 0.), és (S1)=(A1), (S3)=(A4).

. Mdsrészt viszont, mivel egy ferde szomszédsdgi fliggvény mindig teljesiti az
(A1), (A2) és (A4) feltételeket! (v6. 173. 0., 2.) megjegyzés), pontosan akkor lesz
szomszédsdgi fliiggvény, ha még (A3)-at is teljesiti. (A3) és (C) Osszehasonlitdsa
révén most mar adodik a

16. TETEL. Egy a ferde szomszédsdgi fiiggrény akkor és csak akkor szomszéd-
sdgi fuggvény, ha a=2a. ||

10 Ha (K) az a-ra kirott feltétel, akkor a megfelelé a-ra vonatkozé feltételt (K)-sal jeloljiik.

U A szomszédsagi figgvény fogalmanak ,.ferde” altalancsitasara a legegyszeriibb lehetdség
volna az (A3) feltételt az 5. definiciébdl ethagyni, és a ferde szomszédsagi fliggvényeket a fennmarado
(A1), (A2) és (A4) feltételekkel definidlni. E definicid alapulvétele mellett azonban nem sikeriilne
a 14. tételt bizonyitani, ti. nem tudndnk megmutatni azt, hogy «(A) két halmazzal egyiitt azok
metszetét is tartalmazza.
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6.§. Ferde szomszédsagi fiiggvényekre vonatkozé néhany tovabbi eredmény

Jeloljiik egy E téren adott Osszes ferde szomszédsagi fliggvények halmazat
n(E)-vel. A jol ismert a Sa’oua(d)Sa’(4) (4 S E) megdllapodds révén a n(E) hal-
maz parcidlisan rendezetté vdlik. E parcidlis rendezésre vonatkozdlag a konjugdlt
képzésének miivelete izoton:

17. TETEL. aS o' =a&’.
Bizonyitds.
Xcu(A) @ E—AcuE—X)=> E—Acu(E—X) < Xcu'(A). }
A most kévetkez§ vizsgdlatokban alapvetd szerepe lesz a kovetkez8 inkompa-
tibilitasi fogalomnak:

10. DeriNicid. Két halmazrendszert, a-t €s b-t, inkompatibilisnak neve-
ziink, ha van olyan A€a és Beb, hogy ANB= . Jelolve: anb. ||

MEGJEGYZES. Két sziir6 pontosan akkor inkompatibilis, ha a legsziikebb
mindkettdjiiket tartalmazé sziirG egyenl6 PB(E)-vel, a tér improprius sziirGjével. |}

Az [1] dolgozatban bizonyitdst nyert, hogy a szomszédsagi fiiggvény definicid-
Jjaban szereplG (A2), (A3) és (A4) feltételeket az egyetlen

(AS) a(A)A[B] = a(A)Aa(B)

feltétellel lehet helyettesiteni.'?
A kovetkezG két tétel azzal a feltételparral foglalkozik, amely ferde szomszéd-
sdgi fuggvények esetén megfelel (AS)-nek.

18. TETEL. Egy E halmaz folorti tetszdleges o fera’e szomszedsagt fiiggrény
eleget tesz a kdvetkezd feltételeknek :

(D) a(A)A[B] = a(A4) Ax(B),

®) a4)A[B) = &(4) Arx(B). 13

Bizonyitds. Legyen o ferde szomszédsagi fiiggvény, és tegyiik fel, hogy a(A4) A {B],

vagyis, hogy X B= & valamely X €a(A)-ra. (83) szerint X€a(Y) és Ycu(A4) vala-
mely YE E-re. Mdrmost X€(Y) o> E—Yc(E—X)ésBNX=g = BEE—X >
= a(B)2a(E — X) alapjan addédik F— Y¢€u(B).
Ezek szerint Yea(A) és E— YcoB), vagyis a(A4) ésa(B) inkompatibilis. Ezzel
bebizonyitottuk (D)-t, és (D) most mdr a 14. és 15. tételek alapjin kovetkezik. |
(D) és (D) egyiitt helyettesithetik a ferde szomszédsdgi fliggvény definicidjaban
szerepl§ feltételek egy részét. Lényegében véve ezt mondja ki a kovetkezd

12t [Bl={X|BS XS E}, vagyis [B] a B halmaz altal generalt ,,fOsziird”.
13 (D) és (D) helyett azt irhatnank, hogy

B(Aa[B]= B(A)aB(B), p=a,a.
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19. TETEL. Legyen a P(E)-nek ®(E)-be vals leképezése, amely teljesiti a kovet-
kezd feltételeket:

(80) @exw);

(S1) Bca(d) > B24,

(82) a(A)NafB)So(dUB).

Legyen tovibba az o: B(E)—~ B[P(E)] leképezés a

(C) Bcw(Ad) e E—Acu(E—B)

feltétellel definidlva. Ha most még teljesiilnek a

(D) ofd) &[B] = «(A4) A 0(B)

és

(D) A4)a[B]l = &A) rx(B)

feltételek, akkor o és a egymdsra nézve konjugdlt ferde szomszédsdgi fiiggvények.

Bizonyitds. Elegendd lesz megmutatni, hogy a teljesiti az (82) és (S3) felté-
teleket. — MindenekelStt megmutatjuk, hogy

(L) AC B =a(4)2a(B).
Valoban, ha AS B é XcoB), akkor a(B)A[E—X]=>uB)ru(E—X), és igy
YNZ=g valamely Yca(B) é Zca(E— X) halmazokra. Y2 B2 A alapjdn most

mir ANZ=g = E—X)A[A] = 2(E—X)Aa(A). Igy viszont VN W= vala-
mely Vea(Ad) és Wea(E — X) halmazokra. Ldtjuk, hogy

Vea(A)
vepow| = E-Wex,
mig mdsrészt!4 B

Wer(E—X)=> W2E—X =>E—WCX. .

Ezek szerint X €a(A), és teljesil (L).

(L)-b8l most mar koévetkezik o4 U B)Sa(A) Na(B), és ez, (S2')-vel egyiitt,
(S2)-t adja.

(83) bizonyitdsa végett legyen Bca(A), vagyis a(Ad)A[E— B]. Ekkor (D) sze-
rint a(A) Aa(E— B), vagyis XN Y= valamely X€a(Ad) és Yco(E— B) halma-
zokra. Latjuk, hogy Ye€w(F—B) = Bcau(E~Y) és

XNY=Qg=>XCE-Y

XEoc(A)} = E—Yca(Ad).

Ezek szerint (S3) is teljesiil.

14 (8)) és (C) alapjan természetesen teljesiil .

Bea(d) = B2A. -
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7.8. Ferde szomszédsagi fiiggvények és topogén struktirak

A szomszédsdgi fiiggvények és szimmetrikus topogén struktirdk kozotti ekvi-
valencia alapjdn azt lehet sejteni, hogy ferde szomszédsdgi fiiggvényekre is adhatd
hasonld szintopogén jellemzés, éspedig a szimmetriakdvetelmény elejtésével, a topo-
gén struktira fogalma révén. Ebben a paragrafusban bebizonyitjuk ennek a sej-

tésnek a helyességét.
MindenekelStt emlékeztessiink a topogén struktira fogalmdnak definicidjdra:

11. DgrFiNicié. Az E halmazon értelmezett topogén struktiranak neveziink
egy az E halmaz &sszes részhalmazainak B(E) halmazdn definidlt < reldciot, ha
az eleget tesz a kovetkezs feltételeknek:

Ol) @<@, E<E,

(02) A<B=ACB,

(03) ASCA<BSB=A<B;

(Q) A<B&A'<B'=ANA <BNF;
Q) A<B&A'<B'=>AUA<BUSF;
{1.9) A<B=(3C)4A<C=<8.]

A kordbban tetsz8leges féltopogén rendezésekre elfogadott
<, &<, A<B~A<,B (A, BSE)

konvencid révén természetesen egy E tér foldtti topogén struktirdk halmaza is
parcidlisan rendezetté vilik. -

Ferde szomszédsdgi fliggvények szintopogén jellemzése marmost a kovetkezd,
a 7. tétellel szoros analogidt mutaté tétel révén lehetséges:

20. TeteL. (1) Ha < az E halmazon definidlt topogén struktira, akkor az

E részhalmazain az
2 (A)={XA<X)

Seltétellel definidlt o fiiggvény ferde szomszédsagi fiiggvény E-n.
(2) Ha o ferde szomszédsdgi fiiggvény az E halmazon, akkor az E részhalmazai

kézott
A=<,B o Bea(A4)

révén definidlt <, reldcié topogén struktira E-n.

(3) < —~a. ésa—~ <, kolcsonosen egyértelmil, egymdsra nézve inverz leképezései
az E-n értelmezett topogén struktirdk osztdlydnak az E fGlotti ferde szomszédsdgi
fiiggvények osztalydra és viszont. E leképezések rendezéstartok.

Bizonyitds. Tetszlleges A S E esetén o (A) = {X|4 < X} sziir. Ez egyszeriien
adddik az (O1), (03) és (Q’) feltételekbll. Megmutatjuk, hogy az o_(A4) szlird tel-
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jesiti az (S0)—(S3) feltételeket.

(S0): g ca (@) abbdl kovetkezik, hogy @ <@.
(S1): Bea_(4) = B=24 (02)-bsl kovetkezik.

(82): a (AUB)=a _(4)Na_(B).

Valdban, (O3) felhaszndldsaval adddik

=>Ad<Xo Xca_(A4)

S R<Xo X€a<(3)}:>X€“<(A)n“<(B)-

X€a<(AUB)c»AUB<X}

Ezzel megmutattuk, hogy o (AUB)Sa_(4)Na (B). Masrészt (Q”) segitségével
azt kapjuk, hogy

=2 A4d<X
X€°<<(A)ﬂ°<<(3)}

3B<X}=>AUB<X<:>X€a<(AUB),

vagyis, hogy a_(A)Na (B)Sa.(4UB).
(S3): Bca_(4) > (3C) Bea (C) & Cca_(A).

Ez kozvetlen folyomdnya (7. 9)-nek.
(2) Az A<, B < BcaA) relacié teljesiti a 11. definicioban felsorolt valamennyi
kovetelményt.

(O1): (S0) és E€a(E) révén adddik @ <, és E<,E.
(02): Az A<,B = AS B implikdcié (S1)-bél kovetkezik.
(03): AS A’ <,B SB = A<,B azért teljesiil, mert!>
B2 B co(A)Sa(A) = Bea(A).
(Q):
A<,B & B ca(Ad)S a(ANA)
A <, BeBeca(d)S a(ANA)
Q"):
A<,B < B ca(A)
A <, B < B €a(d’)

(7.9): A<, B> (3C)A< C<,B kozvetleniil folyik (S3)-bol.
3) A 7 tétel részére adott blZOHYltaS valtoztatds nélkiil megtartja ervenyet |
Ha =< topogén struktira, akkor <¢ is az. Ezt be lehet bizonyitani kdzvetleniil
a 11. definicidé alapjdn, de azonnal adddik a kovetkezd egyszerii tételbdl is:

}:> BOB ca(ANA) > ANA <, BN B’

}:>BUB’Ecx(A)ﬂcx(A') =a(AUA) e AUA <,BUB'.

15 oc(A’)'g a(A) a 8. Definicidhoz fiizott 2. megjegyzés szerint.
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21. TéreL. Egy E halmazon definidlt tetszéleges o ferde szomszédsdgi fiiggvény
esetén
<F= ( = a)c'
Bizonyitds.
A<z;B e Bea(Ad) <

A(<a)63oE—B<EE—AQ}E_AE“(E_B)'|

8.§. Ferde szomszédsagi relaciok. Egy ellenpélda

Amint ez az {1] dolgozatbol ismeretes, a szomszédsdgi fliggvény fogalma ekvi-
valens a szomszédsdgi reldcié JEFREMOVICStOl és SzMIRNOVtOl szdrmazo fogal-
maval. Egymadsnak megfelel§ szomszédsdgi fliggvény és szomszédsdgi reldcié kozott
a kapcsolatot az

Ad, B <> E— B4 a(A),
illetve

as(A) = {X|A8 E — X}
formuldkkal definidlt a —38,, illetve & »a; leképezések létesitik. Eppen ez az ekvi-
valencia az, ami indokolttd teszi a ,,szomszédsdgi fliggvény” elnevezést.

Ebben a paragrafusban a szomszédsdgi fiiggvények és szomszédsdgi reldciok
kozotti kapcesolat analdgidjdra a ferde szomszédsdgi figgvényeket jellemezziik
alkalmasan definidlt ,ferde szonszédsdgi reldcidok™ segitségével. Ez utdbbiakat
a kovetkezGképpen definidljuk:

12. DerNicié. Egy E halmaz folétti ferde szomszédsdgi relacion olyan
B(E)-n definidlt § reldcidt értiink, amely eleget tesz a kovetkez§ feltételeknek (ahol

5 a & reldci6 tagaddsdt jelenti):

{A UBSC o ASC&BSC,
C6AUB = C5A&CHB;

(P2) xdéx tetszbleges x¢€ E-re;

(P3) A3 é POA tetszbleges 4 S Erre;

(P4) Ha_AgB, akkor Iéteznek diszjunkt X és Y halmazok ugy, hogy ASE—X
és E-~YJB.|] .

Egy E tér folotti ferde szomszédsdgi reldciok halmaza parcidlisan rendezetté
vilik a

(P1

0506, AOB—+A6,B (A, BSE)
megallapodds révén.
A kovetkezd két tétel segédszerepet fog jatszani a tovdbbiak sordn:

22. TETEL. Egy E halmaz folotti tetszéleges S ferde szomszédsdgi reldcio esetén

(A6B& A, SA&B,C B) = A,08B,.
Bizonyitas.
A6Bo A, UASB=>A,0B= A, 6BUB, = A4,6B,.]}
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23. TETEL.
(AOBXAS A, &BC B,) = A90B,.
Bizonyitas.

A, B,-b3l A8 B kovetkeznék az el6z6 tétel szerint. ||
A ferde szomszédsdgi fliggvényeknek az el&bbiekben emlitett jellemzése mdr-
most a kovetkezG tétel révén valdsithaté meg:

24. TeéteL. (1) Ha a ferde szomszédsdgi fiiggvény az E halmazon, akkor az
E részhalmazai kézott

A3,B < E— B a(A)

révén definidlt 8, reldcio ferde szomszédsdgi reldcié E-n.
(2) Ha o ferde szomszédsdgi reldcié E-n, akkor az

as(A)={X|46 E— X}

révén definiglt os: B(E) ~ VIB(E)] leképezés ferde szomszédsdgi fiiggvény E-n.

(3) a—0d, és 6 ~u; kolcsénosen egyértelmii, egymdsra nézve inverz leképezései
az E-n értelmezett ferde szomszédsdgi fiiggvények osztdlydanak az E folotti ferde szom-
szédsdgi reldciok osztdlydra és viszont. E leképezések a parcidlis rendezést megforditjdk.

Bizonyitds. (1) Azt kell megmutatni, hogy J, teljesiti a 12. definiciéban
szereplG (P1)—(P4) feltételeket.
(P1): Az aldbbi feltételek mindegyike ekvivalens a rdkovetkezGvel:

AUBSC,
E—Cea(AUB)=a(4) Na(B),
E—Ceca(A)&E—CeafB),
A8,C& B3,C.
Ezzel megkaptuk a (Pl)-ben szerepl§ els feltételt. A madsodik feltétel viszont igy
addédik: B
Cé,4AUB,
E—(4UB)eo(C),
(E—A)((E—B)exC),
E—A¢ca(C)& E—Bca(C),
C5,48C3,B.
(P2): xd,x fennall tetszGleges x € E-re, mert (S1) szerint E—x¢a(x).
(P3): A8, < Eca(A) vildgos, és @ 8,A<E—Aco(@) (SO) szerint.

(P4): Ag,,B = E—Bca(d) => o(A)A[B] = a(A)Aa(B). A legutolso feltétel itt
viszont éppen azt jelenti, hogy léteznek olyan diszjunkt X és Y halmazok, hogy
Xe€a(A) és Yea(B) « E—Bco(E—Y), vagyis AS,E—X és E—YJ,B.

(2) Megmutatjuk, hogy o, teljesiti a 8. definicio feltételeit.
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Mindenekel6tt o;(A) nem lires tetsz8leges A C E-re, mivel E€ay(A4) < ASD
teljesdl (P3) miatt.
Felhaszndlva a megfelel§ helyen a 22. tételt, kapjuk, hogy
X€as(A) o ASE—~X
Y2 X E-YCE-X

Tovabba (P1) szerint

} = ASE—Y & Y€as(A).

";E:’Ej; : jgi_i} = AS(E—X)U(E—Y) & ASE—(XNY) < XN Y€us(A).
\ _

Latjuk, hogy os(A4) sziirG.

(S0): @ €ay(@) © @ SE (P3) miatt teljesiil.
{S1): Be€as(d) = B2 A.
Valoban, legyen B€ay(A) < ASE— B, és tegyiik fel, hiogy A N(E— B)= &. Ekkor

x€AN(E—B) valamely x¢ E-re, és a 23. tétel szerint xéx = AS(F—B). Ez az
ellentmondds azt mutatja, hogy

AN(E—B)= < B2 A.
(S2): a;(AU B)=u0s(4) Nas(B).
Valdban,
Xcog(AUB) &> AUBSE—X o AGE—X&BSE—X < Xcoy(A) & X €ay(B).
(S3): Bcay(A) = (IC)BE€ay(C)& Ccay(A).

Legyen B€ay(A) < A6 E— B. Ekkor (P4) szerint 1éteznek olyan diszjunkt X és Y
halmazok, hogy A6E—X és E—YOFE—B. Mdarmost XNY=g == XS FE—-7,igy
E—Ye€asA) és (83) teljesiil C=E— Y-ra.

(3) A bizonyitds ugyanaz, mint a ,,szimmetrikus esetben’, vagyis, mint a szom-
szédsdgi fliggvényekre és szomszédsdgi reldcidkra vonatkozé megfelel§ tétel esetén
{vo. [1], Proposition 7.):

Tekintsiik az o ~3, és 6 ~a; leképezéseket. Ha 6 =9,, akkor a;=o. Valdban,

a5(A) = {X|A0E— X} = {X|X € x(A)} = a(A).
Legyen madsrészt 6 -5 €s o —~3J,. Ha itt a=a;, akkor 8, =45. Valdban,
A5,B & E—B¢a(A) & E— Bay(A) & E—~B¢{XIA0E— X} < ASB.
Ezek a leképezések megforditjdk a parcidlis rendezéseket: aSo; = §

Valdban, A5, B« E— Bda,(A) = E—B¢a(4) & AJ,B.

Hasonldképpen 6 S0, = a5 2 a;5,. Valdban, X €o; (4) &> A0 E—X=>AE—-X &
o XcasA). ]

A ferde szomszédsdgi fliggvények és ferde szomszédsdgi reldciok kozotti kap-
csolat ismeretében természetes modon felvet6dik a kovetkezd kérdés: Ha tekintiink

29

a=—= "oy "
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egymadsra nézve konjugdlt o és « fiiggvényeket, vajon milyen kapcsolat fog fenndllni
a megfelelS S, és 0z relaciok kozott? Erre a kérdésre vdlaszol az egyszert

25. TErel. Egy E halmaz folotti tetszoleges o ferde szomszédsdgi fiiggvény
esetén AozB < Bi,A.
Bizonyitds.

Ab;B & E—Bca(A) o E—Aca(B) < B3, A. |

Mindazon meggondoldsok, amelyeket az eddigiek sordn ferde szomszédsagi
fiiggvények, topogén struktirdk és ferde szomszédsdgi reldcidk egymadskozotti
kapcsolataira nézve végeztiink, azon a hallgatdlagos feltételezésen nyugodtak,
hogy ezek a ,ferde” fogalomalkotdsok kiilonboznek a megfelelS ,,szimmetrikus”
fogalmaktol (szomszédsdagi fiiggvény, szimmetrikus topogén struktira, szomszéd-
sagi reldcio).

Nézziink most meg egy egyszerii példdt, amely ezt igazolja.

Legyen E a valos szamtengely és A, BS E esetén legyen

ASB & (x€A/yEB)~x<y.

Az igy megadott J reldcid teljesiti a 12. Definicid fettételeit. (P1), (P2) és (P3)
teljesiilése azonnal vildgos, (P4) beldtdsa végett viszont legyen X = {x|x =« valamely
acA-ra} és Y=E—X.

Ezek szerint 6 ferde szomszédsdgi fiiggvény, de nem szomszédsigi fiiggvény,
mert nem iires 4 ¢€s Bhalmazok esetén az 45 B és B A reldcidk kdlesondsen kizdrjdk
egymadst. ‘

Ennek a J reldciénak a 24. tétel szerint megfelel egy a; ferde szomszédsdgi
fuggvény, ez utébbinak pedig a 20. tétel szerint egy —,, topogén struktira. Ezek
példdt szolgdltatnak olyan ferde szomszédsdgi fiiggvényre, amely nem szomszédsagi
fliggvény, és olyan topogén strukturdra, amely nem szimmetrikus topogén struktira.

Valdban, amint erre a jelen paragrafus elején rdmutattunk, az egymdsnak meg-
feleld szomszédsdgi fiiggvény és szomszédsdgi reldcio kozotti kapcesolatot ugyan-
azok a formuldk létesitik a szimmetrikus és a ferde esetben. Mdsszéval: a ferde
szomszédsdgi fliggvények és ferde szomszédsdgi reldciok kozotti kolesondsen egy-
értelmil megfelelés révén a szomszédsdgi fiiggvények osztdlya a szomszédsdgi reld-
ciok osztdlydra képezddik le. Ha tehdt a széban forgé d-nak megfelelS a5 szomszéd-
sdgi figgvény volna, 6-nak szomszédsdgi reldcionak kellene lennie, ami ellentmondds.

Tekintve most még, hogy a 7. tétel és a 20. tétel dsszehasonlitdsdbdl adéddan
a ferde szomszédsdgi fliggvények és topogén struktirdk kozotti kdlesdndsen egy-
értelmii megfelelés révén a szomszédsdgi fiiggvények osztdlya a szimmetrikus
topogén struktirdk osztdlydra képezddik le, az is adddik, hogy <=,, nem-szim-
metrikus topogén struktira.

Allitdsaink helyességét természetesen koézvetleniil is meg lehet mutatni, a; és
<,, explicit jellemzése révén:

25(A)={X|AOE— X} ={X|(x€AXYyCE—X)>x <y},
és
A<, B < BCusA),
azaz
A<, B (x€A_ycE—-B)~>x=<Jy.

MTA III. Osztdly Kézleményei 17 (1967)
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