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egy része az értekezés opponensei, BOGNAR MATYAs és So6s GyuLA néhdany birdlé megiegyzése
és javaslata nyoman sziletett. Az opponenseknek e helyen is készonetet mondok munkajukért.
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vonatkozik.
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Roviditések és jelolések mutatdja

VT vektortér (linedris tér), kizdrdlag a valds szamok teste folGtt,

TVT topologikus vektortér (kizdrolag Hausdorff-tér),

LKT  lokdlisan konvex topologikus vektortér,

GLKT gyenge topologidja lokdlisan konvex tér,

IS irdnystruktura,

T irdnytér,

TIT topologikus irdnytér;

,»iér’: nem-iires topologikus tér,

a ,,kompakt” szét a ,,bikompakt” értelemben hasznaljuk,

Hreguldris tér”, teljesen reguldris tér”, ,.normilis tér”, ,kompakt tér” mindig
T,-axioma nélkiil értendd,

©(X) egy X tér topoldgiai silya (Basisgrad),

minden rendezés linedris rendezés, és minden rendezés jele <, amely a kiil6nboz8-
séget is kifejezi, -

AcC B: A valédi részhalmaza B-nek,

A°ill. A—: egy tér A részhalmazdnak belseje, ill. zdrt burka,

Gr A4: egy tér A részhalmazdanak hatdra,

ind X: az X tér MENGER—URISZON-dimenzidja,

Dim X: az X tér irdnydimenzidja,

E, (tetszSleges o kardindlis szdmra): a szdmegyenes példdnyai o szdmossdgi csaldd-
janak topologikus szorzata,

Heuklidészi tér”: ugyanez véges x-ra,

,,Hilbert-tér”: a valds [3-tér,

M(E): egy vektortér E részhalmazdt tartalmazo legsziikebb linedris sokasdg,

L(E): az L vektortér E részhalmaza dltal kifeszitett linedris altér,

{E]: egy vektortér E részhalmazdnak konvex burka,

(x, y) ill. [x, y]: egy vektortér x, y pontjai dltal meghatdrozott nyilt, ill. zdrt egye-
nes szakasz. :

¥
Dim X (1. 14)
YR F), UF), FR; 9), F(F) (1.2)
G(R; F), G(F), F(#; G), F(G)
G(R; F), G(F), F(#; G), F(G) (1.6)
G(@; F), G(F), F(@; G), F(G)
G(R), Fe(R) (11.12. 1)
G.(@), F.AR), G., F, 6.2. 1), (11. 12)
G, FI (6.5. 1), (11.15. 13)
M), Mp( ), N5 ), No()
M, My, Ny, No } @1
My(R), Ng(R) (12.2. 1)
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ME, Nt

L*, L¥, L}

L, Lg, Lj

X, %)

X, R, 7), (X, 7, R)

k(R; E) (12.4) S, (%)
gk (R; E) (12.7. 1) R

ek (R; E) (12.2) R
b(R; E) (14. 1) R,
s(R; E) .1y - R,

zk (R; E) (13. 10) RE
zgk (R; E) (13.10. 1) R|E
zek (R; E) (13.7) a7

@ fels§ index  (11. 16) R@(L)
® felsS index  (13. 11), (b) RO (L)
Se(#), Te(#) (11.12.2) RO (L)
L (R) (11.5)

Definiciok mutatéja

algebrai irdnystruktura;

VT-é (11. 16), TVT-€ (13. 11), (a)
altérben indukalt irdnystruktira (2. 4)
erGsen R-konvex halmaz (12. 1)
er8sen R-konvex burok (12. 2)
féltér (also, felsd, nyilt, zdrt) (1. 3)
gyengén rendes tér (1. 19)
gyenge R-extremalis pont (16. 1)
gyengén R-konvex (12. 7)
gyengén R-konvex burok (12. 7. 1)
gyenge topoldgia (0. 1)
intern pont (15. 1)
irdny; top. téré (1. 1), halmazé (11. 1)
irdnyaxiomak (1. 1)
irdnydimenzié (1. 14)
irdnystruktira;

top. téré (1. 11), halmazé (11. 2)

187

(13. 14)
(11.15)

(13.11)

(11.13), (13. 15), 2°
(13.2)

(11.

17. 1)

(1.1
(1. 11)

(11.
(11.

(11.
(11.
(11.
(11.
(13.
(11.

12.3)
12.4)

14)

14)

15.4), (6. 5.2)
16)

11), (b)

17.2)

MTA III. Osztdly Kozleményei 17 (1967)




188 DEAK E.

iranystruktiira inverz képe (2. 1)
irdnystruktirdval kompatibilis topoldgia (13. 1)
iranytér (11. 3)
MENGER—URISZON-dimenzié (0. 2)
minimadlis irdnystruktura (1. 15)
kvazi-R-belseje (halmaznak) (14. 1)
rendes irdny;

top. téré (1. 16), halmazé (11. 1)
rendes irdnystruktira;

top. téré (1. 17), halmazé (11. 2)
rendes tér (1. 20)

R-extremadlis pont (16. 1)
R-konvex halmaz (12. 3)
R-konvex burok (12. 4)
R-magasabb (11. 8), (11, 9)
részhalmazra szoritott irdny

(v. irdnystruktura) (11. 14)

R-nyilt, R-nyilt, Z-zart, ill. R-zdrt féltér (11. 6)
stk (#-sik, Z-irdnyu sik) (11. 5)

sik dltal létesitett féltér (11. 6)

tdmaszpont (11. 11)

tdmaszsik (11. 10)

természetes irdnystruktira;

VT-¢é (11. 16), GLKT-¢é (3. 11), {c)
topologikus irdnystruktura (13. 11), (b)
topologikus irdnytér (13. 2)
tokéletesen normalis tér (7. 2)
iires sik (14. 2), 1°
valddi tdmaszpont, ill. tdmaszsik (11. 11)
zdrt erGsen R-konvex burok (13. 7)
zéart gyengén R-konvex burok (13. 10. 1)
zdrt R-konvex burok (13. 10)
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0.§. Bevezetés

E dolgozat kiinduldpontja és mindvégig kézponti gondolata: az irdnystruktira
fogalma. Ennek a fogalomalkotdsnak az az alapja, hogy egy topologikus vektortér,
ill. (topoldgia nélkiili) linedris tér valamely folytonos, ill. tetszSleges linedris forma-
jdhoz tartozd félterei rendszerének bizonyos strukturdlis (rendezési stb.) tulaj-
donsdgaival tetszGlzges (algebrai struktura nélkili) topologikus terek, ill. absztrakt
halmazok részhalmazaibdl alkotott bizonyos rendszerek is rendelkeznzk.

Ilyen tulajdonsdgok pl. a kovetkezGk: egy rogzitett (folytonos, ill. tetszGleges)
linedris formahoz tartozé félterek két diszjunkt osztdlyt alkotnak oly moédon, hogy
barmelyik osztdly barmelyik (topoldgiailag, ill. csak algebrailag) nyilt, ill. zart
féitere a madsik osztdly valamely zdrt, ill. nyilt félterének komplementuma; mind-
egyik osztdly az inklizi6 dltal rendezve van, s e rendezésben minden nyilt féltérre
kézvetleniil a hozzdtartozd zart féltér kovetkezik; ha végiil mindkét osztilyt ki-
egészitjiilk az {ires halmazzal és az egész térrel mint ,,nem-valddi” (egyardnt nyilt
és zart) félterekkel, akkor igaz az, hogy bdrmelyik osztdlyon beliil nyilt félterek,
ill. zdrt félterek tetszSleges egyesitése, ill. metszete is ugyanazon osztdlynak ugyan-
olyan tipusu féltere.

E tulajdonsdgoknak a linedris struktdrdtdl elvonatkoztatott megfogalmazdsa
szolgdltatja marmost azokat az Un. irdnyaxiomdkat, amelyek mind a topologikus
terek, mind az absztrakt halmazok un. irdnyainak definicidjdban szerepelnek;
az irdnystruktirdk pedig irdnyok bizonyos rendszerei. Ezek a definicidk az emlitett
»belsé” tulajdonsdgok mellett még olyan ,.kiils6” (vagyis az alapul vett térre, ill.
halmazra utald) tulajdonsdgokat kévetelnek meg az irdnynak és az irdnystruktird-
nak nevezend6 rendszerektSl, amelyek lényegében azt biztositjdk, hogy e rend-
szerek bizonyos tekintetben ,.eléggé gazdagok™ legyenek. Ismeretes, hogy
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(0. 1) egy lokdlisan konvex tér gyenge topoldgidjit (vagyis a megfelelo linedris
térnek a legdurvdbb olyan lokdlisan konvex topoligidjdt, amelyre nézve a kiindulé
topolégidban folytonos linedris formdk még folytonosak) karakterzzal]a az a tulaj-
donsaga, hogy az Osszes topoldgiailag nyilt félterek csalddja e topologidnak szub-
bazisa ([38] 237).

Analog modon bdrmely topologikus tér topoldgidja szdrmaztathato egy irdny-
struktiirdbol ((1. 13) tétel), és egy absztrakt halmaz bdrmely irdnystrukturdja a hal-
maz egy topoldgiajat generdlja (13. §).

A dolgozat az irdnystruktira fogalmdra természetesen épiil8 két témakdrrél
szOl. Az 1. és a ll. fejezet adott topologikus terek kiilonboézs irdnystruktardinak vizs-
gdlatdt tartalmazza, kiilonss tekintettel a minimdlis (a lehetd legkevesebb irdnyt
tartalmazd) irdnystruktirdkra és arra a dimenzidjellegii kardindlis szdmra, az
irdnydimenziora, amely ennek értelmében minden topologikus térhez egyértelmiien
tartozik. A dolgozatnak ez a része tehdt dimenziéelméleti jellegii. A III. fejezetben
viszont rogzitett irdnystruktirdkkal elldtott absztrakt halmazok (irdnyterek) és
az irdnystruktardjuk altal generdlt topoldgidval felruhdzott irdnyterek (ropologikus
irdnyterek ) szerkezetét vizsgaljuk a linedris terek, ill. a gyenge topoldgidju lokdlisan
konvex terek dltaldnositdsaként, kiilonos tekintettel a konvexitds fogalmédnak alkal-

mas altaldnositdsaira.
*

A dimenzidelméleti rész vezérfonaldit a MENGER—URIszoN-féle, az ujabb szo-
kds szerint ind X-szel je1dlt ,,kis induktiv dimenzié™ alaptulajdonsdgai szolgdltatjak.

(0.2) A MENGER—URISZON-DIMENZIO DEFINiCIOIA ([43], [56], vagy pl. [31]
10, 24):

1°indg = —

2° egy X topologikus tér dimenzidja valamely x€ X pontban legfeljebb n
(n=0, 1, 2, ...), ha x kérnyezetrendszerének van olyan halmazokbdl alkotott bdzisa,
amelyek hatdrdnak dimenzidja n-nél kisebb;

3° ind X =n, ha X dimenzidja minden x € X pontban legfeljebb n;

4° ind X=n, ha n a legkisebb egész szam, amelyre ind X =n.

Ezt a definicidt dltaldban kiegészitik ezzel a meghatdrozdssal:

5° ind X =<0, ha egyetlen n = — 1 egész szdmra sem teljesiil, hogy ind X =n.

E dolgozatban azonban célszerii lesz 5° helyett inkdbb azt mondani, hogy
az ilyen térnek nmincs kis induktiv dimenzidja; az ind X =« jel6lés amngy is csak
annak szimbolikus kifejezése, hogy X-nek nincs véges dimenzidja.

Haszndlatos a (0. 2) definicio 1°—4° részének transzfinit véltozata is, amelyben
a természetes szdmok szerepét (nem okvetlenill véges) rendszamok veszik dt. Ez
finomitja ugyan a terek dimenzio szerinti osztdlyozdsdt, de az egzisztencia problémadja
itt is fennmarad. A Hilbert-térnek pl. transzfinit dimenzidja sincs ([31] 51). Egyaltaldn
csak ,,viszonylag kevés” végtelen dimenzidju térhez lehet ily mdédon egy transz-
finit rendszdmot rendelni, és csak ,,viszonylag kevés” végtelen rendszdm lehet
valamely tér transzfinit dimenzidja ([31] 50). A nem-metrizalhato terek korébdl
egyszerll példdt adunk (3. 3. 1)-ben olyan X térre, amelyre ind X sem az eredeti,
sem a transzfinit értelemben nem létezik.

A Dim X-szel jelolt irdnydimenzié elméletének felépitésénél marmost az ind X-re
vonatkozé kovetkezd, immadr klasszikus alaptételeket tekintettiik mintdnak:

(0. 3) ind X ropologikus invaridns.
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(0. 4) ind X monoton, azaz egy tér dimenzidja nem lehet kisebb valamely alteré-
nek dimenzidjandl ([31], 27).
(0. 5) Az E, euklidészi térre ind E,=n (n=1,2,...) ([11], 148 vagy pl. [31], 41).
(0. 6) MENGER SZORZATTETELE. Ha X és Y szepardbilis metrikus terek és
mindkettének van dimenzidja, akkor az XX Y topologikus szorzat dimenzidja is
létezik és
ind (XX Y)=ind X +ind Y.

([44], 246, vagy pl. [31], 33.)
(0. 7) HUREWICZ EGYESITESI TETELE. Ha X szepardbilis metrikus tér és

X= GXk, ahol minden X, az X-ben F,-halmaz, tovibbd
k=1

ind X, =n k=1,2,..),
akkor
ind X=n
([28], 754, vagy pl. [31], 30).

(0. 8) HUREWICZ KOMPAKTIFIKACIOS TETELE. Bdrmely olyan szepardbilis met-
rikus tér, amelynek wvan dimenzidja, topologikusan bedgyazhaté egy ugyanolyan
dimenzicju kompaktumba ([29], vagy pl. [31], 65).

(0. 9) MENGER Es NOBELING BEAGYAZASI TETELE. (a) Ha X szepardbilis
metrikus tér és ind X =n valamely n nem-negativ egész szdmra, akkor X topologikusan
bedgyazhaté az E,,., euklidészi térbe (MENGER, [44] 298, 301, vagy pl. [31] 60);

(b) minden n nem-negativ egész szdmra van E,, . -nek ,univerzdlis” n-dimenziés
altere, vagyis olyan, amelybe minden legfeljebb n-dimenzids szepardbilis metrikus tér
topologikusan bedgyazhats,; nevezetesen azoknak az E,,,,-pontoknak a halmaza,
amelyeknek legfeljebb n koordindtdja raciondlis (NOBELING [48], PONTRIAGIN—
—ToLszTovaA [51], vagy pl. [31] 64);

(c) minden nem-negativ n egész szdmhoz meg lehet adni olyan n-dimenzios sze-
parabilis metrikus teret (nevezetesen E,,., egy alterét), amely nem dgyazhaté be
topologikusan az E,, térbe; az (a) tétel tehdt ilyen értelemben nem élesithet3 (FLORES
[25)).

Hivatkozni fogunk még az euklidészi terek dimenzidjdnak topologikus invarian-
cigjdra:

(0. 10) BROUWER ES LEBESGUE INVARIANCIA-TETELE. Ha E,, E, euklidészi
terek és n>m, akkor az E, tér nem dgyazhaté be topologikusan E,-be.

(E nevezetes tétel a (0. 3), (0. 4) és (0. 5) tételek kdvetkezménye; elsd bizonyitdsai
({10], [40]) azonban a MENGER—URIszoN-elmélettSl fliggetleniil, mégpedig azt
koézvetleniill megel8zve keletkeztek.)

A dimenziéelmélet mds dimenziéfogalmakkal is dolgozik: a Cecu-féle — Ind X-
szel jelolt — nagy induktiv dimenzidval és a LeBESGUE-féle — dim X-szel jelolt —
lefedési dimenziéval (csak az dltaldnos topoldgia korébe esS fogalmakat emlitjiik).

A szeparabilis metrikus terek korében e haromféle dimenzid, egzisztencidjat és értékét illetden
egyarant egybeesik, s ez jelent6s konnyebbséget jelentett a MENGER—URISZON-dimenzio elméletének
felépitésénél. A MENGER—URIszoN-dimenzid azonban, bar a szeparabilis metrikus terek vizsgala-
tanal altaliban elonyosebb akar a Cecu-féle akar a LEBesGue-déle dimenzidnal, ebbd] a korbdl
kilépve szinte alig kezelhetd, és még tetszbleges metrikus terekre sem ekvivalens az utdbbiakkal.
Ez a kértilmény szabta meg a természetes korlatait a dimenzidelmélet e klasszikus részének, amely-
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nek legjobb Gsszefoglalasa W. Hurewicz és H. WALLMAN {31] konyve (1941-ben jelent meg elo-
sz0r); roviden és igen viligosan tdjékoztat rdla ALEXiTs GYORGY 1938-ban megjelent magyar
nyelvii [4] ismertetd cikke is. (Az els6 ilyen tirgyd monogrifia MENGER 1928-ban megjelent [44]
konyve volt).

Ind X és dim X azonban minden metrikus X térre ekvivalens, s a dimenziéelmélet Gjabb sza-
kasza tulnyomoéan a metrikus terekre alkalmazott nagy induktiv és lefedési dimenzidval foglal-
kozik. Az idézett alaptételek kozil is sikeriilt tobbet ilyen értelemben &ltaldnositani és egészen Uj
kutatasi iranyokat is kOvetnek ebben a korben. Nem-metrizalhaté tereknél azonban tijra igen
nagy nehézségek jelentkeznek. Minderrdl legkdnnyebben J. NAGATA nemrég megjelent [47]) kony-
vébol, vagy tobb ismertetd cikk koziil pl. P. Sz. ALEKSZANDROV [2] dolgozatabdl lehet tajékozodni.

Az iranydimenzio vizsgalata tullépi a metrikus terek korét is, de a szokasos dimenzi6fogalmak
kézil még csak a MENGER—URiszoN-dimenzidval hoztuk kozvetlen kapcsolatba, mégpedig a sze-
parabilis metrikus terek korében (bar a (5.4) tétel bizonyitisit HUREWITZ egyesitési tétele helyett
pl. K. MoORITA egyesitési tételére ([46] 22) alapozva azt nyerjiitk, hogy minden X véges irdnydimen-
zi0ji normaélis Ti-térre ind X=Dim X; részletesen 1. a 1V. fejezetben). Ezért a tovdbbiakban is
csak a MENGER—URiszoN-elméletre és a jol ismert HUREwWIcZ—W ALLMAN-féle kOnyvre hivatkozunk.

Természetes hdt az a — lényegében csak terminoldgiai — kérdés, hogy milyen
».koOtelez8” tulajdonsdgok avatnak egy fiiggvényt, amely a topologikus terek valamely
_ csalddjdt a kardindlis szdimok vagy a rendszdmok Osszességébe képezi le, ,,dimen-
ZIOVA”.

(0. 11) Hurewicz és WALLMAN szerint ([31] 154) egy ilyen fiiggvény ,,meg-
érdemli” a dimenzio nevet, ha

(a) topologikus invaridns,
(b) monoton, és
(c) megkiilonbdzteti a kiillonbozo euklidészi tereket.

(A (c) kovetelményt az Osszes haszndlatos dimenziéfogalmak ,,tdlteljesitik”,
amennyiben minden E, euklidészi térhez éppen az n szdmot rendelik. Figyelemre
méltd, hogy az emlitett szerzGk felfogdsaban még az utobbi nagyon természetes
tulajdonsdg sem okvetlen tartozéka a ,,dimenzidjelleg”-nek.)

E kritérium alapjdn tartjuk helyénvaldnak az ,,irdnydimenzié” elnevezést
(Dim X monotonitdsdt a 2. §-ban, Dim E,=n-et pedig az 5.§-ban bizonyitjuk),
annak ellenére, hogy az irdnydimenzio értéke sok térnél kiilénbozik a MENGER—
UriszonN-dimenzioétol. (Maga MENGER is hangsulyozta tobb, akdr a szepardbilis
metrikus terek korében sem ekvivalens dimenziéfogalom 1étjogosultsagat, pl. [44],
76, 317). Az ind X # Dim X esetre tobb példdt mutatunk be a 2. §-ban. Megjegyez-
ziik azonban, hogy szepardbitis metrikus X térnél e két dimenzié eltérése nem lehet
»hagyon nagy’’: ind X és Dim X koz6tt az (5. 3. 1) aszimptotikus kapcsolat all fenn.

Az irdnydimenzié tulajdonsdgai sok formai analdgidat mutatnak a MENGER—
URriszoN-dimenzidval, hatdésugara azonban nagyobb: minden topologikus térnek
van irdnydimenzidja ((1.13) tétel) és minden kardindlis szdm irdnydimenzidja
valamely térnek ((3. 3) tétel). Ez az dltaldnossdg, valamint egyes — a MENGER—
Uriszon-dimenzid megfelelG alaptételeivel analdg, de tetszGleges topologikus
terekre, ill. ilyenek tetszéleges (nem okvetleniil véges) csalddjaira érvényes — tételek,
pl. a (2. 6), (a) tétel (MENGER (0. 6) szorzattételének analogonja) reményt nyudjtanak
arra, hogy az iranydimenzi6 elmélete a szepardbilis metrikus tereken tul is jol ki-
épithetd lesz. (Igaz viszont, hogy Hurewicz (0. 7) egyesitési tételének analogonjdt
csak lényegesen erdsebb megszoritdsokkal sikeriil bebizonyitani (2. 7)-ben.)

A (8.1) ,1 bedgyazdsi tétel” (TYIHONOV (8. 2) bedgyazdsi tételének 4ltaldno-
sitdsa) pl. az (1. 19)-ben definidlt ,,gyengén rendes” T,-terek osztdlydra vonatkozik,
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amelyr6l (8. 3)-ban kimutatjuk, hogy a TyiHONOv-terek osztdlydval azonos.
(Az irdnystruktura fogalma tehdt a teljesen reguldris Tg-terek fontos osztdlydnak
egy Gjabb teljes karakterizdldsdt teszi lehetdvé.) Hurewicz (0. 8) kompaktifikacids
tételének analogonja irdnydimenziora, a (8. 6) tétel, az (1. 20)-ban definidlt ,,rendes”
To-terek osztalyara vonatkozik, amely a TyiHONOv-terek osztdlyanak része, és
magdba foglalja az Gsszes tokéletesen normalis Ty-tereket, tehdt az Osszes metrikus
tereket is ((7. 4) és (7. 5) tétel). A (8.4) ,,2. bedgyazdsi tétel” szintén a rendes To-
terekre vonatkozik. Ez a tétel TyiHoNOv bedgyazasi tételének egy analogonja
(e két tétel viszonydt a 9. §-ban elemezziik), amelyben az irdnydimenzié — durvdn
szolva — a topoldgiai suly szerepét veszi 4t.

Az irdnydimenzié azonban — az imént vazolt dltaldnossdggal ldtszdlag ellent-
monddsban — kozelebb 4dll az euklidészi dimenziéhoz, mint a klasszikus dimenzio-
fogalmak (amint ezt mdr a definiciéja is sejteni engedi). A (10. 1) ,,3. bedgyazdsi
tétel” ui. MENGER és NOBELING (0. 9) bedgyazasi tételének olyan analogonja, amely-
ben 2n+1 helyett » dll. E tétel szolgdltatja dolgozatunk dimenzidelméleti részének
a Il fejezet cimében is jelzett fGeredményét: egy szepardbilis metrikus X tér akkor
és csak akkor altere egy E, euklidészi térnek, ha Dim X =n ((10. 8) tétel). Igy tehdt
az iranydimenzidval nem csak az Osszes euklidészi terek altereinek Osszességét lehet
karakterizdlni (mint a MENGER—URISZON-dimenziéval, v6. (5.4), 2°), hanem
minden egyes euklidészi tér altereinek osztdlydt is:

Szepardabilis metrikus X tér irdnydimenzidja pontosan azt mutatja, hogy van-e,
s ha igen, melyik a legkisebb euklidészi tér, amelybe X topologikusan bedgyazhato.

Az irdnytér, ill. a topologikus irdnytér fogalma a linedris tér, ill. a gyenge
topoldgidja lokdlisan konvex tér fogalmdnak dltaldnositdsa (11. és 13.§). Irdny-
terekben bevezetjik a ,,sik”, ,féltér”, ,tdmaszsik”, ,,tdmaszpont” fogalmakat
a megfeleld, linedris terekben szokdsos fogalmak dltaldnositdsaként ((11. 5)—(11. 12)).
Bevezetiink hdrom, az R irdnystrukturdbol levezetett konvexitds-fogalmat: az erds
R-konvexitds (12. 1), az R-konvexitds (12. 3) és a gyenge R-konvexitds (12. 7) fogal-
mat. Ha az utdbbi kett6t egy linedris tér ,természetes” vagy ,,algebrai” irdny-
struktardjdra ((11.15), (11. 16)) alkalmazzuk, egyardnt a konvexitds kozdnséges
fogalmdt kapjuk ((12. 11) tetel) Rdmutatunk arra, hogy a k6z6nséges konvexitds egy
lokdlisan konvex tér ,,természetes™ vagy ,,topoldgiai” irdnystruktarajabol ((1. (13. 11)}
is ugyanigy szdrmaztathatd, mint az alapul szolgdld linedris tér — dltaldban bSvebb
— természetes irdnystruktrdjabol ((13.15) tétel); sziikebben fogalmazva: egy
lokdlisan konvex térben akkor is megdllapithatd, hogy mely halmazok konvexek,
ha nem ismerjiik a teljes linedris strukturat, azaz a tér (algebrai) konjugdltjdt, hanem
csak a (topoldgiai) dudlisdt.

A 14, §-ban bevezetjiik egy irdnytér valamely részhalmaza ,,kvazi-R-belsejének’
fogalmdt ((14. 1)——(14. 3)), amelyre az extremdlis pont fogalmanak 16. §-beli 4ltald-
nositdsdndl lesz sziikségiink.

Egy linedris tér bdrmely kételemii halmazdnak a tér természetes irdnystrukti-
réjdra vonatkoztatott kvdzi-R-belseje a két pont dltal meghatdrozott nyilt egyenes
szakasz ((14.7) tétel), tetszBleges halmaz kvdzi-R-belsejét pedig a (14. 5) képlet
adja meg. Egy lokdlisan konvex tér barmely véges algebrai dimenziéju részhalma-
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belseje ugyanaz ((14. 8) tétel).

A kvdzi-R-belsS pont fogalma lényegében az algebrai belsG pont, ill. az intern
pont (l. a (15. 1) definiciét) fogalmdt pétolja dltaldnos irdnyterekben. E kapcsolat
kimutatdsdnak szenteljiik a 15. §-t, s eredményiil a (15. 6) tételt nyerjiik: egy linedris
tér barmely, intern ponttal biré konvex halmazdnak a tér természetes irdnystrukti-
rdjdra vonatkoztatott kvdzi-R-belseje egybeesik a halmaz intern pontjainak hal-
mazaval.

A fejezet {6 feladatdnak a klasszikus KREIN—MILMAN-tételnek topologikus
irdnyterekre val6 dltaldnositdsdt tekintjiik. (Az epizodjellegli 15.§-tSl eltekintve
az egész fejezet 1ényegében a (17. 2) tétel elGkészitése.)

(0. 12) KREIN £S MILMAN TETELE. Lokdlisan konvex Ty-térben bdrmely kompakt,
konvex halmaz egyben extremdlis pontjai halmazdnak zdrt konvex burka ({39], vagy
{38], 335).

E célra a 16. §-ban az extremdlis pont fogalmdnak két kiilénboz8 dltaldnositdsat
vezetjiik be irdnyterekre: az R-extremadlis pont és a gyenge R-extremdlis pont fogal-
mdt ((16. 1), (16. 3)). Kimutatjuk, hogy lokdlisan konvex térben — a konvexitds-
hoz hasonldoan — az extremdlis pont kdz6nséges fogalma is levezethet§ (R-extre-
malis pontként és gyenge R-extremdlis pontként egyardnt) pusztdn a tér topologikus
irdnystrukturdjdbol, vagyis 1ényegében a dudlisabol ((16. 5) tétel).

Végiil a 17. §-ban megfogalmazzuk és bebizonyitjuk a (0. 12) tétel (17. 1), (a)
analogonjdt, ill. a vele ekvivalens (17.2) tételt. Befejezésiil pedig megmutatjuk,
hogy a (17. 1), (a) tétel — t5bb formai és fogalmazdsi eltérés ellenére — nemcsak
analogonja, hanem csakugyan dltaldnositdsa (0. 12)-nek; pontosan: (17.1), (a)
implikdlja a KREIN—MiLMAN-tétel (17. 3) ekvivalens dtfogalmazdsat.

*

A 1V. fejezet vegyes tartalmu; f§ feladatdnak az L, 11. és 1II. fejezet anyagdval
kapcsolatos nyitott kérdések, problémdk ismertetését tekintjilk. Megvizsgdljuk,
hogy milyen irdnyokban lehetne az eddigieket tovdbbfejleszteni és milyen alkal-
mazdsokra kellene térekedni.

Ebben a keretben tovdbbd torténeti és irodalmi megjegyzéseket tesziink, €s
néhdny tovdbbi tétellel, valamint példdval is kiegészitjiik a dolgozat anyagat.

Klénés figyelmet forditunk egy valds fliggvénytani témakorre (bizonyos fiigg-
vényegyenldtlenségekkel definidlt fiiggvényosztdlyok vizsgdlata), amelyr6l kimu-
tatjuk, hogy szoros kapcsolatba hozhat6 az irdnytér és a topologikus irdnytér fogal-
maval.
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I. FEJEZET

AZ IRANYDIMENZIO FOGALMANAK BEVEZETESE.
AZ EUKLIDESZI TEREK IRANYDIMENZIOL

1.§. Az alapfogalmak: irdny, iranystruktiira, iranydimenzio

(1. 1) DeriNic16. Egy X tér egy irdnya nyilt G és zdrt F halmazokbol alko-
tott (G, F) rendezett pdrok olyan # rendszere, amelyre a kovetkez§ irdnyaxic-
mak teljesiilnek :

(1.1. 1) (3,9), (X, X)eZ,

(1. 1. 2) minden (G, F)€Z parra G < F; ha pedig (G, F,), (G5, F,) €&, akkor
az F,SG,, F, =G, inkluzidk egyike teljesiil;

(1. 1. 3) az #-beli pdrok els§ tagjainak mindig %-vel jelslt csalddja az egye-
sitésre nézve zart, azaz

U{G: Geg*}ew (95 ¥, 9+ =0);
(1.1.4) az #%-beli parok mdsodik tagjainak mindig %-fel jelolt csalddja a
metszésre nézve zart, azaz
N{F: FEF*}cF (Fr*CF, F*=0).

(1. la) MEeGIEGYZES. Egy # irdny (G, F,), (G,, F,) elemeit akkor és csak
akkor tekintjitkk kiilonbozSknek, ha halmazelméleti értelemben azok, vagyis ha
a G, #G,, F| # F, egyenlGtlenségek egyikefenndll, fiiggetleniil a formai (jel6lésbeli)
kilonbségektsl. ElSfordul majd pl., hogy valamely ¢ paraméter kiilonbszG érté-
keihez ugyanaz a (G,, F,) pér tartozik; ilyenkor a megfelel§ ekvivalencia-osztalyok
egy-egy reprezentansdbdl alkotott halmazt értjiikk %-en. Egyediili kivétel ez aldl a
(2. 7) tétel bizonyitdsa.

(1. 2) JELOLESEK. Valamely # irdnyhoz tartozé ¢ és & csalddokat egymadsra,
ill. az #-re vonatkoztatva a
G (R, F), FR;9), YR, F %)
szimbolumokkal is fogjuk jeldlni (az elsé kettében egyértelmiiség esetén az R index
el is hagyhaté). Ugyanezen szimbdélumok szolgdlnak majd valamely £ irdanyhoz
tartozé (%), #(#) csaladok egymadssal kapcsolatos tetszéleges részcsalddjainak
(amelyeket pl. egy #* C Z# részhalmaz kivdlasztdsdval nyeriink) jelolésére is, tekintet
nélkil arra, hogy az utdbbiak teljesitik-e az Osszes irdnyaxidmdkat. (Az (1.1.2)
axiomat természetesen egy irdny bdrmely részhalmaza is teljesiti.) Részletesen:
F(R; 9%)y={F: FEF(R), létezik egy G ¢ %*,
amelyre (G, F)e#) (9*S9R)),
YR, FHY={G: GEG(R), létezikegy FeF*,
amelyre (G, F)eR  (F*SF (X)),
F(R*)={F: FEF(R), létezikegy G¢cHR),
amelyre (G, F)€#*} (#*CSR),
G(R*)={G: GEY(R), létezikegy FeF(R),
amelyre (G, F)e#*} (B*CR).
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(1. 3) Derinicid. Egy X tér valamely £ irdnydra vonatkoztatva a 4(#) U F (%)
halmazcsaldd elemeit, tovdbbd ezek komplementumait féltereknek nevezzik;
kozottik megkiilonboztetiink also és felso féltereket, tovibbd nyilt és zdrt féltereket,
az aldbbiak szerint:

feltér nyilt zart

alsé G F (Ge4R), FEF(R)).
felsé | X F ’ X\G

(Az elnevezéssel kapcsolatban vo. (3. 1)-gyel.)

(1. 4) MEeGIEGYZES. Mivel a ,,nyilt féltér”, ,zdrt féltér” kifejezések esetleg
félreérthetk (ha pl. valamely féltér nyilt halmaz, de nem ,,nyilt féltér” az (1. 3)
értelemben, mds szoval az

(FRGR))U({X\G: GEHR) )X F: FEF(R)})

csalddnak egy nyilt-zdrt eleme), megjegyezziik, hogy sziikség esetén bdrmely #
irany kibdvithetd ugy, hogy minden olyan féltér, amely nyilt, ill. zdrt halmaz, az (1. 3)
értelemben nyilt féltér, ill. zdrt féltér legyen.

Ha ui. (G, F)€Z és F nyilt halmaz, de F¢ %(2), ill. G zdrt halmaz, de G ¢ #(X),
akkor #-hez csatolhatjuk az (F, F), ill. (G, G) pdrt. (A két eset egyszerre is eld-
fordulhat.)

Konnyen beldthato, hogy egy # irdnynak e kiegészitései fiiggetlenek egymastol,
€s a kibdvitett rendszer szintén irdny.

(1. 5) TEreL. Egy R irdnyban szereplé bdrmely alsé féltér az R-nek legfeljebb
két kiilonbézé elemében fordui eld.

Bizonyitds. Ha (G, F,), (G, F,), (G, F3)€&, akkor az (l.1.2) irdnyaxiéma
mdsodik része szerint van olyan i,j€{l, 2, 3} indexpdr, hogy F,SG és F; <G,
és ezért — (1. 1. 2) els6 része kovetkeztében — F,=G=F,.

(1. 6) JELOLESEK. Azt a tényt, hogy (G, F)€Z, a G=G(Z; F), vagy az F=
= F(#; G) szimbdlummal is ki fogjuk fejezni. (1. 5) szerint a G(%; F) és F(#; G)
szimbdlumok nem okvetleniil egyértelmiick, de legfeljebb kétértelmiiek. Jelsljiik
G(R; F)fel, ill. G(#; F)-fel a sziikebb, ill. bdvebb G(#; F) halmazt és F(#; G)-vel
ill. F(#; G)-vel a sziikebb, ill. bévebb F(%; G) halmazt. Egyetlen &# irdny szerep-
lése esetén az R indexet elhagyjuk. Ha egy dllitdst G(F)-re, ill. F(G)-re mondunk ki,
az G(F)-re és G(F)-re, ill. F(G)-re és F(G)-re egyarant vonatkozik.

Minden esetben

GSG-CFG)CSFG) (Ge%@)),

GF)SGF)SFPSF  (FeF@),
és ezen inkluzidk barmelyike lehet egyenl@ség.
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(1.7) TETEL. Minden R iranyra

1.7.1) F(G)cF(G) = G=F(G) (Geg)),
(1.7.2) G(F)CG(F) = F=G(F)  (FEF @),
(1.7.3) G,cG, = F(G)SG, (G, G, € %(R)),
(1.7. 4) F,CF, = F, SG(F,) (F,, Fy € F(R)).

Mindez az (1. 1. 2) irdnyaxioma kézvetlen kovetkezménye.

(1.8) TETEL. Ha X* egy R irdny nem-iires valodi részhalmaza, és F(R*)-nak
nincs legbévebb, ill. G(R*)-nak nincs legsziikebb tagja, akkor

, U{F: FEF(@#*)} =U{G: G %®R*)} ¢ 4(R),
i,
N{G: Ge 4(R*)}={F: FeF(R")}c F(R),

tehat az alsé félterek Y(R) U F(R) csalddja tetszblegesen sok halmaz egyesitésének
és metszésének miiveletére nézve egyardnt zdrt, s igy ugyanez érvényes a felsé fél-
terek csalddjdra is.

Ez kozvetlen kovetkezménye az (1.1.2) és az (1.1.3) ill. (1. 1.4) irdny-
axiomaknak.

(1.9) TETEL. Bdrmely X tér barmely & irdnydra:

(1.9. 1) Az alsé félterek G(R)J F(R) csaladja, és ezdltal a 4 R), F(X) csa-
ladok is a < reldciéval rendezve vannak.

Ez (1. 1.2) kovetkezménye.

(1.9.2) Az # halmaz a

(Gy, F))<(Gy, Fy)  ((Gy, F1), (Gy, F))€ER, FL£G,)

relacioval rendezve van.

Ez is (1. 1. 2)-b3l kovetkezik. # barmely két eleme kozodtt fenndll ui. valamelyik
irdnyban a < viszony, és ez a reldcié nyilvdnvaldan tranzitiv; ha pedig (G,, F;)<<
<(Gy; F3) és (G,, F2)<(Gy, Fy), akkor G, S F; £G,E F,£G,, tehdt (G, Fy)=
:(GZ’ Fz)

(1.9.3) 4 YRB)JF(R), 4(R), F(R) csaladok mindegyike, ill. az # halmaz
az (1.9. 1), ill. (1.9. 2) szerinti rendezésben hézagmentes.

Ez (1. 5)-b61 és (1. 8)-bdl kovetkezik.

(1. 9. 4) MEGJEGYZESEK.

1° A tovdbbiakban egy féltércsaldd, ill. egy R rendszer rendezésén mindig az
(1.9. 1), ill. (1.9. 2) szerinti természetes rendezést értjiik.

2° Egy X tér minden £ irdnydnak (mint rendezett halmaznak) nyilvan (&, 9)
az elsd és (X, X) az utolsd eleme.

3° Mivel egy # irdny rendezése csak (1. 1.2)-t6l fiigg, minden nem-lires
R* R részhalmazt ismét az (1. 1. 2) szerinti, vagyis az #-t8l 6rokolt rendezéssel
elidtottnak tekintiink.

(1. 10) TETEL. Bdrmely X tér barmely (rendezett) irdnya, a rendezés-topologidval
elldtva, kompakt Hausdorfj-tér. .
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Bizonyitds. Minden rendezés-topologikus tér T,-tér, és amennyiben

{a) rendezés-teljes (azaz minden feliilr§! korldatos részhalmazdanak van szup-
rémuma), és

(b) van els6 és utolso eleme,
akkor kompakt is (pl. [37], 81).

Az (a), ill. (b) feltétel (19. 4), 2°, ill. (1. 9. 3) szerint teljesiil.

(1. 11) DeriNici6. Egy X tér olyan # irdnyainak nem-iires R rendszerét,
amelyekben szerepld Osszes nyilt félterek a topoldgia egy szubbdzisdt szolgaltatjdk,
a tér egy irdnystruktirdjdnak (roviditve: IS) nevezziik.

(1. 11a) MEGIEGYZESEK. 1° Egy tér #,, R, irdnyait akkor és csak akkor tekint-
jik kiilonb6z6nek, ha mint halmazok kiilénb6z8k, fiiggetleniil minden egyéb
(jeldlési, indexezési, szdrmaztatdsi) kilonbségtsl (v6. az (1. 1) utdni megjegyzést); egy
irdnystruktira szdmossdgdnak fogalmdt is ilyen értelemben haszndljuk. Egyetlen
— elkeriilhetetlen — kivétel a (2. 7) tétel bizonyitdsa.

2° Annak feltétele, hogy egy X tér irdnyainak valamely

R={B: k=1,2,...,n)

véges rendszere az X térnek IS-ja legyen, igy is fogalmazhato: minden x€ X pont-
hoz és annak minden U kdrnyezetéhez taldlhatok olyan

G.E9(R), FeFR) (k=1,2,.., n)
félterek, amelyekre

(.11 X€ f"](Gk\Fk) cu.
k=1

Ha ui. ebben a metszetben nem minden 9R-beli irdny volna képviselve, akkor minden
hidnyz6bdl szerepeltethetjiik az X\ @ tényez8t; (1. 9.1) és (1. 8) szerint pedig meg-
dllapodhatunk abban, hogy minden #, irdnybdl csak egy G\ F, alaki tényez6
szerepeljen.

(1. 12) Egy X tér minden nyilt és minden zdrt halmaza féltér X valamely irdnydra
vonatkozéan; a & és X halmazokra pl. -

(.12.1) Ry ={(9, ), (X, X))
egy ilyen irdny, barmely nemtrividlis nyilt G, ill. zdrt F halmaz pedig pl. az

(1.12.2) R ={(B, D), (G, G~), (X, X)},
ill.

(1.12.3) R ={D, D), (F°, F), (X, X)}
nyilvdnvald irdnyokra nézve féltér. EbbSl kénnyen kovetkezik:

(1. 13) TETEL. Minden térnek van irdnystruktirdja.

Ha ui. ® egy X tér Osszes nem-iires nyilt halmazainak csalddja (vagy akdr csak
egy bazisa), akkor az (1. 12. 2) jeloléssel

(1. 13. 1) R={%;: Ge6}
a térnek egy [S-ja.
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A kardindlis szdmok nagysdg szerinti jolrendezettsége alapjin minden tér
IS-i k6z6tt van minimdlis szdmossdgu, s innen szarmaznak a kévetkez6 — az L. és
a II. fejezet alapjaul szolgdlé — definicidk:

(1. 14) DerNic16. (a) Egy X tér — Dim X-szel jelolt — irdnydimenzidja:
iranystruktiirdi szdmossdgainak minimuma;

(b) Dim @& =0.

Ez a definici6 minden X térhez egyértelmiien hozzdrendel egy Dim X =1 kar-
dindlis szdmot.*

(1. 15) DeriNici6. Egy X tér minden olyan R IS-jat, amelyre R =Dim X, X
minimalis irdnystruktardjinak nevezzik.
Sziikséglink lesz az irdny fogalmdnak kovetkezG élesitésére is:

(1. 16) DeriNic1d. Egy X tér valamely £ irdnya rendes irdny, ha
(1.16. 1) U{F\G: (G, F)eR}=X.

(1.17) DerNicio. Egy X tér valamely R 1S-ja rendes irdnystruktira, ha
minden Z¢€R irdny rendes.

(1. 18) A rendes irdnyokat a 6. §-ban vizsgdljuk meg kozelebbrgl. Itt annyit
jegyziink meg, hogy

(a) egy Z irdnynak (1.4) értelmében vald kibGvitése az irdny rendességét,
ill. nem-rendességét nem vdltoztatja meg;

(b) minden X térnek van rendes irdnya; ilyen pl. az

1.18. 1) 2={(3, 9), (3, X), (X, X)}
irany;

(c) rendes IS-ja azonban nem minden térnek van (pl. T\ -térnek akkor és csak
akkor, ha teljesen reguldris, 1. a (8. 3) tételt), ezért sziikséges a kovetkezd

(1. 19) DeriNicio. Egy tér gyengén rendes, ha van rendes irdnystrukturdja.
Kérdéses tovdbbd, hogy egy gyengén rendes tér minimdlis IS-1 k6z6tt is van-e
rendes:

(1. 20) DerNictd. Egy tér rendes, ha van rendes minimdlis irdnystruktardja.

2.8. Az iranydimenzié monotonitisa.
Egy szorzat- és egy egyesitési tétel

E paragrafusban adott terek adott IS-ibol az alterek, szorzatterek, ill. egyesitések
szdmdra természetes modon adodé IS-kkal foglalkozunk. -

(2. 1) DeriNic16. Legyen f: Y —X egy nem-iires halmaz tetszéleges leképezése
egy X térbe. Valamely X-beli Z# irdny, ill. R={R,: a € A} irdnystruktira f-re vonat-

rrrr

terek, s koztikk a 0-dimenzids euklidészi tér — irdnydimenzidja is O legyen. Ez egyrészt erfsitené
az analégiat a MENGER—URISZoN-dimenzidval, és lehetové tenné pl. a (10. 1) bedgyazasi tétel har-
monikus (bar nem lényeges) kiegészitését; masrészt azonban nehézségeket okozna egyes tételek
(pl. a (2. 7) egyesitési tétel) megfogalmazasanal.
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kozo inverz képének az
2.1.1) R ={(fG), f'[F]): (G, F)e#),
il
2.1.2) ‘.R’:{é%;:szA}

rendszert nevezziik.

MEGIEGYZES. Eldfordulhat, hogy 4, ill. R t6bb kiilonb6zs elemének ugyanazon
elem felel meg #'-ben, ill. R’'-ben. Ekkor az (1. 1a) megjegyzés értelmében mindig
hallgatélagosan feltessziik, hogy az egybeesé elemeket egyetlen reprezentdnsuk
képviseli.

(2.2) TETEL. Ha X, Y tetszileges terek és f+ Y — X folytonos leképezés, akkor
minden X-beli (rendes) R irdny R’ inverz képe Y-ban (rendes) irdny.

Bizonyitds. Az
SUGH (Ge9@R), f71F) (FEF (@)

halmazok f folytonossdga miatt nyiltak, ill. zdrtak, az (1. 1. 1)—(1. 1. 4) irdny-
axiomdk pedig még tetszbleges leképezésnél is nyilvdn teljesiilnek. Hasonldan,
ha Z rendes,

UL/ FINS TG (G, F)eR}=U{f[F\G: (G, F)eR}=

=f"HU{F G:(G, F)eR}l=f""[X]=7,
azaz &’ is rendes.
A (2. 2) tétel feltételei mellett egy X-beli irdnystruktura inverz képe nem okvet-
leniil IS-ja Y-nak. Ennek biztositdsdra a folytonossdgndl erdsebb feltételre van
sziikség:

(2. 3) TeteL. Legyen X tetszéleges tér. Ha egy nem-iires Y halmazt egy tetszé-
leges f: Y —~X leképezésbol szdrmazd inverzkép-topoldgidval ldtunk el — wvagyis
Y egy részhalmaza akkor és csak akkor nyilt, ha valamely X-beli nyilt halmaz inverz
képe — akkor minden X-beli (rendes) R={R,: a€ A} IS R’ inverz képe (rendes)
IS-ja az Y térnek.

Bizonyitds. 1° Az R’ rendszer Z, elemei (2. 2) szerint — R rendessége esetén
rendes — irdnyok az Y térben.
2° Ha yeY tetszSleges pont és V y-nak tetszGleges nyilt kdrnyezete, vagyis
V=f~YU] valamely UZ X nyilt halmazra, akkor létezik olyan 4* S A véges hal-
maz, és vannak olyan
G.€9R), F.€F(R,)  (aeA¥)

FNEN{GN\Fia€A*}C U,

YN HGINSTIFL: ae A} EV;

félterek, hogy
tehadt

R’ tehdt IS-ja Y-nak.

(2. 4) DeriNicid. Egy X tér valamely £ irdnya, ill. R 1S-ja dltal egy nem-iires
X altérben indukdlt irdnynak, ill. 1S-nak az #-nek, ill. az R-nek az injektiv leképe-
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zésre vonatkozd 47, ill. R’ inverz képét nevezziik, vagyis
R ={(GNX’, FNX'): (G, F)eR),
R ={A#": BcR).

Az injektiv leképezésbSl szdrmazoé inverzkép-topoldgia éppen az X’ altér
(relativ) topoldgidja, s ennek alapjan kovetkeznek a (2.2) tételbSl az alterekre
vonatkozo dllitasok:

(2. 5) TETEL. Legyen X’ egy X tér tetszbleges nem-iires altere.

(a) AZ IRANYDIMENZIO MONOTONITASA: Dim X’ = Dim X.

(b) Ha az X tér gyengén rendes, X’ is az.

(¢) Ha az X tér rendes és Dim X =1, akkor X’ is ilyen tulajdonsdgu.

Bizonyitds. 1° Ha R az X térnek egy minimalis [S-ja, akkor (2. 3) szerint
Dim X’=%'=%R = Dim X,

tehdt (a) teljestl. (Megjegyezziik, hogy tobb 9R-beli irdny dltal indukalt iranyok
esetleges egybeesése kovetkeztében R’ <R is el6fordulhat.)
2° (b), ill. (c) bizonyitdsdhoz elegends a (2. 3) tételt az X tér egy rendes, ill.
rendes minimalis 1S-ja dltal X’-ben indukdlt 1S-ra alkalmazni, tovdbbd (c)-nél
hivatkozni arra, hogy nem-iires tér irdnydimenzidja definicié szerint legaldbb 1.
A kovetkezS két — lényegében egyiitt bizonyithatd — tétel egyike, a (2. 6), (a)
tétel, a MENGER—URIszon-elmélet (0. 6) szorzattételének analogonja. Megfogal-

mazdsa — mivel a koordindtaterek szdmat és azok minGségét illetGen egyardnt
mentes minden megszoritdstdl — dltaldnosabb, mint a klasszikus szorzattételé,

vagy akdr az utébbi kiillonbozs ismert dltaldnositdsaié.
(2. 6) SZORZATTETELEK. (a) Terek tetszéleges nem-iires {Xjz: B € B} csalddjdnak
X=X{X;: BB}
topologikus szorzatdra
(2.6.1) Dim X = X{Dim X,: B € B}.

(b) Gyengén rendes terek tetszéleges nem-iires csalddjdnak topologikus szor-
zata szintén gyengén rendes tér.

Bizonyitds. 1° Legyen
Wy ={Rp,o: €A} (BEB)
a megfelel X, koordindtaterek egy-egy 1S-ja, f; az X szorzattér vetillete a meg-
felels X, térre és
(2.6.2) E' =f;'[E]l={x€ X: x4€ E} (ESX;, peB),
ahol x; az x € X pontnak X,-beli koordindtdjdt jelenti.
Mivel az f; leképezése minden f¢€ B-re folytonos, a (2.2) tétel szerint minden

Rp o (a€Ag, BEB) irdny X, , inverz képe a megfelel§ f;-ra vonatkozoan az X tér
egy irdnya.
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2° Bebizonyitjuk, hogy ezen irdnyok
2.6.3) R={Rp ,: a€ Ay, PEB}

halmaza IS-ja X-nek.
Legyen x¢ X és U x-nek egy kdrnyezete. Legyen tovdbbd B* & B olyan véges,

nem-iires halmaz és legyenek
USX;  (BeBY)

olyan nyilt halmazok, hogy — a (2. 6. 2) jeloléssel —
(2.6.4) xeN{Up: BeB*}CSU.
Legyenek tovdbbd A} S 4, olyan véges nem-iires halmazok,
Rp ERp (x€ 4%, fe B¥)
olyan iranyok és
G, o €9 Ry o)s Fp o€ F( Ry (x€ 45, BEBY)
olyan félterek, hogy
(2.6.5) Xp € Gy o Fp i ¢ €AF} S Up (B € B*).
Ekkor (2. 6.4) és (2. 6.5) szerint
x€N{(Gp o Fp0) s a€Af, BEB*}={Gp .\ Fp .2 a €A}, BEB*}EU,

ahol
Gho€9(Rp0). FpoCFRp)  (a€Af, BEBY),
tehdt a (2. 6. 3) rendszer valdban 1S-ja X-nek, qu.e.d.
3° Az (a) tétel bizonyitdsdra tegyiik fel, hogy minden R; minimdlis 1S-ja a
megfeleld X;-nak, azaz
R; = Dim X (B € B).

Ekkor, dllitdsunknak megfelelGen,
DimX =R = 3 {R,: e B} = 3 {Dim X;: B€ B}.

4° A (b) tétel bizonyitdsdra elég beldtni, hogy amennyiben minden R, rendes
IS-ja a megfelel X;-nak, R is rendes IS-ja X-nek, s ez azonnal kdvetkezik a ren-
desség (1. 16. 1) definiciojdbdl és a trividlis
(M~ NY =M~ N’ (M, NS Xy, BEB)
azonossagbol.
A koévetkezd tétel HURewICZ (0. 7) egyesitési tételével analdg. Itt viszont sajnos

lényegesen erdsebb feltételeknek kell aldvetni az dsszeadanddkat, mint a példaképiil
szolgdlé klasszikus tételben:

(2.7) Ecyssitist TETEL. Ha {X,: k=1,2, ...} egy X tér nyilt-zdrt halmazainak
egy megszamldlhato csalddja, és

X=U X,
k=1

akkor
Dim X =sup {Dim X,: k=1,2,...}.
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Bizonyitds. Legyen A olyan halmaz, amelyre

A =sup {Dim X,: k=1,2, ...},
tovabbd
me{@k,aZaEA} (k=1,2,...)

a megfelel X, terek egy-egy 1S-ja. (Itt kivételesen megengedjiik az (1. 1a), (1. 11a)
megallapoddsokkal szemben, hogy valamely k-ra az %, , irdnyok kozott, tovabbd
valamely k, « pdrra #, , elemei k6zott csupdn az indexezéssel megkillonboztetett
egyenlSk is szerepeljenck.) Az

XO :Q’

k-1
LliTe \

— (E€H R JUF(R); k= 1,2,...; a€ A)
jelolésekkel az

R, = {(G’, F): (G, e U ’%k,a}u{(X, X))} (ed)
k=1
rendszerek az X tér irdnyaivd vdlnak (az irdnyaxiomdk nyilvanvaléan teljesiilnek).
Legyen most x€ X és U az x pontnak egy kdrnyezete. Legyen tovdbba
2.7.1 ky=min {k: x€X;}.
Legyen 4* < A olyan véges nem-iires halmaz és legyenek

Ga € g('%kx,a): Foz € gz—(%kx,a) (!Z € A*)
olyan félterek, hogy

(2.7.2) x€ ) (G,NF) S UNX,..
ag A*

' ke—1
Mivel (2.7.1) szerint x¢ U X;, (2.7.2)-bé!
i=0

x€ N(GNF)E N (GNF)EU
at A* ag A*
kovetkezik, ahol

G.€9R,), F,eF(R,)  (ac4™).
Az X térnek tehdt
R={R,: €A}
egy IS-ja, és Dim X'= A . Mivel pedig
Dim X=Dim X, k=12,..)
miatt Dim X%i, végiil i1s Dim X = A kovetkezik, qu.e.d.
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3.§. Vegyes tételek és példak gy

(3.1) Egy topologikus tér irdnystrukturdjdnak fogalma az euklidészi terek
Descartes-koordindtastrukturdjanak dltaldnositdsa. Ha ui. »n természetes szdm ¢és

E,={x=0x®x2  x"): —wo<xW<e (i=1,2,..,n)}
G, = {x: xX? <1}

GB.LD Fipo={x: x9 =1}
akkor minden

R ={D, D)} UG, Fi)0 —o<t<eo}U{(E,, E,)}
halmaz egy (rendes) irdnya, az
3.1.2 - R={#,:i=1,2,...,n}

rendszer pedig egy rendes 1S-ja az E, euklidészi térnek. Az E, eme ,,szokdsos”
irdnystruktardjdban szereplS félterck — az iires halmaz és az egész tér kivételével —
megegyeznek a szokdsosan féltérnek nevezett halmazokkal (s ez indokolja az (1. 3)-
ban bevezetett ,,féltér” elnevezést); az (1. 11. 1)-beli véges metszetek pedig éppen
az E, tér nyilt intervallumainak felelnek meg.

Nyilvdanvald tehat, hogy

(3.1. 3) Dim E,=n n=12,..)

(—e<t<oo, i=1, 2,...,”), I

és természetesen Dim E, =1; azt az eléggé kézenfekv§ sejtést, hogy minden n-re
Dim E,=n (mas szdval, hogy minden E, szokdsos 1S-ja minimdlis IS) az 5. §-ban
igazoljuk (az n=2 esetre (2. 5), 1°-ben kiilén bizonyitdst is adunk).

(3.2) TETEL. Minden X térre Dim X =1(X).

A bizonyitdshoz elegendé az (1. 13. 1) példdt figyelembe venni.

gy példdul minden megszamldlhaté bdzisti X térre Dim X =§,. Ismét kézen-
fekvé a sejtés, hogy a Hilbert-tér — amely univerzdlis tere az Gsszes szepardbilis
metrikus tereknek, tehdt az Osszes euklidészi tereknek is — irdnydimenzidja N,;
ezt (5. 2)-ben igazoljuk.

(3.3) TETEL. Bdrmely a =0 kardindlis szamhoz taldlhaté olyan X tér, amelyre
Dim X =a.

Bizonyitds. 1° Véges a-ra az (5. 1) tétel igazolni fogja dllitdsunkat, azonban
mar itt is bemutathatunk egy egyszerl példat.

Legyen n egy természetes szdm és X, az a topologikus tér, amelynek alap-
halmaza {1, 2, ..., n+1}, és nem-iires nyilt halmazai az

{1,2, ..., k} k=1,2,..,n+1)

halmazok (amelyeknek csalddja egyben X, egyetlen bdzisa). E térben bdrmely
nem-iires nyilt halmaz lezarasa maga X,, s ezért csupdn a
{3, 9), (9, F), (X,, X))} ( F nem-iires zdrt halmaz)
ésa
{(@, 9), (G, X,), (X,, X,)} (G nem-trividlis nyilt halmaz)
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tipust # irdnyok szolgdltatnak legalabb egy nem-trividlis
NF (Ge9(R), FeF(R))

halmazt. Mivel azonban ezen irdnyok bédrmelyike csak egy ilyen bdzis-halmazt
szolgdltat, a tér minden IS-ja legaldbb » irdnyt tartalmaz, és ennyi (alkalmasan
vdlasztott) irany elegend§ is; vagyis Dim X, =n, qu.e.d.

2° Ha az a kardindlis szdm végtelen, a fenti konstrukcio egy varidnsa — a jol-
rendezési tétel alkalmazdsdval — még tobbet nyujt: olyan X, teret szolgdltat, amelyre

X, =DimX, = ©(X,) = a.

Tekintsiik ui. egy a szamossdgii X, halmaznak egy jolrendezését, és topologizal-
juk X-et ugy, hogy éppen a rendezés szerinti kezdetek legyenek a nyilt halmazok.
E topoldgidnak van egy minimadlis bdzisa, amely minden mds bdzisnak részcsalddja,
ti. a !
(B.: x€X,)
halmazcsaldd, ahol
B.={y: yeX,,y<x}  (x€X).

Ebbdl 1(X,) =a, és — az 1°-beli meggondoldssal — Dim X, =1(X,) kévetkezik, qu.e.d.
(3. 3. 1) MeGIEGYZES. Teljes indukcidval kénnyen igazolhatd, hogy
ind X,=n (n=1,2,...).

A 2°-ben leirt X, tereknek (végtelen a-ra) azonban nincs MENGER— URISZON-dimen-
zidjuk, még a transzfinit értelemben sem. Ez kénnyen beldthatd, ha figyelembe
vessziik, hogy egy ilyen (jolrendezett) X, tér elsG pontja legsziikebb nyilt kérnyezeté-
nek (ez éppen a megfelel6 egypontos halmaz) hatdra X,-val homeomorf. Ebben
a pontban — ¢s hasonléan minden véges kezdet utolsé pontjdban, vagyis meg-
szamldlhatéan végtelen sok pontban — tehdt a MENGER—URISZON-dimenzid biz-
tosan nem létezik.

(3. 4) TETEL. Ha egy legaldbb 3 pontot tartalmazo X Ty-tér olyan tulajdonsdgu,
hogy bdrmely x€ X pontra az X\ {x} altér dsszefiiggd, akkor Dim X =2.

Bizonyitas. 1° Tegyik fel az allitds ellenkez§jét, vagyis, hogy Dim X=1,
tekintsiikk az X térnek valamely egyetlen irdnyt tartalmazé R={%#} 1S-jdt, és ren-
dezziik az X halmazt a kovetkezGképpen:

ha x;, x, € X és x, #Xx,, akkor és csak akkor legyen x,<x,, ha létezik olyan
McG(R)U F(R) téltér, amelyre x, € M és x, ¢ M.

Ez a reldcié valdban rendezi az X halmazt:

(a) Ha x, x,€X és x; #Xx,, akkor az x, <x,, x,<x, reldciok egyike fenndll.
Legyen ui. V pl. x,-nek olyan nyilt kornyezete, amely x,-t nem tartalmazza, és
legyenek G € Y(ZR), F€ F(#) olyan félterek, hogy x, € G~ F& V. Ekkor aszerint,
hogy x, 4G, ill. x, € F, x,<x,, ill. x,<x,.

(b) Az x,<x,, x,<x, reldciok nem dllhatnak fenn egyidejlileg. Az elsd,
ill. mdsodik ui. olyan M ill. N alsé féltér 1étezését jelenti, amelyre x;, € M, x, ¢ M,
ill. x; ¢ N, x,€N. Ha ilyen M és N 1éteznék, sem az M N, sem az NC M inklizid,
sem pedig M =N nem dllhatna fenn, holott az #-beli alsé félterek (1. 9. 1) szerint
az inkluzidval teljesen rendezve vannak.
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(¢) A < reldcidé tranzitiv. Ha ui. x,;<x, és x,<x3, akkor léteznek olyan
M, N alsé félterek, amelyekre
X €EM, x,§M, x, €N, x3¢N.

Ekkor (1. 9. 1) szerint MC N, s ezért x, € N, vagyis ;c1<x/3.
2° Legyen most x, a rendezett X halmaz egy tetszdleges, de nem elsS és nem
utolsé — vagyis olyan eleme, amelyre

Y={x€X: x<x0}#0, Z={x€X: x>x,}#0.

Az YUZ=X/{x,} altér a feltevés szerint dsszefiigg8, tehdt

3.4.1) Y"NZ-(YUZ) =@.
3° Fennall tovdbba
3.4.2) Y NZ=Z-NY =0,

mads szdval: barmely x¢€ Z, ill. x€ Y pontnak van olyan nyilt U kérnyezete, amelyre
YNv=g, il. ZNU=9.

Ezt példaképpen az x, € Z esetre bizonyitjuk be. Minden x€ Y ponthoz ren-
deljiink egy olyan M, also félteret, amelyre x€ M, és xy¢ M, . Ekkor (1. 8) szerint

M=U{M,: x€Y}c9R) U F(R),

és YE M, tovabbd (xo,¢ M miatt) x, ¢ M.

Ha marmost az M halmaz zdrt, akkor X~ M az x, pont keresett U kdrnyezete.
Ha azonban M nem zdrt, azaz M€ %(#), akkor x; ¢ F(M), kiilonben x,4¢ M és
Xo<Xx, miatt 1éteznie kellene egy N féltérnek, amelyre M C Nc F(M), s ez ellent-
mond az (1. 1. 2) irdnyaxiomdnak; ez esetben tehdt X\ F(M) az x; pont keresett
nyilt U kornyezete. ((3. 4. 2) mdsik részének bizonyitdsa teljesen analdg.)

4° A (3.4.1), (3.4.2) kovetkezmények ellentmondanak egymadsnak; ezzel
a Dim X'=1 feltevést megcdfoltuk, s a tételt bebizonyitottuk.

(3.5) A (3.4) tétel néhdny alkalmazdsa:

1° DimE, =2 (n=2,3,...), tehdt (3.1.3) szerint specidlisan Dim E, =2.
Az E,, E, terek — s mint az 5. §-ban bizonyitani fogjuk, az 6sszes euklidészi terek —
Dim X és ind X egyezésének legfontosabb példdi. A (3. 4) tétel azonban a legérde-
kesebb példdkat a Dim X =ind X esetre szolgdltatja. '

2° Ha K az E, tér egy zart korvonala, Dim K=2 (v6. ind K=1). Ez az egyszeri
példa vildgosan szemlélteti az ind X, ill. Dim X definicidjanak lokdlis, ill. globdlis
jellege okozta kiilonbséget: a MENGER—URISZON-elmélet lokdlis szemléletében
a korvonal ekvivalens a szamegyenessel.

3° Legyen n=2, XCE, és
3.5.1 ENX<§;
ekkor az X altérre Dim X =2.

Bizonyitds. A (3.4) tétel szerint elegendd azt kimutatni, hogy minden ilyen
X tér Osszefiiggd. Ha valamely ilyen X térben léteznének nem-iires, diszjunkt s a
teret egyiitt kit6lté nyilt U, V' halmazok, akkor barmely x¢ U, y€V pontpdrra
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és minden E,-beli folytonos, {x, y}-t tartalmazé L vonalra
3.5.2) LN(ENX)=O.

Legyen ekkor & az {x, y}-t tartalmazé folytonos vonalaknak olyan kontinuum-
szamossdgu csalddja, amelyre

(3.5.3) L NL,={x,y} (L, L)
(ilyen & csaldd trividlisan 1étezik). Mivel ekkor (3. 5. 2) és (3. 5. 3) szerint
ULNENX): LeZL)

kontinuum-szdmossdgi halmaz, E,\X=g{; ez azonban ellentmond a (3.5. 1) fel-
tevésnek, qu.e.d.

Legyen pl. E} az E, tér azon pontjainak halmaza, amelyeknek nem mindkét
koordindtdja raciondlis. Ekkor E,\ E} =8, <&, tehdt az elSbbiek szerint az E!
altérre Dim El =2, s figyelembe véve (3. 1. 3)-at és az irdnydimenzid (2. 5), (a)-ban
bizonyitott monotonitdsdt, Dim E} =2 (v6. ind E} =1, pl. [31] 29, 42).

A kovetkezS példdk rendes IS-kra és rendes terekre vonatkoznak.

(3. 6) TETEL. Minden diszkrét X tér rendes, és iranydimenzidja 1.

Bizonyitds. 1° Tekintsiik X alaphalmazdnak egy rendezését, és jeloljiik of-val
az alaphalmaz Osszes kezdeteinek csalddjdt. Ekkor az

R={(A, A): Acst)

rendszer az X tér egy irdnya (az (1. 1. 1), (1. 1. 2) axiémdk trividlisan, az (1. 1. 3),
(1. 1. 4) axiomdk pedig

U{d: Adet*}e o
N{A: Acst*}e st
alapjdn teljesiilnek); R ={#)} pedig 1S-ja X-nek, hiszen az
3. 6. 1)’ A={y:yeX, y<x}=Ul4: A€o, x¢ 4}
B,={y:yeX, y<x}={A: d€ o, x€ A}
kezdetekre A€ F(R), B, € Y4R) és

(A% C oA, oA* # D)

(3.6.2) {x}=B.,\A, (x€X).
Ezzel igazoltuk, hogy Dim X =1. (Megjegyzés: ind X=0.)
2° X-nek 1°-ben leirt IS-ja nyilvdn nem rendes, s6t példdja a ,legkevésbé

rendes” IS-nak, hiszen
U{F\G: (G, F)ez}=4.

Az A irany azonban rendes irdnnyd egészithetd ki. Legyen ui.
Ry ={(A;, B): xEX}, R =RUR,.
(3. 6. 1) szerint %’ is irdnya X-nek, s mivel tartalmazza #-t, R = {#’} 1S-ja X-nek.
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Végil: R’ rendes IS, hiszen (3. 6. 2) szerint

~

U{F\G: (G, F)e#'} = UX(BX\Ax) =X
x€
Ezzel igazoliuk az X tér rendességeét.

MEGIEGYZES. Egy tér rendessége megdllapitdsanak e modszerét (ti. valamely
minimalis IS irdnyainak kiegészitését rendes irdnyokkd) sikerrel alkalmazhatjuk
a rendes tereknek egy — a diszkrét terek osztdlydt tartalmazd, de anndl sokkal bé-
vebb — osztdlydnal, a tékéletesen normalis tereknél (7. §).

Itt, tovdbbi egyszerii példaként, a rendezés-topologikus terek osztdlyat emlitjilk
meg, amely az irdnydimenzié vizsgdlatindl fontos szerepet jatszik ((8. 4) és a 9. §).

(3.7) TETEL. Minden rendezés-topologikus X tér rendes, és irdnydimenzidja 1.

Bizonyitds. 1° (2. 5), (c) szerint az altaldnossag korldtozdsa nélkiil feltehetjiik,
hogy az X halmaz rendezése teljes, hiszen, mint ismeretes, birmely nem-teljes ren-
dezésii rendezés-topologikus tér topologikusan bedgyazhato egy teljes rendezésiibe.

2° Legyen

G.={y: y€X, y<x}
3.7.1 (x€X);
={y:yeX, y<x}
ekkor az

(3.7.2) R ={@, O)}U{(G,, F): xe X}U{(X, X))

rendszer nyilvdn teljesiti az (1. 1. 1), (1. 1. 2) irdnyaxiémakat, az (1. 1. 3), (1 1. 4)
ax1omak teljesiilése pedig abbdl koévetkezik, hogy az

x*=sup {x: x € X*}

*k K
xy=inf {x: x€ X*} (X*& X, X*=0)

j elolésekkel — a rendezés teljessége miatt —
U{G,: xEX*}:G,,*, {F:: x€X*}=F,,.

R tehdt az X tér egy irdnya.
3 3.7. 1) bdl kitilinik, hogy R = {2} az X-nek 1S-ja, tehdt Dim X' =1.
4 Az R irdny rendes, hiszen

x€ FNG,  (xeX).
X tehat rendes tér.

MEGJEGYZESEK. 1° Minden rendezés-topologikus X térre ind X=1.

2° A (3.7) tétel nem fordithaté meg. Bdrmely indiszkrét tér, amely legaldbb
2 pontot tartalmaz, példa olyan 1 xranydlmenzmju rendes térre (1. (1. 12. 1)), amely
nem rendezés-topologikus.

Befejezésiil megemlitjiikk, hogy az Osszes, e §-ban példaképpen felhozott X
tereknél a Dim X =ind X viszony dll fenn a kétféle dimenzid kozétt; a 4. §-ban
be fogjuk bizonyitani, hogy ez az egyenlStlenség minden szeparablhs metrlkus
X térre teljestil.
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4.§. Egy osszefiiggés szeparabilis metrikus terek iranydimenziéja
és Menger— Uriszon-dimenzidja kdzott

E paragrafus G feladata az alapvetd (4. 5. 1) reldcié bebizonyitdsa. Ehhez segéd-
tételként felhaszndljuk majd a (4. 1) lemmdt és a (4. 2) tétel els6 korolldrivmat.
(4. 1) LEMMA. Ha egy X Ty-tér egy

R={Z,: ac 4}
18-jdbol szdrmazo valamely

4.1.1) N{F\G,: (G,, F)eR,, a4}
tipustt halmaza nem-iires, akkor csak egy pontot tartalmaz.

Bizonyitds. Béarmely x, y€X, x=y pontpdrhoz létezik egy «,€A4 index és
léteznek olyan G€ YUZ,,), F€F(R,,) félterek, hogy pl.

4.1.2) x€EG\F,
de
4.1.3) y§ G\ F.

Ha valamely (4. 1. 1)-tipust P& X halmazra x,y€P, akkor (4.1.2) és (1.9.1)
miatt
F&G,,cF, C5G,

ez azonban (4. 1.1) és (4. 1. 3) szerint lehetetlen.

(4.2) TETEL. Ha R={A,: ac A} egy X tér egy 1S-ja és A*C A tetszbleges
nem-iires részhalmaz, akkor minden

@.2.1) X* = {F,\G,: a€ A%}

((Ga? Flz) E'%aa GuCFa (aeA*))
tipusi altérre

Dim X*= A\ A*.
Bizonyitds. Elegend§ megmutatni, hogy ha X*=@ és
Rx={A%: ac A}
X*-nak R dltal indukdlt 1S-ja (2. 4), akkor
Wk = { B g A\ A*} v
is IS-ja X*-nak.
Legyen x € X* és U* x-nek tetsz6leges nyilt kornyezete X*-ban, vagyis
xEU*CX* é& Ux=X*NU

x-nek valamely X-beli nyilt U koérnyezetére. Ekkor létezik olyan véges, nem-iires
A, S A halmaz, és léteznek olyan "

I, ¢9(R), ,€F(R) (2€4y)
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félterek, hogy
XM\ P, 0€4,}EU.
Mivel ‘
xe(Fa\\Ga)m(rz\-d)a) (aEA*mAl),

azért

(pagGa’ ragFa (aEA*ﬂAI)’
tehat
4.2.2) X*S I\ P,: a€A* N A}
Az

Ex=X*NE (E€9(R)UF(R,), ac A)
jeloléssel (4. 2. 2)-bsl
XN (TN, a€ 4, )) =X NI\ @: 2 €4, A%} =

= 0F: a€ A N A*},
ahol
Iy €9R), Vi€ F(R;) (a€ A\ A%);
tehat
XE(UME\ e a € AN\ A*} S UA,

s ezzel, mivel A, A* véges, nem-iires részhalmaza A\ A*-nak (ha eltekintiink a tri-
vidlis U* =X* esettSl), a bizonyitdst befejeztiik.

(4. 3) ELs6 KOROLLARIUM. Bdrmely — szitkségképpen véges irdnydimenzidjii —
X tér tetszileges véges, de 1-nél nagyobb szdmossdagn R I1S-janak bdrmely #¢R
irdnydbol szdrmazoé minden

X*=FG ((G, FYER, RCF)
altérre

Dim X*< R. .

(4.4) MASODIK KOROLLARIUM. Bdrmely 1<Dim X<, irdnydimenzidju X
tér tetszdleges minimdiis 1S-jdban szereplé minden nem-iires M féltérre

Dim Gr M <Dim X.

Ezek utdn rdtérhetiink a Dim X és ind X ko6zo6tti kapcsolat levezetésére.

(4. 5) TETEL. Minden véges iranydimenzidju, szepardbilis metrikus X tér MENGER—
URISZON-dimenzidja létezik és véges, sét

4.5 1 ind X=Dim X.
A bizonyitdst a Dim X-re vonatkozo teljes indukcidval végezziik.
1° Ha Dim X=1 és R={R} az X tér egy minimdlis IS-ja, akkor bdrmely
x € X ponthoz és annak barmely U kérnyezetéhez taldlhatok olyan G € YR), Fc F(R)
félterek, hogy x€e G FS U. A
Gr (G \F)=(G ~F)"\(G\F)S(F(G) \G(PN)\(G \F)=(F(G)" G)U(F\G(F))
inkluziébol és a (4. 1) lemmdbdl vildgos, hogy Gr (G\ F) legfeljebb két pontbol
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dllo metrikus, tehdt diszkrét tér; ebbdl pedig
ind Gr (GN\F)=0

kovetkezik, tehdt ind X'=1, s ezzel tételiinket — (1. 14), (b)-t is figyelembe véve —
a Dim X'=1 esetre bebizonyitottuk.

2° Legyen Dim X=n (n=1) természetes szdm), és tegyiik fel, hogy a tétel
a Dim X=n—1 esetre igaz. Legyen

R={B,: k=1,2,...,n}

az X tér egy minimalis IS-ja, x € X tetszSleges pont és US X az x pont tetszGleges
koérnyezete. Legyenek a

GkEg(%kL FkE*g;(‘%k) (k=19 25 ---,n)
félterek olyanok, hogy
x€EN(GF)EU
k=1

(1. az (1. 11)-beli megjegyzést). Mdrmost
(4.5.2) Gr ’D I(Gk\Fk) gkL—J1Gr (G \F) gkgl [(FGGYU(FNG(FI)],

és az indukcios feltevés és (4. 3) szerint

@53 n—1=Dim (E(Gk)_‘\Gk) =ind (E(Gk)_\Gk) et 2 m,
n—1=Dim (F\G(F)) = ind (F\ G(Fy)

Hurewicz (0. 7) tételét alkalmazva (4. 5. 2)-re
(4.5.4) indGr ﬁ (GNF) = max {max[ind(F(G)G,),ind (F,\G(F))]}-
k=1 k=1,2,...n
Végiil (4. 5. 3)-b6l &s (4. 5. 4)-bl
4. 5.5) ind Gr (G, .F) = n—1,
k=1

tehat ind X=n=Dim X kovetkezik, qu.e.d.

5.§. Az euklidészi terek iranydimenzidja. A II. fejezet fofeladatanak ismertetése

A (4.5) tétel els6 alkalmazdsaként megallapitjuk az euklidészi terek irdny-
dimenzidit:

(5. 1) TETEL.
DimE,=n n=1,2,..).

Bizonyitds. (0.5), (4.5) és (3. 1. 3) szerint
n=ind E,=Dim E,=n.
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Ezzel — miutdin Dim X monotonitdsit mdr bebizonyitottuk — végérvényesen
tisztaztuk az irdnydimenzio fogalmédnak dimenzid-jellegét, a HUREWICZ—WALLMAN-
féle (0. 11) kritérium szellemében.

(A 10.§-ban bizonyitand6 3. bedgyazdsi tétel (5.1)-nek egy a MENGER—
Uriszon-elmélettSl fiiggetlen bizonyitdsdt teszi lehetSvé, 1. (10. 2)).

Mdsodik alkalmazdsként a HILBERT-tér irdnydimenzidjat nyerjiik:

(5.2) TETeL. A HILBERT-tér irdnydimenzidja R .

Bizonyitds. A H HILBERT-térre (3. 2) szerint Dim H=§,, (5. 1) szerint pedig
Dim H=n (n=1, 2, ...) érvényes, tehdt Dim H=8,, qu.e.d.

A 3. §-ban példdkat adtunk a Dim X =ind X esetre. Dim X azonban nem lehet
,,sokkal nagyobb” ind X-nél, ha X szepardbilis metrikus tér: a (4. 5. 1) egyenl6t-
lenséget egy ind X és Dim X kozotti aszimptotikus Osszefiiggéssé egészithetjilk ki:

(5. 3) TETEL. Ha X szepardbilis metrikus tér és ind X < oo, akkor
5.3. D ind X=Dim X=1+2ind X.

Bizonyitds. A jobb oldali egyenlStlens€ég MENGER-—NOBELING tételébSl (amely
szerint X topologikusan bedgyazhato az E, ,,;,q4x térbe) és Dim X monotonitdsabol
kovetkezik.

(5.4) Az (5. 3) tételnek két fontos, kozvetlen kovetkezményét fogalmazzuk meg:

1° A MENGER—NOBELING-tétel akkor is igaz marad, ha szévegében ind X-et
Dim X-szel helyettesitjitk, hiszen ezzel a tételt legfeljebb gyengitjiik.

2° Szepardbilis metrikus X terekre az ,,ind X létezik és véges” és,,Dim X véges™
kijelentések ekvivalensek, vagyis ez a két dimenziofogalom az euklidészi terek alterei-
nek osztdlydt, mint a szeparabilis metrikus terek osztalydnak részét, egyarant a di-
menzié végességeével karakterizdlja.

(5. 5) Mig azonban a MENGER—URISZON szerint legfeljebb n-dimenzids szepa-
rabilis metrikus terek minden (0. 9) szerinti univerzalis euklidészi terének MENGER—
Uriszon-dimenzidja legaldbb 2n+1, addig a legfeljebb n irdnydimenzidju sze-
pardbilis metrikus terek osztdlydndl (az egyes tereknél fellép6 Dim X =ind X elto-
16dds miatt) ezen ,,bedgyazdsi szam™ cs6kkenése vdrhato.

Dolgozatunk 1I. fejezetének fifeladata annak bizonyitdsa lesz, hogy ez a ,,be-
dgyazdsi szam” az egydltaldn szdmitdsba veheté minimumra, vagyis n-re csokkent-
hetd; mds szoval: a legfeljebb n-irdnydimenzidji szeparabilis metrikus tereknek az
E, tér univerzdlis tere.

E feladat elvégzéséhez vizsgdlatainkat az eddigi jorészt tetszGleges IS-k és
tetszGleges terek helyett rendes 1S-kra és ennek megfelelGen a gyengén rendes, ill.
rendes terek (a metrikus tereket is tartalmazo) osztdlydra kell konkretizdlnunk.
Ez a madsodik fejezet tartalma.

(Bedrkezett: 1966. november 15.)
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