VEGTELEN SOROK CAUCHY-SZORZATANAK
HARDY-FELE PROBLEMAJAROL

irta: PAL LASZLO

1. Megdllapodds szerint e dolgozatban adott 2 a,\, 2 b, 2 Cp» .- Vvégtelen
k=0 =0
sorokat jeloljiik tagjaiknak megfelelGen a A4, B, C, . betukkel fuggetlenul attol,

hogy e sorok konvergensek-e vagy sem valamllyen adott értelemben.
ERTELMEZES: Az

M A= Dla, & B= Db
k=0 1=0

végtelen sorok ,,Cauchy-féle szorzatsordnak™ nevezziik — és C(A, B)-vel jeloljik — a

(2 C= Zcm = 2[ Z akbl)

m= m=0 ‘\k+l=m
végtelen sort?.

A tovabbiakban a Cauchy-féle szorzatsort — a (2)-beli jelolésnek megfelelGen —
roviden ,,C-szorzatsornak™ fogjuk nevezni.
Ismeretes, hogy a C-szorzatképzés nem rendelkezik az Un. perfekt tulajdon-
sdggal, azaz lehetséges, hogy konvergens (1)-beli sorokra a (2) szorzatsor divergens.
Legyenek példdul
> CU
I1=0

3) 4= jak = ZMYL:—P; ¢és I=Z:' v

E sorok a Leibniz-féle kritérium szerint konvergensek, azonban a

II!

m+1 1 i

@ C(4, B) = Z;(—l)"’ kZ e | = ;;c,,,

=1 Vi l/m—{—l—-k
szorzatsoruk divergens, ugyanis a

1 1

Vm+1 Ym+1

egyenlotienségek miatt a (4) sor tagjai nem tartanak zéréhoz.

&) el = (m+1) =1, (m=0,1.2..)

) ' E szorzatképzés természetes mddon addodik hatvanysorok szorzdsakor, ha a szorzatsort
is hatvdnysor alakjidban irjuk fel, azaz a szorzatsorban egy tagba foglaljuk az azonos x™ hatva-
nyokat adé tagszorzatokat:

(;Z: ”*"k) (,2: 1"-*') =, (Z’akbm k)
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E példaban szerepld A és B sorok mindketten sziikségképpen feltételesen kon-
vergensek, ugyanis a klasszikus MERTENS [1] tétel szerint, ha az (1) alatti sorok kon-
vergensek ¢és legalabb egyikiik abszolit konvergens, akkor C-szorzatuk sziikség-
képpen konvergens sor lesz.

Megemlitjik még, hogy a C-szorzatsor Osszegproblémdja régota megoldott
kérdés, ugyanis érvényes a kdvetkezG ABELtSI [2] ered§

[1, 1] TETEL. Ha az (1) sorok konvergensek és C-szorzatsoruk is konvergens,
akkor a szorzatsor Osszege sziikségképpen a tényezdsorok dsszegeinek szorzata.

Nyitott marad azonban a kérdés, hogy milyen tovdbbi alkalmas feltételek biz-
tositjdk két feltételesen konvergens sor C-szorzatsordnak konvergencidjdt ?

Az elsS ilyen irdnyt kutatdsok PRINGSHEIMtS] erednek. Vizsgdlatai 1ényegé-
ben abban az esetben adnak elegendd feltételeket a C-szorzat konvergencidjdra,
amikor a feltételesen konvergens tényez8sorok kozil legaldbb az egyik abszolit
konvergenssé valik tagjainak olyan zdrdjelezése mellett, amelyben az egyes zdro-
jeleken beliili eredeti tagok szdma egy rogzitett érték alatt marad valamennyi zdro-
jelre nézve [3]. A tovdbbi Pringsheim-féle vizsgidlatok az el6bb emlitett dltaldnos
esetnek arra a specidlis esetére vonatkoznak, amikor a tényezGsorok Leibniz-
tipusu alterndlé sorok [4]. Idevdgd eredményei — melyekre HARDY adott el8szor
elegans bizonyitdst — az aldbbi tételben foglalhatok Gssze:

{1, 2] TETEL. Ha {o,};0 €s {B.}a=0 monoton fogyo zérussorozatok, akkor a
Leibniz-tipusi

(6) A= Da,= D (1Yo, é B=
1] n

n= =0 n=

DM

b, = 2 (=18,

o

sorok C-szorzatsordnak konvergencidjira

oo n o
1. szitkséges és elegendd, hogy a 2 (—1Y 2 B = 2 ¢,=C szorzatsor
n=0 k=0 n=0 :
tagjai zérdhoz tartsanak, azaz

) el =(aoBu+ a1 Bu-y+... +%,B0) >0 (n—><0)
2. szitkséges és elegendd, hogy

(oo +a,+... +a,)f,—~0

8 H— oo},
® (Bo+Bi+ 4Bz ~0 7

3. elegendd (de nem sziikséges), hogy
©) T 2af<e

n=0

legyen,

4, szitkséges (de nem elegendd), hogy tetszélegesen adott € =0 rigzitett kitevbre
(10) Z(anﬂn)l+£<°°

n=0

Sfenndlljon.
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VEGTELEN SOROK CAUCHY-SZORZATANAK HARDY-FELE PROBLEMAJAROL 217

E tételbdl ldathatd, hogy alterndlé sorok esetében a tényezGsorok tagjaira tett
alkalmas nagysdgrendi feltételek mellett biztositani tudjuk a C-szorzatsor konver-
gencidjat. EbbGl az észrevételbdl kiindulva felvet8dik a kérdés, hogy nem lehet-e
hasonlo jellegii eredményt tetszSleges (tehdt nem sziikségképpen alterndld) felté-
telesen konvergens sorok esetében is elérni?

Az els6 ilyen értelmii mélyebben fekvd eredményt HARDY [5] taldlta, amennyiben
aranylag egyszeriien igazolta a kovetkez§ dllitdst:

[1,3] TéreL. Ha az A= D a, és B= 3 b, sorok konvergensek és tagjaikra

k=0 1=0
érvényesek az

(11 a,::O[%] és b"::O[%]

nagysagrendi feltételek 2, akkor C-szorzatsoruk konvergens.

Az [1, 2] és [1, 3] tételek figyelembevételével HARDY a kovetkezS kérdéskort
veti fel 3:

Tekintsiik az egyszeriiség kedvéért az alabbi két sor C-szorzdsdnak specialis
problémdjdt:
(12) + 17542543+ ..., £17'+£27" 137 % ....

Ha O<s=14,0<r=} vagy éditalanosabban, ha s és ¢ pozitivok és s+7r=1,
akkor biztosan meg tudjuk vdlasztani a (12) alatti sorok elGjelezését olyan modon,
hogy maguk e sorok konvergensek, azonban C-szorzatuk oszcilldlé. Elegendd
tekinteniink a vdltakozd elGjelii 1-5—2-54+3-5— .., I-'—2-*4+3-'— __ sorokat.
A szorzatsor y,-el jeldlt n-edik tagjdnak abszolit értékére ez esetben azt kapjuk,
hogy

(13) el = 2 15 +1-1)"",
r=1

amely n-nel egyiitt végtelenhez tart, ha s+t <1 illetSleg s+ =1 esetén az

1

, g dx T
(14) 6/xs(1—x)1*s " sinsm

véges hatdrértékhez (és igy a szorzatsor evidensen divergens).

Madsrészt, ha s=1, r=1, akkor az [1, 3] tétel alapjin a szorzatsor mindig
konvergens lesz, amennyiben a (12) sorok elGjelezését Gigy valasztjuk meg, hogy
a tényezGsorok konvergensek legyenek.

Tekintsiik végiil azokat az eseteket, amikor s+¢=>1, de s és ¢ koziil legalabb
az egyik kisebb 1-nél, (pl. s=t=3, vagy s=1, t=1). Ilyenkor vagy az igaz, hogy
konvergens (12) alatti sorokra a C-szorzatsor is mindig konvergens, vagy pedig
lehet taldlni a (12) soroknak olyan ,konvergens elGjelezését”, melyre szorzat-
soruk divergens.

2 A Lanpau-féle O és o szimbolumokat a szokasos értelemben hasznaljuk.
3 A kozolt kérdésfelvetés és az arra vonatkozo sejtés, értelemszeri(i forditas az [5] alatt meg-
adott-dolgozat 419—420. oldalairol.
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HARDY sejtése az volt, hogy az utdbb emlitett eset dll fenn, azonban megjegyezte,
hogy sejtésének igazoldsdra nem tud konkrét példdt konstrudlni.

E dolgozat kovetkez6 2. pontjaban az emlitett Hardy-féle problémdt a modern
ortogonalis sorelmélet segitségével fogjuk megvizsgdlni és kimutatjuk, hogy s=>1
és t=>1 esetén zérd a valdszinlisége annak, hogy a (12)-beli soroknak meg tudjuk.
adni olyan elGjelezéseit, amelyekre e sorok maguk konvergensek, de ugyanakkor
C-szorzatuk divergens. A dolgozat tovabbi 3. pontjaban a [2, 9] tétel tovdbbi dlta-
lanositdsdval és modositdsaival fogunk foglalkozni.

2. MindenekelGtt ismertetjiik az ortogonalis sorok elméletének néhdny alapvets
fogalmat és tételét, melyeket a késGbbiekben fel fogunk haszndlni.

[2, 1] ERTELMEZES: Adott [a,b] (—c=a<b= +<o) intervallumon értel-
mezett, mérhetd és négyzetesen integrdlhatd fiiggvényekbdl dlié {@,(x)}.=, fliggvény-
sorozatot (a kozonséges értelemben) ortonormadlt fliggvénysorozatnak nevezzik,
ha e sorozat elemeire érvényesek a kovetkezd egyenlSségek *:

s fb J { 0: ha n=m
( ) . (pn('\)(Pm(-\) X = ]., ha n=m
[2,2] ErTeLmezEs: Ha {@,(x)};=o adott ortonormdlt fiiggvénysorozat
valamely [a, b] intervallumon és {c,} adott szdmsorozat, akkor a

(16) ZOC,-(P,.(X)=Co¢o(x)+cl‘/’1(-\’)+~-
fiiggvénysort a {¢,(x)} rendszer szerint haladd ortogondlis sornak nevezziik.

Mivel egy ortonormadlt {¢,(x)} rendszer fliggvényeit az [a, b] alapintervallum
egy nullaértékl halmazdn tetszGleges modon adhatjuk meg, ezért a (16) sorok
pontonkénti konvergencidjanak csak a majdnem mindeniitt valé konvergencia
szempontjdbdl van ditaldban értelme.

Ismeretes, hogy az egyik legfontosabb ilyen tipusi konvergenciatétel, mely
az dltaldnos (16)-beli ortogondlis sorokra érvényes, é€s még abszolit értékben
monoton fogyé {c,} egyiitthatésorozat esetén sem élesithetd [6] a kovetkezd
RADEMACHER [7] és MENsov [8] éltal bizonyitott

Al

[2, 1] TéreL. Ha {@,(x)}i=o tetszbleges ortonormdlit fiiggvényrendszer az |a, b]
intervallumon, és {c,} olyan egyiitthatésorozat, melyre a
an cllog?n<eo

n=1

 feltétel teljesiil, akkor a Xc,p,(x) ortogondlis sor az [a, bl-nek majdnem minden
x pontjdban konvergens®.

E fontos tétel bizonyitdsa az in. Mensov-féle lemma segitségével igen egyszeriien
nyerhetd, amelyet a késGbbiek érdekében kiilon tételként is felhaszndlunk. E lemma
allitdsa a kovetkezs:

4 A mérhetOség, integralhatésag és az integral fogalmat a Lebesgue-féle értelemben hasznaljuk.
5 A tovabbiakban a majdnem mindeniitt kifejezés helyett az m.m. roviditést hasznaljuk.
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VEGTELEN SOROK CAUCHY-SZORZATANAK HARDY-FELE PROBLEMAJAROL 219

[2,2) TETEL. Legyen yo(x), ¥ (x), ..., Yn(x) tetszélegesen adott, véges sok
fiiggrénybdl dllo ortonormdlt rendszer az [a, b] intervallumon, cy,c,, ..., cy pedig
tetszblegesen eldirt szdmokbdl dllo egyiitthatorendszer. Ekkor mindig megadhato
olyan 3y(x) nem-negativ fiiggrény, amely az la, b] szdmkdzon négyzetesen integrdl-
haté, és a

(18) 2 eathn(x)

n=0

dsszeg bdarmely i,j (0=i<j=N) indexparra vett

j
(19) 2 () = 55(x)
szeletét abszolut értékben majorizdilja, azaz
(20) 051\.'4;1);N [5;;(x) = dn(x),

és egyben eleget tesz az alibbi egyenléségnek .

b N
20 fé,%(x) dx =0 [(10g2 N) Zcﬁ]
a n=0

Mivel a [2, 1] és [2, 2] tételek bizonyitdsai a szoban forgéd {¢,} és {y,} rend-
szerekr6l pusztan a (15)-beli ortogonalitdsi reldcidkat haszndljak fel, ezért magdtol
értet6d6 modon dltaldnosithaték az ortogonalitds fogalmanak adltalinosabb értel-
mezésével. Szimunkra elegendd lesz a [2, 1] és [2, 2] tételek kétvdltozos {o.(x, )}
és {i(x, y)} ortonormélt rendszerekre értelemszeriien Kiterjesztett formdja, amely-
hez pusztdn a megfeleld ortogonalitds fogalmadt ismertetjik:

[2, 3] ERTELMEZES: A {0,(x, y)}o kétviltozds fiiggvények a siknak egy mér-
het6 N = {(x, y)} ponthalmazdn ortonormilt rendszert alkotnak, ha azon mérhetSk,
négyzetesen integrathaték és az

{0; ha n=m
1; ha n=m

(22) f f @u(X, ) @p(x, p) dx dy =

N

egyenl@ségek barmely (n, m) indexparra érvényesek.

Magdtol értet6d6, hogy konkréten megadott specidlis ortonormadlt fiiggvény-
rendszerek esetében nemcsak a (15) és (22) reldcidkra tdmaszkodhatunk, hanem
a konvergenciakérdések vizsgdlatdnal kihaszndlhatjuk a szdban forgé fiiggvényrend-
szer egyéb specidlis tulajdonsdgait is.

Kiiléndsen fontos lesz szdmunkra a Rademacher-féle [7] ortonormalt fiiggvény-
rendszer szerint haladé ortogondlis sorok, az un. Rademacher-sorok konvergencia-
elmélete.

[2,4] ErRTELMEZES: A [0, 1] intervallumon érteimezett
(23) r,(x) = sign (sin 2"rx), n=12..)
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fiiggvényrendszert Rademacher-féle rendszernek nevezziik, ahol a

+1; ha a=0
signo = 0; ha a=0
—1; ha a<0
szimbo6lum jelenti az o elGjelét.

Az értelmezésbdl adodik, hogy a [0, 1] intervallumot a k/2" (k=0,1,2,3, ... 2"}
osztdspontokkal 2" szdmu egyenl§ szakaszra bontva, az r,(x) n-edik Rademacher-
fliggvény az egyes szakaszokon felvdltva a +1 és —1 dllandd ertekeket veszi fel,
mig az osztdspontokon az értéke 0, azaz

k k+1

(-1% ha x¢ [2—2—]
29 re(x) = k=0,1,...,2"—1)
0; ha x = o

Ha tehat valamely x¢[0, 1] valds szamnak a diadikus kifejtése

(25) x=0-0, dy, A3,y cuy Uy ... (a;=0, 1),
akkor

I; ha o,=0
(26) r,(x) =1—1; ha o, =1

0; ha o, kétértelmii.

Az értelmezés alapjan azonnal ldthatd, hogy az {r.x)};=o Rademacher-rend-
szer ortonormdlt a [0, 1] intervallumon.

Az e rendszer szerint halad6 un. Rademacher-féle sorok nevezetes konvergencia-
tulajdonsdggal rendelkeznek.

[2, 31 TETEL. Ha {c,};=, olyan egyiitthatosorozat, melyre

(27) 2 e <o,
akkor az ilyen egyiitthatékkal képezett

(28) 2 Cntu(X)

Rademacher-sor konvergens m. m. x¢[0, 1] helyen [7].

[2,4] TéEteL. Ha a {c,}y-, egyiitthatésorozatra
(29) 2=
n=1

akkor a (28) Rademacher-sor m. m. divergens a [0, 1}-ben [9].

E két tételnek alapvetd jelentésége van, amennyiben a feltételesen konvergens
sorok konvergenciaelméletét a valosziniiségelmélet szempontjabdl tekintjik.

MTA III. Osztdly Kdzleményei 17 (1967)
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MindenekelStt vegyiik figyelembe, hogy az rx) Rademacher-fiiggvények a
[0, 1] szakasz diadikusan irraciondlis x #%) pontjaiban +1 vagy a —1 érté-
keket veszik fel a (26)-nak megfelelGen, és igy egy ilyen x helyen a Zc,r(x) sor az
illetd helytdl fliggben a Z|c,| sornak egy

(WL

(30) T le,|

n=1

eldjelezéssel elldtott sorat szolgdltatja. Az igy kapott sornak az x helytSl fiiggd
elGjelezését (26) alapjdn a kovetkezGképpen is jellemezhetjiik:
Minden [0, 1]-beli x értéket irjunk fel az

3D X=00000, 00, 03, .., Lys ..

végtelen diadikus tért alakban, és minden x-hez ennek megfelelGen rendeljiik hozza
a (+1) és (—1) szamokbdl alkotott ama

(32) A=Ax)={5} ={£1, £1,..}

eljelsorozatot, melyre

I; ha o,=0
(33) 5n={

—1; ha o,=1

és forditva minden adott (32)-beli 4 el§jelsorozathoz rendeljlik hozzd azt a végtelen
diadikus tort alakjaban felirt {0, 1}-beli

(34) x=x(A)=0-0y, 05, A3, cc0y Oy, ...
szamot, melynek «, jegyeire

1-9,
(35 Oy = ——5— -

Ilyen moédon az Osszes el§jelsorozatoknak a halmazdt a diadikusan racionalis
p2-1(g=0,1,2,...; p=0, 1, ... 29) helyektdl e'tekintve ¢ kdlcs6ndsen egyértelmiien
leképeztiik a [0, 1]-beli valés szamok halmazdra.

Figyelembe véve, hogy a diadikusan ractondlis pontok halmaza megszamlal-
haté és igy nullamérték( halmaz a [0, 1]-ben, a tekintett leképezés segitségével a
(32)-beli elGjelsorozatok barmely adott & = {4} halmazdnak megfelel a [0, 1] inter-
vallumnak egy H= H(2) részhalmaza, és amennyiben e¢ H halmaz mérhet6, a
2-hez hozzdrendelhetiink egy mértéket is, nevezetesen a H halmaz mértékeét.
E leképezés és mérték segitségével természetes modon adodik a kovetkezd

[2,5] ErRTELMEZES: A +1 é —1 ,.elGjelekbsl” alkotott 4={d,}ro ={£1}
elGjelsorozatoknak egy @ = {4} halmazdrél akkor mondjuk, hogy majdnem minden
el@jelsorozatot (,,végtelen el§jeleloszldst™) tartalmaz, ha @-beli 4 elemeknek (34)
és (35) alapjain megfelel6 x=x(4) pontok H=H(%) halmaza 1 mértékli halmaz
a [0, 1]-ben.

Ertelmezésiink utdn a [2, 3] és [2, 4] tételek a kovetkez8 szemléletes és egységes
formdban mondhatdk ki

6 Az x=p2~7 értékek diadikus kifejtése nem egyértelmii. . \
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[2,5) Térer. Ha {c,}r-( o nem-negativ valés szdmoknak egy adott sorozata,
akkor a

(36)

8

te,
1

n

végtelen sor majdnem minden elGjelezés mellett konvergens, ifletve divergens, aszerint,
hogy a

(37

2
Cy

DM

n=1

pozitiv tagu sor konvergens, illetve divergens.

Még szemléletesebbé vdlik az utdbbi tétel jelentSsége, ha figyelembe vessziik
a Rademacher-rendszer fiiggvényeinek a valdsziniiségelmélettel valo kapcsolatat [10].

A [2, 4] értelmezés alapjén az elsG » darab Rademacher-fiiggvény a 2" szdmu
n elembdl 4llo

(38) rx)y==x1, rx)==x1,..r(x) =+%1

elgjelvaridciok mindegyikét egy-egy 2" mértékii intervallumon veszi fel. E mérték
egyben annak a valdsziniisége, hogy véletlen mddon kapott # elemii elSjelvaridcié
egy el8re megadott n-elemi elGjelvaridcid legyen.

A valoszinliség abszolut additivitdsdt felhaszndlva megengedhetiink megszdm-
ldlhatoan végtelen sok elemil el§jelvaridciokat is, és igy az el6z8vel dsszhangban
a kovetkez6 megdllapitdst tehetjiik:

[2,6] ErtELMmEzES: Ha @={4} a 4={5,}={+ 1} elSjelsorozatoknak egy
adott halmaza, akkor annak valdszinfisége, hogy egy véletlen moédon kapott
+1, £1, £1, ... elGjeisorozat a 2 eleme legyen, egyenl6 ama M= {x}%<]0, 1]
ponthalmaznak a mértékével, amelynek x pontjaira az r,(x), ry(x), ...=+ 1, £1, ...
sorozat 2-be tartozik, feltéve, hogy az M halmaz mérhetd.

Utébbi értelmezésiink utdn a [2, 5] tétel valoszinliségelméleti megfogalmazdsa
a kovetkezd format olti:

[2,6] TETEL. A pozitic tagin 3 ¢, végtelen sorbdl véletlen elbjelezéssel kapott

oo n=1

2> *ec, végtelen sor | rvalosziniiséggel konvergens, illetve divergens aszerint, hogy
n=1
a > ci sor konvergens, illetve divergens.

]
—-

A [2, 5] és [2, 6] tételek mds szbéval azt fejezik ki, hogy a konvergens sorokat
,Hlényegében™ a négyzetesen konvergens sorok alkotjdk.

Mindeme elGkészitések utdn térjiink vissza az 1. pontban felvetett Hardy-féle
problémadra. o

A [2,5] és [2, 6] tételt a > n~* hiperharmonikus sorra atkalmazva kézvetleniil
nyerhetd a n=1

[2,7] TETeL. A régzitett t=0 értékre vett 3~ n~' hiperharmonikus sorbol
oa ne=1
véletlen eldjelezéssel nyert D +n~' sor | valdsziniiséggel konvergens, ha t=14,
n=1

és V-valdsziniiséggel divergens, ha t =4.
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Utébbi tétel figyelembevételével a Hardy-féle probléma alapjdn termeészets
szeriten vetddik fel a kovetkezd kérdés: Mit tudunk dllitani a Iényegében konver-
gens hiperharmonikus sorok C-szorzatsorairél? A vdlasz érdekében igazoljuk,
hogy érvényes a kovetkezd

[2,8] TETEL. Ha s=>% és t>1, akkor az egymastdl fiiggetieniil véletlen elo-
jelezéssel elldtott | valdszintiséggel konvergens

(39) A=+ & B= 3+
n=1 k=1

sorok C-szorzata is szintén konvergens.

Bizonyitds: Az s és t-re tett feltevéseink alapjan a

Zn—Zs és Z’k—Zr
n=1 k=1

(40)

sorok konvergens hiperharmonikus sorok és igy a [2, 3] tétel alkalmazdsdval nyer-
jik, hogy a

(41) S o 30

t
n=1 n k=1 k

Rademacher-sorok a 0=x=1, illetve a 0=y=1 intervallumokon m. m. konver-
gensek.
Ha tehat igazolini tudjuk, hogy a (41) alatti fiiggvénysorok

c-:, m 1 .
42 ( . S — _
( ) m%ll \k;: ks(ﬂ’l-f-l-—k)t rk(x)rm+l k(y)
C-szorzatsora a sik N egységnégyzetének, azaza
43) N={(x,p); 0=x=1,0=y=1)}

halmaznak majdnem minden (x, y) pontjaban konvergens, akkor az ismert Fubini-
féle tétel alapjdn [11] dllitdsunk bizonyitdst nyer.
MindenekelStt vegyiik észre, hogy a (39)-beli sorokbol nyert abszolut sorok olyan

(44) ja,,z 2007‘1; és Zm'bnzzmvlt

‘monoton fogyd pozitiv tagi sorok, hogy még a

oo

”;:a,? log?n = Zn—lslogzn

(45) !
< - 1
és ";: b2login = n;' e log? n

sorok is konvergensek. Valéban az s és ¢ kitevSkre tett feltevéseink alapjan meg-
adhatdk olyan pozitiv o és 1 értékek, melyekre

(46) s=440, t=%+1
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és igy a (45) alatti sorok a konvergens

o[ 1 log?n < |
Z[,,Ha J=0(1),§F<°°

n=1 n®
47
o[ 1 log?n < 1
2[5 =00 e =<

sorokat szolgdltatjdk.

Eszrevételiink utdn tételiink bizonyitdst nyer, amennyiben igazoljuk a kovet-
kezd dltaldnosabb dllitast: ’

{2, 9] TéreL. Ha {a,} és {b,} olyan monoton fogyé nullsorozatok, amelyekre a

atlogln<o és D b¥login<eo
n=1

(\WE]

(49

it
-

Seltételek teljesiiinek, akkor a m.m. x€[0, 1] és y€[0, 1] értékekre konvergens

49) S a9 é 3 byra(y)
n=1 n=1

Rademacher-soroknak C-sorozatsora, azaz a

(50) ng [k lakbn+1—krk(x)rn+1—k(y) E,,;“i C,(x,y)

iiggrvénysor m. m. (x, y)€ N pontban konvergens.

E tétel bizonyitdsa érdekében el8szér is vegyiik figyelembe, hogy az (50) alatti
C-szorzatsorban a zdarojeleket elhagyva olyan

(H % a;bri(n(y) = % ;b Ry (x, y)

kétvaltozds fiiggvénysort kapunk, amelyben szerepld

(52) Ry(x, y)=rix)rdy)

figgvények az N egységnégyzeten ortonormdlt fiiggvényrendszert alkotnak, azaz

barmely két (i, k) és (I, m) természetes szamokbdl 4ll6 rendezett szdimpdrra érvé-
nyesek a (22) formuldknak megfelelG

(53) [ RuRmdxdy = [[ ninera () dxdy =

N N

1 1 0; ha (i,k)=(m)
=(_f["k(J’)rm(J’)éf"i(x)"l(x)dx] dy = {1; ha (i,k)=(,m)

egyenlGségek.
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Mivel {a,} és {b,} monoton fogyé zérésorozatok, és igy minden n indexre
a,>0 és b, =0, az (52) alatti jel6léssel a széban forgd (50)-beli C-szorzatsor a

s .+k2+1 a;b Ry (%, y) o
212 i =n p—
( 2 a; bk] 2 aiz b;%)* = ";1' Cn ¢n(x’ }’)

i+k=n+1 (
i+k=n+1

DM

(59 Z Co(x,p) =

n=1

it

alakban irhatd, ahol a
'+k_21+ . a;b; Ry (x, y)
(55) D.(x,y) = [ > a? b,%]‘&

itk=n+1

fiiggvények az (53) reldciok alapjan evidensen szintén egy ortonormdlt fiiggvény-
rendszert alkotnak a N egységnégyzeten.

Mindezek utdn a [2, 9] tétel dllitdsa igazoldst nyer, ha a [2, 1] tétel kétvdltozos
formdjdnak figyelembevételével ki tudjuk mutatni, hogy az (54) alatti >'c,P.(x, )
ortogondlis sor {c,} egyiitthatdinak segitségével képezett

* oo

(56) 2 c2login = 2[ P a,—zb,f)logzn
n=1

n=1 Ni+k=n+1

pozitiv taga sor konvergens.

Ennek érdekében jeloljiik a (48)-beli feltevés miatt konvergens a2 és b2
sorok Osszegét o-, illetve B-val, és becsiiljiik meg feliilrdl az (56) sor tagjait.

Mivel {a,} és {b,} monoton fogy6 zérussorozatok, igy a szoban forgd becslést
a kovetkezd egyszerii formdban végezhetjiik el n=2 esetén’:

[] [£]

7 c?log? n = (log n)? (k_Zl bRak, -+ k_Zl a b,%“-k] <

< (log n)* [ai%] é b + bi%] é‘ a,f} = (ﬁaiﬂ + abi%]) log? n.

Innen azonnal adddik az (56) alatti sorra a kovetkez8 majorizacio:
(58) 2 crilogin <28 D afasiylog’ (Zk+1)+2 2 bfisiylog’ 2k +1) <
n=2 k=1 [—2——] k=1 [-2—]
< 2a+p) {Zaf log? (2k+ 1) + 2, b} log? 2k + 1)} <
] k=1 k=1
<2(+p) {Z (a} + b)) log? (3k)} < 2(a+p) {2 (a2 +b2)(2log? 3 +21og? k)} <
k=1 k=1

< 0(1) 2/ (@} +b)+0(1) 2 (a} +bY)log? k < ==,
k=1 k=1

7 {w]=entier w=w egész része jelolést felhasznalva.
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amivel az (56) alatti sor konvergencidjdt, és igy a [2, 8] és [2, 9] tételeinket igazoltuk.
felvetett Hardy-féle problémdra, amely megmutatja a HArDY 4ltal sejtett példa
effektiv megaddsdnak nehézségét, miszerint az § dltala emlitett példdanak a megadhato-
sdga 0 valosziniiséggel rendelkezik.

3. A [2,9] tétel bizonyitdsdban erSsen kihasznaltuk a (49)-beli tényezdsorok
{a,} és {b,} egyiitthatéinak monoton fogyd voltdt.

E pontban megmutatjuk, hogy a [2, 9] tétel érvényessége akkor is megmarad,
ha az abban szereplS {a,} és {b,} egyutthatésorozatok monotonitdsira tett fel-
tevésiinket elejtjiik, s6t azt is igazoljuk, hogy a tényezGsorokbdl adédé C-szorzatsor
konvergencidja még akkor is megmarad, ha az abban szerepld zdrdjeleket fel-
bontjuk.

(3, 1] TETEL. Ha {a,};= és {b,}s>: tetszdleges olvan sorozatok, melyekre a

(59) Satlogin<w és >blogin < o

n=1 n=1

Seltételek teljesiilnek, akkor a m. m. x¢€[0, 1] és y €0, 1] értékekre konvergens

(60) Sar ) é 3 br»)
n=1 n=1

Rademacher-sorok C-szorzatsora még akkor is konvergens lesz m. m. (x, y)€ N pont-
ban, ha az abban szereplo tagok zdrdjeleit felbontjuk.

Bizonyitds. A széban forgé (60)-beli sorok C-szorzatsordt az (54) alatt meg-
ismert dtalakitdssal felirva olyan

(61) 21 e ®Pu(x, y)
N={(x,»); 0=x=1,0=y =1}-ben ortogondlis sort kapunk, amelyre®
n 3
Cy = [kzl a;:bf+1-k]
(62) B

2 @by 1 (s i (¥)
és b, (x, y) = =2

C

n

Mivel az (59) feltevések miatt a2 & >'b? konvergens sorok, ezért a {2, 3]
tétel alapjdn a (60) alatti sorok m. m. x€[0, 1] és y¢[0, 1] értékekre konvergensek 1é-
vén, CESARO [12] ismert tétele szerint az (61) alatti ortogondlis sor m. m. (x, )€ N
pontban (C, 1) szummdbilis a tényezGsorok Osszegeinek a szorzatihoz.

Ha tehat a (61)-beli C-szorzatsor részletosszegeire bevezetjik az

(63) s,,(x, y) = Zr' ck d)k(x’ J/)
k=1

8 Az altalanossig megszoritasa nélkil feltehetjilk, hogy valamennyi » indexre ¢,#0 .
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jelolést, azt kapjuk, hogy e részletdsszegek

1 n
(64) oux2) = o 25, y)

szamtani kozepei m. m. (x, y)EN pontban konvergensek. Ha figyelembe vessziik
még, hogy a (61) ortogonalis sorra (62) és (59) alapjdn

(65) 2= Z[Za%bﬁ+,-k]=[2a£][2b£]<oo,
n=1 n=1\k=1 k=1 k=1

akkor alkalmazhatjuk KoLMOGOROvV [13] egy nevezetes eredményét, amely sze-
rint ha egy ortogonalis sor majdnem mindeniitt (C, 1) szummadbilis és az egyiitt-
hatdinak négyzeteibSl alkotott sor konvergens, akkor a sor részletsszegeinek
2" indexii részsorozata m. m. konvergens.

Arra jutunk tehdt, hogy pusztdn a Ya? < és > b2 < oo feltevések mellett
a (60) sorok (61) alatti C-szorzatsordnak

2n

(66) San(X, ¥) =k__21 & Pr(x, )

részletésszegei m. m. (x, y) € N pontban konvergensek, midén n — .
Bevezetve tehdt a

(67) R; w(x, ) =r()r(¥)=R;,

N-ben ortonormadlt fiiggvényeket, a (66)-ban szerepld fiiggvénysorozat két egymds
utdn kovetkezd elemének kiilonbségére a (61)-beli C-szorzatsor aldbbi (altaldnos

értelemben vett) szeletét nyerjiik: ,
: 2k+1 !

(68) = Spert—Sye = > ¢;P(x,y) =
i=2F41
=(@1b30s Ry g4t + @056 Ry g+ oo+ gy 1By Rpier1,1) +
F(@ybyesa Ry aksa a2 byis 1 Ry sy + oo 8004261 Rk g 1) +
+.o
F(@1 baur 1 Ry piv1+ybonsr o | Ry gevt_ g+ oo +aoe 18y Rosea 1 ).

Ha ebben az Gsszegben a zdrojeleket elhagyjuk és az igy kapott dsszegnek n-edik
részletosszegét sf (x, y)-nal jeloljik, akkor a [3, 1] tétel igazoldsa érdekében ele-
gend§ beldtnunk, hogy az »n index valasztdsdtdl fiiggetleniil

(69) s,t,,(.x, y)—SZ"(xa J’) g 0

m. m. (x, y)€ N-re, mid6n k — oo.

A [2, 2] tételben kimondott Mensov-lemmadnak kétvdltozds ortonormdlt rend-
szerekre vald alkalmazdsa alapjin minden k indexhez megadhaté egy olvan
Oulx, V) EL2(N) fiiggvény, hogy bdrmely n-re a N egységnégyzet minden (x, y)
pontjaban

(70) |55 (X, P) = 50006, | = O (x, ¥),
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és ugyanakkor barmely k-ra (68) szerint az

an f 8% (x, y)dxdy =
N

2k+1

= O(D{log((*+ D+ (2*+2)+ .. +2"+1)}2 > a%bﬁ]

=2k+1 (v+u=i+1

egyenlStlenségek fenndlljanak, ahol az utébbi egyenlStlenség jobb oldaldnak utolsé
tényezGjében a (68)-beli Osszeg egylitthatéinak négyzetdsszege dll. Ha ez utobbi
Osszegben minden belsG zeiréjelbeli Osszeget durvdn szdlva els6 és mdsodik felére

bontjuk, és bevezetjik a 2 af=A<oo és 2b2 B <o jelolést, akkor a (71)

k=
-egyenlGtlenség bal o]dalara konnyen tudunk egy alkalmasabb fels§ becslést adni:

(72) [[ 62 pyaxay =
N
. k K+ 1 2 2k+1 2k+1
§0(1){1og[2kﬁii2—]} {A > p+B > a2}
2 i=2k-141 i=2k-141

Ha végiil feltessziik, hogy A =2 agy 2k~1(2% 4 [ 4 2k+1) =< 2k-1(2.2k+1) =
= 23(2k-1)2 = (2k-1)3 és igy (72)-b6l

2k+1

(73) | f 8 (x.y) dxdy = O(1) {log? (=)} 5] (b} +a),
amibd! azonnal adodik, hogy
oo . oo 2k+1
(74) > [] 82 pydxdy = 0(1) Z’[ 2> (a+b)logi| =
k=2 k=2 \i=2k~141

= 0(1) 3 (@2 +b2) log*n < =
n=1

.és igy a BEPPO LEVI tétel szerint a
7% k_Zl 3% (x, )

pozitiv tagu fliiggvénysor m. m. (x, y) € N pontban konvergens, tehdt m. m. (x, y)EN
pontra

(76) 0 (x, ») =0,
mid8én k — oo, amibdl (70) és (69) egybevetésével tételiink igazsaga adddik.
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(Beérkezett: 1967. II. 13.)

ON A PROBLEM OF G. H. HARDY CONCERNING TO C-MULTIPLICATION
OF INFINITE SERIES
by L. G. PAL
Summary
In 2 the following theorem is proved: If two hyperharmonic series ";‘;1 +n-s and ..gx +n-t

converge with probability 1 (i. e. if s5,7>3) then their Cauchy-product series converges too.

3 contains the following generalization of theorem [2, 9]: If for two given series A= Ya, and
B=J}b. the conditons

Ya} log? n<ee, Xbzlog?n<eo
are satisfied, then the Cauchy-product of A and B is convergent.
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