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3.§ Az f-eltérés csokkenése kizvetett megfigyelés esetén

Legyen (X, &) tetszGleges mérhets tér és u,, u, két valdszintiségeloszlas (X, &)-
en. Ha nem kozvetleniil az X tér elemeit figyeljik meg, hanem csak valamilyen
fliggvényliket, esetleg bizonyos megfigyelési hibaval is terhelve, akkor szemléletesen
nyilvdnvald, hogy a u,; és u, dltal a kozvetett megfigyelés kimeneteleinek (Y, %)
terében indukdlt f, és [, eloszlisok nem kiilénb&zhetnek egymdstol jobban, mint
az eredeti eloszldsok. Ha tehdt az f-eltérés megfelel6 mértékszama az eloszldsok
egymadstol vald eltérésének, akkor teljesiilnie kell a

G.D Iy(fiys fiz) = Iy (s 1)

egyenlStlenségnek, és az egyenl@ség fenndlldsa azt kell hogy jelentse, hogy a kozve-
tett megfigyelés valamilyen értelemben elégséges a (i, , u,) mértékpdrra vonatkozdlag.

A kozvetett megfigyelés legegyszeriibb esete az, amikor x-et korldtozott pon-
tossdggal figyeljiik meg, ami matematikailag azt jelenti, hogy az & o-algebrdt vala-
mely &, rész- o-algebrdjaval helyettesitjiik; ez gyakorlatilag sokszor Ggy valdsul
meg, hogy valamilyen y = T(x) statisztikdt vizsgdlunk, ahol T az (X, &)-nek mér-
het§ leképezése (Y, #)-ba. Foglalkozni fogok azonban azzal az dltaldnosabb eset-
tel is, amikor a kozvetett megfigyelés y eredménye csak sztochasztikusan fligg
x-t8l, olyan értelemben, hogy minden x € X-nek megfelel egy v(B|x) valdszintiség-
eloszlds (Y, #)-on, ahol v(B|x) minden rogzitett Bc# esetén Z-mérhetd. Az infor-
mdcidelméletben szokdsos kifejezéssel ilyenkor azt mondjuk, hogy egy (X, v, Y)
megfigyelési csatorna van adva, melynek bemeneti tere (X, &), kimeneti tere (Y, %)
és dtmenetfiiggvénye v(B|x) (vo. pl. Pergz [25]). Természetesen ha a megfigyeld
csatorna zaj n€lkili, akkor az y=T(x) esettel van dolgunk.

KuLLBack és LEBLER [20] jol ismert tétele szerint (ldsd még PErez [24]) az
y=T(x) esetben mindig

3.2 IG@R,) = I lley)  (F=1 T i=1,2),

€s I(u | py) < + = esetén az egyenl8ség akkor és csak akkor dll fenn, ha T elégséges
statisztika a p,, p, mértékpdarra vonatkozolag. Lényegében ismeretesnek tekintheté
tovdbbd®, hogy a (3. 2) egyenlGtlenség akkor is érvényben marad, ha a T statiszti-

* A dolgozat els6 része, az 1. és 2. §, valamint a teljes irodalomjegyzék az MTA IIL. Oszt.
Koézlemények 17 (1967) szaméanak 123 —149. oldalidn jelent meg.

® Tudomdsom szerint ebben az altaldnos formaban a (3. 2) egyenldtlenség explicite nem taldl-
haté meg az irodalomban, diszkrét kimeneti tér esetére azonban feladatként szerepel KuLLBACK [21]
kényvében (35. o. 8.37. feladat), egyébként pedig, mint latni fogjuk, a csatornakra vonatkozd (3. 2)
egyenldtlenség kozvetlen kovetkezménye a T statisztikdkra vonatkozo (3.2) egyenlotlenségnek.
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268 CSISZAR L

kat egy (X, v, Y) zajos megfigyelési csatorndval pétoljuk; ekkor fi; értelmezése

(3.3) aB) = [v(Bowdx)  (Bew; i=1,2).

A kovetkezSkben ennek a tételnek a tetszGleges f-eltérésekre vonatkozo analo-
gonjat, valamint az egyenlGség feltétele stabilitdsdnak kérdését tdrgyalom. Kiilén
hivatkozds nélkiil haszndlni fogom a feltételes valdsziniiségek és vdrhatd értékek
kovetkez$ jol ismert tulajdonsdgait (1dsd pl. [11], [23]):

Egy (Q, &#, P) valoszinliségi mez6n értelmezett véges vdrhatd értékii & valé-
sziniségi vdltozénak valamely FyC F o-algebrara vonatkozd M (E|F) feltételes
varhato értékén olyan F;-mérhet§ fiiggvényt értiink, melyre bdarmely Z;-beli E hal-

maz esctén [ M(E\%) P(dw) = [ EP(dw). Az M(E|%) két kilonbozs verzisja
E

E
csak nullmértékli halmazon killdnbozhet egymdstol. A P(A|F) = M(x4\%) fligg-
vényt (ahol y, az A € # halmaz indikdtorfiiggvénye) az 4 esemény %j-ra vontakozé
feltételes valdszin{iségének nevezziik. Ha AI,AZ, ... diszjunkt Z-beli halmazok,

akkor 1 valdsziniiséggel P(UA |Fo) = ZP(A |#,). Bdrmely %,-mérhet8 szorzd

kiemelhetS a feltételes varhato ertekbol ha 1 Fp-mérhetd, akkor 1 valdszintiséggel
M(né|F) =nM(E|F).

3. 1. definicié (HALMOs és SAVAGE [14]). Az (X, &) mérhetd térnek az (Y, %)
mérhetd térbe vald T mérhetd leképezését az (X, X)-en értelmezett {u,}gc o eloszlds-
csalddra vonatkozolag elégséges statisztikdnak nevezziik, ha a p(A|y) = (A|T~'%)
feltételes valdsziniiségeknek létezik egy kozos (0-t6l nem fiiggd) verzidja, azaz, ha
minden A €% esetén van olyan 7 4(x) %-mérheté fiiggvény, melyre

G4 [T '@ = [ Tu) = KANT-1B) (BeY)

T-1B

Hasonloképpen egy o X o-algebrdt akkor neveziink elégségesnek {1,}p¢co-ra
nézve, ha a p(A|%,) (A EX) feltételes valdszintiségeknek Iétezik kézds (0-t6l figget-
len) m,(x) verzidja:

(3.4) an(x)ue(dx)zuo(AﬂB) (Be¥, 0c0O; ny(x) Z, mérhetd.)

B

Legyen p, és p, két tetszbleges eloszlds (X, Z)-en és Z, az & tetsz8leges rész-
o-algebrdja; jelolie u; a u; Zo-ra valé megszoritdsdt (i=1, 2).

Jelolje Ceﬂb”o a i, p,-re nézve szinguldris komponensenek hordozéjdt (i, <,
esetén C=0) és értelmezziik a p,, mértéket a kovetkezGképpen:

(3.5) p(A) = f 1 (A Xy @)+ (ANC) (€D

Itt p;(dx) helyett termeszetesen H1(dx) is irhat6, minthogy u,(A4|%,) definicio sze-
rint Zp-mérhetd. A (3.5) formula dltal egyértelmiien definidlt u,, valdsziniiségi
mértéknek a kovetkezGkben fontos szerepe lesz. A 3.1 definiciébdl kozvetleniil
kovetkezik, hogy ha Z, elégséges o-algebra a p,, u, eloszldspdrra nézve, akkor
i1z =p,. Kdnnyen ldthatéan a megforditds is igaz, ugyanis u,, =p, esetén (3. 5)-
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ELOSZLASOK ELTERESENEK INFORMACIO-TfPUSU MER TEKSZAMAI, 1. 269

b6l kovetkezik, hogy egy Ny UN, (uy(Ny)=pu,(N,)=0) alakd halmaz kivételével
(ahol N, =C) mindeniitt u,(4|%,)=p1(4|%,) s ezért a kétféle feltételes valoszinii-
ségnek van ko6zds verzidja.

Ha a y; (=1, 2) mértékek A domindlé mértéke olyan, hogy még a 4 Z,-ra valo
A megszoritdsa is o-véges, akkor jeldlje p,(x), ill. p(x) a y,, ill. »; (i=1, 2) mérték
A-ra, ill. A-ra vonatkozé siirliségfliggvényét (Radon—Nikodym-derivéltjat). Ekkor
(3. 5)-ben vehet8 C= {x: p,(x)=0}, tovdbbd nyilvdn u,,<A4, végil u,, A-ra vonat-
koz¢ stirliségfiiggvénye a kovetkezs:

Pi(x)
(36) plz(X) = ﬁz(X)
P (.X), ha 1—72 (x) =0.

Ezt elég arra az esetre igazolni, amikor A maga is valdsziniliségi mérték, mert ha
valamely A domindl6 mértékre érvényes a (3. 6) elGallitds, akkor nyilvdn minden
vele ekvivalensre is, és minden o-véges mértékhez taldlhato vele ekvivalens valoszinii-
ségi mérték. Mdrmost ha A valdszinfliségi mérték, a A szerint vdrhato6 értéket jelol-
jik M-mel. Ekkor felhaszndlva, hogy az %, szerinti feltételes vdrhat6 értékbél
Zo-mérhetd szorzé kihozhatd,

Pa(x), ha p,(x)=0

/-Pu(x)l(dx) = M{g; XA—CP2]+M(P1XADC) =

=M [‘% Xx-cM(xa legl'o)] +u,(ANC) =
3.7

= M[% Xx—cl‘z(Algro)ﬁz] +1,(ANC) =

= [ 1A% 5 (DA + 1, (AN C) = g5 (A),
X~-C
H12(dx)
Aldx)
3. 1. LEMMA. Az %, C X o-algebra akkor és csak akkor elégséges a piy, p, mérték-
P1(x)

P2(x)
ha (uy + u,)-majdnem mindeniitt értelmezve van és egyenlé egy Fy,-mérhetd fiiggvény-

azaz valéban p,(x)=

pdrra vonatkozolag, ha (1 + py)y-majdnem mérhets Zy-ra vonatkozdlag, azaz,

. . . , a o .
nyel; itt megdllapoddsszeriien 0= + o, ha a=0, de o nincs értelmezve.

Bizonyitds. Ha %, elégséges, vagyis, ha p,, =p,, akkor
p1(x) p1(x)

(3.8 a7 A
) P2 = 5209
ahol a jobb oldal definicié szerint Z'-mérhet. Valéban, (3. 6)-bdl kovetkezik,

hogy ha p,(x)=p,(x) [A] akkor p,(y)=0 esetén, vagyis az X—C halmazon
(12(C) =0) mindenesetre fenndll (3. 8); de ugyanez igaz a C={p,(x) =0} halmazon

[ag +u,)

2 MTA IIl. Osztdly Kozleményet 17 (1967)



270 CSISZAR 1.

is (mindkét oldalon + co-nel), mert p,(x) =0 esetén még inkdbb p,(x)=0 [1] és

ugyanigy p,(x) =>0-bdl kovetkezik, hogy p,(x) =0 [1]. Megforditva, ha 11; ‘g ;

majdnem mérhetd Z,-ra nézve, akkor védlaszthatjuk p,(x)-nek és p,(x)-nek olyan
verzidjdt, hogy az N={x: p,(x)=p,(x)=0}€Z halmaz komplementerén értelme-

P1(x)
pa(x)

vényt kapunk. fgy specidlisan az

N, = {x:ﬂ-(?‘)— =0, xeX——N} és N;={x:m: 4 oo, xEX—N}
Pa(x) P2(x)

zett ~ fiiggvényt alkalmas mddon kiterjesztve az egész X-re, Z,-mérhetd fiigg-

halmazhoz létezik olyan N{cCN és N, CN halmaz, hogy NiUNT€Z, és
N3UN3€%,. Ha mdrmost Ngy-val jel6ljik az N halmaz % ,-mérhetd magjdt a
1 mérték szerint, vagyis, ha Ny€%, olyan halmaz, hogy N — N, minden %,-beli
részhalmaza nulla A-mértéki (1 o-végessége miatt ilyen N, létezik), akkor a

konstrukciébol nyilvdnvald, hogy p(x) alkalmas verzidjdra N;={x:p,(x)=0}=
=N{UN;/UN, (i=1, 2). Ez azt jelenti, hogy az X—C=X— NZEF[O halmazon

Li<<p,, tovabba itt K IE a’x% -nek van Z-mérhetd verzidja, amely x¢ N esetén
Ha
P1( ) .y (dx) Pl(x)
-szel egyenls, végil X—C-n =+ = ersze nem sziikségkép-
palx) 7 cBvenlS, vee Ba(d0) 7o) M1 P kP

pen valdsziniiségi mérték X — C-n). Ebbdl, klhasznalva, hogy tetszGleges u valo-
szinliségi mértékre és vy véges mértékre — a feltételes vdrhatd érték definicidja
szerint —

v(dx)
pldx)

_ v(dx)
G-9) M"[ 3“] = i)
Pix) _ Pi(x)

P2(x)  Pa(x)
(figyelembe véve még, hogy X —C—n pz(x) csak p(x)-szel egyidejiileg tiinhet el,
ti. ha x€N) éppen azt jelenti, hogy u,,=u,, azaz %, elégséges, ami bizonyitando
volt.

azonnal kovetkezik, hogy X —C-n [1,]- Ez azonban (3. 6) szerint

MEGIJEGYZES. A 3.1 lemma valéjdban nem mds, mint az elégséges statiszti-
kdkra vonatkozé jolismert faktorizdcids kritérinm egy vdltozata, a kévetkezdk
szempontjabol célszerii megfogalmazdsban.

3. 1. TETEL. Ha p,; és u, két tetszbleges valdsziniiségi mérték az (X, &) mérhetd
téren és Xy, az I tetszbleges rész-o-algebrdja, akkor bdrmely [ konvex fiiggvényre

(3. 10) Iraots 12) = I (1y, pa)-

Ha f szigorian konvex, és J;(iuy, tiy) < + o, (3. 10)-ben akkor és csak akkor van
egyenlség, ha X, elégséges a-algebra a u,, u, mértékpdrra nézve.

MTA III. Osztdly Kozleményei 17 (1967)



ELOSZLASOK ELTERESENEK INFORMACIO-TIPUSU MERTEKSZAMAL I 271

Bizonyitds. Maga a (3. 10) egyenltlenség az 1. 1 tétel trividlis kovetkezménye.
Az egyenlGség feltételének meghatdrozdsdhoz azonban célszerii kozvetleniil az 1. 1
definiciébdl kiindulni.

Ha u;<p,, akkor az 1. 1 lemmdhoz fiizétt megjegyzés és (3. 9) felhaszndldsd-
val Jp(u,, u,)< + <o esetén

Iy a) = Mf[;:] = Mf['ul(df)] =

H2(dx)
o el () ) =l ) -
= Mf[";;;‘] = ff(ﬁ1 s Ha) = ff;sro(ﬁh s My)

Ha (dx) 2 (dx)

(a vdrhatd érték ebben a bizonyitdsban mindeniitt a u, mértékre vonatkozik), ahol
az egyenléség — feltéve, hogy f szigortian konvex — akkor és csak akkor 4ll fenn,
ha —ﬁi% Hy-majdnem mérhet§ %,-ra- vonatkozdlag, ami a 3. 1 lemma értelmében

2
éppen azzal ekvivalens, hogy &, elégséges c-algebra u,, u,-re nézve.

Az Fltaldnos esetben jelSlje uj, ill. uy a py-nek p,-re abszolut folytonos, ill.
szinguldris komponensét, pj(x), ill. pi(x) pedig ezek siirliségfiiggvényét (a A domi-
ndlé mértékre vonatkozélag). Ekkor p,(x) =0 esetén pi(x) =p,(x), p,(x)=0 esetén
p1(x) =0, tovdbbd pi(x)+pi(x)=p(x). pi és ui Zy-ra valé megszoritdsit, tovabbd
ezek siirliségfiiggvényét (feltessziik, hogy A-nak % o-ra valé A megszoritdsa is o-véges)
H1, B, Pi(x), pi(x)-szel jelolve,

ti(dx) _ pi(x) Hi(dx) _ pi(x) -
L@ = e P L@ T R

€s igy (3. 11)-hez hasonléan

S P A N AT
/pZ(X)f[Pz(x)] Adx) = Mf[l’z} - Mf[ﬁz] -

o 7@
- f 52 (x)f[ 5 (x)] 7(d),

(3.11)

ahol az egyenlGség akkor és csak akkor dll fenn, ha

Pil) _ pi(x)

PRI B

vagyis ha
12 P _ P
.12 7 = 52

p2(x)=0 [4].

2+ MTA III. Osztdly Kbézleményei 17 (1967)



272 CSISZAR I

Madrmost (3. 11°)-b8l, felhaszndlva az (1. 8) megdllapoddst és az (1. 2) lemma (1. 11)
specidlis esetét (a; =p;(x), by =0, a, =pi(x), b, =p,(x) vélasztdssal):

S ta) = f pz(x)f[”‘(")]z(dxn f pz(x)f[pl(x)Ji(dx)=
4]

P2(x) P2(x)

p2(x)=0 p2(x)>

f@)

= w00tm 7 1 [paor {29 sian =

P2 (x)

= f Of[f’;éxl] 1(dx) + / 52 (%) f[%%] Idx) =

(3.13)

N

= f ﬁ;(x)f[”—l—"é”—pl@] 1) =I5 ) = ol o).
P2 (%)

Itt a mdsodik egyenlGtlenségben akkor és csak akkor van egyenl8ség, ha p,(x) =0

esetén p(x)=0 [1]; ez a feltétel egyrészt azt jelenti, hogy (3. 12)-ben pi(x) helyére

pi(x) firhatd, mdsrészt — minthogy p,(x)=>p,(x)=0 esetén pi(x)=p,(x)=0,

és igy még inkdbb pi(x) >0 [A] — azt is jelenti, hogy ha p,(x) =p,(x) =0, akkor min-

dig P(x)=0 [A], tehdt p,(x)=p,(x) =0 esetén is A-majdnem mindeniitt 1’;1—8 =
] 2
= ;183 (= + <o) [A]. Ezt (3. 13)-mal egybevetve éppen (3. 8)-ra jutunk, tehdt arra,
2

hogy %, elégséges. Megforditva, ha &, elégséges, akkor (3. 8) értelmében (3. 10)-
ben biztosan egyenldség van. Ezzel a 3. 1 tétel bizonyitdsdt befejeztiik.

KOROLLARIUM. Ha y=T(x) (X, X)-nek tetszbleges mérhetd leképezése (Y, #)-
ba, akkor — a =T jeloléssel —

(3. 10a) Sl i) =5 (115 12);

ha f szigorian konvex és J (i, i) < + oo, (3. 10a)-ban akkor és csak akkor telje-
sl az egyenléség, ha T elégséges statisztika y, , y,-re nézve.

Bizonyitds. Akdr az 1. 1 tételbdl, akdr magabdl az 1. 1 definiciébdl nyilvanvald,
hogy £,(il;, fi;) =F;r-15 (1, 1i2). Mivel a 3.1 definicié értelmében T akkor és
csak akkor elégséges statisztika a u,, u, mértékpdrra nézve, ha T-1% elégséges
a-algebra, a korolldrium valéban koévetkezik a 3. 1 tételbdl.

A tetszGleges megfigyelési csatorndkra vonatkozd analég eredmény meg-
fogalmazdsdhoz €l8szor is jegyezziik meg, hogy az (X, &) bemeneti téren értelme-
zett bdrmely p (o-véges) mérték indukdl az (XX Y, & X %) szorzattéren egy u*
(o-véges) mértéket:

(314 pAxB) = [vBu@d)  (e2, Bew)

A

és innen az egész ¥ X ¥-ra a pu* mérték a szokdsos kiterjesztéssel adddik; p*-nak
az (Y, #)-ra vald vetiiletét jeloljiik ji-mal:

(3.15) AB) =[vBud)  (BeD).
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Célszerii tovdabbd az elégséges statisztika mintdjdra bevezetni az elégséges csatorna
fogalmat.

3.2. definicié. Az (X, v, Y) csatorndt elégségesnek nevezzitk az (X, &) be-
meneti téren értelmezett {y,)gc o eloszldscsalddra nézve, ha a uAly) (A €X) feltételes
valdszinfiségeknek Iétezik 0-t6l nem fiiggd kozds verzidja, vagyis ha minden A€X
esetén van olyan m ,(y) ¥-mérhetd fiiggvény, melyre

(3.16) [ 7o) = 1E(AXB)  (BEW, 0€O).

B

Ez szemléletesen azt jelenti, hogy a koOzvetett megfigyelés (az y kimeneti jel
megfigyelése) ugyanannyi informdciot nytjt az ismeretlen 6 € © paraméterre vonat-
kozdlag, mintha kézvetleniil az x-et figyeltiik volna meg; mds szdval, ha a meg-
figyelési csatorna zajos is (pl. a megfigyelés csak valamilyen hibdval torténhetik),
a zaj okozta informdcidveszteség csak az ismeretlen paraméter meghatdrozdsa
szempontjdbdl lényegtelen informdcidkat érinti.

Az elégségesség fogalmdt BLACKWELL [3] még ennél is dltaldnosabban, két
tetszGleges kisérletre értelmezte. Eszerint — az dltalam haszndlt jelolésekkel — tet-
sz8leges (Y, %) kisérletet elégségesnek neveziink az (X, &) kisérletre nézve, a €O
ismeretlen paraméterekre vonatkozolag, ha minden 6 € @-nak megfelel az (X X Y,
I X ¥) szorzattéren egy uj eloszlds (amely azonban nem sziikségképpen (3. 14) alaki)
és ezek mindegyikére teljesiil (3. 16), alkalmas 7 4(y) fiiggvénnyel. Ez szemléletesen
azt jelenti, hogy y megfigyelése legaldbb annyi informdciot szolgdltat a @ ismeretlen
paraméterre vonatkozoélag, mint az x megfigyelése.

Ez az dltaldnositds azonban mdr csak részben van Osszhangban az elégséges-
ség szemléletes fogalmdval, mert ehhez, legaldbbis véleményem szerint, az a kép
fliz6dik, hogy a mdsodik kisérlet mdr eleve nem lehet jobb (,,informativabb”)
az eredetinél, hanem annak valamilyen értelemben ,,durvitdsa”, tehdt csak azt kivdn-
hatjuk, hogy ez a durvitds az ismeretlen paraméterre vonatkozodlag rendelkezésre
4ll6 informdcidt ne-csékkentse.

3.2. TETEL, Az (X, Z) mérhetd téren értelmezett birmely p, és p, eloszldsra,
tetszéleges (X, v, Y) megfigyelési csatorna és f konvex fiiggvény esetén
(3.17) Ie(fiys B2) =I5 (5 1)

Ha f szigorian konvex és J iy, 113) < + o, (3. 17)-ben akkor és csak akkor teljesiil
az egyenlBség, ha az (X, v, Y) csatorna elégséges a p,, n, mértékpdrra vonatkozdlag.

Bizonyitds. A 3.1 tétel szerint mindenestre
(3.18) Fo(fiy, o) = I, (T, 1h)

(ahol pf (i=1,2) (3. 14)-nek megfeleléen van értelmezve), mdsrészt ugyancsak
a (3. 1) tétel szerint

(3.19) ff(#x s #2)=jf(ﬂ’f, U3)

minthogy az Z'={AXY: A€Z} oc-algebra a csatorna definiciéja értelmében
biztosan elégséges az (XX Y, ¥ X %) szorzattéren értelmezett bdrmely eloszlds-
csalddra nézve. Természetesen a (3. 19) egyenlGség kdzvetlenill is konnyen kovet-
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kezik az 1.1 definiciobdl, mert pf-nak a (3. 14) szerinti A*-ra vonatkozd pf(x, y)
sliriségfiiggvénye (3. 14)-b6l kovetkezbleg A*-majdnem mindeniitt p;(x)-szel egyenls
(i=1,2). (3.18) és (3.19) egyiitt éppen a (3.17) egyenlGtlenséget szolgdltatja.
Az egyenlGség feltétele (szigortian konvex ffiiggvény és S, (uf, pf) =2, (g, po) <+oo
esetén) a 3.1 tétel értelmében az, hogy ¥ ={XX B: BE¥} elégséges o-algebra
legyen az (XX Y, & X#%)-on értelmezett u}, 3 mértékpdrra nézve, vagyis, hogy
barmely C€Z X% halmazhoz létezzék olyan #-mérhet8 n(y) fiiggvény, hogy

[ @y = [nc(nutx, dy) =
B

XxB

(3.20)
= (CN(XXB) (B, i=1,2).

Mivel az AX B, (4€Z, B, €%) alaku halmazok generdljdk & X%-t, (3.20)-at
elég a C=A X B, esetre megkdvetelni. EbbS] nyilvdnvald, hogy az iménti feltétel
éppen az (X, v, Y) csatorna elégségességével ekvivalens, ui., ha (3.20) teljesiil,
akkor 7my(y) =mn4,y(y) eleget tesz (3. 16)-nak (ahol @ ={1, 2}), mdsrészt pedig, ha
valamely 7j(y) fliggvényre (3. 16) teljesiil, akkor 74y p,(¥)=n,(»)xs,(y) vélasztds-
sal (3). 20) is teljesiil C=A4 X B;-re (ahol yp,(») a B; €% halmaz indikdtorfiiggvényét
jeloli).

Ezzel a 3. 2 tételt bebizonyitottuk.

A 3.2 tétellel kapcsolatban felmeriil az a kérdés, hogy hogyan jellemezhet8k
azok a csatorndk, melyek valamely mértékparra vonatkozolag elégségesek. Erre ad
vdlaszt a k6vetkezd

3.2. L1EMMA. Az (X, v, Y) csatorna akkor és csak akkor elégséges az (X, &)
bemeneti téren értelmezett 1y, 1, eloszldspdrra vonatkozélag, ha Y elédllithato

(3.21) Y= U B, (B,NB,=0, s %5,

O=s=+oo

alakban, ahol a [0, + =] intervallum minden [a, b] részintervallumdra |J B,€¥

a=s=bh

és'o %—gg—:s esetén v(BjX)=1, ha x€X—X,, ahol pu,(Xy)=u,(Xo)=0. Itt
2
a (3.21) elédllitasban vehetd Bsz{y: ?—E%:} (s=0) és Byo={y:p,(»)=0}.
2

Bizonyitds. Legyen

Ap = {x:!(;.l'Pz(x) épl(x)<7k,.pz(x)} k=1,2,..)
(3.22)
B

b am = a0k no) =120

A, = {x:p;(x)>p,(x) = 0}

(3.23) B. ={y:p(»)=>p(» =0}

a
10 Azzal a megallapodassal, hogy a>0 esetén F= + oo,
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ahol a py(x), ill. p,(y) siiriliségfiiggvények (i=1,2) tetsz8leges 2, ill. 2 domindlé
mértékre vonatkoznak (feltessziik, hogy 4 és 1 a (3. 15) kapcsolatban dllnak egymds-
sal, bar még erre sem volna sziikség). Ha az (X, v, Y) csatorna elégséges a p,, i,
mértékpdrra nézve, akkor a (3. 22) halmazokra (3. 14) és (3. 16) értelmében

k—1 | k
(3.24) o W5 (AP X BY) = pi(4i X BY) = 7!‘§(A2XB?)
és

1_1 * n n >k n n l * n n
(3.25) *2;;“*'#2(Ak><31) = ui(4iX BY) = o M2 (4% X BY),

ahol (mind (3. 24)-ben, mind (3. 25)-ben) a mdsodik egyenlGtlenségben csak akkor
allhat egyenl8ség, ha pf(Ai X B)=0 (i=1,2). (3.24) és (3. 25) miatt k= esetén
sziikségképpen uf(Ai X Bf)=0 (i=1,2), s ennek, hasonlé meggondolds alapjdn,
k= +oo, ill. /=1 esetén is érvényben kell maradnia, ha A" =A4_, B®. =B.,.
Ez azonban (3. 14) értelmében azt jelenti, hogy x¢€ A7 esetén v(Bix)=1 (k=
=1,2,..., +; n=1,2,...), kivéve esetleg egy mind p,, mind u, szerint 0

mértékd X, halmazt. Ha tehdt B;= () Blng+; = {y: % s} (O <s5< + o),

n=1 . 2
Bo={y: p:(»)=0} és B. a (3.23) szerinti, akkor x€X—X, esetén valéban
v(B,|x) =1. Megforditva, ha Y el&dllithaté a (3. 21) alakban, akkor s(y)-nal jelSlve
azt az s értéket, amelyre y € By, nyilvdnvaldan

Il

_ P1(x)
(3.26) s(y) = 7,00 [t + ui].

Itt, a (3. 21) elgdllitdsra vonatkozd feltevésiink szerint s(y) #-mérhetd, mdsrészt
pedig, mint a 3. 2 tétel bizonyitdsdban is megjegyeztiik, (3. 14)-b8l azonnal kévet-

S

kezik, hogy p¥(x, y)=p,(x) [A*].,(3. 26) tehdt azt jelenti, hogy Z}E)};—% (% + u3)-
2 ’

majdnem mindentitt egyenld egy #’-mérhetd fiiggvénnyel, ahol %" = {X X B: B¢ ¥ }.

Ekkor azonban a 3.1 lemma szerint %’ elégséges g-algebra a pt, u§ mértékpdrra

neézve, ¢s igy (X, v, Y) elégséges csatorna.

MEGIEGYZES. A 3.2 lemma értelmében, ha az (X, v, ¥) csatorndhoz nem Ié-
tezik n hosszlisdgu 0 hibavaldsziniiségli kod (azaz, ha nem léteznek olyan x,, x,, ...,
X, €X elemek, hogy barmely két v(-|x;) és v(:|x;) (is2k) mérték ortogondlis
egymadsra), akkor az (X, v, Y) csatorna egyetlen olyan p,, 4, mértékpdrra vonat-
kozdlag se lehet elégséges, melyre a p;(x)/p,(x) likelihood-hdnyados minden X — X,
alaki halmazon (u;(Xo) = u5(X,) =0) legalabb n kiilonboz8 értéket vesz fel. Ha
specidlisan még 2 hosszisdgu 0 hibavaldszinliségii kod sem 1étezik, akkor a csatorna
egyetlen u, ##p, mértékparra vonatkozolag se lehet elégséges; ilyenkor tehdt a
3.2 tétel szerint az S, (fi;, fi,) =S (u;, i) < + oo egyenlGség csak p, =p, esetén
dlhat fenn (ha f szigoruan konvex).

Vizsgdljuk meg most a 3.1 és 3. 2 tétellel kapcsolatban az egyeniGség feltétele
stabilitdsanak kérdését, vagyis azt a kérdést, hogy milyen esetben érvényes a (3. 1)
egyenl6tlenségben kozelitbleg egyenl@ség. Ehhez sziikség lesz a 2. 1 lemma feltéte-
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les vdrhaté értékekre vonatkozé megfelelGjére. (A jelolések ugyanazok, mint az 1. 1
¢és 2. 1 lemmadban.)

3.3. LeMMA. Ha az E Borel-halmaz minden pontja ry, sugary kornyezetének
(a,, ay)-be esé részében f”(u) =a=0, akkor birmely F,C F o-algebra esetén a

(3.27) Mf(E)—Mf(ME|F)) =6
egyenldtlenségbdl -
629 mME-m@s =¥ (£~ M| P(do)

M| Fo)¢ E
kévetkezik, feltéve, hogy &=3ar.

Bizonyitds. A 2. 1 lemma bizonyitdsa szerint 0 <g, =r, esetén

(3.29) S = foto) + bt — o) + 5 &1 4= o] a0, (1) X2 o)

ahol yx,,, az (u—é;,uo+e;) intervallum komplementer halmazdnak, xp pedig
az F halmaznak az indikdtorfiiggvényét jeloli; a b egyiitthatd értéke természetesen

" . /26 s
fiigg u,-t6l. Ha (3. 29)-ben ¢,-et ]/ — -nak valasztjuk, az uy = M(¢|Z,), u= € helyet-
tesitéssel, majd integrdldssal, (3. 27) figyelembevételével (3. 29)-bdl

(3-30) f € — M (&1F)| P(dw) = V% Vs

le-Maisol= ) 22

M| Fo)EE

adddik ; ebb6l, minthogy ]
25
[ e-mesmrdn =2,

|¢—M(¢1fo)1<]/2"

éppen a (3. 28) becslést kapjuk.

Abban az esetben, ha M(¢|F)€E egy valdsziniiséggel teljesiil, (3. 28)-ban a
madsodik tag természetesen eltiinik. Biztosan ez a helyzet pl. akkor, ha mindeniitt
(W)= a=0; ez utobbi esetben azonban még t6bb is igaz, nevezetesen a 2. 1 lemmad-
hoz fiizott 2. megjegyzés pontos analdgidjdra

2
(3.31) M(E-MEZ) = 6.
Emlitést érdemel tovdbba a 3. 3 lemma aldbbi kévetkezménye:

S
3. 4. LeMMA. Ha alkalmas a=0 és c¢*=>0-ra f"(4) =min (a, l%l) (a,<u<a,),

akkor a (3. 27) egyenldtlenségbdl barmely 6 =0 esetén kovetkezik, hogy

(3.32) MIE— M(EF) = 4]/3‘7;@;.
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Bizonyitds. Legyen
*
(3.33) E, = {u:|u|<n§;} (n=1,2,..), ‘

E, =0, és jeldlje Q, az M(|¢| |%) €E,—E,—, eseményt, azaz
(3. 34) Q,={w: M(|¢||F)€EE,—E,—,w€ER} (n=12,...).

Ha P(Q,) >0, akkor tekintsik az (,,%,, P,) valdsziniiségi mez6t (ahol
F,={F:. FeF, FCQ,} és P"(F)=p£((g_))’ ha F€%,); ezen a vdrhato értéket

M,-nel jel6lve, nyilvdnvaldan
(3.35) M| P =MEF) [P)  (0€Q)

(ahol % ,=%#NZF,; {nek az Q,-re vald megszoritdsdt egyszeriliség kedvéeért
nem jeldltem kiilén), tovdbba

(3.36) M, |E— M, (¢ %5 )l = ﬁ; f |& — M (£ )| P(dw).

kK

Ezért, minthogy (3. 33) szerint az E, minden pontja r,,=n§c£

a 3.3 lemmdbdl kovetkezik, |M(E|F)l=

sugara kornyezetének

(al,az)-be esG részében f'(u)=

2 2
=M(&| |%) figyelembevételével, hogy
5 2n
(3.37) P(si) f ¢~ M) Pdo) = 2]/ = 7,
ha
' 1 a , n c*?
W= T
ahol

(3.38) 6, = M,f(O)— M,f(M,(¢|%,n) = P(Q) / (f(&) — Mf(M (8| F0))) P(dw).

Mdsrészt viszont (3. 33) és (3. 34) miatt mindenképpen

(3.39) I—,(Q:)‘ flﬁ M F) Pdw) = P(Q) /M(lf”/o)P(dw) = n -

*2
ami azt jelenti, hogy (3. 37) 6,,>%c—a esetén is teljesiil. Mdrmost (3. 37)-bSl és
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(3. 38)-b6l a Schwarz-egyenlStlenség felhaszndldsdval azt kapjuk, hogy

M|E— M(évo)l—Z & — M(¢|%5)| P(dw) =

(3.40) ZP(Q,,) Vo, = - ]/2 P(Q)n ]/ > P@, )6, =

,2V2 2a = Mg, 1
Ve V1+ MM(|E||Fo)- Vo 4V[ e +20]5.

Ezzel a lemmadt bebizonyitottuk.

3. 3. TETEL. Legyen p, és u, az (X, X) téren értelmezett két valosziniiségi mér-
ték, legyen o az & valamely rész-o-algebrdja és tegyiik fel, hogy az f(u) konvex
fiiggvény masodik derivdltjdnak bdrmely véges intervallumban pozitiv alsé korldtja
van. Ekkor bdrmely ¢ =0-hoz megadhaté olyan, csak f-t61 és e-tdl fiiggé C,=>0 és
é,>0, hogy

(3.41) Iy, 1) — Fpa, (5 112) =656, (ff(lh s H2) < + o)
esetén mindig'*
P1(x) Pl(x)
(3.42 [{x =CVép|=1-e
) S rremae)

Bizonyitds. A 3:1 tétel bizonyitdsdat kovetjik. (3. 41) teljesiilése esetén (3. 11”)-ben
mindenesetre

i) AP
(3.43) My [pz(x)]“Mf [ﬁz(x)] =

ahol M a p, szerinti vdarhatd értéket jeldli; ezért a 3. 3 lemmat valamely E=(0, y)
intervallumra alkalmazva, nyerjuk, hogy

' pi(x) _ Py(x) - V 2
(3.44) . / p2(x)  Pa(x) P2 (x)Mdx) =2 Ay tpo ’
n®
P2(x)

ha 5§g—721’—° r§, ahol a,,, >0 az f"(u) alsé hatdra a (0, y+ry) intervallumban.

(3. 44)-bsl természetesen kovetkezik, hogy bdrmely I'y =0 esetén

— 72“
I e - ]| S P

p2(x)  Pa(x)
11 A (3. 42)-ben szerepld halmaz értelmezése természetesen magiban foglalja a pa(x)5:(x)=>0
teltételt is.
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Mdsrészt a (3. 13) egyenlStlenségbdl ldthatd, hogy (3.41) teljesiilése esetén

=

0.4 [P0 (B0 s pcor( B9 acor( 2D = srpcof] =

P2(x) P2(x%)

ahol I, =0 tetszéleges. A (3. 46)-ban szerepld halmaz komplementerének azon a

- Pi(x . . 1 AL .
részén, ahol 111_(} =7y, a 2.2 lemma értelmében (alemmadt két | mértékii pontbdl

2
alld FE halmazra alkalmazva)

» 81,0 _
(3.47) Pi(x) §1/a+2 P2 (%),
YyTro
ha r,6 = ﬁ;ir%.

- pi(x) _pi1(x) } e 1
Minthogy az A4,= {x: — == =y halmazra nyilvdanvaldan y,(4,)=—,
&Y 22 A= ) R ) g Hald) =5

(3. 45), (3. 46) és (3. 47)-b3l kovetkezik, hogy az

A* = {x:

21
halmaz uz-mértéke w4 =1-— 1_2 l/—- 2 _1 . Ebbdl azonban a y=T,= i,
ay+ro 2 e
[ 8,

y+ro

P1 (x) 8T, 0
P2 (x) Aytro

P(® P

=T, Vs,
RGN AC

; P2(X)Py(x)=> 0}

=——V valasztdssal kovetkezik, hogy a C,=1TI;+ konstanssal ér-
Ayiro

say + ro

i
laszthatd). -

vényes a (3.42) becslés, ha 6= r2=4, (ahol ro=>0 még tetsz8legesen vd-

MeGIEGYzEs. Természetesen, ha a u, és u, olyan, hogy (u; + u,)-majdnem

mindenitt y, = ’Zlﬁ ; =17, ésa (y,—rg, Y2+ 7o) N(0, + =) intervallumban f”(u) =

zqa>0, akkor a fenti bizonyitdsbdl az is kdvetkezik, hogy (3. 41) esetén mindig

/ ﬁ 18 ﬁ ‘g;]pz(x)z(dx)g V%‘E hacsak 5§%r§. Hasonlé élesebb eredmény
2 2

az f-re vonatkozd erdsebb megszoritds esetén a p, és pu,-re vonatkozd kildn fel-
tevés nélkil is igaz:

3. 4. TETEL. Legyen u,; és p, az (X, X) mérhetd téren értelmezett két valdszinii-
ségi mérték, legyen & az X valamely rész-o-algebrdja és jelolje uy, a (3. 5) képlet-
tel értelmezett eloszldst. Tegyiik fel tovdabbd, hogy az f(u) konvex fiiggvényre f"(u) =

*
=min (a, c—u—) ~0 (0<u< + o). Ekkor

(3: 48) Iy s t2) — Fpiw(tty> 1) =6 (F (g, p2) < + o)
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(ahol & tetszdleges nemnegativ szdm) csak ugy lehetséges, ha

2a+c*

pl(x) . ﬁl(x) pz(x)i(dx) = 41/‘k~—5'

G.49)  lm=pnl = f 720 5

Bizonyitds. Az f fliggvényre vonatkozé feltevésiinkbsl kovetkezik, hogy

limf(—u)——: + oo, ezért (i, uy) csak p,<<p, esetén lehet véges. Ebben az eset-

u—oo Y

ben {1, — uy,] (3. 6) szerint valdban a (3. 49)-beli integrdllal egyenld.

Pi()_mldx) o
. P2(%)  pp(dx)
szinliségi vdltozdra és az &, o-algebrdara alkalmazhatjuk a 3. 4 lemmdt, minthogy

) ‘. . . #y(dx) _ py(x)
3.48) éppen (3. 27)-nek felel meg, 1évén (3. 9) értelmében M(E|Z, =f_l--1( =Lt .

2ac*

Az (X, Z, u,) valosziniliségi mezdn értelmezett &(x)=

(3. 32) szerint — figyelembe véve (3. 6)-ot is — nyerjiik, hogy

]f_l_(i) _ P (x)
p2(x)  pa(x)

_ = Mg, 1 ) - V2“+c*
= lu—p| = 4V( o + 27 0=4 270;_5,

ami bizonyitandé volt.

P2 (X)A(dx) =

M|E— MEZ o) =/
(3.50)

KOROLLARIUM. Ha a 3.3, ill. 3.4 tétel feltevései mellett valamely y=T(x)
statisztikdra

(3. 41a) Iy s o) — Fp(u T, p, T-1) =0,

akkor az =T~ 'Y o-algebrdt tekintve teljesiilnie kell (3. 42)-nek, ill. (3. 49)-nek,
az elbbi esetben feltételezve még azt is, hogy § =9,.

*
A 3.4 tétel bizonyitdsdndl az f”(u) =Zmin (a, ng) >0 feltételt lnyegesen ki-

haszndltuk és enélkiil dltaldban nem is igaz az, hogy J,(u;, 12)—Fr a(iy1, H2)
csak ugy lehet kicsi, ha |u; —py,]| is kicsi. Valoban, tekintsik pl. az X={—1,0, 1

téren, ahol & az X Osszes részhalmazaibdl dll, a u; =(0,0,1) és u,= (flﬁ’ 1—%,
I— %) eloszldst (tehét a A{x})=1, x=0, +1 dltal megadott /domindlé6 mértékre
vonatkozo siirfiségfiiggvények p,(—1)=p(0)=0, p,(1)=1, p,(—D=p,(1)= %V ,

p,(0)=1— %} , tovdbbd a T(x)=x? statisztikdt, illetSleg az ennek megfeleld Zy=
={@, {0}, {—1, 1}, X} o-algebrdt. Ekkor p;(0)=0, p;(—=1)=p(1)=% és pr(x)=
, 1
=py(x) (x=0, £1), tehdt ff(lll > H2) — I ao(ity s )= IN (f(O) +f@2N) "2f(N))§
+1 ;
mdsrészt pedig (3. 6) alapjdn |u; —pyo|= 2 11171(1')—171(1')| =1.1gy pl. S alpty, p2) —

i=—
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— I zo (s 12) (O=o<1) tetszGlegesen kicsi lehet, annak ellenére, hogy
luy — 12| =1

Hasonldan egyszerii ellenpélddval igazolhat6, hogy ha még az f"(u)=a,>0
(0 <u<y) feltétel se teljesiil, akkor dltaliban nem marad érvényben a 3.3 tétel
dllitdsa sem (vo. [6]).

A 3.3, ill. 3. 4 tételbdl kénnyen megkaphatjuk a tetszGleges (X, v, Y) megfigye-
lési csatorna esetére vonatkozé analog eredményt is.

Legyen p, és u, két tetszGleges closzlds (X, Z)-en, jelolje A egy o-véges do-
mindlé mertekuket Tekintsliik az (XX Y, & X%) szorzattéren a (3. 14) szerint
értelmezett u%, %, A* mértékeket és ezek (3. 15) szerinti fi,, fi,, A vetiiletét (¥, #)-ra;
A-t ugy valaszt_]uk hogy 1 is o-véges legyen A megfeleld surusegfuggvenyeket
jeldlie pi(x), pF(x, y), pi(y) (i=1,2); mint mdr megjegyeztik, pf(x, y)=p(x) [/1]
(i=1,2). Az (XXY, X¥) szorzattéren értelmezziik a (3. 5)-nek megfelels u¥,
mértéket, ahol &, szerepét most az XX B (B€%) alaku halmazok alkotta %’
o-algebra jdtssza; (3. 6) értelmében u¥, A*-ra vonatkozd siirliségfiiggvénye

P1(y) ~
(3.51) Piax, ») =13 5.(») p2(x) ha p,(»)>0
P1(x) ha p,(»=0

(tekintettel arra, hogy p¥(x, y)=pix) [A*] (i=1,2)). A uy<<p,, pf<ps esetben
természetesen p,(x) =pi(x, y)=0, ha p,(y)=0 [1*

A 3.3, ill. 3. 4 tételt az (X X Y, ¥ X¥) szorzattéren értelmezett u¥ és p% mér-
tékekre és az %’ o-algebrdra alkalmazva, figyelembevéve (3. 19)-et, a kévetkezd
eredményt kapjuk:

3.5. TETEL. Ha az [ konvex fiiggvény mdsodik derivdltidnak minden véges
intervallumban pozitiv alsé korlitja van, akkor az

(3. 52) Fe(uys ) —Fp(fly, ) =0 (Fr(uys )< + )
egyenlbtlenségbdl kdvetkezik, hogy

P )| _ }]2 B
RO X0 bl |

(3.53) [{( »¥):

is teljesiil, akkor (3. 52)-bol minden esetben

2a+c*

1p1(x) P () s
2ac*

3.54) |k —ut,] = p
(3.54) |pf— uisl p2(x)  pa(y)

p2(x)p2(»)>0

P2 (x)A%(dx, dy) = 4

kovetkezik. .
Természetesen a 3.5 tétel specidlis esetként — (Y, %)= (X ¥); wBlx)=
=yg(x) tartalmazza a 3.3 és 3.4 tételt. A 3.3 tételhez fliz6tt megjegyzés most

is érvényes. A y, = p ! Ey ) =y, feltétel biztosan teljesiil pl. akkor, ha minden x,,x, € X
€s BE€Y esetén y, = (B:?:l;
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MEGIEGYZES. Az f-eltérés ,kis” csOkkenésének sziikséges feltételével elGszor
[6] dolgozatomban foglalkoztam, ahol bebizonyitottam a 3. 5 tétel els§ felét, amely
ekvivalens a 3. 3 tétellel. A 3. 4 tétel (és a 3. 5 tétel mdsodik fele) ennek az eredmény-
nek az élesitése az f fliggvényre vonatkozd erdsebb megszoritds mellett. Az I-diver-
gencia specidlis esetére a 3. 4 tételhez hasonld éles becslést explicite el8szér PEREZ
[26] adott, bdr ezt burkolt formdban mdr PiNszZKER {27] munkdja is tartalmazza.
Az I-divergencia esetére a bizonyitds egyszerlien azon az észrevételen alapszik,
hogy — az dltalam haszndlt jel6lésekkel —

(3. 55) I(py [ p2) = Zao(ptqll ) + 1y [l p42)

és igy kozvetleniil alkalmazhato egy (2.20) tipusti becslés; megjegyzendd, hogy
burkoltan mdr a Kullback— Leibler-tétel eredeti bizonyitdsa is a (3. 55) Gsszefiiggésen
alapult. Hasonld Osszefiiggés azonban tetszbleges f-eltérésekre nem érvényes (vals-
jdban az I(u|| #,-) tag nem mds, mint a p, és yu, mértékek dtlagos feltételes /-diver-
gencidja, tehdt (3. 55) az informdcid additivitdsdt fejezi ki), ezért az dltaldnos esetre
vonatkozd bizonyitdshoz 0j gondolatra volt sziikség.

PerEZ [26] dolgozatdban (301., majd 305. o.) bevezette az e-elégségesség fogal-
madt, az ¥, C & o-algebra e-elégségességén azt értve, hogy az Iy (1l 1t,) I-divergen-
cia gndl kevesebbel kiilonbozik I(u ||lu,)-t6l. Megjegyzi, hogy itt a kdzdnséges
I-divergencia helyett a RENYI-féle a-rendii J-divergencia vagy dltaldnosabban az
dltalam vizsgdlt f-eltérések fogalmabdl is ki lehetne indulni. Természetes 4ltaldno-
sitdsként persze beszélhetlink tetszGleges megfigyelési csatorndk e-elégségességérdl is.
A PrerEez édltal tdrgyalt — Bayes-féle dontési eljardasokra vonatkozé — alkalmazdsok
elsGsorban a |u; —u,,| varidciés tavolsdg becslésére tdmaszkodnak, igy a 3. 4 tétel

értelmében ebbdl a szempontbol az f”(u) = min (a, Eu—] >0 (0 <u< <o) feltételnek

eleget tevs f-eltérések tekinthetSk ,,joknak”.

A 3.3—3. 5 tételeket az a-rendii /-divergencia esetére alkalmazva (figyelembe-
véve (1.20)-at), megdllapithatjuk, hogy 1 =a=2 esetén alkalmas C konstanssal
érvényes a

(3.56) Iy — il = CVEL (1) — Ly g (14l 12),

illetSleg a

(3.57) |1t —pfa] = CVIa(H1||l12)—Ia(ﬂ1l|l72)

egyenlGtlenség. Ha azonban 0 <a <1, akkor ilyen becslés dltaldiban mdr nem érvé-
py(x)

nyes, csak az igaz, hogy az eredeti és a kozvetett megfigyeléshez tartozé

_ . pa(x)
I_’l(x) , il 13_1(x) likelihood-hdnyados kiilénbsége egy kis p, (il u%) mértékii hal-
5007 ) _ -
maztdl eltekintve az informaciéd csokkenés négyzetgySkével becsiilhetd. Végiil,
ha « =2, akkor dltaldban még ez sem allithatS. Persze, ha valamilyen — a p, és u,
eloszldsokra és az %', o-algebrdra, ill. a megfigyelési csatorna v(B|x) dtmenetfiigg-
_ P(x)" 7 pr(»)
ben véges felsd korldttal, vagy az a=>2 esetben pozitiv alsé korldttal rendelkezik,
akkor (3. 56), ill. (3. 57) minden esetben teljesiil.

vényére vonatkozé — feltétel biztositja azt, hogy al0<a<1 eset-
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A 3. fejezet befejezéséiil szeretnék ramutatni arra, hogy eredményeim milyen
Osszefliggésben vannak az informdcidelméletnek a matematikai statisztikdban a
Bayes-féle felfogds alapjdn valé alkalmazdsaival (v6. pl. PEREZ [26], RENYI [31]).
Legyen {u}oc o tetszOleges eloszldscsaldd az (X, Z) téren és a 0 paraméternek legyen
valamilyen 7 a priori eloszldsa, ahol tehdt n valdsziniiségi mérték a @ halmaz rész-
halmazainak egy olyan J o-algebrdjin, amelyre vonatkozdlag p,(A4) minden rég-
zitett A € X esetén mérhets. Ekkor a u, closzldscsaldd felfoghaté egy (@, 7)) beme-
neti terfi csatorna dtmenetfiiggvényének is, és beszélhetiink a 0 és x egyiittes n*
eloszldsdrdl, amely a (@ X X, I X&) szorzattéren van értelmezve, valamint a =«
altal az (X, &)-en indukalt fi=pu eloszldsrdl is:

(3.58) w(CxA) = [ w(Andl)  (CET, AE),
C

(3.59) 1(A) = #(4) = f (A ()  (A€X).

Ha x kézvetlen megfigyelése helyett valamely (X, v, Y) megfigyelési csatornat
haszndlunk, akkor ez az elébbi csatorndval sorbakapcsoltnak tekintendd, midltal
egy Ujabb (0O, [i;, Y) csatorndt kapunk, melynek dtmenetfliggvényét :

(3.60) Bo(B) = [v(Blx)pe(dx)  (BED)

értelmezi. A n-nek megfelel§ eloszlds (O X Y, 7 X%)-on, ill. (¥, #)-on

@.61)  #(CxB) = [1B)n@0) = [[v(Bu@n@) (B, cea),
. ‘ ”
(3.6 28) = [ B)r@) = [vBou@)  (Be).

(Minthogy itt egyszerre tobb csatorndrdl van szd, a * és ~ jel6lések mdr nem
alkalmazhatdk olyan magdtdl értet6d6 kovetkezetességgel, mint kordbban, de
taldn még igy is elGsegitik az dttekintést.)

A Bayes-féle felfogdsnak az informdcidelmélet statisztikai alkalmazdsai szem-
pontjibdl az az elénye, hogy lehet8vé teszi az ismeretlen paraméterre vonatkozolag
egy megfigyelés dltal dtlagosan szolgdltatott informaciomennyiség értelmezését,
a kolcsénos informdcié (1. 5a) képlete alapjan. Esetiinkben ez az informaciémennyi-
ség kozvetlen megfigyelés esetén I(x, 0)=I(n*|nX ), kozvetett megfigyeléskor
pedig I(y, 0) =I(*im X ). '

Médrmost a 3. 2 tételbdl ( f(u) =u log u valasztdssal) azonnal kovetkezik a szem-
Lletes jelentésii

(3. 63) I(», 0)=I(x, 0)

egyenlGtlenség; valéban, * és n X i a 7* és m X u eloszldsbdl az immér negyedik
(O XX, 9, ©XY) megfigyelési csatorna alkalmazdsdval kaphaté meg, ahol

WDI0, x) =v(Dylx)  (DET XX; Dy={x: (0, x) € D}).
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A (3. 63) egyenlGtlenség természetesen kozvetleniil is konnyen kovetkezik a hdrom
valosziniiségi valtozé informdcidjara vonatkozé Osszefiiggésbdl (vo. [10], [27)),
ha figyelembe vessziik, hogy a 0, x, y valosziniiségi valtozék Markov-lancot alkotnak.
Ha (3. 63)-ban a jobb és bal oldal kiilonbsége e-ndl kisebb, akkor PEREZ [26]
fogalomalkotdsdnak természetes dltaldnositdsdval az (X, v, Y) csatorndt e-elégséges-
nek nevezhetjitk a 7*, 7 X u mértékpdrra nézve, s a 3. 5 tétel felhaszndldsdval meg-
T et et *(df, dx) . #*(d0, dy)
dllapithatjuk (a X0 0, &%)’ ill. X 1) . &)

ill. p(y, 8)-val jelolve], hogy az ilyen értelemben vett g-elégségesség esetén

stirliségfiiggvényt p(x, 0)-val,

(3.64) S 126 053, 0)] (nx %) (@0, dx, dy) = 4V e

(sot (3. 55) és (2. 20) felhaszndldsdval itt a jobb oldalon V2e is irhatd).

A (3. 63) egyenlGtlenség még egy mdsik, szemléletesebb mddon is megkaphatd
a 3. 2 tételbdl, ha feltételezziik, hogy az & és ¥ o-algebrdt az X, ill. ¥ tér megszdm-
ldlhaté sok részhalmaza generdlja. Valéban, az (1. 5a) képlet értelmében I(x, 0)
7+ (d0, dx)

csak akkor lehet véges, ham*<mXu. Jeldljiik ekkor a W

stirfiség-

figgvényt p(x, 8)-val, mikoris (3. 58) értelmében

(CXA) = [ 12 (@0) = [[ p(x, Ou@9n(d0)  (4e®, CeT).
C

cAa

Ez azt jelenti, hogy bdrmely régzitett 4 €2 esetén
(3.65) wo() = [p(x, Ou@n [l
A

Minthogy feltevésiink szerint Z-et X-nek megszamldlhaté sok részhalmaza

generdlja, (3. 65)-ben a kivételes null-mértéki{i halmaz A-t6l fiiggetlennek is vdlaszt-
haté, amib6l koévetkezik, hogy up<cu és %=p(x, 0) [n]. gy tehdt, (1.5) és
(1. 5a) szerint, figyelembe véve (3. 58)-at

(3.66) 1(,0) = [ 1og p(x, )0, dx) = [ I(ugliw)(d0).
Hasonléképpen adddik, hogy
(3.67) 1(,0) = [ 1@l n(d0).

MEGIEGYZES. Az Z, ill. % o-algebrdra vonatkozd szeparabilitdsi feltétel nélkiil
a (3. 66), ill. (3. 67) egyenlGség mar nem sziikségképpen érvényes. Igy pl. ha X=0=
=[0, 1} és & =T a véges vagy megszamldlhato halmazok ¢és komplementereik dltal
alkotott g-algebra, tovdbbd p, az x =0 pontban koncentrdlt eloszlds, m pedig az a
mérték, melynél a megszdmldlhaté halmazok nulla, komplementereik pedig egy
mértékiiek, akkor I(x, f)=0, ugyanakkor pedig p=m, gy, € pu=m, tehat

S 1wl n@) = + <.
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A (3. 66) és (3. 67) Osszefiiggés szerint a (3. 63) egyenlétlenség a 3. 2 tételnek
magdra az (X, v, Y) csatorndra valé alkalmazdsdval is kiadddik. S I(x, 0) < +
esetén az egyenlGségnek az a feltétele, hogy az (X, v, Y) csatorna n-majdnem minden
U, 1 pdrra vonatkozdlag elégséges legyen. Ez viszont — figyelembe véve (3. 59)-et
és azt, hogy ppy<cpu [n] — a 3. 2 definicio értelmében azzal ekvivalens, hogy az (X, v, Y)
csatorna elégséges a {u;}oe ¢ closzldscsaldd valamely {u,}sc -y részcsalddjdra nézve,
ahol n(N)=0. Természetesen ugyanezekre az eredményekre jutunk akkor is, ha
(X, v, Y) megfigyelési csatorna helyett valamely y= T(x) statisztikdt (tehdt zaj nél-
kiili megfigyelési csatornat) vizsgalunk. _

Az emlitett eredmények kapcsolatba hozhatdk az elégségesség fogalmdnak
egy RENYI Alfréd dltal adott i értelmezésével is. Eszerint valamely £ valdsziniiségi
vdltozd egy n=T(&) fliggvényét elégségesnek nevezziik a { valdszinliségi viltozora
nézve, ha az I(n, {)=1I({ () egyenlStlenségben az egyenl8ség érvényes. Ennek a
fogalomalkotdsnak természetes dltaldnositdsaként bdrmely hdrom Markov-lincot
alkotd ¢, &, n valdszinliségi vdltozé esetén mondhatjuk, hogy n &-elégséges a {-ra
nézve, ha I(n,{)=I(&, (). Az elGbbiek szerint, az ilyen értelemben vett elégségesség
I(&, )< + - esetén azzal ekvivalens, hogy a &-t n-ba dtvivS csatorna elégséges egy
olyan eloszldscsalddra vonatkozdlag, amely &-nek a { majdnem minden lehetséges
értéke melletti feltételes eloszldsaibdl all. (Itt egyszerliség kedvéért kozdnséges
értelemben vett, tehdt valds vagy n-dimenzids vektor értéki valésziniiségi vdltozdkra
szoritkozunk, ahol az alapul vett ¢-algebra a Borel-halmazok o-algebrdja; ekkor a
kérdéses feltételes eloszldsok biztosan léteznek, vé. pl. [11].) Ez a feltétel még ugy is
megfogalmazhatd, hogy a kérdéses hdrom valdsziniiségi védltozé nemcsak a {, &, 7
sorrendben alkot Markov-ldncot, hanem a {, n, £ sorrendben is.

Hasonlé meggondoldsok érvényesek f(u)=ulogu helyett mds f(u) szigorian
konvex fiiggvényekre is, ha a kolesénds informdcié helyére mindeniitt az egyiittes
eloszlasnak és a margindlis eloszldsok szorzatdnak megfeleld f-eltérését irjuk.

4. § Az f-eltérések alkalmazisa hatareloszlastételek bizonyitasara

Az I-divergencia és dltaldban az f-eltérés, mint az eloszldsok egymdstol valo
eltérésének mértékszdma, felhaszndlhatd valdsziniliségeloszldsok konvergencidjanak
bizonyitdsdral?; a 2. §-ban igazoltuk, hogy az f-konvergencia (az u, =1 pontban
szigorian konvex f(u) figgvény esetén) mindig maga utdn vonja az eloszldsok
egyenletes konvergencidjdt. Markov-lancok esetén, ha létezik u staciondrius elosz-
lds, a 3. 2 tételbdl kovetkezbleg az S (u,, p) f~eltérések sorozata monoton csékkend,
ahol p, az n-edik lépésbeli eloszldst jeloli. Megfelel§ tovdbbi feitételek teljesiilése
esetén az is igazolhatd, hogy '.ILm Iy, ) =f(1), amibSl mdr kovetkezik, hogy

U, egyenletesen tart a u stciondrius eloszldshoz. Markov-ldncok ergodicitdsdra
ilyen ,,informdcidelméleti” bizonyitdst el8sz6r RENYI A. [29], majd kés&bb, dltald-
nosabb esetre, D. KenNpaLL [18] adott. Mint [6] dolgozatomban megmutattam,
egyszerlibb esetekben a meggondoldst lehet Gigy mddositani, hogy maga a stacio-
ndrius eloszlds létezése is kiadddjék a mddszerbdl; erre vonatkozd eléggé altalianos
feltételeket azonban eddig még nem taldltam.

12 Az a gondolat, hogy bizonyos, az informéciéelméletben hasznilatos mennyiségek felhasz-
nathatok hatdreloszldstételek bizonyitdsdra, Ju. V. LiNNiktd] szdrmazik, 1. [22].
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MegjegyzendS, hogy a hatdreloszlastételek bizonyitdsara valé alkalmazasok
szempontjdbol a kiilléonb6z8 f(u) (szigortan konvex) fiiggvényeknek megfelels
f-eltérések nem mindig egyenértékiiek. fgy pl. LiNnnik {22] dolgozatdban a logarit-
mus fiiggvény konkrét tulajdonsagai messzemendleg ki vannak haszndlva; természe-
tesen nyitott kérdés marad azonban, hogy nem lehet-e taldlni olyan f(u)#ulogu
konvex fiiggvényt, amellyel a centrdlis hatdreloszldstétel ,,informdcidelméleti”
bizonyitdsa egyszer(ibben volna elvégezhet6. A Markov-lancok ergodicitdsdnak
bizonyitdsdra bizonyos esetekben minden f szigoruan konvex fiiggvény egyforman
jO, azonban pl. a KENDALL [18] dltal vizsgdlt esetben sziikség volt az f(u) =f(0)=0
feltételre is. Frdekes megjegyezni, hogy ez utobbi feltétel az a-rendii I-divergencidk
kozil az a=1 esetet tiinteti ki.

A kovetkezGkben a kompakt csoportokon értelmezett valdsziniiségeloszldsok
konvolicidhatvdnyainak konvergencidjdra vonatkozd Urbanik—Klossz— Stromberg-
féle tételre!3 (1. [19], [35], [36]) adok egy uj bizonyitdst, amely az f-eltérések tulaj-
donsdgain alapszik; ez egyuttal azt is megmutatja, hogy az f-eltérések olyan hatdr-
eloszlastételek bizonyitdsdra is alkalmazhatdk, melyeknél egyenletes konvergencia
nem 4llithatd, csak gyenge konvergencia.

Legyen G kompakt topologikus csoport, # a Borel-halmazok o-algebrdja;
G-n értelmezett valdszinliségeloszldson a # o-algebrdn értelmezett reguldris valo-
szinliségi mértéket értiink. A {u,};=, eloszldssorozatrél akkor mondjuk, hogy
gyengén konvergdl a u hatdreloszldshoz, ha minden G-n értelmezett i(x) folytonos
valds fliggvényre

@.1) lim [ B @x) = [h(x)u(dx).
Két G-n értelmezett eloszlds, p és v, konvolicidjdt a

(4.2) @xV)B) = [uBx-Hv(dx) = [vx'Byudx)  (BEB)

vagy az ezzel ekvivalens

(4.2) [ 1) exny @) = [[hxp)n@xyviay)
képlet értelmezi.

Ha pu tétszdleges valdsziniiségeloszlds G-n, akkor mindazon C kompakt hal-
mazok C, metszete, melyekre u(C)=1, maga is 1 valosziniiségli: u(C,)=1. Ezt
a C, halmazt nevezziik a p eloszlds hordozéjénak. Ismeretes, hogy'*

“.3) C,xv=C,C,
(v6. pl. B. M. Krossz, [19]).

4. 1. TETEL. Valamely G-n értelmezett v eloszlds v konvoliciéhatvinyainak
(ahol v!=v, v"*l=v"Xv, n=1,2,...) sorozata akkor és csak akkor konvergdl
gyenge értelemben valamely hatdreloszlishoz, ha G-nek a C,-t tartalmazé H, leg-

13 Fz felfoghat6 egy specidlis MarRKkov-lanc ergodicitasi tételnek is, ahol a staciondrius eloszlas
ismeretes.
14 A szorzds komplexusszorzat-értelemben veendd: AB = {ab:a€ A, be B}.
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szitkebb kompakt részcsoportjdnak nincs olyan valddi kompakt normdlosztéja, mely-
nek C, egyetlen mellékosztalydban van; ekkor v* a H, csoporton értelmezett Haar-
mértékhez (pontosabban ennek G-re valo természetes kiterjesztéséhez) konvergdl.

MEGIEGYZES. A V* konvolucidhatvinyok konvergencidjdra 1956-ban PREKOPA,
RENYI és URBANIK adott egy elégséges feltételt [28]. A sziikséges és elégséges fel-
tételt elgszor K. UrRBANIK [36] és — tGle fuggetleniil — B. M. KLossz [19] hatdrozta
meg, azonban, ITo és KawabA [15] cikkének egy hibds eredményére tdmaszkodva,
a feltételt [C,)=[C,C; 1] alakban adtdk meg (ahol [4] G-nek az A — G halmazt tar-
talmazé legsziikebb kompakt részcsoportjdt jeloli). A hibdt K. STROMBERG [35]
vette €szre, megdllapitvdn, hogy URBANIK, illetSleg Krossz bizonyitdsa valéjdban
a 4.1 tételt szolgdltatja. Az aldbbi bizonyitds (v6. [7]) az f~eltérések tulajdonsdgain
alapszik.

Bizonyitds. A (4.3) Osszefiiggés értelmében C,.c[C,]=H,, ezért elegendd
a H, részcsoportra szoritkoznunk; mds széval, az dltaldnossdg megszoritdsa nélkiil
feltehetjiik és a tovdbbiakban fel is tessziik, hogy [C,]=H,=G. A tétel sziikséges-
ségi dllitdsa trividlis. Valdban, ha v (gyengén) konvergens, akkor bdrmely G/N
faktor-csoportban is a megfelel§ v'" sorozat (gyengén) konvergens (ahol v/ = v~ 1!,
II-vel jelolve a G-nek G/N-be valé kanonikus leképezését; N a G tetszbleges kompakt
normdlosztdja). Ha azonban C,CxN =x"¢G/N, akkor v'" konvergens volta azzal
ekvivalens, hogy az x’" sorozat konvergens a G/N csoportban, ami csak ugy lehet-
séges, ha x” a G/N egységeleme, tehdt C,C N, és ez (minthogy [C,]=G) N = G esetén
lehetetlen. Ezért csak az elégségességet kell bizonyitani.

Jeloljik w-val a Haar-mértéket G-n; az S,;(V", w) f-eltérések vizsgdlata koz-
vetleniil dltaldban nem volna célravezetd, ezért a v* eloszldsokat el8szor alkalmasan
»Hkisimitjuk™. Legyen A(x) a G-n értelmezett tetszéleges nemnegativ folytonos fiigg-
vény, melynek az @ Haar-mérték szerinti integrdlja 1-gyel egyenld.

Jeloljiik po-val a

(4.4) o) = [h@od)  (1eH)
A
dltal definidlt eloszldst, és legyen
4.5) My =g X V" n=12,..).
Ekkor nyilvdnvaldan p,<w és p,nek w-ra vonatkozd siirliségfiiggvénye
.6) P = [ Gy (@),
amibdl specidlisan
@.7) Pani® = [0, W) (=1,2, ).
Tekintsiik mdrmost az
@.8) Iy = I 0) = [f(p)o@)  (1=1,2,...)

J-eltéréseket, ahol f(u) tetszSleges, [0, + o)-ben folytonos, szigorian konvex fiigg-
_ vény (tehdt f(0)< + ). A konvolucié (4.2) definicidja értelmében pX v ugy is
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tekinthet§, mint egy (G, v, G) csatorna (G, #) bemeneti terén értelmezett u mérték-
nek az ugyancsak (G, %) kimeneti téren megfelel8 g mérték (vé. (3. 15)), ahol a csa-
torna dtmenetfiiggvénye v(Blx)=v(x"'B). A 3.2 tételt erre a csatorndra alkal-
mazva, és figyelembe véve, hogy u, X v= 1,41, ® X V=0, azt kapjuk, hogy £, =5,
(n=1,2,...). Ezrt, figyelembe véve (1. 17)-et is, létezik az

4.9) S = '}Lrg £,

véges hatdrérték. Igazolni fogjuk, hogy itt & =f(1), azaz p,w (v6. (2.3)).

A G csoport kompakt volta miatt a A(x) folytonos fliggvény egyenletesen is foly-
tonos, és igy (4. 6)-bol kovetkezik, hogy a p,(x) siiriiségfiiggvények egyenletesen
egyenld mértékben folytonosak. Kovetkezésképpen, ismét haszndalva G kompakt-
sdgat, a p(x) (n=1,2,...) fliggvénysorozat bdrmely részsorozatdbdl kivdlaszt-
haté egyenletesen konvergens részsorozat. Ha sikeriil megmutatni, hogy ezek mind-
egyike az azonosan 1 fiiggvényhez konvergdl, ez azt fogja jelenteni, hogy

4.10) '}1_{1; Pa(x) =1 egyenletesen.

Maidrmost, ha

4.11) ,zl.,nl Pn(X) = Pp(x) egyenletesen,

akkor — felhaszndlva a (4.7) Osszefiiggést — bdrmely /=1 egész szdmra
4.12) lim pp+i(x) = f Plxy=Hv(dx) = p¥(x) egyenletesen.

Ezért, fi-mal, ill. Z®-lel jelolve a p(x), ill. pO(x) slirlségfiiggvényii eloszldst (ahol
a stirliségfiiggvények az w Haar-mértékre vonatkoznak),

@. 13) 55 (i, 0) =5, (IO, )= 5.

Minthogy azonban f® =XV, o =w X, (4. 13)-bdl a 3. 2 tétel szerint az kdvet-
kezik, hogy a v-lel vald konvolicidnak megfelel8 csatorna (melynek dtmenetfiigg-
vénye v (B|x) =v(x~!B) ) elégséges a fI, w mértékpdrra nézve. Ezért, a 3. 2 lemma
értelmében, a B;={y: p¥(y)=s} pdronként diszjunkt kompakt halmazokra

(4. 14) V(x~1Bs ) = 1,

eltekintve esetleg bizonyos x € G, pontoktdl, ahol w(G,)=0. Itt azonban valéjdban
Go=0. Ha ui. valamely x,€G esetén v(xg !Bj,) <1, akkor a v\ mérték regu-
laritdsa miatt még egy alkalmas UDxg !B, nyilt halmaz v-mértékre is 1-nél
kisebb. Ekkor azonban a G egységelemének alkalmas V (nyilt) kérnyezetére Uxy D
D VBjuo 68 igy ViV V esetén UD(Vx0)~"(VBjx,). Ha mdrmost az egység-
elem V,cCV, kornyezetét gy vilasztjuk, hogy x¢€Vyx, esetén |p(x) —p(xo)| <
< min [pP(y)—pP(x,)] legyen (itt a jobboldal 5P (x) folytonossdga és G — VBj,,,
o)

V¢ VBg(x
kompakt volta miatt 1étezik és pozitiv), akkor a V,x, minden x pontjdra x~ lBi(xo) U,
tehdt V,x,C G,, ami ellentmond annak, hogy «w(G,)=0.
(4. 14)-b6l a G, halmazok kompaktsdga miatt x~1'Bj, D Cy, azaz xC, C By,
kovetkezik. Ezért xC,NyC, =@, azaz yexC,Cyi' esetén szikségképpen p(y)=
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=j(x) és indukcidval ugyanez kovetkezik

1 2 n
yexCuCrlcaicat...Cicat (n=1,2,..)

esetére is. fgy tehdt j(x)-nek dllandénak kell lennie a
o L2 2
HO = U CvtCJICVICﬁl...CvtCJI
n=1

csoport barmely rogzitett baloldali mellékosztdlydn, specidlisan magdn H'en is
(I=1,2,...). Mdrmost a (4.3) szerinti Cv:=é'v6%’v...él"v Osszefliggésbbl kozvet-
leniil kovetkezik, hogy bdarmely

(4.15) X = X{ X5 ... X x;€C,, i=1,...,n, n=12..)

alaka elemre xNox~ ! C Ng, ahol Ny= |J H® és igy természetesen az N, csoport
=1
N zdrt burkdra is xNx~'c N. Mdsrészt azonban a [C,]=G feltevés értelmében,
kihaszndlva még, hogy a G kompakt csoport barmely x; eleme x} hatvdnyainak
az egységelem torléddsi pontja, a (4. 15) alaku elemek halmaza mindeniitt siiri
G-ben; tehdt N (kompakt) normdlosztoja G-nek. Ezért, minthogy C, az N-nek egyet-
len mellékosztdlydba esik (ha ui. egy tetszbleges G csoport valamely C nem iires
részhalmazdra és H részcsoportjdra CC-'c H, akkor bdrmely x,€C-re

Cc CC~'xy < Hx,), feltételiink értelmében N =G, azaz Ny= ) H® mindeniitt siirii

=1
G-ben és igy a p(x) folytonos fliggvény az egész G csoporton dllandd. Ez csak ugy

lehetséges, ha p(x) az azonosan 1 fiiggvénnyel egyenl8, amivel (4. 10)-et igazoltuk,

s ezzel egyuttal azt is, hogy £ =f(1), azaz u, 4 . Ebbsl a v —~w gyenge konver-

gencia mdr kozvetleniil kovetkezik, ugyanis tetszGleges G-n értelmezett i(y) foly-
tonos valds fiiggvény elSéllithatd h(y)=aft,(y~ 1) — Bhy(y~1) alakban, ahol A,(x)
és h,(x) nemnegativ folytonos fiiggvények, melyeknek az «w Haar-mérték szerinti
integrdlja 1-gyel egyenlS. Ekkor pedig az imént bizonyitott (4. 10) Osszefiiggés
értelmében (x-nek a G egységelemét vélasztva)

Tim [ h(y)v(dy) =
(4.16) = 1im (o f 1 (=) @)~ B f ha (=¥ () =
=a—p = [h(r-Yo) = [ () o@).

Természetesen ha a v mérték abszolit folytonos az w Haar-mértékre nézve
és sliriiségfiiggvénye folytonos fiiggvény, akkor a p, ,.kisimitott mértékek” beveze-
tésére nincs sziikség, hanem magukra a v" mértékekre kovetkezik, hogy w-ra vonat-
kozo siirliségfiiggvényiik egyenletesen tart 1-hez; ilyenkor tehdt v* még a (2. 40)
metrika értelmében is tart w-hoz (ami persze kozvetleniil is egyszerlien igazolhatd).
Megjegyzendd, hogy az iménti bizonyitds szempontjdbol minden f(u) szigortian
konvex fiiggvény egyformdn ,,j6”, még az f(u) O-pontbeli folytonossdgdnak fel-
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tevése sem volt lényeges, mert a (4. 4)-beli /i(x) fliggvényt vehettiik volna szigortan
pozitivnak is.

Erdekes nyitott kerdes hogy lokdlisan kompakt csoportok esetén mikor kon-
vergdl a v" sorozat a (nem normdlhato) egyenletes eloszldshoz, abban az értelemben,

v'(4) _w(4) . e A L

hogy li 'le V(B) " @(B)’ ha A és B pozitiv és véges Haar-mérték{i Borel-halmazok,
melyeknek a hatdra nulla Haar-mértékii. Ezt a problémadt ilyen dltaldnossdgban
RENYI Alfréd vetette fel. Lehetséges, hogy az f-eltérések erre az esetre is alkalmaz-
haték lesznek, eddig azonban ebben az irdnyban nem értem el eredményt. Meg-
emlitem végiil, hogy a lokdlisan kompakt csoportokon értelmezett tetszGleges
Uys Uy, ... eloszldssorozatokbol képezett pu, X ... Xy, konvolicidsorozatok aszimp-
totikus viselkedésével [8] dolgozatomban foglalkoztam, itt azonban mds mddszert
haszndltam. Mindazondltal valdszinlinek ldtszik, hogy az f-eltérések kiilonbozd
eloszldsok konvolucidinak hatdreloszldsdra vonatkozé tételek bizonyitdsdra is
alkalmazhatok.

INFORMATION-TYPE MEASURES OF DIVERGENCE OF PROBABILITY
DISTRIBUTIONS
BY I. CsiszAr
Summary
Let (X, Z) be a measurable space and 1 a o-finite measure on (X, ). Probability measures

on (X, Z) and their densities (with respect to 1) are denoted by i and p, respectively, both with
the same indices (if any).

Definition 1. 1. The f~divergence of two probability distributions u: and g is
P1(x)
2 (%)

Here f(u) stands for an arbitrary convex function defined for O<u< -+« and expressions of form

(1.16) s, (ﬂ:yﬂz)=fP2( )f[ ]l(d x)

f(©) and 0 (%) are understood as in (1. 8); the value of S £ (uy, 11, does not depend on the choice

of A.

An equivalent definition of f (1, 12) is indicated by theorem 1. 1;in (1. 44) R stands for an
arbitrary class of finite measurable partmons of (X, &) that spans Z.

The class of f~divergences includes the variation distance

Iy — 2} = f 1P () ~p ()| A(dx)  (f(u) = lu—=1]), the X*-divergence

X2y, 1) f(pl(x)pﬂ)(dx) (f@) = (—1)2), Kullback’s I-divergence

pa(x)
pi(x) R s
I(ush o) —fpl(x) log —— 7200 Adx)  (f(w) = ulogn), Jeffrey’s F-divergence
F s ) = Iyl )+ 1l ) etc.

One motivation of the paper is to extend known results concerning Kullback’s I-divergence to
the class of f-divergences.

In section 2 we define f~neighbourhoods in an arbltrary set # of probability distributions on
X, Z), see (2. 1). The topological structure obtained in this way on .# is finer than the one induced
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by the variation distance (Theorem 2. 1), but in general, it is not a topology in the usual sense, unless

u
both f(0) and lim & are finite (Theorem 2. 3). In the latter case, however, the f-neighbourhoods
u

u— oo

define the topology of the varation distance on .# (Theorem 2. 2).

In section 3 we consider indirect observations characterized either by a sub- ¢-algebra & of
Z or, more generally, by a stochastic kernel v from (X, &) to another measurable space (¥, %).
If /i; denotes the restriction of g; to &, or the measure on (Y, %) induced by x, and v, we have
I, Gy, i)s I, (uy, 1,) (theorems 3. 1 and 3. 2), the equality holds if and only if (provided that f is
strictly convex) the indirect observation is sufficient with respect to the pair #,, 4, (sufficiency of
observation channels is defined analogously to sufficiency of sub- g-algebras and of statistics). Also
some necessary conditions of ,,small” decrease of the f~divergence are presented, that can be inter-
preted as ,,e-sufficiency (Theorems 3. 3—3. 5). Section 3 concludes with a discussion of the impli-
cations of the results for the amount of information from a statistical observation with respect
to the unknown parameter, if the Bayesian point of view is adopted.

Section 4 contains a new proof of the well-known necessary and sufficient condition of con-
vergence of the convolution powers of a probability distribution on a compact group, based on
properties of f~divergences. .
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