
SZABÁLYOS KÖRRENDSZEREK 

IRTA: DOMINYÁK  IMRE 

Bevezetés 

Dolgozatunkban az euklideszi sík körfedései és körelhelyezések1 szerepelnek. 
Ezeket fog juk vizsgálni, osztályozni szimmetria viszonyaik alapján. Pontosabban, 
bevezetjük a szabályosság fogalmát a körrendszerekre vonatkozólag — hasonlóan 
az alakzatok szabályosságához —, s úgy osztjuk a körrendszereket egy-egy csoportba, 
hogy azonos csoportbelieknél megegyezzenek a szabályosságot elõidézõ szimmetria 
viszonyok rendszerei. 

U. SINOGOWITZ [1] körelhelyezésekre megoldott egy ilyen jellegû feladatot. 
Dolgozatunk a körfedéseket tárgyalja SINOGOWITZ eljárása alapján, s az osztályo-
zási szempontok is ugyanazok maradnak (a fellépõ különbségek megegyeznek a két 
körrendszer típus megfelelõ fogalmainak különbségeivel). A tárgyalás teljessége 
és a módszerek megegyezése miatt megmutat juk, hogy hogyan nyerhetõk SINOGO-
WITZ azon eredményei, amelyeket felhasználunk. De ezeknél a tárgyalásoknál 
figyelembe vesszük DELANUAY [2] módszerét és eredményeit is. 

A dolgozat végén kiválogatjuk az eredményül kapot t osztályokból a stabil isokat. 
E helyütt mondok köszönetet FEJES TÓTH LÁSZLÓ professzor úrnak, azért, 

hogy e témakörre a figyelmemet felhívta és értékes megjegyzéseivel segítségemre volt. 

A szabályos körrendszer és Dirichlet-cella mozaik fogalma 

Körrendszeren a továbbiakban vagy körfedést, vagy körelhelyezést értünk. 
Egy körrendszert szabályosnak nevezünk, ha tetszõleges ÁJ körét átv ihet jük egy 
tetszõleges K2 körébe valamilyen E egybevágósági t ranszformációval2 úgy, hogy 
E a körrendszert önmagába viszi át. Az olyan egybevágósági t ranszformációt , 
amely egy alakzatot önmagába visz át, az alakzat szimmetria operációjának nevez-
zük. így a szabályos körrendszernél bármely két ÁJ és K2 köréhez adható a kör-
rendszernek egy olyan szimmetria operációja, amely ÄJ-et ÁJ-be viszi át. (A sza-
bályos, ill. nem szabályos elnevezés helyett ta lálóbb lenne a szimmetrikus, ill. aszim-
metrikus jelzõ, de nem vezetjük be, hanem a már megszokott elnevezést fog juk hasz-
nálni.) 

Körrendszer szabályossága helyett bármely tar tományrendszer szabályosságát 
is megadhat juk teljesen hasonló módon. Pl. : Dirichlet-cellarendszert szabályosnak 

1 Körelhelyezésnek nevezünk olyan körrendszert, amelyben nincsenek közös belsõ ponttal 
rendelkezõ körök. A körfedésnél viszont a sík minden pontja a körrendszer valamelyik körének 
vagy a határán, vagy a belsejében van. 

2 A síkbeli egybevágósági transzformáció vagy mozgás vagy tengelyes tükrözés, vagy ezek 
kombinációja. A mozgás pontkörüli forgatásból és eltolásból állhat. Lásd [4] 3—5. oldal. 
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nevezünk, ha bármely két Dy és D2 cellájához megadható a cellarendszernek egy 
szimmetria operációja, amely D2-et D2-be viszi át. 

Nyilvánvaló, hogy a szabályos körrendszer ûzV/cú/eZ-cellarendszere is szabályos. 
Ezért a szabályos körrendszerek kutatása kapcsolatban áll a szabályos cellarend-
szerek kutatásával. Ezen a kapcsolaton keresztül fogjuk felkutatni a szabályos 
körrendszerek típusait. 

A Dirichlet-cellarendszerben cellaoldalhoz cellaoldal csatlakozik. Csak ilyen 
cellarendszerekkel fogunk foglalkozni. 

A szabályos cellarendszerek egy általánosabb — ún. Faues-típusú cellarend-
szerek speciális fajtái. F. LAVES [3] a cellarendszereket topologikus transzformációk 
alapján osztályozta. Az általa osztályozott cellarendszert szabályosaknak tekint-
hetjük abban az értelemben, hogy az eddigi szabályossági definíciónkban az egybe-
vágósági transzformációt topologikus leképezéssel helyettesítjük. Azaz topologikusan 
szabályosak azok a cellarendszerek, amelyekben két tetszõleges Ck és C2 cellához 
megadható egy T topologikus leképezés, amely a cellarendszert önmagába, C,-et 
pedig C2-be viszi át. 

Egy LAVES által vizsgált cellarendszer eleget tesz még a következõ feltételek-
nek is: a) bármelyik olyan cellasokaságnál, amelynek határa egy önmagát nem 
metszõ zárt görbe — s az ilyent egyszeresen összefüggõnek fogjuk nevezni — az 
Fa/er-karakterisztika (azaz a csúcsok és cellák számának összegébõl levonva az 
élek száma) egyenlõ 1-gyel; b) teljesíti az ún. integrálhatósági alapfeltételt, azaz 
kiválasztható belõle olyan H Í , H 2 , .... //„, ... egyszeresen összefüggõ cellasokasá-
gok sorozata, amelynek tagjainál n — °° esetén a határcellák — vagyis amelyeknek 
van csúcsa a tagot határoló zárt görbén — száma a tagban levõ többi cellák számához 
viszonyítva 0-hoz tart. 

A fenti tulajdonságú cellarendszereket 11 ún. Laves-osztályba sorolhatjuk, ha 
két olyan cellarendszer egy osztályba kerül, amelyek topologikusan izomorfak 
(vagyis megadható egy olyan topologikus leképezés, amely az egyik cellarendszer 
csúcspontjait és oldalait kölcsönösen és egyértelmûen hozzárendeli a másik csúcs-
pontjaihoz és oldalaihoz). Ez a következõképpen látható be: 

Egy Faues-osztályba tartozó cellarendszernél a topologikus szabályosság miatt 
minden cellának ê S 3 csúcsa van, amelyekbõl sorra (irányítástól eltekintve) 

oe2, ..., ak él fut ki. Nevezzük az ak , ..., ak számokat a megfelelõ csúcsok fok-
számának. Ha tekintünk a cellarendszerben egy olyan Ht, H2, ..., Hn, ... cella-
sokaság-sorozatot, amilyen az integrálhatósági alapfeltételbõl következõleg létezik, 
és Ln, F„, C„ jelöli à #„-ben levõ cellák, élek és csúcsok számát, akkor 

ß értékének 1-tõl, az Fw/er-karakterisztikától való eltérése a H„  határán levõ élek-
nél és csúcsoknál fellépõ eltérésekbõl adódik. Az integrálhatósági alapfeltételbõl 
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következik, hogy 

Ezért a Lnras-cellarendszereknél 

lim j _ 
L. 0. 

, Ê 1 1 

2 a j a* 

Az ezt kielégítõ a x , a2 , ..., <õê(êøÇ, egész) számok meghatározhatók. Az at , ..., cct-ra 
kapott, s csak a sorrendben különbözõ megoldásokat egy megoldásnak véve 16 meg-
oldás adódik. Ezek közül 6 nem határozhat meg cellarendszert. Errõl az egy csúcs 
körüli elhelyezkedés vizsgálatával gyõzõdhetünk meg. A megmaradt 10 megoldás 
egyike kétféle módon is bekövetkezik (ezeknél az al , ..., ak értékek két különbözõ, 
nemciklikus felcserélésével is elõállítható megfelelõ mozaik), a többiek csak egy-

1. ábra 
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féleképpen valósulhatnak meg. A 11 osztály egy-egy reprezentánsát mutatja az 
l .ábra. Az egyes osztályokban egy cella csúcsainak fokszáma: (3 ,3 ,3 ,3 ,3 ,3) , 
(3, 3, 3, 3, 6), (3, 3, 3, 4, 4), (3, 3, 4, 3, 4), (3, 4, 6, 4), (3, 6, 3, 6), (4, 4, 4, 4), (3, 12, 12), 
(4, 6, 12), (4, 8, 8), (6, 6, 6). 

A Laves-osztályokban vannak a szabályos cellarendszerek osztályai. Hogyan 
különböztethetjük meg egyik szabályos cellarendszert a másiktól? SINOGOWITZ 

és DELANUAY  a cellarendszereket a szimmetria csoportjuk alapján osztályozta. 
Egy alakzat szimmetria csoportján az alakzat szimmetria operációiból álló csoportot 
értjük. SINOGOWITZ  elnevezését használva egy szabályos cellarendszer külsõ csoport-
ján a cellarendszer szimmetria csoportját fogjuk érteni. Ez mindig a 17 síkszim-
metria csoport3 valamelyike. Ha úgy osztályozzuk a cellarendszereket, hogy azonos 
osztályba tartoznak az azonos Laves-osztályú és azonos külsõ csoportú cellarend-
szerek, a Delanuay-osztályokhoz jutunk. 46 ilyen osztály van. Ezeket a következõ 
módon kaphatjuk meg: megvizsgáljuk az egyes Limes-osztályokat, hányféle 
külsõ csoporttal valósulhatnak meg. Ennek az elvégzéséhez bevezetjük a társtransz-
formációkat. Egy cella társtranszformációin egy adott cellarendszerben azokat a 
szimmetria operációkat értjük, amelyek a cellát vele a közös oldalú cellába viszik át. 
A társtranszformáció megadásához megismerkedünk egy szimbólummal. Ennek 
segítségével összeszámlálhatjuk az összes bekövetkezõ társtranszformáció rend-
szereket, s ezek már meghatározzák az összes lehetséges külsõ csoportot is. 

Jelöljük egy Limes-féle cellarendszer egy Ñ cellájának oldalait sorra a, b, c, d, e, f 
betûkkel. (Legfeljebb hatszögû egy cella.) Az egyik társtranszformáció C-t átviszi 
—mondjuk—a C-vel a mentén szomszédos C'-be. Ñ' oldalai ugyancsak a, b, c, d, e,f 
azonban körbenjárási iránya lehet ellentétes is Ñ körüljárási irányával. Ha a C-t 
C'-be átvivõ társtranszformációnk olyan, hogy C'-nek pl. à ñ oldala csatlakozik 
Ñ a oldalához, akkor a transzformációt ac, ill. àñ jel�li Ñ és Ñ' egyezõ, ill. ellenkezõ 
körüljárási iránya esetén. Ha minden cellaoldalnál megadjuk a társtranszformációt 
ilyen képlettel, és az összetartozó betûpárok közé beírjuk, hogy hányad fokú csúcs-
ból indulnak ki az eredeti cellának a betûpárban álló oldalai, megkapjuk a társ-
transzformációk szimbólumát, amelyet társképletnek fogunk nevezni. Pl. az 
(aa3 bc12 cbl2) szimbólum társképlet lehet a (3, 12,12) Limes-osztályban, de elõ-
fordulhat, hogy ebben az osztályban nincs olyan külsõcsoportos cellarendszer, 
amelynél ezek jelölnék a társtranszformációkat. A társképletek mindegyikére igaz, 
hogy ha egy képletben szerepel ab, akkor bá-nak is kell benne szerepelnie, és ha 
cd elõfordul, akkor dc is. Hogy egy társképletszerû szimbólum társképlet-e valóban 
az illetõ cellarendszerben, csak további vizsgálattal dönthetjük el. A módszer szem-
léltetésére bemutatjuk a (3, 12, 12) Limes-osztályban levõ szabályos cellarendszerek 
ûe/önwuj-osztályainak meghatározását. 

A (3, 12, 12) Löres-osztályban a társképletek a következõk közül kerülnek ki: 

1. (aa12bb3cc12) 

2.  (aai2bb3cc12) 

3. ( a a1 2 b b3 c c1 2 ) 

4. (aál2bb3cc12) 

5. (aal2bb3ccl2) 

6.  (aál2bb3ccí2) 

7. (aä12bb3ccl2) 

8. (aä12bb3ccl2) 

3 Lásd [4] 8—40. oldal. 
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9. ( a a1 2 b c3 c b1 2 ) 

10. (aal2bc3cb12) 

11. (aa12bc3cb12) 

12. (aä12bc3cb12) 

13. (aa12bc3cB12) 

14. (aä12bc3cb12) 

15. ( a á1 2 b c3 c bí 2 ) 

16. (aä12bc3cB12) 

17. (ac12bb3ca12) 

24. (a c1 2 b B3 c ä1 2 ) 

25. (ab12ba3cc12) 

32. ( a b1 2 b ä3 c c1 2 ) 

33. ( a b1 2 b c3 c ai 2 ) 

40. ( a b1 2 b c3 c ä1 2 ) 

41. (ac12ba3cb12) 

48. ( a c1 2 b ä3 c b1 2 ) 

A társképletek megállapítása leegyszerûsödik, ha figyelembe vesszük, hogy a cella 
120°-os, 30°-os, 30°-os szögû háromszög. Jelölje a a cella leghosszabb oldalát_(vagyis 
az alapot). Ekkor nem lehetnek társképletek a 17—48 alattiak, hiszen ab, ab, àñ, ac 
valamelyike szerepel ezekben, ami hosszabb oldalnak r�videbbhez való csatlakozá-
sát jelentené. Jelölje o;, Oj valamelyik két oldalt. Ha a szimbólumban (irányítást 
figyelmen kívül hagyva) 0t0j van, de îð {  nincs, nem lehet társképlet, mert a szom-
szédosság kölcsönössége nem állna fenn. A 3-as fokszámú csúcsban csak rövid oldalak 
találkozhatnak. Ezért bb, cc, be, eb nem lehet a társképletben. A fenti szempontok 
után megmarad a 8., 9. és 12. A 8. nem társképlet, mert a 2. ábrán láthatjuk egy 
pozitív (óramutató járásával ellentétes) irányítású cella két, a 8.-ból adódó szom-
szédját. A társképletbõl adódóan ezek irányítása negatív lenne, így az egyik b ol-
dalára a másik ñ oldala kerülne, ami a társképletnek 
ellentmondana. A 9. és 12. valóban társképlet (s az 
általuk meghatározott osztályok reprezentánsa a 89. és 
90. ábrán látható). 

Hasonló eljárással mindegyik Laves osztályban 
megállapíthatók a Delanuay-osztályok. 

A szabályos körrendszerek felkutatásánál csak a 
0-nál nagyobb sûrûségûeket4 vizsgáljuk. Ezek Dirichlet-
cellarendszerei (a továbbiakban D-cellarendszerei) a 
ZJe/íWMay-osztályokból kerülnek ki. Azonban azonos 
D-cellarendszerû körrendszerek között is vannak jelen-
tõsen különbözõk. Pl. a 3. és 4. ábrán látható két kör-
rendszernek azonos a D-cellarendszere. 

Hogy hasonló jellegû különbözõségeket figyelembe vehessünk a szabályos 
körrendszernél, vizsgálni fogjuk a körközéppont elhelyezkedési lehetõségét a D-
cellán belül. Ehhez nyújt segítséget a szabályos D-cellarendszer belsõ csoportja. 
Egy szabályos cellarendszer belsõ csoportján a cellarendszer azon szimmetriaoperá-
cióinak halmazát értjük, amely a cellarendszer valamelyik celláját önmagába viszi át. 

4 Lásd [5] 48—49. oldal. 

2. ábra 
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3. ábra 4. ábra 

Vagy egyszerûbben : a szabályos cellarendszer belsõ csoport ja a cellarendszer cellá-
jának a szimmetria csoport ja. 

Egy szabályos cellarendszernél a Lares-osztálytól függõen a következõ belsõ 
csoportok5 szerepelhetnek : 

Laves-osztály Lehetséges belsõ csoportok 

I Cl, b i ( / ) , b i ( r f ) , Ca, ba, Ñç, Ü ç ( 0 , Üç (d), Ñå, be 

è Ci 

III Ci, b i 

IV ci, b i 

V Ci, b i 

VI Cl, b i (</'), b i (</"), ba 

VII Ci, b i ( 0 , b i ( r f ) , Ca, ba (t), ba (d), U, b i 

VIII Ci, b i 

IX Ci 

X Ci, b i 

XI Ci, b i , Ñç, Üç 

Tehát belsõ csoport az identikus leképezés (amely helyben hagyja az alakzatot), 
180°-os, 120°-os, 90°-os, 60°-os forgatás, tengelyes tükrözés és ezek megfelelõ kom-
binációja lehet. Egyes forgatásos tükrözésnél t, d, d', d" jelzés is szerepel. Ezek 
jelölik (kétséges esetben), hogy a tükörtengely hol helyezkedik el a cel lában: szem-
közti oldalak felezõmerõlegesén, át lón, rövidebbik át lón, hosszabbik átlón. 

A Delanuay-osztályokat tovább oszthat juk a „kü lönbözõ" belsõ csoportok 
alapján. Milyen belsõ csoportokat tekintsünk kü lönbözõknek? Két belsõ csoport 
izomorf iája (ugyanazokból az elemekbõl való felépülése) nem felel meg osztályozási 
szempontnak, ugyanis azonos külsõ és izomorf belsõ csoportos cellarendszereknél 
lehetnek különbözõ szimmetria viszonyok. Pl. az 5. és 6. ábrán látható cellarend-
szereknél vehetjük a külsõ csoportot 3B /nek , a belsõt ö,-nek, pedig a két cella-
rendszer kü lönbözõ jellegû. 

5 Lásd [4] 14—15. oldal. 
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A belsõ csoportok osztályozása elõtt megismerkedünk az azonos irányú szim-
metria operációval. Tekintsük az Aj és A2 szabályos cellarendszert, amelyek azonos 
Delanuay-osztályba tartoznak. T egy topologikus transzformáció, amely A,-et 
A2-be viszi át. Legyen A,-ben két cella A és B, s ezeknek két-két szomszédos oldaluk 
at, a2, ill.  bj, b2. Az A2-ben levõ A', B' cellák és à[, a2, b[, b2 cellaoldalak legyenek 

5. ábra 6. ábra 

8. ábra 

az A, B, ax, a2,bv,b2-nek T-nél adódó képei. Az E és E' szimmetria operációk 
azonos irányúak, ha E A,alta2-t sorra B, bí,b2-be viszi át, E'-nél pedig A',a\ 
képe B', b'i esetén a2 õ2-be megy át. 

Két belsõ csoport azonos felépítésû, ha az egyik minden eleme kölcsönösen 
és egyértelmûen hozzárendelhetõ a másik ugyanolyan, azonos irányú eleméhez. 
Ha minden Ûe/am/ûy-osztályt tovább osztunk úgy, hogy különbözõ osztályokba 
soroljuk a nem azonos felépítésû belsõ csoporttal rendelkezõ cellarendszereket, 
a Sinogowitz-osztályokhoz jutunk. 93 Sinogowitz-osztály van. Ezeket a Delanuay-
osztályok és a lehetséges belsõ csoportok kombinációinak összeállításával kaphat-
juk meg. A 9—101. ábrákon az egyes osztályok egy-egy reprezentánsát mutatjuk be. 
A cellarendszerek mellett a külsõ csoport szimmetria elemeinek fajtáit és elhelyez-
kedéseit is feltüntettük. A 180°-os, 120°-os, 90°-os, ill. 60°-os forgáscentrumokat 
két-, három-, négy-, ill. hatágú csillagforma mutatja, a tükrözés tengelyét két vékony, 
egymáshoz közel levõ párhuzamos (ha cellaoldalra esik vastagon húztuk ki) közép-
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18. ábra 

20. ábra 
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21. ábra 22. ábra 

23. ábra 24. ábra 

25. ábra 
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37. ábra 
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61. ábra 62. ábra 
/ 
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65. ábra 

79. ábra 
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75. ábra 76. ábra 

77. ábra 78. ábra 

79. ábra 
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87. ábra 88. ábra 

89. ábra 90. ábra 

91. ábra 92. ábra 
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vonala, amíg a csúszótükrözés tengelyét vékony szaggatott vonal jelzi. A cellaoldalt 
közepes folytonos vonal mutatja (kivéve, ha tükörtengellyel esik egybe, ekkor ugyanis 
megvastagítottuk). Az osztályokat jellemzõ adatokat táblázatba foglaltuk. A táblá-
zat oszlopaiban sorra az osztályt bemutató ábra száma, az osztály külsõ csoportja, 
belsõ csoportja, a cellára jellemzõ adatok, az osztály Sinogowitznál szereplõ sor-
száma, az osztályhoz tartozó D-cellarendszer külsõ csoportja, belsõ csoportja, a 
D-cella jellemzõ adatai, végül a D-cellarendszerbõl származtatott körfedéseket 
bemutató ábraszámok szerepelnek. A D-cella jellemzõit elhagytuk, amikor nem 
különbözött az eredeti cella adataitól. Az adatok közt szereplõ j_, ||, ill. 0 jel két 
oldal merõlegességét, párhuzamosságát, ill. azt fejezi ki, hogy a két oldal egy tégla-
lap két szemközti oldala. A két oldal zárójelbe téve a két oldal közös végpontját 
jelöli. Ha egy egységben, néhány egymás után következõt ugyanazok az adatok 
jellemeznek, csak az elsõnél tüntettük fel ezeket. 
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Sinogowitz-cella osztály D-cella osztály Körfedések 

Á. K. cs. Â. CS. Cellaadatok s. Ê. cs. Â. CS. Cellaadatok Ábra 

9. 2BJ bo Szab. hatszög 1 àâã bo Szab. hatsz�g 110,111 

10. Æ å Ce 2 

11. m Üç(0 3 

12. Æ Üç(é?) 4 

13. àâç Ñç 5 

14. àâ? ba a = []d,  b=c=e=f 6 àâ? ba a = \\d, b = c = d—f 112,113 

15. à â | Ca a= \\d, b = c = e=f 8 

16. SB! bi (0 a = \\d, b = c = e=f 10 

17. SB} Md) 13 
1 

18. ÇÂà Ca a = \\d,b=\\e 7 ÇÂà Ca a=[]d,b = \\e, 114, 115 

19. 3Bi Ci c=\\f 20 c = \\f 

20. àâ ! b i (0 a — \\d, b—f, c — e 9 àâ? bi a — [\d, b=f, c — e 116, 117 

21. 

22. 

àâ? 

à â ! 

Ci 

bi(rf) 

a = d, b=f, c = e 

a=\\d, b=c, e=f 

18 

12 a = []d,  b — c, e=f 118 

23. 

24. 

àâ? 

àâ? 

Ci 

Cl 

a = \\d, b=c, e=f 

a=b, c = d 

19 

72 
a=b, c = d 119 

25. àâ? bi (d) 56 

26. àâ? bi(rf) a — b, ab<=cd< = 

= 120°,c=d=e=f 

11 àâ? bi a = b, ab<=cd< = 120,121 a — b, ab<=cd< = 

= 120°,c=d=e=f = 120", c = d=e=f 122 

27. àâç Ci a=b, c = d, e=f, 
ab< = cd< = 
= de< = 120° 

14 àâç Ci a = b, c=d, £=/, 
ab< = <cd= 
= de< = 120° 

123,124 

28. àâà Cl a = \\d, b, c, e, f 15 ÇÂà Cl a — []<:/,  b, c, d, e 126, 127 

29. ÇÂà Cl «= \\b, c, d, e 23 a = []6, c, d, e 128,129 

30. ÇÂà Cl a, b, c, d 65 a, b, c, d 130,131 

31. ÇÂà Cl a, b, ñ 91 a, b, c, 132 

32. àâ ! Cl a—d, c.=e, 
cd<+ef<+fa< = 
= 360° 

16 àâ? Cl (cd), (ef), (fa) 
egy k�r�n 

133,134 

33. à â | Cl a = \\d, e=f, b, ñ 17 a — \]d, e=f, b, ñ 135, 136 

34. à â ! Cl a=d, c = e, 
cd< + ea<1 = 180° 

29 a = d, c = e, 
cd< + ea< = 180° 

137 

138 

35. àâ? Cl a=b, c, d 67 a = b, húrnégyszög 139 
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Sinogowitz-cella osztály D-ce!la osztály Körfedések 

Á. K. cs. Â. es. Cellaadatok s. Ê. cs. Â. CS. Cellaadatok Ábra 

36. 2Bo Ci a = b, ç = d, 2ab< = 21 9Âá Cl (be), (de), (ad) 140, 141 

= bc< = 120° egy k�r�n 142, 143 

37. 913] b i a = \\d, b = c, e 22 9Â] b , a = \\d, b=c, e 144, 145 

38. 9Á1 Cl a = \\d, b=c, e 25 146, 147 

39. 913] Ci 26 

40. 913] b i ( 0 a = c, b\\d 51 a=c, b\\d 148 

41. 9B] Ci a = c, b, d 68 

42. 9331 Ci a = c, b\\d 70 

43. 9Ù b i a — b, ñ 87 a = b, ñ 149 

44. 9331 Ci 92 

45. 9131 Cl 93 

46. 913] Cl a=\\d, b, c, e 24 9331 Cl a = \\d, b, c, e 150, 151 

47. 913] Cl b\\d, a, ñ 62 b\\d, a, ñ 152, 153 

48. 913] Cl a, b, ñ 90 a, b, ñ 154, 155 

49. 9Ù b i a—b = d=e, c, 27 9BI b i (be), (ed), (ae) 156, 157 

ab<=de< =90° egy k�r�n 

50. 913i Ci a = b, d=e, c, 28 9Bi Ci (ae), (be), (cd) 158,159 

ab<=de<= 90° egy k�r�n 

51. 913] b i a = b, c = d, 30 ÝÂ] b i a = b, c = d, 160,161 

bc<=da< =90° bc<=da<= 90° 162, 163 

52. 9Be Ci 31 

53. 913] Cl a = b, ab< = 2cd< = 32 913] Cl a = b, ab<=2cd< = 164, 165 

= 120° = 120° 166, 

54. 9B! ba a = b = c = d, ab< = 33 913] ba a = b = c = d, 167, 168 

= 60° ab< = 60° 

55. 9Be Ca 34 

56. 913] b i W " ) 36 

57. 9B] b i ( r f ' ) a = b=c = d, 35 913] b i a=b = c = d, 169, 170 

ab< = 60° ab< = 60° 

58. ÝÂç Cl 37 
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Sinogowitz-cella osztály D-cella osztály Körfedések 

Á. K. cs. Â. CS. Cellaadatok S. Ê . cs. Â. CS. Cellaadatok Ábra 

5 9 . 2Ù Ü4 Négyzet 3 8 3BJ Ü4 Négyzet 1 7 1 , 1 7 2 

60 . 2Bï Ñ4 3 9 

6 1 . 3B4 Ci 4 0 

6 2 . 2Ù b e « 41 

6 3 . 2Ù b 2 ( « 4 3 

6 4 . 2B1 b 2 ( « a=b=c=d 4 4 

6 5 . ÝÂ4 Ñã Négyzet 4 5 

6 6 . 2BÍ Ci a—b=c=d 4 9 

67 . ÝÂ| b i ( d ) Négyzet 5 5 

68 . SGí b i (d) a=b=c=d 57 

6 9 . b . M Négyzet 5 4 àâ ) b i Négyzet 1 7 3 , 1 7 4 

7 0 . àâ 4 Ci 5 9 

7 1 . 2B1 b s W Téglalap 4 2 à â ! b 2 Téglalap 175, 176 

72 . äB2 Ci a=\\c,b=\\d 4 6 

7 3 . 2B1 Ci Téglalap 4 7 

7 4 . ß31 Ci a=\\c,b = \\d 4 8 

7 5 . 3B1 b i ( 0 Téglalap 5 2 

76 . 2BÏ b i ( i ) 5 3 

77 . 2Bt Cl 6 6 

79 . ÏBi Cl 

a — 1 le, î  — II« 
7 3 

80 . Ø31 b i ( 0 Téglalap 5 0 à â ! b i Téglalap 177, 178 

8 1 . àâ1 Ci « = Öñ, b\\=d 6 3 

8 2 . 3B2 Cl 6 4 

83 . àâ? Cl 6 9 

84 . a c i Cl Téglalap 6 0 à â ! Ci Téglalap 179 , 1 8 0 

85 . a c t Cl a = b, 5 8 à â ! Ci a=b, 181, 182 

alb, c±d alb, cid 183, 1 8 4 

86 . àâ) Cl alle, a±b, d 61 à â ! Cl a||c, alb, d 1 8 5 , 1 8 6 

187 

87 . à ù Cl alb, ñ 8 2 alb, ñ 1 8 8 . 1 8 9 
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Sinogowitz-cella osztály D-cella osztály Körfedések 

Á. K. cs. B. cs. Cellaadatok S. K. cs. B. cs. Cellaadatok Ábra 

88. 2Be bi a = b, ab< = 120°, 74 2BÍ bi a = b, ab< = 120°, 190, 191 

ñ ñ 

89. 2BJ Cl 75 

90. mi Ca 76 

91. 2BJ bi a=b, a±b ñ 78 2BJ bi a = b, a±b ñ 192,193 

92. 9BÏ Cl 80 

93. 2B i Cl 81 

94. 2BÎ Cl a = b, a±b, ñ 79 2 Ù Cl a = b, a±b, ñ 194, 125 

95. 2B5 Cl ab<=2bc< = 60° 77 mi Cl c i6< = 2èc< = 60° 195, 196 

197, 198 

96. mi Üç Szab. háromszög 83 mi Üç Szab. háromszög 199, 200 

97. 9B1 Ñç 84 

98. 2Be Ñç 85 

99. mi bi Szab. háromszög 86 mi b, Szab. háromszög 201,202 

100. 9B« Cl 88 203 

101. 5Ø1 Cl Szab. háromszög 89 ù Ci Szab. háromszög 204, 205 

A szabályos körrendszerek osztályai 

A szabályos körrendszereket a szabályos D-cellák Sinogowitz-osz\.á\yaibó\ ve-
zet jük le. A szabályos cellarendszerek Sinogow/íz-osztályait nem tekinthet jük egy-
úttal D-cellák osztályainak. Ugyanis a D-cellarendszer olyan speciális mozaik6 , 
amelynek celláiban van egy-egy pont úgy, hogy ennek a pontrendszernek a D-cella-
rendszere éppen a tekintett mozaik. Ha azt akar juk megállapítani, hogy egy Sino-
gowitz-osztályban elõfordul-e D-mozaik, elég k imutatnunk, hogy létezik benne 
ilyen pontokkal rendelkezõ cellarendszer. Egy adott cellában hol lehet a fenti tulaj-
donságú pont? Mivel a társtranszformációk a szomszédos cellák ilyen pont jai t 
egymásra képezik le, a két szomszédos cellának ilyen pont ja i által meghatározott 
szakasz felezõ merõlegesén van a két cella közös oldala (hatványvonal), ezért egy 
cel lában az ilyen Î pont helyzetét a külsõ csoport a következõképpen kor látozza: 

a) ha egy cellaoldal felezési pont ja 180°-os forgatási centrum, Î csak ennek az 
oldalnak a felezõ merõlegesén lehet; 

6 Lásd [5] 41. oldal. 
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b) ha egy cellarendszer külsõ csoportjában van transzláció, akkor a cellának 
van két párhuzamos oldala, s Î csak ezek középpárhuzamosán lehet; 

c) ha a külsõ csoport a cella egyik oldalát a végpontja körül egy másik olda-
lába forgatja, Î csak e két oldal által bezárt szög szögfelezõjén lehet; 

d) ha a társtranszformáció tengelyes tükrözés, Î helyzetét nem korlátozza; 
e) ha egyik cellaoldalt csúszótükrözés visz át a cella egy másik oldalába, Î csak 

az egymásba átmenõ oldalak által meghatározott négyszög átlói felezõ merõlegesei-
nek metszéspontja lehet. 

A cellában az Î pont helyzetét a belsõ csoport is korlátozhatja. Ugyanis, ha 
egy körrendszer szimmetria operációjánál egy D-cella önmagába megy át, a cellában 
levõ körnek is önmagába kell átmennie. Ezért, ha a belsõ csoportban van forgatás, 
Î csak a forgáscentrum lehet, ha van tükrözés, csak a tükörtengelyen lehet, de ha 
a belsõ csoport az identikus leképezés, Î bárhol lehet. 

Az elmondottak alapján megvizsgálhatjuk, hogy a 93 Sinogowitz-osztályban 
lehetnek-e D-mozaikok. Azt látjuk, hogy mindegyik osztályban találunk olyan 
speciális cellarendszert, amely D-mozaik. Az osztályokat bemutató ábrákon fel is 
tüntettük, hogy milyen speciálisnak kell lennie a cellának ahhoz, hogy D-cellává 
váljon. Az ábrák melletti D-cellákban oldalközépponthoz húzott vékony vonal 
oldalfelezõ merõlegest, csúcshoz húzott vékony vonal szögfelezõt jelent. 

A különbözõ Sinogowitz-osztályokhoz tartozhatnak metrikusan azonos cellák. 
Még inkább elmondható ez a különbözõ S/nogou'íVz-osztályokban levõ D-mozaikok-
ról. Ha a különbözõ osztályú D-mozaikok által meghatározott körrendszereket 
vizsgáljuk, nem elegendõ osztályozási szempontnak a hozzájuk tartozó D-mozaik 
osztályjellege. Mert pl. a 71—79 alatti osztályok mindegyikéhez ugyanazok a kör-
rendszerek tartoznak. A körrendszerek megfelelõ osztályozásához bevezetjük a 

belsõ eltolás fogalmát. Szabályos körrendszer külsõ és belsõ csoportját ugyanúgy 
értelmezzük, mint a szabályos cellarendszerekét. A szimmetria rendszeren a szim-
metria csoportban szereplõ szimmetria elemek összességét értjük. Egy körrendszer 
belsõ eltolásán a körközéppontok olyan folytonos valódi elmozdulását értjük, amely-
nél a körrendszer szimmetria rendszere és belsõ csoportja változatlan marad. Csak 
belsõ eltolásban különbözik a 7. és 8. ábra két körrendszere, ezeknél a külsõ csoport 
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szimmetria elemei tükrözések, a belsõ csoport az identikus leképezés. A körközép-
pontot a cellában bárhol vesszük fel (illetve, bárhova toljuk el), a két körrendszer 
szimmetriája ugyanaz marad. 

Két szabályos körrendszert azonos típusúnak nevezünk, ha 
a) azonos a külsõ csoportjuk, 
b) azonos felépítésû a belsõ csoportjuk, 
c) van olyan affinitás, amely — legfeljebb egy belsõ eltolással még kiegészítve — 

az egyik körrendszer körközéppontjait átviszi a másik körrendszer körközéppont-
jaiba. 31 különbözõ típusú szabályos körrendszer van. Az ezeknek megfelelõ sza-
bályos D-mozaikokat is 31 típusúnak vehetjük. Táblázatunkban a cellarendszereket 
ilyen egységekre osztva soroltuk fel. 

A belsõ eltolás mértéke három lényegesen különbözõ jellegû lehet: vagy egy-
általán nem lehet belsõ eltolás (úgy is mondhatjuk, hogy O-dimenziós az elmozdulás), 
vagy egy szakasz mentén történhet az elmozdulás (1-dimenziós az elmozdulás), 

vagy a cella egész belsejében mozoghatunk (2-dimenziós az elmozdulás). A 93 
Swogotv/íz-osztálynál feltüntetett D-cellákban megadtuk a belsõ elmozdulás jellegét 
is. Pont, szakasz, illetve a cella satírozása tünteti fel a 0-, 1-, illetve 2-dimenziós 
esetet. 

Azonos típusú körrendszerek között felléphetnek szembetûnõen eltérõ tulaj-
donsággal rendelkezõk is. Nézzük pl. a 103. ábrán látható körrendszereket. Ezek 
egy-egy körét 2 illetve 3 kör érinti, s ez a tény különbözõ jelleget ad a két körrend-
szernek, jóllehet mindkettõ tekinthetõ azonos típusúnak (külsõ csoport SBf, belsõ 
csoport t i , szabadsági fok 2). Ezért indokoltnak látszik további osztályokba so-
rolni az azonos típusú körrendszereket. 

Egy körelhelyezés határhelyzetû, ha van benne két érintkezõ, úgynevezett határ-
kör. Ugyanis a körközéppontok rögzítésénél a körsugarak nem növelhetõk a kör-
elhelyezés megszûnése nélkül. Hasonlóan egy körfedés határhelyzetû, ha két köre 
— úgynevezett határköre — a körrendszer egy D-cellájának csúcsában metszi egy-
mást. Ugyanis ekkor a körközéppontok rögzítése esetén nem lehet csökkenteni 
a körök sugarát a fedés megszûnése nélkül. Az azonos típusú szabályos körrend-
szereket a különbözõ szimmetriájú határhelyzeteik alapján osztályokba soroljuk. 
A határhelyzet jellegét egy szabályos körrendszerben azon szimmetria operációk 

103. ábra 
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határozzák meg, amelyek a körrendszer egy körét átviszik a vele közös ponttal 
rendelkezõ határkörökbe. Ezek alkotják a határhelyzet csoportot. Két azonos típusú 
szabályos, határhelyzetû, körrendszert azonos osztályúnak nevezünk, ha 

a) van olyan affinitás, amely — legfeljebb egy belsõ eltolás közbeiktatásával — 
leképezi egymásra a köreiket úgy, hogy ugyanannyi határhelyzetû kör kapcsolód-
jon a két körrendszer minden köréhez; 

b) a határhelyzet csoportjuk azonos szimmetria elemeit egymásra transzfor-
málja. Nyilvánvaló, hogy azonos típusú körrenszerek között mindig elõfordul 
nem-határhelyzetû és legalább egy határhelyzetû osztály. 

A szabályos körrendszer-osztályok összeszámlálása 

Szabályos körrendszerek különbözõ osztályainak összeszámlálását úgy végez-
hetjük el, hogy az azonos típusú körrendszereknél megállapítjuk a különbözõ osz-
tályokat. Az így nyert osztályok nem feltétlenül különböznek, hiszen a különbözõ 
típusoknál felléphetnek azonos osztályok. Ugyanis, ha két típus csak a belsõ eltolás 
mértékében különbözik, akkor a nagyobb szabadságfokúnál speciális esetként 
fellépnek a másik típus körrendszerei is. Ebbõl a speciális helyzetbõl eredõ meg-
egyezõ osztályokból csak egyet fogunk figyelembe venni (mégpedig az alacsonyabb 
szabadságfokú típusnál adódót). 

A szabályos körelhelyezéseknél 131 különbözõ osztály adódik. 
A szabályos körfedéseknél is minden típusban felvehetõ olyan két körrendszer, 

amelybõl egyik nem-határhelyzetû, a másik határhelyzetû (utóbbiból esetleg több is), 
amelyek más típusnál nem fordulhatnak elõ. Ez a típus és osztály fogalmából követ-
kezik. A feladat, hogy felkutassuk típusonként a fenti két alaposztályon kívüli 
még számításba nem vett osztályokat is. Vegyük sorra a 31 típust. A típusszámok 
után feltüntettük a benne elõforduló D-cellarendszerek ábraszámát. A magyarázat 
közbeni nem zárójeles számok a 110—205. ábrákon látható szabályos körfedés-
osztályokat jelölik. Egyes típusokban, ha triviálisan csak a két szükségképpen lé-
tezõ osztály szerepel, csak a két osztály ábraszámát tüntettük fel. A 110—205. 
ábrákon a körfedések váza látható. A nem-határhelyzetû osztályokban elég nagyra 
kell megnövelni a körök sugarát (úgy, hogy ne határhelyzetû fedés keletkezzen), 
a határhelyzetû osztályoknál a határpont össze van kötve azon körökkel, amelyek-
nek határpontja. Ezeknél a körök sugarát ezen szakaszok közös pontjáig kell meg-
növelni, hogy a felvázolt körfedés adódjon. 

I. típus (9—13. ábra): 110, 111. 
II. típus (14—17): 112, 113. 
III. típus (18—19): 114, 115. 
IV. típus (20—25): 116. A 20. köré 117. A 22,-nél három csúcson keresztül 

118. Négy már az összest magával hozná, de ez 113-atadná. A négyszög köré 119. 
V. típus (26): 120. A két trigires7 (szimmetrikus) csúcson át 121. Az egyik 

(szimmetria tengelyen levõ) trigires csúcson át 122. Más nem fordulhat elõ, mert 
trigires csúcs és szomszédja nem lehet a körön (a szabályos hatszögnél már számí-

7 A kristálytanban a 180°-os, 120°-os, 90°-os, illetve 60°-os forgatásokat digir, trigir, tetragir, 
ill. hexagir elnevezéssel használják. 
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tásba vettük), a három trigires sem lehet, mert (104. ábra), ha pl. T2 a H2 H3 íven 
van, akkor a T2 / - gye i és / - v e i nem zárhat be a körön belül hatszöget. (Hasonló 
a helyzet, ha / H3 és # 4 között van.) Ha nem trigires csúcs lenne a körön, akkor 
mindhárom nem trigiresnek rajta kellene lenni, mert három szomszédos cella ezek-
kel a csúcsokkal érintkezik. De ez nem lehet, mert ha egyenlõ ívekre osztják a kört, 
szabályos hatszög adódhatna, ha pedig nem, a cella nem záródna. 

VI. típus (27): 123. Egy trigires csúcson keresztül 124. Több nem, mert a 
trigir és szomszédja körön való elhelyezkedése a szabályos hatszöghöz vezet, két 
trigirnél a trigirbõl induló oldalaknak egy körön kell végzõdniük, így az V. típus 
adódik. 

VIE típus (28—31): 126. A hatszög köré 127. A hatszög három csúcsa köré 
128. Az ötszög köré 129. Az ötszög digires-csúcsain át 130. Az ötszög nem 
digires csúcsain át a 128-hoz vezetne. A négyszög körül 131. A háromszög 
köré 132. 

VIII. típus (32—35): 133. A három csúcson át (amelyeknél levõ szögek összege 
360°) 134. A hatszög köré nem lehet, mert ekkor (105. ábra) AB\\DE lenne, s ez 
117-hez vezet. A 33. ábra digires oldalai köré 135 és az egyenlõ nem párhuzamos 

oldalakon át 136, valamint az egész körét 137. A 34. ábra ötszögénél a digires 
csúcsokon át 137, a nem digires csúcsokon át úgy lehetne, hogy mindhárman, 
de ez speciális esete 134-nek. Az egész köré nem lehet, mert ekkor (106. ábra) 
a Dx és D2 digires csúcsoknál Dx < +D2<$ > û 1 < + AD2B<$= 180° lenne. A négy-
szög köré 139. 

IX. típus (36): 140. A trigires csúcson át 141. A hexagires csúcson át 142. 
A trigires és hexagires csúcsokon át 143. A három fennmaradó csúcson át nem 
mehet a kör, mert a 60°-os szög szárai között a körkerület kéthatod részénél kisebb 
része lenne, s így nem helyezhetõ el a trigires csúcs. 

X. típus (37—45): 144. Az ötszög köré 145. Az ötszög digires oldala 
köré 146. Az ötszög egyenlõ szomszédos oldalai köré 147. A trapéz köré 148. 
A háromszög köré 149. 

XI. típus (46—48): 150. Az ötszög tükörtengelyes oldala köré 151. Az öt-
szög digires oldala köré 152. Az egész ötszög köré 153. A trapéz egyik szára 
köré 154. Az egész trapéz köré nem lehet, mert 148-at adná. A háromszög köré 
155. 
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XII. típus (49): 156. A tetragires csúcsok köré 157. Több nincs, mert ha 
egy nem-tetragiresen átmegy, hárman is át kell mennie, s így nem marad legalább 
félkörív szabadon a 90°-os csúcs elhelyezéséhez. 

XIII. típus (50): 158. Az egyik forgáscentrumon át 159. Több nincs, mert 
két forgáscentrum csak akkor mehetne át, ha a körközéppont cella-határa esne 
(lásd 107. ábra), amit kizártunk, nem 90°-os csúcson át sem mehet, amit a XII. tí-
pusban már alkalmazott eljárással beláthatunk. 

XIV. típus (51—52): 160. A tetragires csúcson át 161. A hexagires csúcson 
át 162. Minden csúcson át 163. 

XV. típus (53): 164. A 120°-os csúcson át 165. A 60°-os csúcson át 166. 

Mást nem, mert (108. ábra) a 60°-os csak H3H5 ív felezési pontjában lehetne, de 
ez 163-ra vezetne. A másik két csúcson csak úgy mehet át, ha ezek 1:2 arányban 
osztják az ívet, de így ugyancsak 148-at adná. 

107. ábra 108. ábra 109. ábra 

XVI. típus (54—56): 167. A hosszabb átló végein át 168. 
XVII. típus (57—58): 169. A hosszabb átló végpontjain át 170. 
XVIII. típus (59—68): 171. 172. 
XIX. típus (69—70): 173. Egy csúcson át 174. 
XX. típus (71—79): 175. 176. 
XXI. típus (80—83): 177. Két csúcson át 178. 
XXII. típus (84): 179. Egy csúcson át 180. 
XXIII. típus (85): 181. A tetragires csúcson át 182. A digires csúcson át 

183. A körülírt 184. Csak két csúcs köré nem lehet, mert (109. ábra) az iV2-bõI 

induló oldalak végpontjai az Á j N3 ív pontjaiból nem 90° alatt látszanak (ha csak 
nem 184 adódik). Ha a másik két csúcs lenne a körön, akkor, vagy egyenlõ ívekre 
osztják a kerületet, s 184 adódna, vagy valamelyik derékszöget nem tudnánk 
elhelyezni. 

XXIV. típus (86—87): 185. A ferde szár végpontjain át 186. A ferde szár 
és a rövidebb párhuzamos oldalán át 187. A derékszögû háromszög átfogóján 
át 188. A trapéz rövidebb párhuzamos oldalánál levõ derékszögû csúcson át 189. 

XXV. típus (88—90): 190. A két 30°-os csúcson át 191. 
XXVI. típus (91—93): 192. Az átfogó végein át 193. 
XXVII. típus (94): 194. Az átfogó egyik végén át 125. 
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114. ábra 

111. ábra 112. ábra 

115. ábra 

116. ábra 117. ábra 118. ábra 

120. ábra 
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124. ábra 

127. ábra 

129. ábra 130. ábra 

122. ábra 123. ábra 

125. ábra 

128. ábra 

126. ábra 

133. ábra 
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140. ábra 

143. ábra 

141. ábra 

144. ábra 

142. ábra 
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152. ábra 153. ábra 154. ábra 

157. ábra 155. ábra 
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158. ábra 159. ábra 160. ábra 

161. ábra 162. ábra 163. ábra 

164. ábra 165. ábra 166. ábra 
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176. ábra 177. ábra 

171. ábra 

174. ábra 

172. ábra 

175. ábra 

178. ábra 

170. ábra 

173. ábra 

179. ábra 
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182. ábra 183. ábra 184. ábra 

185. ábra 186. ábra 187. ábra 

191. ábra 192. ábra 193. ábra 

190. ábra 188. ábra 189. ábra 
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195. ábra 

198. ábra 

196. ábra 

199. ábra 

194. ábra 

197. ábra 
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XXVIII. típus (95): 195. A hexagires csúcson át 196. A trigires és hexagires 
csúcsokon át 197. A trigires csúcson át 198. 

XXIX. típus (96—98): 199. 200. 
XXX. típus (99—100): 201. Két csúcson át 202. Egy csúcson at 203. 
XXXI. típus (101): 204. Egy csúcson át 205. 

A szabályos körfedéseknek 96 különbözõ osztálya van. Az egyes osztályokban 
— ha kapcsolódó köröknek nevezzük a közös határponttal rendelkezõ köröket — 
a kapcsolódó körök vagy szétszórt csoportokban, úgynevezett szigetekben helyez-
kednek el, vagy végtelen sok kapcsolódik egy környalábbá, úgynevezett lánccá, 
vagy minden kör össze van kapcsolva egymással közbeesõ határkörökön keresztül, 
azaz hálót alkot a körrendszer. A körfedésnél a sziget 1, 3, 4, 6 vagy 12 körbõl áll-
hat, ha a nem-határhelyzetû körfedést úgy tekintjük, mint egy körbõl álló szigetek 
halmaza. Két körbõl nem állhat sziget, ez ugyanis azt jelentené, hogy egy körfedés-
nél csak két kör metszi egymást egy D-cella csúcsban, ami lehetetlen. 

A szabályos és stabilis körrendszerek osztályai 

Egy körrendszert akkor nevezünk stabilisnak8, ha a körrendszer minden köre 
rögzítve van a társai által, azaz csak középpontja körüli forgást végezhet a körrend-
szert definiáló tulajdonság megszûnése nélkül. 

A 131 szabályos körelhelyezés-osztályból 28 stabilis9. Most kiválogatjuk 
a szabályos körfedéseknél adódó stabilis osztályokat. Csak a hálókat kell megvizs-
gálni, ugyanis a szigeteknél egy körhöz egy határpont tartozik, ami nem rögzíti. 
Láncoknál viszont a határpontok egy körön úgy helyezkednek el, hogy szabadon 

hagynak egy félkörívnél nagyobb ívet, így ezek sem rögzítik a kört. A hálók közül 
a háromszöges D-cellások nem jöhetnek számításba, mert (206. ábra) ha a D-cellá-
nak A-nál legkisebb szöge, a S 60°, akkor az rl és r2 120°-nál nem zár be nagyobb 
szöget, így ezen határkörök lefedik .D-nek az A-nál levõ bizonyos részét, s ezért 
a D köré írt kör elmozdítható. Ha a körhálónál négyszög a D-cella, csak a tégla-
lap esetén lehet stabilis a körrendszer (ekkor is csak a körülírt körök esetén). Ugyanis, 

« Lásd [6] 401. és 403. oldal. 
» Lásd [4] 4 7 - 5 2 . oldal. 
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ha A-nek Ë-nál legkisebb a szöge (lásd 207. ábra) a < 90°, akkor r, és r2 által be-
zárt A felé esõ szögtartománya < 180°-nál, s így a ÁJ és K2 határkör fedi A-nek 
A-nál levõ belsejét. Ekkor viszont a kör elmozdíthatóságát A nem korlátozza. Ha 
az A-val szomszédos csúcsnál is 90°-nál kisebb szög van, akkor az sem korlátozza 
a kör mozgását (a fenti okból kifolyólag) és a kört két pont már nem rögzíti. Ha 
90°-nál nem kisebbek a szomszédai, akkor az A-tól különbözõ csúcsok félkörívnél 
kisebb íven vannak. így a 3 csúcs nem rögzít, mert elmozdítható a kör úgy, hogy 
e három pont továbbra is fedve maradjon. 

Ezek figyelembevételével a 34 körfedéshálóí egyenként megvizsgáljuk. A követ-
kezõkben szereplõ jelzés nélküli számok az egyes körhálóosztályoknak, illetve 
(a zárójelben levõk) a stabilis körfedés-osztályokat bemutató ábráknak a száma. 

111: Stabilis (209). 
113: Stabilis (210). 
115: Stabilis (211). 
117: Stabilis (212). 
119: Négyszögû cellák. 
121 : Nem lehetnek diametrálisak a határpontok egy körön (nem metszenék 

egymást a tetragires csúcsok oldalai). 
127: Stabilis (213). 
129: Stabilis (214). 
131 : Négyszögû a cella. 
132: Háromszögû a cella. 
134: A betûzést a 208. ábra mutatja. Az ADF háromszög nem lehet hegyes-

szögû. Ugyanis Á<+D< + F < = 2 A < + e 1 + eá s 2 A ' < + 8) + 8 2 = 
= 2 + e 1 + e 2 = 2 ( 9 0 o + y) + e 1 + e2 = 180o + 2}> + £1 +e 2 . 

De ez a mennyiség, ha ADF hegyesszögû, akkor (lásd az ábra II. részét) ki-
sebb 360°-nál, ami a cella alaptulajdonságával ellenkezne. Ha ADF derékszögû 
lenne, már tárgyalt típushoz jutnánk. ADF tompaszögû. Nem adódik stabilis 
körrendszer. 

117: Stabilis (215). 
138: A digires csúcsoknál levõ határpontok csak akkor adhatnának stabilist, 

ha 90°-os szögû csúcsok lennének. Ekkor azonban körközéppont cella-
oldalra esne. 

139 : Négyszögû a cella. 
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213. ábra 214. ábra 
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215. ábra 216. ábra 
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143: H a diametrál is lenne a hexagires és drigires csúcs nul lává válik az 5. oldal, 
s négyszögû a cella. 

145: Stabilis (216). 
148: Négyszögû a cella. 
149: Háromszögû a cella. 
153: Stabilis (217). 
155: Háromszög a cella. 
157: Diametr iál is ha tárpontokná l az ötszög egyik oldala nul lává válik. 
163: Négyszög a cella. 
168: Négyszög a cella. 
170: Négyszög a cella. 
172: Stabilis (218). 
176: Stabilis (219). 
A továbbiakná l csak négy- és háromszögcel lák szerepelnek. 
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REGULAR SYSTEMS OF CIRCLES 

BY I . DOMINYÁK 

Summary 

A complete list of all possible regular circle-packings of different types was given by SINOGO-
WITZ. In the same sense ninety-six regular circle-coverings of different types can be given. Eleven 
of the regular circle-coverings are stable in the sense that each circle is fixed by its neighbours, so 
that no circle can be moved separately without disturbing the covering. 
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