A VEGES SIKOK JELLEMZESE

IRTA: REIMAN ISTVAN

Kdrteszi Ferenc professzornak
60. sziiletésnapjdra

1. Az axiomarendszerek

Véges sikgeometridknak a véges projektiv, affin és hiperbolikus sikgeometridkat
nevezziik, ezeket kiilonbdz8 axidmarendszerekkel adhatjuk meg. A véges projek-
tiv, affin, hiperbolikus sikgeometridk szokdsos axiomarendszerét jelolje rendre

{PI’PZ’ P3}’ {AI’AZ’AB!}’ {Hl’ H23H3}'

Ezek alapjdn a véges sik a pontoknak olyan véges halmaza, amelyben bizonyos
nem tires részhalmazokat kiilonboztetiink meg, amelyeket egyeneseknek neveziink;
tovdbbd teljesiilnek az egyes geometridkban a kovetkezd axiomdk:

P,: Két pont pontosan egy egyenest hatdroz meg.

P, : Két egyenesnek pontosan egy kozés pontja van.

P, : Létezik négy pont, amelyek koziil semelyik hdrom sincs egy egyenesen.

*

A, : Két pont pontosan egy egyenest hatdroz meg.

A,: Egy e egyeneshez egy rajta nem fekvS ponton 4t pontosan egy olyan egye-
nes létezik, amelynek e-vel nincs k6zés pontja.

As: Létezik hdrom olyan pont, amelyik nincs egy egyenesen.

*

H,: Két pont pontosan egy egyenest hatdroz meg.

H,: Egy e egyeneshez egy nem rajta levS ponton 4t legaldbb két olyan egyenes
létezik, amely az e egyenest nem metszi.

H,;: Ha S a sik pontjainak egy részhalmaza, amely tartalmaz hdrom nem egy
egyenesen fekvS pontot, és amely tartalmazza barmely két pontjdnak az 6sszek6td
egyenesét, akkor S a sik minden pontjdt tartalmazza.

*

A fenti axidmdkbdl a projektiv és affin sikok esetében mdr kovetkezik, hogy
minden egyenesen azonos szamu pont van és minden ponton azonos szimu egyenes
megy 4t. Nem ez a helyzet azonban hiperbolikus sik esetén: meg lehet adni a
{H,, H,, H;} axiémdknak eleget tev8 rendszert, amelyben az egyenescken levé
pontoknak a szdma nem azonos [1]. Helyettesitsiik a H, axidmdt a kovetkezd,
tdbbet mondé Hj-vel:

H;: Egy e egyeneshez egy rajta nem fekvd ponton dt pontosan m =1 olyan egye-
nes létezik, amely e-t nem metszi.
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A H, és H; axiomdkbdl viszont mdr kovetkezik, hogy a hiperbolikus sik min-
den egyenesén ugyanannyi pont van, feltéve, hogy létezik hdrom nem kollinedris
pont [2], jelolje ezt a pontszdamot k. Az ilyen sikokat reguldris hiperbolikus sikoknak
nevezziik. A reguldris sikok szdmos szimmetria-tulajdonsdggal rendelkeznek, és
geometriai szempontbdl a nem reguldris sikokndl érdekesebbeknek ldtszanak.
A tovédbbiakban a vizsgdlt hiperbolikus sikot reguldrisnak tekintjiik.

2. Telitett incidencia rendszerek

Mindharom geometriai rendszer egyontetiien jellemezhet8 trelitett incidencia
rendszer segitségével. Ennek definidldsa céljabol tekintsiik az egyeneseknek
{e1, ez, ..., €, } és a pontoknak {Q,, Q,, ..., Q,,} halmazit. Ezeken a halmazokon
értelmezve van olyan J(e;, Q)) fliggvény, amelyre S(e;, 0;)=1vagy 0. (i=1,2, ...,
w3 j=1,2, ..., ny). Az elGbbi esetben azt mondjuk, hogy e; és Q; illeszkednek
egymdshoz, az utébbiban azt, hogy nem illeszkednek.

Jel6lje N azt a szdmot, ahdnyszor az #(e¢;, Q;) értéke 1, amid8n i=1, 2, ..., ny;
j=1,2,...,n,, ennek neve az illeszkedések szama.

Telitett incidencia rendszernek nevezziik az {e, , e, ..., e,,} ésa {Q,, Q,, ..., Q,,}
halmazok egyiittesét, ha teljesiilnek a koévetkez8 axidomdk:

I, : Két kiilonb6z6 ponthoz legfeljebb egy egyenes illeszkedik.

I,: Az S(e;, Q;) fiiggvény olyan, hogy az N értéke mdr nem novelhet§ anélkiil,
hogy I, érvényét ne veszitse.

Az I;-b6l kovetkezik, hogy két egyenesnek legfeljebb egy k6z6s pontja lehet;
az I, pedig azt is jelenti, hogy max N csak az egyenesek és pontok szdmdnak a
figgvénye: max N= F(n,, n,).

3. A véges sikok jellemzése telitett incidencia rendszerekkel

A fentiek segitségével a véges sikokat a kévetkez6 mddon jellemezhetjiik :

1. TETEL. Minden véges sikgeometria olyan telitett incidencia rendszer, amelyben
az egyenesek szima

1
my = o Ge+-m) [Ge-+m) (e — 1)+ 1,
a pontok szdma
ny=Mk+m)k—1)+1.
(k és m egész szdmok, k=2, m=0).

A véges sikgeometria projektiv, ha m<1, affin, ha m=1, reguldris hiperbolikus,
ha m=1.

2. TETEL. Ha valamilyen k és m értekhez létezik véges sikgeometria az 1. tétel-
ben definidlt n, szdmit egyenessel és n, szdmi ponttal, akkor minden olyan telitett

incidencia rendszer, amelyben n, egyenes és n, pont van, véges sikgeometria, még-
hozzd projektiv, ha m<1, affin, ham=1, reguldris hiperbolikus, ha (k —1)> >m > 1.
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Az 1. tétel bizonyitdsdra vegyilk figyelembe, hogy a véges sik minden egyenesén
k szimi pont van, és egy egyeneshez egy rd nem illeszkedS pontbdl m szimu nem
metsz8 1étezik, ezért a sik egy tetszleges pontjdra k + m egyenes illeszkedik. Mivel
az egy pontra illeszkedd egyenesek a sik Osszes pontjdt tartalmazzdk, a sik pont-

jainak a szdma
n, =(k+m)tk—1)+1.

A sik minden pontjiban megszdmldlva az egyeneseket (k 4 m)n,-t kapunk, de igy
minden egyenest k-szor vettiink szdmitdsba, ezért a sik egyeneseinek a szdma

_k+m

7y = —]lz(k+m)[(k+m)(k—1)+1]-

ny

Tekintsiink most egy véges — nem sziikségképpen telitett — incidencia rend-
szert, amelyben az I, axioma érvényes. Rendeljilk hozzd a rendszer egyeneseihez
egy mdtrix sorait, pontjaihoz pedig ennek a mdtrixnak az oszlopait. A mdtrix e;-hez
tartozo sordnak és Q -hez tartozoé oszlopanak metszetében 4116 elem legyen #(e;, Q));
fgy a mdtrix N szdmi l-est tartalmaz, a tobbi eleme pedig 0. Legyenek ennek az un.
incidencia mdtrixnak az oszlopvektorai by, b,, ..., b,,; az egyes sorokban 416 I-esek
szdma legyen rendre &, o5, ..., &,, , az egyes oszlopokban dlloké pedig B, , B2, .--s Buys
ezckre

(M 2ay=2p=N.
Képezziik az oszlopvektorok Osszegének négyzetét:
@ (Zb)* = b+ > bb;.
i*j

A jobb oldali 6sszeg els8 tagjdra (1)-re val6 tekintettel fenndll, hogy

3 2b}=23pi=N,
a masodik tagjdban I, teljesiilése miatt egyik 6sszeadandé sem nagyobb 1-nél, ezért
@) 2/bb; =2 ["’] = ny(n,— 1),

iz 2

és egyenlGség csak akkor dllhat, ha valamennyi b;b, szorzat (i #j) 1-gyel egyenld,
tehdt ha bdrmely két pontnak pontosan egy OsszekGts egyenese van. (2) bal oldala

viszont
(Sb)? = Zof

alakban irhatd, amibdl viszont az aritmetikai és a négyzetes kozép kozotti egyen-
16tlenség alapjan (1)-gyel Osszevetve kovetkezik, hogy

©) Sap = (2% N

ny ny

és egyenlBség csakis akkor 4ll, ha valamennyi «; egyenl, azaz valamennyi egyenesnek
ugyanannyi pontja van.
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(3), (4) és (5) alapjdn (2)-b6l kovetkezik, hogy

NZ
T é N+n2(n2'— l),
ny

ebbdl
1
) Ns= 7(’71"' Vni+4nyny(ny v 1)) = .

Az N értékére tehdt (6) egy fels6 becslést ad. Ha a vizsgdlt incidencia rendszer
véges geometria, akkor (4)-ben és (5)-ben az egyenl@ség jele érvényes, és igy (6)-ban
is N=3S, a maximdlis N érték tényleg fellép, azaz a véges sikgeometridban 7, érvé-
nyes. Mivel pedig a véges sikokon I, mindenkor teljesiil, az 1. tétel bizonyitdsdt
befejeztiik.

A 2. tétel bizonyitdsakor induljunk ki abbdl a megfigyelésbdl, hogy az 1. tétel
bizonyitdsakor a

max N=F(n,, n,)

fiiggvény értékét is meghatdroztuk arra az esetre, ha n, és n, lehetnek egy véges sik
egyenes-, ill. pontszdmai, méghozzd max N=S.

Tekintsiink tehdt egy ilyen n,, n, értékpdrhoz tartozo telitett incidencia rend-
szert. 1,-b8l és el6z8 megjegyzésiinkbsl kovetkezik, hogy (6)-ban az egyenlGség
jele érvényes, ez viszont csak higy lehetséges, ha (4)-ben és (5)-ben is egyenl&ség 4ll,
tekintettel I,-re. Ez viszont azt jelenti, hogy bdrmely egyenesen ugyanannyi pont
van, és barmely két pontot pontosan egy egyenes kit Gssze, vagyis a

P,, A, H, axiomdk teljesiilnek.

Mivel az Osszes illeszkedések szdma 7, miatt S-sel egyenld, ezért egy egyenesre
S/n, pont illeszkedik, ennek értéke éppen k. Megmutatjuk, hogy minden pontra
ugyanannyi egyenes illeszkedik. Vdlasszunk ki ui. egy tetszéleges Q pontot, az erre
illeszkedd egyenesek Py, 4,, H, teljesiilése miatt a sik Gsszes pontjdt tartalmazzdk,
tehdt O-n kivil még n, — 1-et. Mivel ezeken az egyeneseken Q-n kiviill még k—1
pont van, a Q-n dtmend egyenesek szama

n,—1
k-1

= k+m,

ez viszont fiiggetlen Q vdlasztdsdtol, tehdt minden ponton dt k+m egyenes megy.

A Q ponton dtmend egyenesek koziil egy, a O-t nem tartalmazé e egyenest
pontosan k szdmu metsz, mivel e-nek éppen k pontja van, és igy m szdmi nem metszi
e-t, azaz

egy e egyeneshez egy rajta nem fekvd ponton dt pontosan m szdmi olyan egyenes
létezik, amely e-t nem metszi.

Ez viszont a P, axidma teljesiilését jelenti, ha m<1 (vagyis m=0), 4,-€t, ha
m=1, és H3-ét, ha m>1.

Hdtra van még a P;, A5, H; axiomdk teljesiilésének az igazoldsa. Ha k=2,
m=0, a siknak legaldbb 7 egyenese van, mindegyiken legaldbb hdrom ponttal,
igy nyilvdnvaldan kivdlaszthaté 4 olyan pont, amelyek kéz6tt nincs hdrom kollinedris,
tehdt P; teljesiil. Hasonléan, k =2, m=1 esetén az egyenesek szdma legaldbb 6, min-
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den egyenes legaldbb két pontot tartalmaz, tehdt 1étezik 3 nem kollinedris pont,
azaz A, teljesiil.

Ha végiil m=>1 és tételiink kirovdsa miatt (k —1)>>m, D. W. CROWE egy lem-
mdjdbol kovetkezik, hogy Hj is teljesiil [2]. Vdlasszunk ki ui. hdrom nem kollinedris
pontot, A-t, B-t és C-t. A C pontot az 4B egyenes pontjaival 6sszekotS k szdmu
egyencs a siknak k(k — 1)+ 1 pontjdt tartalmazza. Vdlasszuk ki most a siknak egy
tetszdleges D pontjdt és ezt kdssitk Ossze az elSbbi k(k — 1) + 1 pont mindegyikével.
A D pontra k+m egyenes illeszkedik, és ezek ko6z6tt van olyan, ame:ly az el8bbi
ponthalmaznak legaldbb két pontjit tartalmazza, azaz D hozzatartozik az 4, B, C
pontok dltal meghatdrozott sikhoz. Ha dllitdsunkkal ellentétbzn ugyanis a D-n
dtmen6 egyenesck mindzgyike a szoban forgd pontok kéziil legfeljebb egyre illesz-
kednék, akkor k(k—1)+1=k+m, azaz (k—1)2=m kovetkeznék, ellentétbzn
a feltevéssel.

Ezzel a 2. tétel bizonyitasdt bzfejeztiik.

4. Néhiany megjegyzés

Végezetiil néhdny megjegyzést fiiziink a telitett incidencia rendszerek és a véges
sikok kapcsolatdhoz. Az mdr dltaldban nem igaz, hogy minden telitett incidencia
rendszer tetszlleges k és m értékekre véges sikot szolgdltat. Ha pl. k=7, m=0,
a telitett incidencia rendszer nem véges sik, mert ha az lenne, 1éteznék olyan véges
projektiv sik, amelynél minden egyenesen 7 pont van; mint ismeretes, ilyen nem
létezik. Ebben az esetben max N<S.

Ha m =1, a telitett incidencia rendszer még abban az esetben sem lesz biztosan
véges sik, ha max N=.S. Ha pl. n, =35, n, =15 (azaz k =3, m =4), bebizonyithatd,
hogy max N=105=S [3]; viszont megadhaté telitett incidencia rendszer 35 egye-
nessel és 15 ponttal ugy, hogy H, és H; teljesiiljon, de H, mdr nem. Ebben az eset-
ben azonban a (k — 1)? >m feltétel nem teljesiil.

IRODALOM
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(Beérkezett: 1967. mércius 3.)
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A CHARACTERIZATION OF THE FINITE PLANES

by
I. REIMAN
To Professor Ferenc Kdrteszi
on his 60th birthday.
Summary

The finite projektive, affine and regular hyperbolic planes will be called finite planes. A finite
hyperbolic planes is regular if each line contains the same number of points.

All three geometries, the finite projektive, affine and regular hyperbolic geometries, can be
characterized unanimously by saturated incidence structures. To define this, consider the sets of lines
and points: {e1,€z, ..., €, } and {Q, Qa, ..., O, }. A function F(e;, 0,;} (i=1,2, ..., ny; j=1,2,...
..., 12) is defined on these sets, and #(e;, Q;) = 1 or 0. In the firs case e; and Q, are incident, and
in the second they are not incident. Let N denote the number of the values 1, N is called the number
of incidencies. The sets {e1, ez, ..., €,,}, {Q1, Q2, ..., Q.,} are called saturated incidence structures,
if the following axioms are satisfied:

I:: At most one line is incident with two different points.

I>: The function F(e;, @,) is such that the value of N can not increased if I, must hold.

Two theorems are proved:

THEOREM 1. Every finite plane is a saturated incidence structure, where

1
n o= —k—(k+m)[(k+m)(k—1)+ 1]

is the number of lines, and
n2 = (k+m)k—1)+1

is the number of points (k and m are integers, k=2, m=0). Each line contains k points, and there are m
lines through a given point, not incident with a line, not meeting this line.

The finite plane geometry is projective, affine and regular hyperbolic respectively, if m<1, (i. e.
m=0), m=1 and m=>1 respectively.

THEOREM 2: If for some values k and m, there is a finite plane geometry with ny lines and n:
point defined in theorern 1, then every saturated incidence structure, with ny lines and n; point, is a
finite plane geometry, moreover it is projektive if m< 1, it is affine if m=1 and it is regular hyperbolic if
k—1)2=>m=>1.
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