SURUSEGFUGGVENY SZUPERPOZICIOK
FELBONTASANAK EGY LENYEGILEG UJ
MODSZEREROL!

fRTA: MEDGYESSY PAL

1.

Legyen f(x; o, f) egy kétparaméteres, egycsicsu siirliségfiiggvény. Legyen
a€ A, B€B, ahol az A4, B értelmezési tartomdnyok adottak. Ekkor a

N
k(x) = é S50, B) (€4, PEB)

(p,. =0) Osszefliggésel definidlt k(x) fiiggvényt az f(x; a,, B,) komponensek p, silyok-
kal képezett szuperpozicidjanak nevezzik.

Legyen adott k(x) grafikonja. Egy olyan numerikus eljdrdst, amely az N, p,, o, B
paraméterek (vagy ezek egy része) értékének k(x) grafikonja segitségével t6rténd
kézelitd meghatdrozdsdra szolgdl, a k(x) szuperpozicié (numerikus) felbontdsdinak
neveziink.

A felbontdsi eljdrdsok lényegét (vo. [1]) a kovetkez6kben foglalhatjuk Ossze:

A grafikonjdval képviselt k(x) szuperpoziciohoz bizonyos L linedris operdtor-
ral hozzdrendelink egy

b(») =L{k(x); y}

Gn. tesztfiiggvényt. Az L linedris operdtort gy vdlasztjuk meg, hogy

L{f(x§ Oy Bk)§J’}=g(y, O s fi)

egy olyan egycsicsu siriiségfiiggrény legyen, amelynek grafikonja felrajzolva — meg-
adott , keskenység”-definicié mellett — ,,keskenyebbnek™, kevésbé szétteriilGnek
mutatkozna, mint f(x; o, f;) grafikonja, emellett csicshelye valamely mdsik
g(y;a, B) (€4, p€B) slirliségfiiggvény csucshelyét6l legaldbb olyan tdvol
volna, mint f(x; oy, B,) cstcshelye f(x; «;, B, cstcshelyét6l. — Mindebbdl az kovet-
kezik, hogy A) a b(y) tesztfliggvény

N
b(y) = kglpkg(y; %> B

alakl lesz, vagyis ismét siirliségfiggvény-szuperpozicié; B) ha felrajzolndnk b(y)
grafikonjdt, abban az egyes komponensek grafikonjai kiilonvdltabban mutatkozndnak
meg, mint k(x) grafikonjdban. Ha a kiilonvdltsdg elég nagymérvii, a komponensek
grafikonjai szinte egymdst nem is zavarva jelennének meg. Ekkor b(y) grafikonjabdl

1 E cikk magja megtalalhat6 a szerz6 egy levelében, melyet Prof. E. BREITENBERGERNEK (Ohio
University, College of Arts and Sciences, Department of Physics, Athens, Ohio, USA) 1966. de-
cember 14-én irt.
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a komponensek szdma — és esetleg egyes paraméterek kozelité értéke is — meg-
dllapithatd volna.

Mivel mindez kézelitéleg igaz akkor is, ha k(x) grafikonjdnak mért ordindta-
értékeibbl a linedris operdcionak megfeleld numerikus moédszerrel b(y) bizonyos
kozelitésének G grafikonjdt dllitjuk els, felbontdsi eljdrdsnak G csicsai szdmdnak,
helyeinek stb. megdllapitdsdt fogjuk tekinteni.

Adott felbontdsi probléma esetében a feladat tehdt: A) a fentebb emlitett
linedris operdtor megtaldldsa; B) ennek segitségével a felbontdsi eljdrds alapjdul
szolgdld b(y) tesztfiiggvény meghatdrozdsa; végill C) mindezek alapjdn numerikus
modszer kidolgozdsa a tesztfliggvény kozelité grafikonjanak elGdllitdsdra.

Az [1]-ben ismertetett felbontdsi mddszerek jorésze arra az esetre vonatkozott,
amidén k(x) komponensei f(x—oy; ) alakuak, ahol o €(— oo, =), B, €(0, =),

1=pr=...=py'é az (o, fi) parok mind kilonboz6k; tovdbbd f, jellemzi
S(x—oy; B) grafikonjdnak ,keskenységét”, pontosabban: f, cs6kkenésekor e grafi-
kon ,keskenysége” is csokken. (Sok esetben S, a szdérds vagy annak valamilyen
monoton filiggvénye volt.) Ez esetben tehdt a szuperpozicié alakja-

(1.1) k(x) = kglpkf(x—ak;ﬁk) O<py=B,=...=By).

Ebben az esetben a felbontdshoz sziikséges b(y) tesztfiiggvényt a kovetkezdképp
allitottuk elg:

1. Képeztiikk k(x) Fourier-transzformaltjat, »(¢)-t. Ha f(x; f,) karakterisztikus
fiiggvénye ¢(z; B,), akkor

N
#(t) = k=21 Pre™o(t; By).

2. 2(t)-t osztottuk ¢(¢; A)-val, ahol a 4 paraméterre fenn kellett dllniaa 0 <4 < f3,
(p(( IZ")) karak-
terisztikus fiiggvény maradt, a hozzdtartozd g(y; B, 4) stirliségfiggvény egycsicst
volt, utébbi grafikonja pedig ,.keskenyebb” lett, mint f(x; f,) grafikonja, — anndl
,,keskenyebb”, minél nagyobb volt A.

x(t)

o(t; 2)
— a kovetkez8kben b(y) helyett b(y; A)-val jelolend6 — tesztfiiggvénynek, vagyis

egyenlGtlenségnek (ez dltaldban teljesithet§ feltétel volt); emellett

-nak képeztik az inverz Fourier-transzformdltjat és ezt vettiik

N
b(v; D) = 2 n8(y=;bus2)  O<i<py)
volt. Ha b(y; A) komponenseinek koélcsonds csicstdvolsdgai nem voltak kisebbek,

mint k(x) komponenseinek koélesonds csicstdvolsdgai, ez a fliggvény megfelelt
tesztfiiggvénynek; az ezt létesits L linedris operdtort pedig a

(1.2) b(y; 2) = f(p(;’y;) [ /k(x)e""dx]

Osszefiiggésbdl olvashattuk ki.
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Példa. Legyen

N
(1,3) k() = 2 pegga
Ekkor

1
m(x —0)[2B:]

elaxt
#(1) = Z Py

4azaz

000 = G

: , o(t;p) _ chl —
A o)) ~chpg - O=A=hY

karakterisztikus fiiggvény (v6. [1], p. 65) és a hozzdtartozé slirliségfiiggvény,

ch 2. s—n)—"
N P ) A
b ch~l—i—cos—-}i

B TR

egycsucsy, és A novekedésekor egyre ,,keskenyebb” (kisebb szdrdst). x(2)/e(z; A)
inverz Fourier-transzformadltja,

N
b(y; ) = k_lekg(y—ak; Bes )

megfelel tesztfiiggvénynek, mert b(y; ) komponensei cstcshelyeinek kolcsénds
tdvolsdgai azonosak k(x) komponensei csticshelyeinek kolesonds tdvolsdgaival.

b(y; A)-nak k(x) ,.grafikonja” ordindtaértékeivel torténd, numerikus mod-
szereken alapuld kozelitd el@dllitdsdt nagyon megneheziti az, hogy (1. 2)-ben a két
integrdlds nem cserélhetd fel és igy a vonatkozé L linedris operdtor nem egyetlen
integrdldst jelent, vagyis b(y; A) nem dllithato el

b N = [ Ky x)f(x)dx

alakban, hanem csupdn a

(1.4) k()= [ f=y; Db(y; Hdy

integrdlegyenlet megolddsdval. Egyes esetekben ugyan (v6. [2]) ezen integrdlegyenlet
numerikus megolddsa ardnylag egyszeriien elvégezhetS; k(x) értékeit azonban a
grafikonbdl csak hibdkkal kaphatjuk meg és ¢ hibdk a numerikus megoldds pontos-
sdgdt er8sen lerontjdk. Elméleti meggondoldsokbdl — melyekre itt nem térhetiink
ki — az is kovetkezik, hogy e nehézségek elvileg elhdrithatatlanok.

MTA III. Osztdly Kozleményei 17 (1967)
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2.

A mondottakbdl kovetkezik, hogy a fentebb 1., 2., 3. alatt leirt helyett valamilyen
mds eljdrdst kell keresni a b(y; 1) tesztfiiggvény elGdllitdsdra, — olyan eljdrdst,
amelynek numerikus elvégzése kevéssé érzékeny k(x) mért értékeinek hibdira.

Ilyen eljardsra jutunk 1., 2., 3. kdvetkez6 mddositdsdval: _

1. Képezziik k(x) Fourier-transzformaltjdt, »(z)-t. A fenti jelolésekkel

N
x(t) = kzlekei“*%p(t; Bo)-
_ <1>(t)ﬁ
o(t;4)

2’. Legyen &(t) olyan karakterisztikus fiiggvény, melyre O<i<py)

egy M(x; A) fiiggvény Fourier-transzformadltja, azaz

(p(t) — . itx < =<
2.1 ) —_[ M(x; Ae dx7 O<i<f))
emellett a ’
o(t; B
FIGT

karakterisztikus fiiggvényhez egy olyan g*(y; B, 4) egycstcsu siiriiségfiiggvény
tartozik, melynek grafikonja ,,keskenyebb”, mint f(x; f,) grafikonja, éspedig anndl

keskenyebb, minél nagyobb A. — Képezziik x(z) (p(ft(ti) -t.
3", Vegyiik b(y; A) tesztfiggvénynek x(¢) &%(—ti—) inverz Fourier-transzformdlt-

jat. Ekkor

__,? (t) = S okt EP (t_’_&}
, *O %5 "k=21p"e oin 20
€S
N
brid) = 2 pg =i b A O<A<By).

Ha b(y; 1) komponenseinek kolcsonds csucstdvolsdgai nem kisebbek, mint k(x)
komponenseinek koélcsdnds csicstdvolsdgai, ez valoban megfelel tesztfliggvénynek.
Emellett b(y; A) felirhato

b= [ Mp—x:Dkxde  (0<i<f,)

alakban; ebbdl a b(y; A) tesztfliggvényt létesité L linedris operdtor rdgtén kiolvas-

hatd, mert b(y; A) Fourier-transzformadltja a s(t) és @(t)/o(t; 1) Fourier-transzfor-

madltak szorzata. — Hangsulyozando, hogy M(x; A) nem siirliségfiiggvény.
Kimondhaté tehdt a kdvetkezs

MTA III. Osztdly Kozleményei 17 (1967)
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TETEL. A
k(x) = kﬁ S Ce— s B

shriségfiigguény-szuperpozicié felbontdsdhoz alapul szolgdlé b(y; 1) teszifiiggvény-
nek vehetd

@.2) b(y; ) = fM(y—x;l)k(X)dx (O<i<py).

E tétel alapjdn tehdt b(y;1) k(x) grafikonja segitségével torténd kiszdmitdsakor
nem integrdlegyenletet kell megoldani, hanem egy paraméteres integrait kell kiszd-
mitani, ami k(x) mérési hibdira kevéssé érzékeny. Természetesen az M(x; 1) fiigg-
vényt, illetve a ®(¢) karakterisztikus fiiggvényt esetenként kell megkeresni.?

Példa. Tekintsik ismét az (1. 3) alatti

Yo 1
k) = 2 Py = 2Bl

szuperpoziciot, illetve ennek
N .
emkt
x(t) =  ————
| 0 = 2P
karakterisztikus fliggvényét. Legyen
() =e"** (£>0).

ch At-e=** Fourier-transzformdltja az

x2
2 T as
M(x; 1) = e* ¢ cosig—x
V4ne 2
ch it
-~ ’ . H - -'8'2_
faggvénynek a 0O<i<p,, ch[ikz‘e hez a
) < oo chjy—-cosL'l
, i [e LT
B2 ] Vi Be v mA
e ch— +cos——
B« B

stirliségfiiggvény tartozik. Ez y =0 koriil szimmetrikus és egycsicsi, mert a konvo-
lucidnak aldvetett fiiggvények x =0 kériil szimmetrikusak és egycsticsiak (ldsd pl.
[3], p. 841). Kénnyen kiszdmithatd, hogy g(y; A) szdrdsnégyzete B? —A% vagyis
— a szordsnégyzetet véve ,keskenység’-jellemznek —, g(y; A) grafikonja ,.kes-
kenyebb”, mint f(x; B,) grafikonja. Mivel b(y; A) komponensei cstcshelyeinek

2 Kimutathat6, hogy ha k(x) és b(y; A) szOrasnégyzetei léteznek, (2. 2) oly linearis transzfor-
macio, mely k(x) szérasnégyzetét csokkenti, (szemben a kdzonséges konvolicidval, amely noveli a
szOrasnégyzetet). Ezt az észrevételt azonban nem hasznéljuk fel a jelen dolgozatban.

MTA III. Osztdly Kézlemdnyet 17 (1967)
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kolesonds tdvolsdgai azonosak k(x) cstcshelyeinek kolcsonds tdvolsdgaival, a
tesztfiiggvény

o (p=x)?
A2 T -
b(y; 1) = e? /e — - COS Ae(y=x) k(x)dx
~ 4ne 2

4

lesz.

MEGIEGYZES. Lehetséges, hogy bizonyos k(x) szuperpoziciok esetében az M(x; 1)
fiiggvény nem adhaté meg zdrt alakban. (Pl. csak mint figgvénysor.) Ertékei
ekkor is tdbldzatba foglalhaték és ez numerikus eljdrdshoz clegendd. Ilyen eset
adddik el példdul akkor, ha k(x) normdlis siiriségfiiggvények szuperpozicidja;
ekkor vehet§ pl. @(t) =e~¢"' (¢>0), az ennek megfeleld M(x; A) fiiggvény azonban
csak hatvdnysor alakjdban irhaté fel.

3. ’

Uj felbontdsi eljdrdsunk numerikus végrehajtdsival egy mdsik dolgozatban
szandékozunk foglalkozni. Erdemes azonban mdr itt felvetni a kovetkez8d kérdést:

Tegyiik fel, hogy a kiinduldsi k(x) szuperpoziciora valamilyen {(x) ,,zaj” z(x)
realizdcidja rakodik rd, azaz idedlis esetben sem k(x) volna észlelhetd, hanem
k(x) + z(x). Legyen {(x) 0 vdrhaté értékii, tdgabb értelemben staciondrius sztochasz-
tikus folyamat, R(7) autokorreldcio-figgvénnyel. Hajtsuk végre k(x) helyett a
k(x)+ z(x) fiiggvényen a (2. 2) alatti, a tesztfliggvényt szolgéltaté linedris operdcidt.
Bizonyos feltételek mellett az eredmény b(y; A)-nak és egy mdsik, tdgabb értelemben
staciondrius sztochasztikus folyamat — &(y; ) — egy realizdcidjdnak az dsszege.
Mi lesz &(y; 4) autokorreldcids fliggvénye, B(t; A), ill. hogyan kell megvdlasztani
M(y; A)-t, hogy D*[&(y; A)} valamilyen értelemben minimdlis legyen?

A (2. 2)-ben szerepl§ integralds formdlisan bizonyos ,,sziird” alkalmazdsa az
f(x) ,,bemend jelre”. A sziir6k elméletébdl ismeretes, (ldsd pl. [4], p. 275), hogy ha

[ | M@ DR =) My Dty dey <,

u@) = fe"xM(x;i)dx

— oo

oo

és R(7) = f et f(t)yde, (f(¢) Gn. spektrélis siirliségfiiggvény),

akkor B; ) = [ ew|u(=n[2fa)d,

- oo

amibsl D[E(y; )] = B(0; 1) folytin

oo

2

*CD iy ar,

3.1) D¢ (y; )] = f (=D A) di = / G

p(=t; )

—o0
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Ez az alak el6nydsebb, mert benne az esetleg zdrt alakban meg nem adhaté M(x; 1)
fiiggvény helyett annak Fourier-transzformadltja szerepel — amelyre a tesztfliggvény
elGéllitdsa épiilt.

(t)

o1 1) °
priecia = [| 2O F

= K? ff(z)dt = K2D2[{(x)].

=K. Akkor feltevéseink alapjdn

Legyen most

Mindebbdl a kovetkezGket sziirhetjiik le problémadnkkal kapcsolatban:
A p(t) Fourier-transzformdltat, illetve a ®(t) karakterisztikus fiiggvényt ugy kell
megvdlasztani, hogy az a (3. 1) jobb oldalin szereplé integrdl értékét minimdlissd

tegye. Ha
lu=0i=1, D?[(y; H1=D*((x)),

a tesztfiiggvény elbdllitdsa a ,,zaj” torzité hatdsdt csak csokkentheti.
u(t), ill. @(z) optlmahs megvalasztdsa teljes dltaldnossdgban nehéz feladat,
hiszen ®(¢)-nek mds feltételeknek is eleget kell tennie. Eppen ezért itt csak fenti

példank esetében végziink részletesebb vizsgdlatot.
2

e e o, A
Legyen tehdt p(z) ==ch At-e™** = y(—t). Ennek maximdlis értéke & >—2— esetén 1,
2 2

A
e<—42f esetén pedig 1-nél nagyobb. A ,,zaj” befolydsdnak csokkenése tehdt ¢= >

esetében biztos; beldthaté azonban, hogy ez a megkdtés a felbontdsi eljdrist el-
rontja. Igy tehdt kozelebbr8l meg kellene vizsgdlnunk D2[E(y; A)] értékét kiilonbszs
f(¢) spektrdlis siiriiségfiiggvények esetére. Itt csak azt az esetet vizsgdljuk, amid8n
72
R()=0¢2.¢e %  (5=0),
és igy D2[{(x)]=0?% Ekkor o
f@t) = o*V4nd e~
és
D2(E(y; ] = o Vind [ ch? it e-Ce+or* df =

-0

B
= DZ[C(x)]ﬂ:Vé—i_(s (82€+6 + 1)

E kifejezés ¢ =0 esetén 6 minden értékére korldtos, és ha o elég kicsi (azaz nagy-
jdbol an. ,,fehér zaj” rakddik rd a k(x) fiiggvényre), kisebb is lehet, mint D2[é(y; A)),
vagyis a (2. 2) alatt szerepl8 linedris operdci6 lecsokkenti a ,,zaj”” befolydsit.

Kivdnatos volna a tekintett példdval kapcsolatban megvizsgdlni, taldlhaté-e
e~ helyett olyan mdsik &(¢) fiiggvény, melynek esetében |u(—17)|=1, vagyis
a ,,zaj” befolydsa biztosan cs6kken a (2. 2) linedris operdcié alkalmazdsakor.

MTA III. Osztdly Kozleményei 17 (1967)
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-

ON AN ESSENTIALLY NEW METHOD OF DECOMPOSING
SUPERPOSITIONS OF DENSITY FUNCTIONS

By P. MEDGYESSY

Summary

The majority of the current methods of decomposing a superposition (1. 1) of
£
(:,((t i—';) , where o(; B) = F{f(x; B); ¢} (F
denotes Fourier transform) and 0<A<f,; was the characteristic function of some density function
g(y; B, A) whose dispersion was less than that of f(x; 8.). Then a test function b(y; 1) (whose
maxima might indicate the components of the initial superposition (1. 1)) was obtained by the nume-
rical resolution of the integral equation (cf. {2]); consequently, these methods were very sensitive to
the errors of the initial data. — The present paper aims at eliminating this disadvantage by intro-
ducing an essentially new type of test function, obtained by the convolution integral (2. 2) from (1. 1);
in (2.2) M(x; A) is defined by (2.1) in which & (¢) is some characteristic function satisfying the
conditions: 1). --d}({)« is a Fourier transform; 2). F“{MZqﬁ(t); y¢ is a unimodal density
o)) g(t; 4)

function whose dispersion is less than that of f(x; f,). — The method is illustrated on a superposi-
tion (1. 3) of hyperbolic cosine density functions. The effect of the transformation (2. 2) on a station-
ary noise superposed on (1. 1) is also investigated.

density functions was adapted to that case when
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