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A dolgozat polinom szerint megoszló merőleges erőkkel terhelt ellipszis alakú 
olyan síklemez erőjátékával foglalkozik, amely a peremén mereven be van fogva. A vizs-
gálatokat a technikai rugalmasságtan szokásos feltevéseinek keretében végzi: k imutat ja , 
hogy a tárgyalt esetben a lemez alakváltozása és belső erői zárt polinommal fejezhe-
tők ki. 

1. Bevezetés 

A techn ika i r u g a l m a s s á g t a n p r o b l é m á i n a k megoldása á l ta lában b o n y o -
lul t összefüggésekre vezet , és csak r i tkán s ikerül a f e lmerü lő fe ladatok megol-
dásá t zá r t kép le tekke l k i fe jezni . E t e k i n t e t b e n kivételt a l k o t a jelen do lgoza t -
b a n t á rgya l t f e l a d a t : a p e r e m é n mereven befogot t ell ipszis alakú o lyan sík-
lemez p r o b l é m á j a , amelyet po l inom szerint megoszló merőleges erők t e r h e l n e k . 
E b b e n az ese tben ui. a lemez a lakvá l tozásá t és belsőerőit leíró képletek zá r t 
a l a k ú a k . Egyenle tesen megoszló, va lamin t sík szerint megoszló merőleges t e -
her esetében a vona tkozó kép le t ek a szaki rodalomból i s m e r t e k [3 — 11]. E z e -
k e t a megoldásoka t jelen dolgozat te tszőleges polinom sze r in t megoszló t e h e r 
esetében a lka lmazandó e l já rás i smer te tésével egészíti ki, és egyes egyszerű t e r -
helési ese tekben közvet lenül a lka lmazha tó képle teket közöl . 

Az i smer t e t endő e l já rás feltételzi, h o g y a lemez a n y a g a lineárisan ruga l -
mas , va s t agsága ál landó és a lemez egyéb méreteihez viszonyí tva cseké ly . 
Fel tételezi t o v á b b á , hogy a lemez a t e rhe lés ha tásá ra c s a k kismér tékű a lak-
vá l tozás t szenved. 

2. Alapfoga lmak , jelölések 

Tá rgya lá sa inka t derékszögű olyan О ( x , y, z) koo rd iná t a r endsze rben vé-
gezzük, ame lynek О k e z d ő p o n t j a az ellipszislemez k ö z é p p o n t j á b a n v a n , x és у 
tengelyei pedig a középlap [főtengelyeivel esnek egybe. A z x, illetve у i r á n y ú 
fő suga raka t о és 6 be tűve l j e l ö l j ük (1. á b r a ) és megá l l apodunk az 

va l amin t az 

= j - ^ r j s ( í ) 
a b 

f = 7 (2) 
b 

egyszerűsí tő jelölésben. 
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Az О (X, y , z) koord iná ta rendsze rben a középsík p e r e m v o n a l á n a k egyen-
le te 

— -j- — — — 1 = 0 , 
2 b2 ( 3 ) 

h a t i . x0 és y0 a peremvonal p o n t j a i n a k x és у koordinátá i . 
A l emezre ha tó t e h e r k é n t polinom szer in t megoszló e rőke t veszünk szá-

mí t á sba , és ezeket akkor t e k i n t j ü k poz i t í voknak , ha pozit ív z i r ányban h a t n a k . 
Fa j l agos é r t é k ü k e t a 

P = Poo + Pio £ + Poi »? + P20 ? + Pu 11 + P02 V2, + • • • ( 4 ) 

pol inommal fe jezzük ki, ahol a p 0 0 , p 1 0 , p0l, p20, jo u , p 0 2 , • • • ér tékek a d o t t ál-

l andók . 

A l emeznek a p t e r h e k okozta a l akvá l tozásá t a középs ík p o n t j a i n a k z 

i r ányú e lmozdulásá t kifejező 
w = w ( f , rj) (5) 

e lmozdulásfüggvénnyel je l lemezzük. Ez a f üggvény a t e c h n i k a i ruga lmasság-
t a n t a n í t á s a szerint [1 — 5] az 

d 4 w 1 d 4 w 
+ _ 1 d 4 t r 2 

dl4 a2b2 d£2-drf 
P  
К 

(6) 

differenciá legyenletnek t a r t o z i k megfelelni, ahol К a lemez ha j l í tó merevségé t 
kifejező ú n . lemezál landó. U t ó b b i n a k é r t é k e 

К 
E t 2 

1 2 ( 1 - f ) 
( 7 ) 

I t t E a lemez anyagának ruga lmasság i t ényező je , fi a h a r á n t kon t rakc ió t é -
nyezője , t0 ped ig a lemez vas t agsága . 
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A peremén be fogo t t lemezről lévén szó, a w e lmozdulás függvény a perem-
vona l m e n t é n te l jes í teni t a r toz ik a 

w = 0, (8) 
v a l a m i n t a 

^ = 0 , ^ = 0 ( 9 ) 
A F V 

fe l té te leke t . 

3. A fe ladat megoldása 

Az ismere t len w e lmozdulás függvényt 

t « = - ~ G 2 + V - 1 ) 2 G(I , n) (10) 
K. 

a l a k b a n k ísére l jük meg felvenni , ahol a G(f , rj) a t ehe r függvény fokszámáva l 
egyező fokszámú ismeret len e g y ü t t h a t ó s po l inom: 

+ "To "01 V + 20 + ^02 if + • • • • (11) 

Az ekkén t megszerkesz te t t w függvény fe lépí tésénél fogva eleve megfelel a (8) 
pe remfe l t é te lnek , de egyút ta l eleget tesz a (9) peremfe l té te leknek is. í g y a 
f e l ada t megoldása az ismeretlen G0 0 , G1 0 , G0 1 , G2 0 , G u , G02 . . . e g y ü t t h a t ó k 
megha t á rozá sá r a reduká lódik . Ezeknek az e g y ü t t h a t ó k n a k oly é r t éke t kell t u -
l a j d o n í t a n u n k , hogy a ív f üggvény pon tosan fe le l jen meg a (6) differenciál-
egyenle tnek . 

A G pol inomot a teherpol inom egyes t a g j a i n a k megfelelő részekből cél-
szerő összerakni . Az egyes részek e g y ü t t h a t ó i t — h a ezeket i l letően nem állnak 
rendelkezésre t á b l á z a t b a foglalt kép le tek — a (6) differenciálegyenlet segítsé-
gével kell megha tá rozn i . Ez a műve le t a t e h e r p o l i n o m fokszámátó l és szerke-
zetétől függően több-kevesebb egyenletből álló l ineár is egyenlet rendszer meg-
oldását teszi szükségessé. Magát a számí tás t fokoza tos lépésekben, a t agok 
megfelelő csopor tos í tásával célszerű v é g r e h a j t a n i . 

H a pé ldául a t eherpo l inom t i s z t a m-ed f o k ú , я>Ьеп é s y - b a n egya rán t pá-
ros függvény , akko r a G polinom m ! számú t a g o t t a r t a l m a z ó m-ed fokú függ-
vény . I lyenkor a f e l ada t megoldása m ! számú i smere t len megha t á rozásá t , te-
h á t egy m !-számú egyenletből álló l ineáris egyenle t rendszer mego ldásá t teszi 
szükségessé. A számí t á s során először az m-ed f o k ú tagok e g y ü t t h a t ó i t állapít-
j u k meg, ami egy (m/2) + 1 számú egyenle tből álló lineáris egyenle t rendszer 
megoldásá t igényli . E z u t á n az (m-2)-ed fokú t a g o k együ t tha tó i t ha t á rozzuk 
meg, amihez egy m/2-számú egyenletből álló egyenle t rendszer t kel l megoldani . 
E z t a számí tás t elvégezve, az (m-4)-ed fokú t a g o k együ t tha tó i t ha tá rozzuk 
meg egy [(m/2) — 1] számú egyenletből álló egyenlet rendszer megoldása révén. 
E k k é n t fokról f o k r a t o v á b b ha l adva , végül is az abszolút t a g e g y ü t t h a t ó j á t 
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á l l ap í t juk meg, ami m á r csak egyetlen egy egyenlet megoldását tesz i szüksé-
gessé. 

Hason ló lépésekben célszerű a G pol inom i smere t len e g y ü t t h a t ó i t meg-
ha tá rozn i egyéb terhelés i esetekben is. 

E g y e s egyszerű ese tekben a G po l inom e g y ü t t h a t ó i az 1. t á b l á z a t b ó l ve-
hetők ki . E n n e k a t á b l á z a t n a k a segítségével a f e l ada t megoldása b á r m e l y má-
sodfokú pol inommal je l lemezhető terhelés i esetben közvet lenül m e g a d h a t ó . 

1. táblázat 

a G polinom együtthatói 

G°° 8 (3 + 2 y» + 3 y4) 

G l ° 24 (5 + 2y 1 + y 4) 

Q _ I 
01 24 (1 + 2уг + 5y4j 

r 2(3 + I l y ' + 4 1 / + 9 / ) 
00 3 ( 3 + 2 y * + 3 y 4 ) (5 + 2 0 y « + 7 8 y 4 + 2 0 y « + 5y®) 

r 1 + V + 1 5 / 
20 3 (5 + 20 y 1 + 78 y4 + 20 y® + 5 y 8) 

r = ~ ( 2 + 2y2) 
02 3 (5 + 20уг + 78у4 + 20y® + 5 у 8 ) 

Si1 Git = 24 (5 + 6уг + 5 у4) 

2 (9у2 + 41у4 + Пу® + Зу®)  
00 3 (3 + 2у2 + Зу4) (5 + 20у2 + 7 8 у 4 + 20у® + 5у®) 

Г —(2 У* + 2у®)  
20 3 (5 + 20 у 1 + 78 у 4 + 2 0 у ® + 5 у«) 

Г _ 15 + 4у2 + у4  

0 2 3 (5 + 20 у2 + 78 у4 + 20 у® + 5 у®) 

A lehetséges te rhelés i esetek köz t külön is megeml í tendő az az eset , 
ame lyben a lemez a pe remvona lhoz hasonló ellipszisek mentén azonos in ten-
zi tású, belülről kifelé négyzetesen n ö v e k v ő erőkkel v a n terhelve. E b b e n a kü-
lönleges esetben 

P20 ~ P02 = 
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t e h á t a t e h e r f ü g g v é n y 

p = A ( p + r,2). 
A w e lmozdulás függvény 

" = + V* - l)2 (G*,!2 + Cos»?2 + G«,). 
л 

ahol G00, G20 és G02 a két t e rhe lés i t agnak megfele lő ké t -ké t részből t evőd ik 
össze: 

2 A (3 + l l y 2 + 41 y4 + 9 y6) + (9 y2 + 41 y4 + 11 / + 3 y8) 

3 (3 + 2 / + 3 / ) ( 5 + 2 0 y 2 + 78y 4 + 2 0 y 8 + 5y8) ' 

G = — • ( l + 4 y 2 + 1 5 / ) - ( 2 y 2 + 2 y 4 ) 
20 3 5 + 2 0 y 2 + 7 8 y 4 + 20y e + 5 y 8 ' 

„ A (15 + 4 y2 -f- y4) — (2 + 2y2) 
"02 = • 

3 5 + 2 0 y 2 + 7 8 y 4 + 2 0 y 8 + 5 y 8 

Goo = 

4. A l emez igénybevétele 

I smervén a w e lmozdu lás függvény t , a p t e h e r h a t á s á r a ke le tkező nyoma-
t é k o k a t a lemezelmélet i smert képlete ivel s z á m í t h a t j u k [1—5]: 

mx = — К 
o2w d2w 

ы 

mxy= — K ( l — p ) 

tfw 
my = — К + 

ду2 

d2w 

дх-ду 

д2и> 

ду2 Эх2 

A lemez p e r e m v o n a l á n a k х — х 0 , у = у 0 p o n t j á b a n (2. ábra) 
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t a n (p — — 
1 a Y a2 — X2 a2 y0 

ду/дх b x0 b2x0 

é^SVott g i n o ^ g  
b4x2 + a4y2 

COS" CP — 

sin (p • cos cp 

b 4 X2 -j- « 4 yl 

a2 b2 x0 y0 

b4x2 + a4yl 

E n n e k megfe le lően az i s m e r t t r a n s z f o r m á c i ó s képle tek sze r in t az x0, y0 ke rü le t i 
p o n t b a n az n, t i r á n y o k b a n m ű k ö d ő n y o m a t é k o k [1]; 

mn = mx cos2 (p my sin2 cp -f- 2 m x y sin cp • cos <p , 

mmt = (my — mx) sin <p • cos cp mxy(cos2 ip — sin2 <p) , 

m, = mx sin2 cp -j- niy cos2 cp — mxy sin cp • cos cp . 

Mindezek a képle tek a n y o m a t é k o k r a z á r t összefüggéseket e r e d m é n y e z n e k . 
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Elliptische Platte mit Randeinspannung. — Im R a h m e n der technischen Elastizitäts-
lehre wird eine ringsherum fes t e ingespannte elliptische Plat te unter polynomart ig verteilter 
Normal last behandelt. Es wird nachgewiesen, daß in diesem speziel len Ausnahmsfa l l die Form-
änderung und das Kräftespiel der P la t t e durch einfache geschlossene Formeln ausgedrückt 
werden können . 
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