PEREMEN BEFOGOTT ELLIPSZISLEMEZ

CSONKA PAL
A MUSZAKI TUDOMANYOK DOKTORA

[Beérkezett: 1981. januar 2-4n)

A dolgozat polinom szerint megoszlé merdleges erdkkel terhelt ellipszis alaki
olyan siklemez ergjatékdval foglalkozik, amely a peremén mereven be van fogva. A vizs-
galatokat a technikai rugalmassigtan szokdsos feltevéseinek keretében végzi: kimutatja,
hogy a tdrgyalt esetben a lemez alakvéiltozdsa és belsS er8i zart polinommal fejezhe-
t8k ki.

1. Bevezetés

A technikai rugalmassagtan problémainak megoldasa altalaban bonyo-
lult 6sszefiiggésekre vezet, és csak ritkan sikeriil a felmeriils feladatok megol-
dasat zart képletekkel kifejezni. E tekintetben kivételt alkot a jelen dolgozat-
ban targyalt feladat: a peremén mereven befogott ellipszis alaki olyan sik-
lemez problémaja, amelyet polinom szerint megoszlé merdleges erdk terhelnek.
Ebben az esetben ui. a lemez alakvaltozasat és belsderdit leiré képletek zart
alakiak. Egyenletesen megoszl6, valamint sik szerint megoszlé mergleges te-
her esetében a vonatkoez4 képletek a szakirodalombdl ismertek [3—11]. Eze-
ket a megoldasokat jelen dolgozat tetszSleges polinom szerint megoszlé teher
esetében alkalmazandé eljaras ismertetésével egésziti ki, és egyes egyszeril ter-
helési esetekben kozvetleniil alkalmazhaté képleteket kozol.

Az ismertetend$ eljaras feltételzi, hogy a lemez anyaga linearisan rugal-
mas, vastagsiga édllandé és a lemez egyéb méreteihez viszonyitva csekély.
Feltételezi tovabba, hogy a lemez a terhelés hatasara csak kismértékil alak-
véltozast szenved.

2. Alapfogalmak, jelolések f2

Targyalasainkat derékszogi olyan O (x, y, z) koordinatarendszerben vé-
gezziik, amelynek O kezddpontja az ellipszislemez kozéppontjéban van,x ésy
tengelyei pedig a koézéplap !fﬁtengelyeivel esnek egybe. Az x, illetve y irAnyd
fésugarakat a és b betiivel jeloljiik (1. abra) és megallapodunk az

_x" = E’ l =n, (1)
a b
valamint az

?=7 (2)

egyszeriisitd jelélésben.
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Az O (%, y, z) koordinatarendszerben a kozépsik peremvonalanak egyen-
lete

%5 i
;?—}——b;——l_o, (3)

ha ti. x, és y, a peremvonal pontjainak x és y koordinatai.

A lemezre haté teherként polinom szerint megoszlé erdket vesziink sza-
mitasba, és ezeket akkor tekintjiik pozitivoknak, ha pozitiv z iranyban hatnak.
Fajlagos értékiiket a

P:P00+P105+P0177—|-P20§2+p11577+p02'r)2+... (4)

polinommal fejezziik ki, ahol a p,g, p1o> Po1» P2os P11s Poes - - - értékek adott al-
landdk.

iq.___a————-——q———c\ _.*

jt— T —— T —m
\J
x

\J
y

1. abra

A lemeznek a p terhek okozta alakvaltozasat a kozépsik pontjainak z
iranyd elmozdulasat kifejezd

w = w(é, 1) ()

elmozdulasfiiggvénnyel jellemezziik. Ez a fiiggvény a technikai rugalmassag-
tan tanitasa szerint [1—5] az

i el il 2 9w dhagoltw \ Spe (6)
a4 d§4 a2 bZ 352 1 an2 b4 an4 K

differencialegyenletnek tartozik megfelelni, ahol K a lemez hajlité merevségét
kifejez8 in. lemezallandé. Utébbinak értéke

Et}
TR s

Itt E a lemez anyagénak rugalmassagi tényezdje, u a harant kontrakecié té-
nyezdje, t, pedig a lemez vastagsaga.
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A peremén befogott lemezrdl 1évén sz6, a w elmozdulasfiiggvény a perem-
vonal mentén teljesiteni tartozik a

w =0, (8)

valamint a

MW _ o, M _y 9)
3 on

feltételeket.

3. A feladat megoldasa

Az ismeretlen w elmozdulasfiiggvényt
4
w=2 @Y —176E ) (10)

alakban kiséreljiik meg felvenni, ahol a G(&, n) a teherfiiggvény fokszamaval
egyezd fokszamu ismeretlen egyiitthatés polinom:

G=06y+ G61g&+663M+ 68+ G én+ G + ... (11)

Az ekként megszerkesztett w fiiggvény felépitésénél fogva eleve megfelel a (8)
peremfeltételnek, de egyittal eleget tesz a (9) peremfeltételeknek is. Igy a
feladat megolddsa az ismeretlen Gy, G, Gy, Gy, Giyy Gy . . . egyiitthaték
meghatarozasara redukalédik. Ezeknek az egyiitthatéknak oly értéket kell tu-
lajdonitanunk, hogy a w fiiggvény pontosan feleljen meg a (6) differencial-
egyenletnek.

A G polinomot a teherpolinom egyes tagjainak megfeleld részekbél cél-
szerd Osszerakni. Az egyes részek egyiitthat6it — ha ezeket illetden nem allnak
rendelkezésre tablazatba foglalt képletek — a (6) differencidlegyenlet segitsé-
gével kell meghatéarozni. Ez a miivelet a teherpolinom fokszamatél és szerke-
zetétdl fiiggden tobb-kevesebb egyenlethdl 4llé linearis egyenletrendszer meg-
oldasat teszi sziikségessé. Magat a szamitast fokozatos lépésekben, a tagok
megfelel csoportositisaval célszerli végrehajtani.

Ha példaul a teherpolinom tiszta m-ed fokd, x-ben és y-ban egyarant pa-
ros fiiggvény, akkor a G polinom m! szami tagot tartalmazé m-ed foku fiigg-
vény. Ilyenkor a feladat megoldasa m! szami ismeretlen meghatarozasit, te-
hat egy m!l-szimi egyenletbdl allé lineéris egyenletrendszer megoldasat teszi
sziikségessé. A szamitas sordn elGszor az m-ed foku tagok egyiitthatéit allapit-
juk meg, ami egy (m/2) + 1 szamu egyenletbdl 4ll6 linearis egyenletrendszer
megoldasat igényli. Ezutan az (m-2)-ed fokd tagok egyiitthatéit hatarozzuk
meg, amihez egy m/2-szimi egyenlethél dll6 egyenletrendszert kell megoldani.
Ezt a szdmitast elvégezve, az (m-4)-ed foki tagok egyiitthatéit hatarozzuk
meg egy [(m/2) — 1] szdmi egyenletbdl 4ll6 egyenletrendszer megoldasa révén.
Ekként fokrél fokra tovabb haladva, végiil is az abszolit tag egyiitthatéjat
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10 CSONKA PAL

allapitjuk meg, ami méir csak egyetlen egy egyenlet megoldasat teszi sziiksé-
gessé.

Hasonlé 1épésekben célszerii a G polinom ismeretlen egyiitthatéit meg-
hatarozni egyéb terhelési esetekben is.

Egyes egyszerii esetekben a G polinom egyiitthatéi az 1. tdblazatbél ve-
hetSk ki. Ennek a tablazatnak a segitségével a feladat megolddsa barmely ma-
sodfokd polinommal jellemezhet§ terhelési esetben kozvetleniil megadhats.

1. tablazat

P a G polinom egyiitthatéi
— 1 ’
1 Cow= oo o
7 83 + 2 + 3yY)
Cpme A
: SR TY R R
Gypm e
n oL 24 (1 + 2% + 594)
G — 2(3 +- 11p% 4 41yt 4 999
%7 3(3+2+39%) (5 + 2007118y +-20y°+ 5¢%)
1 -+ 492 4 1598
& Gy = i ol

3(5+209% + T80 + 209% + 579)

G..— _(2 —+ 27’2)
7 T3 (5 + 20p7 + T8y + 207° + 595)

. — 1
& U= G 67 57

G — 2 (9% + 419% 4 115 1 39%)

07 33 + 29t + 39N (5 + 20y + T8y4+ 2098 + 5°)
. co — @y + 29
K = 3G 208 + T84+ 2055 + 59
15 + 492 +
Gyo = +42+

3(5+ 202 + 184 4 209% + 5%)

A lehetséges terhelési esetek kozt kiilon is megemlitends az az eset,
amelyben a lemez a peremvonalhoz hasonl$ ellipszisek mentén azonos inten-
zitasi, beliilrsl kifelé négyzetesen novekvs erSkkel van terhelve. Ebben a kii-
lonleges esetben

P20 = Po2 =4,

Miiszaki Tudomdny 60, 1980



PEREMEN BEFOGOTT ELLIPSZISLEMEZ 11

tehat a teherfiiggvény

p = A&+ 7).
A w elmozdulasfiiggvény

4
w=%ﬂ?+ﬁ—hﬂ%?+cwﬁ+%m

ahol G, G,, és Gy, a két terhelési tagnak megfelels két-két részbdl tevddik
Ossze:

Co_ 24 (3117 4+ 4194 4999 + (972 + 41yA 4 118 4 35
g (3 +272+39%) (5 + 202 + T84 + 209° 4 59)

o4  (A+47+ 15y — (29 + 294
T3 542002+ T84 +20905 4598
Gum A, U5 H47 4 7Y (429

3 5+209%4+T78 y44209% 4598

4. A lemez igénybevétele

Ismervén a w elmozdulasfiiggvényt, a p teher hatdsara keletkezs nyoma-
tékokat a lemezelmélet ismert képleteivel szamithatjuk [1—5]:

m =~k (T8 20,
0x* ay>
P w
e SN S ]
My, ( “) e
Pw Pw
=—K X
g (ayz T o

A lemez peremvonalinak x = x,, y = y, pontjaban (2. abra)
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1 a Va*— a2 a’y,
tang = — dyox b %o T Bx,
és igy ott sin? g — aty} ,
b a3+ ot}
4 42
cos?p = _ ¥x ,
b* x5 + a*y}
2 2
sing-cos¢@ = 27 %Yo

b« -+ atyg

Ennek megfelelden az ismert transzformaciés képletek szerint az x,, ¥, keriileti
pontban az n, ¢t irinyokban miik6d8 nyomatékok [1];

m, = mycos®p + m, sin?p + 2m,, sing - cos p,
m,; = (m, — my,) sing - cos ¢ 4 m,(cos® p — sin®g),
m; = mygsin’@ -} mycos?p — m,, sing - cosg.

Mindezek a képletek a nyomatékokra zart dsszefiiggéseket eredményeznek.
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Elliptische Platte mit Randeinspannung. — Im Rahmen der technischen Elastizitiits-
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