
PERIODIKUSAN TERHELT 
RUGALMAS ÁGYAZÁST! KÖRLEMEZEK 

MÁRKUS GYULA* 

A MŰSZAKI TUDOMÁNYOK KANDIDÁTUSA 

[Beérkezett: 1981. július 23-án] 

A dolgozat állandó vastagságú, periodikusan terhelt, rugalmas ágyazású, vékony és 
izotrop körlemezekkel foglalkozik. A bemutatásra kerülő elmélet segítségével lehetőség 
van minden olyan, körív mentén ható terhelés hatására a lemez alakváltozásait és 
igénybevételeit analitikus módon meghatározni, amelynek Fourier-sora ismeretes. 

1. Lemezelméle t 

Az á l l andó vas t agságú , r u g a l m a s á g y a z á s ú , vékony és izo t rop kör lemez 
d i f fe renc iá legyenle te r, <p po lár i s koo rd iná t a rendszerben a ruga lmas e lméle t 
a l ap j án az a l á b b i a k szerint í r h a t ó fel: 

W „ + 9(r,<p) =  

К 

a* 1 a 1 d 2 u d 2 w i э » 1 , 
dr2 r dr r2 V I ( dr2 r dr ^ r2 d<p2 ) ^ 

ko_w = p(r,<p) 
к к к ' 

A fent i e g y e n l e t b e n w a lemez középfe lü le tének merőlegesen m é r t e l to lódásá t , 
r va l amely p o n t j á n a k a k e z d ő p o n t t ó l mér t t ávo l ságá t , cp a kérdéses p o n t o t a 
középpon t t a l összekötő sugár és a kezdő i r á n y közöt t i szöget , k() a Winkle r— 
Schwedler-féle ágyazás i t é n y e z ő t , p(r, cp) a k o o r d i n á t á k t ó l f ü g g ő felületi t e r -
helést , 

q(r,<p) = k0w ( 2 ) 

t a l a j r e akc ióe rő t , К pedig az ú n . l emezmerevsége t je lent i , ame lynek é r t éke 

K = (3) 
12(1 - pc2) 
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I 

ahol E a rugalmassági modulus, P pedig a keresztirányú nyúlási együttható , 
azaz a Poisson-féle szám reciprok értéke. 

Az 1. ábra a körlemezből kivágott elemi testre ható pozitív előjelű met-
szeterőket tünteti fel. A w eltolódás függvény ismeretében felírhatok az elfor-
dulások, a nyomatékok (sugár-, érintőirányú, csavaró), a nyíróerők (sugár-, 

R 

érintőirányú) és esetleges támaszoknál a reakcióerők (sugár-, érintőirányú) 
kifejezései: 

= -
dw 

dr 

MR= — К 

Mv = — к 

M r f = M ç r = 

0 = -
1 

r 
dw 

d ? ' 

' d2w 
h P . dr2 ( r 

dw 

dr 

1 dw ^ 
r dr 

1 d 2w 1 dw ^ 
r dr ~r 2 d^2 

L d 2 w 

D2 w 

(1 - F I ) K 

- + FI 
dr2 

d2w 1 
r dr d<p r-

dw I 

dcp ) 

U r 3
 Г dr2 

1 dw 1 d3w 

dr drdcp2 

2_ d2w 

r2 d<p2 

(4) 
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d3W , J ^ 

dr*d<p 1 r2 

Vr=±K 

K=± к 

a 3 w , 1 

dr3 r 

2 — Ц 

d2u 

dr2 

d3w 

d2w t  

дгд<р n 

1 dw 

d3w 

+ 

1 

r 3 V 

2—Ц 

dr2d(p 
+ 

r2 a r г 

2 / í - i a 2 tu 

a 3 if 

drdrp 
+ ± ^ - + 2 

r 3 A?>3 

3 — d 2 w 

~ d I f . 

А » ) 

d<p) r 3 

A reakcióerőknél — amelyek akkor poz i t ív előjelűek, h a alulról felfelé 
t á m a d j á k a l emez t —, ke t t ő s előjelet t a l á l u n k . A felső előjel a kezdőpon thoz , 
i l letve kezdő i rányhoz képes t t á v o l a b b f e k v ő peremre, az alsó előjel pedig a 
közelebb f ekvőre vonatkoz ik . 

2. A kör lemez d i f ferenciá legyenle tének általános megoldása 

A lemez terhelésével kapcso l a tban fe l té te lezzük, hogy é r in tő i rányú vá l -
tozásá t az a l ább i Fourier-sor fe jezi ki; 

0 ~ со 
P(<P) — + J? an cos ncp + ^ än sin n<p , (5) 

n=1 n= l 

ahol a0, an és a n az ún. F o u r i e r - e g y ü t t h a t ó k az r sugár és a te rhelés in tenz i tá -
sának a f üggvénye i . 

A r u g a l m a s ágyazású kör lemez (1) a l a t t i Bessel t ípusú parciál is d i f feren-
ciá legyenletének ál talános megoldása az inhomogén egyenlet egy pa r t iku lá r i s 
megoldásából és a homogén egyenlet А, В, С és D, v a l a m i n t А, В, С és D 
in tegrálás i á l l andókka l bőv í t e t t megoldásából áll, amely az (5) a la t t i te rhelés-
hez hasonló összegezések f o r m á j á b a n á l l í t ha tó elő. A l eha j l á s függvény ra-dik 
t a g j a Thomson- függvényekke l a következő m ó d o n írható fel : 

wn = ™no + [ ( A n c o s ricp An s in ncp) bern 1 + 
+ ( B n cos ncp -f Bn s in ncp) bei„ | -f-
-f- (Cn cos ncp + Cn sin ncp) ker n | -f-

+ (Dn cos ncp + Dn sin ncp) kein . (6) 

E b b e n az egyen le tben wnU az ra-dik t ag pa r t i ku l á r i s megoldása, 

f = y , ( ? ) 

ahol l az ún . ka rak te r i sz t ikus hossz: 

t 
K_ 

k0 
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1 6 MÁRKUS G Y U L A 

Az n-ed r e n d ű Thomson- függvények sorai , azok d i f fe renc iá lhányadosa i , 
az igen nagy , i l letve igen kicsi a r g u m e n t u m o k r a v o n a t k o z ó közelítő k é p l e t e k , 
va lamin t a m a g a s a b b r e n d ű e k n e k a l ac sonyabb r endűekke l való kifejezései a 
Függelékben t a l á l ha tók . 

A (6) a l a t t i megoldás és a (4) a la t t i összefüggések segítségével f e l í r ha tok 
az elfordulások, n y o m a t é k o k , nyíróerők és reakcióerők kifejezései; 

ftm = #rno — у [(АП c o s n(P + Än s i n ncp) b e r / f + 

+ ( B n cos n<p -j- Bn sin ncp) b e i / 1 4 

4 (C n cos ncp -{- Cn sin ncp) кег / f 4 

(D n cos ncp Dn sin ncp) ke i / I ] , 

cpn <pnO 
n 

[(An s in ncp — An cos ncp) ber n f -f-

-j- (Bn s in ncp — Bn cos ncp) bei„ £ 4 

-)- (C n s in ncp — Cn cos ncp) k e r n £ 4 

4 (D n s in ncp — Dn cos ncp) kein £] , 

Mrn = Mrn0 + 

К 
-) 1 (An cos ncp-\-An sin ncp) 

l 2 

l - g 

I 

l - i « 

b e r / I -

b e i / | 

bein I + 

- ( B n cos ncp -f Bn sin ncp) | b e r n £ — 

(Cn cos ncp 4- Cn sin ncp) J^ke i n £ 4- ^ ̂  |ker/ £ — — 

( D n cos ncp + Dn sin ncp) J^ker„ £ — ^ ^ | k e i / £ — | 

n2 bern £ 

n2 be i„£ 

£ 

ker n C 

+ 

M p n = M , * , 

К 

\ 

(9/1) 

4 J« {(^n c o s ra9> sin ncp) 
l2 

— ( B n cos ncp 4- Bn sin ncp) 

4" ( C n C O S ncp 4" C n sin nç?) 

- - (D n cos ncp 4- Dn sin ucp) 

bei n £ -

b e r n £ / 

1 - 1 « 
g f 

1 - M 

g l 

kei„ £ — 

k e r n I 

1 - A* ! 
gf 

1 - g 

b e r / £ — 

bei / £ 

k e r / £ -

g l 
ke i / I 

n2 ber„ £ ! 

I ) 

n2 bein £ 

I , 
n2 ker„ £ 

. 

n2 kei„ £ 

+ 
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= M v r n = МГ(рп о + 

+ ( 1 - - p ) — n 
K / 2 £ I 

bein S 

£ 

+ 
+ 

( 4 n sin и?5 — c o s n(P) jberó £ 

4 (B„ sin nç9 — B n
 c o s re9?) |bei„ £ 

- ( ker £ ) 
-f (Cn sin n<p — Cn cos nç>) Ike r ; £ ^—I + 

^ j j , - f (D„ sin ncp — Dn cos ncp) kei„ I -

К 
= Qrno + - ß - [(An c o s ncp - f An s i n n<p) b e i ; £ - f 

— ( B n cos тир Bn sin тир) b e r ; £ — 

-f- (Cn cos тир + Cn sin тир) ke i ; £ — 

— (D„ cos тир -f Dn sin игр) k e r ; £] , 

= Qvno — -^J n [ M n Sin тир — An cos тир) bein f — 

— (ßn S4n n(P — Bn
 cos n(P) be r n £ 4 

4- (Cn sin тир — Cn cos тир) kein f _ 

» 
— (D sin тир — Dn cos тир) ker„ £] , 

(9/2) 

= KnO + 

_ к 

I3 
(An cos тир 4 An sin iwp) 

— (Bn cos тир 4- Bn sin ncp) 

bei; £ - f i iLn-« 
£2 

be r ; £ — n2 

-f (Cn cos ncp + Cn sin ncp) I ke i ; £ -f — iL n2 

ber ; £ — 

beiú f — 

ker ; £ — 

- (Dn cos ncp 4- Dn sin ncp) Jke r ; £ - 1 ^ n2 Jkefc £ - j j 

ber„ 

£ 
bei„ £ j 

£ J 
ke r n 

£ ) 
kein £ ) 

+ 
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1 8 MÁRKUS GYULA 

V = V „ + 
f yn r <pnO i 

T K 

4 n 

14 

(9/3) 

(An sin ncp — An cos ncp) l - И í 3 b e r n i -

re2 4 - 2 
b e r n l + ( 2 - / i ) b e i „ ! + 

+ ( B n sin ncp — Bn cos ncp) l - f * 3 bei^ ( 

ra2 + 2 
bein 11 — (2 — лж) b e r n | + 

-f (Cn sin ncp — Cn cos ncp) 
l - l i 

3 ker^ I — 

re2 + 2 
k e r ^ l + ( 2 - j « ) k e i „ f + 

+ (Dn sin ncp Dn cos ncp) j^— — i" 

I 

re2 + 2 

3 kein £ 

k e i n f (2 — p ) к е г „ I 

A végeredményt az egyes tagok összegezése u t á n k a p j u k : 

«, = J « , n ; » r = 2Kn> 
n=o 

м г = 2MMI M9 = 2 МГ<Р = MFR = 2 MR*N» (10) 
л=0 л=0 n=0 

Qr = 2 Qmi G, = 2 vr = 2 vm> К = 2 (рП 
n—0 n=0 n=0 n=0 

Körsz immet r ikus terhelés esetén re = 0, az egyes jelzéseknél a zonban láb-
indexben a zérust egyszerűség kedvéé r t el szokták hagyni . Egyenle tesen meg-
oszló, p(r, cp) = p0 terhelésnél (2. á b r a ) a lemez önmagáva l p á r h u z a m o s a n be-
süllyed a t a l a j b a , miközben a 

... _ Po 
k0 

(H) 

eltolódást végzi. E z egyben az (1) a l a t t i differenciálegyenlet egyik par t iku lá r i s 
megoldása. A (4) a l a p j á n következik , hogy 

űr0 = Mr0 = M 0 = Qr0=Vr0 = 0 . (12) 

Műszaki Tudomány 60, 1980 
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2. ábra. E g y e n l e t e s e n megoszlóan terhelt rugalmas ágyazású kör és körgyűrű alakú lemez 

Antimetr ikus terhelés és alakváltozás esetén, amikoris a teherfüggvény (5) 
cos cp, illetve sin cp szerint változik, n = 1 : 

p(cp) = a1 cos cp -f- á1 sin cp . (13) 

Az ilyen jellegű terhelésnek van egy szimmetria és egy ant imetr ia tengelye. 
Előbbi zárjon be a kezdőiránnyal y szöget (3. ábra). Egyenletesen változó felii-
let teher esetén 

p(r, cp) — рг — cos (cp — y) — p1 — (cos cp cos cp -(- sin у sin cp). (14) 
A A 

Ez azt jelenti, hogy a (13) a la t t i teherfüggvényben 

aj = p1 — cosy; ä1=p1 — sin у . (15 
А А 

I lyen megoszlású terhelés esetén a rugókon álló szabad peremű kör, illetve kör-
gyűrű alakú lemez az antimetria tengely körül elfordul, görbülete nem változik 
(4. ábra). A t a l a j b a való benyomódását a 

2 * 

w 1 0 = P \ T cos (cp — y ) 
ak0 

(16) 
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Ч> -

4. ábra. Egyenletesen változóan terhelt rugalmas ágyazású kör és körgyűrű alakú lemez 

függvény fe jez i ki. Mivel az azonos a pa r t i ku l á r i s megoldással , (4) a l a p j á n 

' r i o = - "v-cos(ç> - y ) ; &т10 = - ^ - s i n ( y - у ) , 
A K 0 akn (17) 

Mrl0 = M^o = Mr<fl0 = Qno = Qrl0 = Frlo=0. 

R u g a l m a s ágyazású körlemezek ese tén a per iodikus terhelések közü l a 
mérnöki g y a k o r l a t b a n legtöbbször a P in tenz i t á sú szakaszos vonalerő (5. áb ra ) 
fordul elő: 

(18) 
2 kP Г e 1 1 

л I t ¥ 2 irT 

-a 
=o 
M 
S 

£ 

TK-1 
Y 2к/к 

2K 

5. ábra. Egyenletesen megoszló, szakaszos vonalerők 

E b b e n a k i fe jezésben к az erőcsoportok s z á m á t , e pedig a vonalerő közepén és 
szélein á t h a l a d ó suga rak közöt t i szögeket je lent i . Beveze tve a 

va lamin t a 

jelöléseket, 

n = mk, 

P P 
2 bx E 2ßx le 

k P Г 1 ~ s i n n e 
P ( 9 > ) = - T - H — + 2 cos n{<p — y ) 

ßx 1Л Z n=k,2k,... ne 

(19) 

(20) 

(21) 

Műszaki Tudomány 60, 1980 
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J e l e n ese tben P a 6 x = ß j s u g a r ú kör m e n t é n h a t ó , 2 bxe s zakasz ra eső, P i n t e n -
zi tású vona le rő e redőjé t j e l en t i . Amenny iben a P vonalerők he lye t t P k o n c e n t -
rá l t erők t á m a d j á k a l emezt , 

s in ne , s i n n e 
lim = 1 ; l im = 1 . 
«-о ne ri-o ne 

(22) 

E k k o r a t e rhe lés végtelen t r igonomet r ikus s o r a : 

PW) 
kP 

ßxln 
1 

— + 2 c o s n ( y - y ) 
n=k,2k,... 

(23) 

H a a sz immet r ia t enge lyben (y = 0), a bx = ßxl sugarú kö r m e n t é n csupán egy 
koncen t rá l t P e rő t á m a d j a a lemezt (k = 1): 

P(<P) 1- ^ cos nq> 
ß i l n [ 2 n = t f , 3 . . . 

(24) 

Az e l m o n d o t t a k m i n t á j á r a M in t enz i t á sú , szakaszosan h a t ó , sugá r i r ányú 
vona l n y o m a t é k Four ie r - so rá t is elő t u d j u k á l l í t an i : 

2kM Г e 1 « 1 . , , , ,] 
m(<p) = 1 > s in mke cos mk (у — y) 

71 2 fe m=l,2,... ni 
(25) 

H a t á r o z z u k m e g a 2 6xe szakasz ra eső M megoszló v o n a l n y o m a t é k M e r e d ő 
n y o m a t é k á t 

M = 2 J* Mby cos y dy = 2 M 6 j sin e . (26) 

E z t behe lye t t e s í tve (25)-be 

. . kMe 
m (y) = — 

ßy Ы sin e 

1 ~ s in ne 
— 4 - £ cos n(y — y) 
2 n=k,2k,... n£ 

(27) 

Koncen t r á l t sugá r i r ányú n y o m a t é k o k esetén 

ro(y) = 
Ш 

ßy In 
- cos n ( y - y) . 
2 П=к,2к,.. J 

(28) 

A m e n n y i b e n a sugarú kör ív men tén h a t ó szakaszos vonalerők elője lü-
k e t is v á l t o g a t j á k (6. ábra) , a terhelés v é g t e l e n t r igonomet r ikus sora a l á b b i 
módon í rha tó fe l : 

. . 4 P - 1 . mfce . mkx .mk 
p{<p) = 2 — s m — — s i n — — s i n - — ( y - y ) . (29) 

л m=i. 2,3 ... m Z Z Z 

3* Műszaki Tudomány 60, 1980 
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, £ » e, I 

•P 2 RR/K 

L L 

•P 

Éli. 

•P •P 

-p 

J G T * . 

- P 

K - 1 

LÍ+Ы J 
•к .L.X 

2ТГ 

6. ábra. Egyenletesen megosztó, vál takozó előjelű, szakaszos vonalerők 

Ennél a sornál к csak pá ros szám lehet. Behe lye t tes í tve a (19) és (20) a l a t t i a k a t 

p(cp) = ^ J*? S " 1 ne sin пи sin n(q> — y>). (30) 
ЬхЛ k 2ft ne 

Minthogy ennél a terhelésnél az 1 , 2 , . . . , к sugarak m e n t é n ant imetr ia t enge-
lyek képződnek , mód nyí l ik arra , hogy vona l teher h a t á s á r a sugarak m e n t é n 
szabadon fe l fekvő módon a l á t ámasz to t t r u g a l m a s ágyazású körcikk, i l le tve kör-
gyűrűcikk a lakú lemez s t a t i k a i mennyiségei t is megha tá rozzuk . 

A b e m u t a t o t t per iodikus t e rhek körív m e n t é n h a t n a k és nem függenek az r 
sugártól . E z azt jelenti , hogy számí tása ink során csupán a homogénné t e t t dif-
ferenciál-egyenlet tel (1) kell fogla lkoznunk [p(r , (p) = 0]. E z esetben t e h á t pa r -
t ikulár is megoldásról sem beszé lhe tünk: 

WNO = — ®<PNO — MRN0 = MRN0 = MR(PN0 = QRN0 - QRN0 = VRN0 = VVN0. (31) 

3. Kerületi fe l té te lek 

Az á l landó vas tagságú rugalmas ágyazású körlemez differenciálegyenleté-
nek (7) a l a t t i megoldása peremenként négy-négy szabadon megvá la sz tha tó in-
tegrálási á l landót (AN , B,„ CN, DN; ÄN, BN, CN, DN) t a r t a l m a z . Ezeket a kerü le -
t ek mentén fel í rható fel tétel i egyenletekből h a t á r o z h a t j u k meg. Az egyen le tek 
száma m i n d e n esetben megegyezik az i smeret lenek számáva l . 

Kör lemez esetén, amelynek közepén nincs lyuk, véges ér tékű uin e l to lódás t 
és d2wnldr2 görbüle te t kell k a p n u n k . A (6) a l a t t i kifejezés a l ap j án ez csak a k k o r 
lehetséges, ha 

CN = DN = C„ = D„ = 0 . (32) 

Műszaki Tudomány 60, 1980 
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A 7. ábrában néhány megtámasztási módhoz és terhelési esethez megad-
I kerületi feltételeket: 

|р(ф> 

(45) 

(46) 

(47) 

7. ábra. Kerületi feltételek 

10* Műszaki Tudomány 60, 1980 
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4. Alakváltozások és igénybevételek a középpontban 

K ö r l e m e z e k esetében szükségünk v a n a (6) és (9) a l a t t i kép le tek é r t é k e i r e 

a £ = 0 p o n t b a n . A T h o m s o n - f ü g g v é n y e k x i gen kicsi a r g u m e n t u m a i r a a F ü g -

gelékben m e g a d o t t közel í tő é r t é k e k e t b e h e l y e t t e s í t v e , v a l a m i n t a £ —<- 0 h a t á r -

á t m e n e t e t e lvégezve az a l á b b i összefüggéseket n y e r j ü k : 

w — A0 , 

1 
0. 

r 2 / 2 
— [ ( A - Bj ) cos cp + ( A — BjJsin y ) ] , 

A = — „ - . [ ( A — A ) sin cp — ( A x - Bj) cos y ) ] , 
2 [/ 2 I 

K 
(1 + /í) B„ - 1 ^ ( B 2 cos 2y + B 2 s in 2y) 

K 

M . = 
9 2 Í 2 

(1 + / Í ) B 0 - | — ( B 2 cos 2y + B 2 s in 2y) 
(48) 

L 
M r . = - (1 - A — - ( B 2 s i n 2 y — B 2 cos 2 y ) , 

4 F 

A 
К 

2 / 2 / 
[ ( A + Bx) cos у + ( A + Bj ) s in y ] , 

<?„ = - [ ( A + A ) «in у - ( A + A ) c o s , 

5. P é l d á k 

H a t á r o z z u k meg a 8. á b r a a és b s u g a r ú , k ö r g y ű r ű a l a k ú lemezének i n t e g -
rálási á l l andói t a bx = ßxl s u g a r ú körív m e n t é n szakaszosan h a t ó vona le rő (21) 
esetében. A f e l a d a t egy l á b a k o n álló h ű t ő t o r o n y a lap lemezének t e k i n t h e t ő . 
Téte lezzük fe l , h o g y a k e z d ő i r á n y egybeesik az egyik t á m a s s z a l (y = 0). A t e r -
helés Four ie r - so ra ekkor (21) a l ap ján 

. . kP ~ s in ne 
P(<P) = —7~ 2 ' cos ncp. 

ßxln n=0,k,2k,... n e 
(49) 
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8. ábra. Egyenletesen megoszló, szakaszos vonalerőkkel terhelt, rugalmas ágyazású körgyűrű 
alakú lemez 

F e n t i k é p l e t b e n a E ' jelölés az t j e l e n t i , hogy a vég te len t r i g o n o m e t r i k u s sor első 
t a g j á t (n — 0) fé l é r tékkel kell s z á m í t á s b a v e n n i . Miu tán a t e r h e l é s csak kosz i -
n u s z f ü g g v é n y e k e t t a r t a l m a z , a (6) és (9) k i f e j ezésekben a f e l ü l v o n á s o s i n t e g r á -
lás i á l l andók e l t ű n n e k . 

S z á m í t á s t e c h n i k a i s z e m p o n t b ó l az a és b sugarú k ö r g y ű r ű a l a k ú l e m e z t 
а 4- by és by 4- b s u g a r ú a k r a b o n t j u k fel. U t ó b b i menny i sége i t m e g k ü l ö n b ö z t e -

t é s cé l j ábó l * je l le l l á t j u k el. F e l a d a t u n k n m i n d e n ér téke e s e t é n nyolc i n t e g r á -

l á s i á l l andó t t a r t a l m a z . Ezek m e g h a t á r o z á s á r a u g y a n e n n y i f e l t é t e l i egyen le t e t 

ke l l fe l í rn i . A k e r ü l e t i f e l t é t e l ek : 

£ = (0 : ( 3 5 ) . . . M* — 0 ; Vf = 0 , 

£ = ßy : ( 4 6 ) . . . w* - w = 0 ; Û* - = 0 ; M* - Mr=0 ; Q* -Qr= p(<p), 

£ = a : ( 3 5 ) . . . M r = 0 ; F r = 0 . 

A (6) és (9) kép le t ek seg í t ségéve l e l őá l l í t j uk a fel tétel i e g y e n l e t r e n d s z e r t . 
Az i s m e r e t l e n e k e g y ü t t h a t ó i t az I . t á b l á z a t b a n a d j u k közre . A z egyen le t r end -
szer mego ldása s z o l g á l t a t j a az i n t eg rá l á s i á l l a n d ó k a t . 

A m e n n y i b e n a k ö r g y ű r ű a l a k ú lemez á t m e g y kör lemezbe (ß —• 0) a C* és 
D* i n t eg rá l á s i á l l a n d ó k (9. á b r a ) e l t ű n n e k (32). E k k o r a zé rus ra r e d u k á l t egyen-
l e t r e n d s z e r m á t r i x a egysze rűbb a l a k o t ölt ( I I . t á b l á z a t ) . E r r e az eset re expl ic i t 
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9. ábra. Egyenle tesen megoszló, szakaszos vonalerőkkel terhelt , r u g a l m a s ágyazású kör a lakú 
lemez 

a l a k b a n is m e g a d j u k az in tegrá lás i á l l a n d ó k ki fe jezése i t . E h h e z vezessük be az 
a lábbi j e lö léseke t : 

с = - [ (ber„ ß)2 + (bei„ ß)2] [(ker^ ßf + ( ke i ; ß f \ -

- [ ( k e r „ ß f + (kei„ ß)2] [(ber'nß)2 + (bei;/?)2] + 

+ 2 (ber„ ß kei„ ß - bei,, ß ker„ ß)(bci'n ß ke i ; ß - b e i ; ß kei'n ß) + 

+ 2(ber„ ß ker„ ß + be i n ß kei„ ß) (hev'n ß kei'n ß + b e i ; ß ke i ; ß) = - - L , 

cx = I 1
 2 ' " | (1 — ra2)(bei„ a k e r ; а — k e r „ a b e i ; a ) + (50/1) 

-f- — — (ber ; а k e r ; x + be i ; x k e i ; а ) — ber„ x k e i ; x -(-
« 

+ kei„ x b e r ; x — — n2 (ber„ x ke r„ а + bei„ x kei„&) — 
X? 

— n2(ber„ а k e r ; а + bei,, x k e i ; x + ker„ x b e r ; а -+- kei„ x bei,', x), 
X2 
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С . = 

P E R I O D I K U S A N T E R H E L T RUGALMAS ÁGYAZÁSÚ KÖRLEMEZ 

1 — f t ^ 

2 7 

\ a* 

l - f * 

X 

(n2 — 1) ( b e i „ a k e i ó a — k e i „ a b e i ó a ) — 

(beró X keió x — beió x keró x) — ber n x keró x (50/2) 

+ ke r n x beró a — ( b e r n a kei„ a — ker„ a be i„a) + 
a 3 

1 - p 
H га2 (ber„ a keió x — bei„ x beró a ~~ ber„ a beió x + kei„ a beró x), 

c , = 

a ' 

1 - / 4 

— 2 

- f i 

x 

1 - / 4 

[(beró a)2 + (beióa)2] + „ 3 [ (ber n a) 2 + (bei„a)2] 

ra2 (ber„ a beró x + bei„ x beió x) — 

1 _ Ü . „ | V - 1) + 1 (ber„ x beió x — bei„ a be róa ) . 

F e n t i k i fe jezésekben с az egyenle t rendszer de t e rminánsa . Az (50) a l a t t i a k 
segítségével az integrálási á l l andók a s z á m í t á s so r r end jében : 

C„ = 
kl2 P sin ne 

kei'nß[(U-vnß)2 + (beinß)2] 

D„ = 

cßKn ne 

beró ß (ber n ß kcin ß — bei,, ß ker„ ß) -

beió ß (ber„ ß ker„ ß + beinßkein / 3 ) | , 

kl2 P sin ne 
k e r ó / ? [ ( b e r n / S ) 2 + (bei„ß)2] 

cßKn ne 

- beró ß (ber„ ß ker„ ß + bein ß kei„ ß) + 

+ beió ß (ber„ ß kei„ ß - bei n ß ker„ 0) J , 

- C n C x + DnC2  
л ' 

c9 

(51/1) 

An beió x 4- —— n2 ber? a 
ber r l x + cn keió x 4-

X2 X 
keió x 4-

1 « 
keró x 

beró x 

ker_ x . kei,, x 
kei„a — 

. 1 Iй 2 I, bei"a 

H пг bei„ x 
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III. táblázat 
№ 

max n = 28 

f : « 
qj : я 1,0 0,9 0,8 0,7 0,6 0,5 0,4 0,3 0,2 0,1 0,0 

0/12 38 570 
0 

28 296 
0 

57 389 
- 3 925 

35 711 
0 

78 364 
- 3 5 6 

50 502 
0 

100 611 
18 282 
78 293 

0 

121 641 
69 598 

135 230 
0 

133 219 
341 952 
277 956 

0 

119 145 
66 618 

132 903 
0 

96 036 
11 908 
73 015 

0 

72 629 
- 1 0 988 

42 350 
0 

52 036 
- 2 0 082 

24 492 
0 

35 339 
— 22 036 

13 753 
0 

1/12 29 897 
0 

20 190 
- 6 457 

47 864 
— 2 232 

24 885 
- 9 280 

67 236 
1 953 

33 040 
- 1 4 510 

87 023 
19 320 
44 337 

- 2 2 117 

104 533 
59 089 
53 240 

- 2 8 056 

113 519 
116 978 

57 035 
- 6 617 

107 389 
75 744 
51 308 
29 145 

90 338 
24 106 
44 631 
27 903 

70 181 
3 513 

30 953 
19 764 

51 249 
— 15 760 

19 417 
13 388 

35 339 
— 19 639 

11 356 
8 947 

2/12 11 211 
0 

7 085 
— 9 057 

27 221 
- 5 8 5 
8 248 

- 1 1 846 

43 506 
2 444 
9 567 

— 16 150 

59 554 
12 307 
10 017 

— 20 547 

73 723 
30 575 

7 695 
— 21 562 

83 012 
57 734 

8 265 
— 11 762 

84 102 
54 372 

199 
8 758 

76 624 
34 313 

4 585 
23 175 

63 658 
10 603 

7 493 
24 915 

49 029 
- 5 256 

6 878 
20 707 

35 339 
— 13 089 

4 806 
15 497 

3/12 - 5 300 
0 

448 
- 8 766 

8 175 
— 444 

67 
— 10 831 

21 266 
833 

— 1 001 
- 1 3 718 

34 152 
4 950 

- 3 025 
- 1 6 631 

46 073 
13 129 

- 6 493 
- 1 7 919 

55 622 
26 055 

- 9 652 
- 1 4 575 

60 888 
32 343 

- 1 5 634 
—4 873 

60 558 
30 675 

- 1 5 672 
7 924 

54 896 
19 477 

- 1 1 694 
17 055 

45 738 
6 026 

- 7 178 
19 690 

35 339 
—4 142 
- 4 142 

17 895 



Ч/Ч — ILI ИИЧ, 
0 

- 3 4 0 
— 7 040 

—Э MII 
—588 

—1 096 
- 8 662 

0 4У1 
— 471 

— 2 671 
— 10 768 

16 448 
534 

— 5 006 
— 13 092 

26 149 
3 668 

— 8 314 
— 14 972 

34 978 
7 710 

— 14 153 
- 1 4 914 

41 924 
16 191 

- 1 7 236 
- 1 1 473 

45 761 
20 887 

- 2 0 540 
- 4 160 

45 685 
19 972 

— 20 635 
5 023 

41 843 
13 447 

— 17 519 
12 279 

35 339 
4 806 

— 13 089 
15 497 

5/12 - 1 5 754 
0 

918 
- 4 870 

— 8 242 
— 373 

210 
— 6 229 

- 1 097 
— 932 

— 1 210 
- 7 855 

6 168 
— 1 544 
- 3 229 
- 9 801 

13 583 
— 1 148 
— 5 984 

— 11 839 

20 992 
— 1 748 

— 12 111 
— 13 343 

27 975 
5 234 

— 13 602 
- 1 3 359 

33 700 
10 544 

— 17 931 
- 1 0 765 

37 216 
14 696 

— 21 181 
- 5 106 

37 791 
15 156 

— 21 860 
2 334 

35 339 
11 356 

— 19 639 
8 947 

6/12 — 13 675 
0 

2 ООО 
— 3 014 

— 8 824 
183 

1 434 
- 4 104 

- 3 949 
— 779 

369 
— 5 330 

1 069 
- 2 205 
— 1 145 
— 6 884 

6 414 
—3 325 
- 3 177 
— 8 733 

12 201 
— 5 142 
— 7 395 

— 10 776 

18 386 
— 1 731 
- 8 943 

- 1 2 467 

24 576 
1 957 

— 12 856 
— 12 950 

30 070 
7 078 

— 17 107 
— 11 237 

33 936 
11 798 

— 20 631 
- 6 685 

35 339 
13 753 

— 22 036 
0 

7/12 — 10 422 
0 

2 320 
— 1 878 

— 7 600 
740 

1 884 
- 2 616 

- 4 387 
- 4 2 9 
1 173 

— 3 452 

— 1 064 
- 2 195 

147 
—4 581 

2 625 
—4 085 
— 1 180 
- 6 059 

6 948 
- 5 268 
— 2 621 
- 8 031 

12 082 
— 5 818 
- 5 032 

— 10 266 

18 009 
— 4 292 
— 7 854 

— 12 338 

24 393 
—498 

— 11 460 
— 13 548 

30 516 
5 253 

— 15 673 
— 12 748 

35 339 
11 356 

— 19 639 
— 8 947 

8/12 - 7 431 
0 

2 037 
— 1 429 

- 5 928 
925 

1 719 
— 1 768 

- 3 888 
- 2 5 2 
1 276 

— 2 237 

- 1 763 
- 2 042 

632 
- 2 953 

721 
- 4 208 

- 1 3 9 
— 4 019 

3 894 
- 4 653 

513 
— 5 604 

8 056 
- 7 984 
- 2 343 
— 7 718 

13 454 
- 8 413 
— 3 918 

— 10 286 

20 101 
- 6 828 
— 6 055 

— 13 038 

27 664 
- 2 454 
— 9 071 

— 15 217 

35 339 
4 806 

— 13 089 
— 15 497 

9/12 —5 185 
0 

1 472 
- 1 319 

— 4 383 
577 

1 276 
- 1 321 

— 3 184 
- 4 2 4 
1 005 

- 1 4 9 7 

— 1 880 
—2 025 

618 
— 1 873 

— 219 
- 4 143 

208 
- 2 568 

2 136 
- 4 847 

1 381 
- 3 667 

5 544 
- 8 990 

- 7 4 8 
- 5 332 

10 409 
- 1 0 904 

- 1 216 
- 7 691 

17 017 
- 1 1 526 

- 1 725 
- 1 0 762 

25 441 
- 9 710 
- 2 537 

— 14 385 

35 339 
- 4 142 
- 4 142 

— 17 895 

10/12 — 3 700 
0 

892 
— 1 150 

—3 165 
— 144 

821 
- 9 7 6 

- 2 576 
— 866 

645 
- 9 8 1 

— 1 819 
— 2 179 

410 
— 1 130 

— 684 
— 4 091 

189 
— 1 530 

1 139 
— 6 072 

485 
— 2 181 

4 038 
— 9 377 

72 
- 3 286 

8 486 
— 12 279 

435 
- 5 026 

14 960 
— 14 648 

1 295 
- 7 527 

23 861 
— 15 454 

2 767 
- 1 0 990 

35 339 
— 13 089 

4. 806 
— 15 497 

11/12 - 2 866 
0 

475 
— 695 

- 2 379 
- 8 4 7 

502 
— 542 

- 2 179 
- 1 316 

370 
— 503 

- 1 744 
- 2 381 

212 
— 541 

- 9 0 2 
—4 085 

68 
— 720 

622 
— 7 521 

914 
— 1 012 

3 235 
- 9 488 

426 
— 1 553 

7 427 
- 1 2 941 

1 296 
— 2 466 

13 786 
- 1 6 398 

3 039 
— 3 845 

22 919 
— 19 085 

6 167 
— 5 908 

35 339 
— 19 639 

11 356 
8 947 

12/12 — 2 597 
0 

324 
0 

— 2 106 
- 1 135 

390 
0 

— 2 041 
- 1 504 

270 
0 

— 1 714 
- 2 471 

135 
0 

— 967 
—4 090 

9 
0 

461 
- 8 157 
- 1 555 

0 

2 983 
- 9 507 

520 
0 

7 089 
- 1 3 134 

1 560 
0 

13 404 
- 1 6 958 

3 605 
0 

22 607 
— 20 322 

7 332 
0 

35 339 
- 2 2 036 

13 753 
0 
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10. ábra. Negyedpontjában P koncentrált erővel terhelt, rugalmas ágyazású körlemez lehajlás 
görbéi, a negyedpont lehajlási (w) hatásfelülete. Szorzó: 1 0 ~ 2 P / 2 / K ; a = 4; p = 1/6 

At — A„ — 
kl2 P s in ne 

cßKn ne 

+ k e r ; ß (ber n ß k e i n ß - bei„ ß k e r „ ß) 

— k e i ; ß (ber„ ß k e r „ ß + bein ß k e i n ß) 

hei'nß[(kernß)2 + (keinß)2] + 

в*п = в п + 
kl2 P s in ne her'nß[(kern ß)2+(keinß)2]-

cßKn ne 

- k e r ; ß (ber n ß kern'ß + bein ß ke i „ ß\ -

- k e i ; ß (ber n ß k e i n ß - bein ß k e r „ ß) 

(51/2) 
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11. ábra. N e g y e d p o n t j á b a n P k o n c e n t r á l t erővel t e r h e l t , rugalmas á g y a z á s ú körlemez sugá r -
i r á n y ú nyomatéka inak (lVfr) ábrái 

Számpéldaként határozzuk meg annak a rugalmas ágyazású körlemeznek 
a lehajlásait és nyomatékait, amelyet negyedpontjában egy koncentrált P erő 
támad (k — 1; e = 0; a = 4; ßx = 2; ц = 1/6). A végeredményt а III. táblázat-
ban adjuk közre. A statikai mennyiségek számításai során a Fourier-soroknak 
28 tagját (max. n = 28) vettük figyelembe. A koncentrált erő támadáspontjá-
ban végtelen nagy sugárirányú (Mr ) és érintőirányú (Mf) nyomatékok ébred-
nek, ugyanakkor a táblázatban véges értékeket találunk. Ez annak az eredmé-
nye, hogy a végtelen trigonometrikus sornak csak véges számú tagját vettük 
figyelembe. A I I I . táblázat számértékei a többi pontban pontosaknak tekint-
hetők, mivel sorfejtéskor a számítógép megvizsgálta, hogy a következő kiszámí-
tott tag befolyásolja-e a kinyomtatásra kerülő utolsó számjegyet. Amennyiben 
már nem változtatta meg, akkor a gép leállt és további tagokat nem számolt. 

Az alakváltozások érzékeltetése céljából megrajzoltuk a számított lemez 
lehajlási görbéit (10. ábra). Ez egyben a negyedpont lehajlási hatásfelülete, 
amelyet k0-al szorozva (2) a talajreakció hatásfelületét kapjuk. Az ábrából lát-
ható, hogy a lemez egy csekély része felemelkedik. Ez a rugókon való felfekvés 
következménye, a valóságban azonban nem fordulhat elő. A gyakorlatban 
egyéb teherhatások (önsúly stb.) azt eredményezik, hogy negatív reakcióerők-
kel nem kell számolni. 

A 11., 12. és 13. ábrák a nyomatékok lefutását szemléltetik a különböző 
lemezátmérők mentén. A rugalmas ágyazás csillapító hatása a támadásponttól 
távolodva nagyon jól érzékelhető. 
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Amennyiben a szakaszosan ható vonalerők a lemez peremét t á m a d j á k 
(14. ábra) , az integrálási á l landók meghatározására szolgáló képletek t o v á b b 
egyszerűsödnek : 

I t t 

. kl2 P sin ne 
A„ = 

хКл ne c4 c4 — c2 c3 

„ kl2 P sin ne с« 
B „ = 3 

хКл ne c4 c4 — c2 c3 

, ./ , 1 — p 2 í, , ber„ x 
c4 = be i n x -| n I b e r ; x — 

x 

, , 1 — p , L ., bei„ x c, = ber„ x — n1 bei ' « — 
а I x 

, . 1 — p , n2 ber„ x 
c 3 = b e i „ a - j b e r „ a — 

a 1 oc 

1 — p l - , . , n2 bei„ a 
c4 = ber„ a I b e i ; a — 

x 
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(52) 

(53) 

12. ábra. Negyedpontjában P koncentrált erővel terhelt, rugalmas ágyazású körlemez érintő-
irányú nyomatékainak ábrái 
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13. ábra. N e g y e d p o n t j á b a n P koncentrá l t erővel terhel t , r u g a l m a s ágyazású kör lemez csavaró 
n y o m a t é k a i n a k (Mr(p) ábrá i 

14. ábra. Pereme men tén egyenletesen megoszló szakaszos vonalerőkkel t e rhe l t , rugalmas 
ágyazású kör a lakú lemez 
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7. Befejezés 

D o l g o z a t u n k b a n per iodikusan t e rhe l t r uga lmas ágyazású kör lemezek szá-
mí t á sáva l fog la lkoz tunk . E r e d m é n y e i n k segítségével lehetőség nyí l ik nyoma-
téki ha tás fe lü le tek megszerkesztésére is, ami azzal az előnnyel j á r , hogy alkal-
m a z á s u k k a l bá rmi lyen terhelés h a t á s á t f igyelembe t u d j u k venni . Képle te ink 
á l ta lános é rvényűek , a m i azt je len t i , hogy n = 0- t behe lye t tes í tve a körszim-
m e t r i k u s a n , n = 1 ese tében pedig az a n t i m e t r i k u s a n terhel t r uga lmas ágyazású 
kör lemezt kap juk . 

Köszönetnyilvánítás 

A dolgozatban közölt, numerikus példánál a számítási és programozási feladatokat 
F E H É R K a t a l i n m a t e m a t i k u s é s P A U L E R N É SZEILER É v a o k i . m é r n ö k l á t t a e l S i e m e n s 7 7 5 5 
számítógéppel. Kiváló munkájukért a szerző ezúton is köszönetet mond. 
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FÜGGELÉK 

Az n-ed rendű Thomson-függvények sorai 

bei;" x = - ^ i f L + ber; * + 
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ker„ * = bei„ x — In y ber„ л: + 

I " Í (—1)"+P(n — p —1)1 f x y P n + 2p 
1 1 cos л -(-

2 . ^ (—l)"+p(n — p —1)1 ( x y 
+ 2 z Z p ! Ы 
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4 Д b J 
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keró x — —kei„ x 

кет'п x = X keió x + ^ keró x ker„ x . 

In y = 0,577 215 664 901 532 860 607 
(Euler—Mascheroni féle szám). 

kei„ x = — ~ г Ь е г п * — ki - ^ г bein * + 

+ (—L)N+P(N—P—1) ! S I N ГА + 2Р Я + 

p=0 

(—1)п+р+1 ( x \ " + 2 P . n + 2p 
X p ! (n—p)! [ t ) 8 l n — r ^ ' 

, ./ 51 1 / , Ух , ./ bein x 
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(—1)"+P+1 PxW+äP- 1 . n + 2p 

X , [ у ] « ш - V 1 * . p ! ( n + p ) I V 2 ) 4 

, .// , keió x , n2 kein x 
kei„ x = ker„ x 1 ; 

, .... ker„x , , 2 + re2 , ., Зге2 , . 
kein x = h ker„ x H r — kei„ x — kei„ x . 
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Az n-ed rendű Thomson-függvények közelítő értékei 

lim f ( x ) Um /(*) 

ехр(ж//2) c o g 
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71 Till 
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ехр(ж/^2) . ( х , л пл — -sin + 
У 2З 

I X л ral 

i W "в" Ч 

Л ( Ж Í IX л пл\ _ e x p ( _ _ j c o S ( _ - - + _ j 
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Thomson-függvények közelítő értékei 

n bn, * bein X bern ж bei; I 
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16 
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X 2 1 1 
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X igen kicsi argumentumaira 

ker„ * kei„ * ker'„* 
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- I n — 

Я 

~ T 
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X 2 2 
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- w ( т Г - ( • f Г - ( - Я * 

4 С X Ч"5  

2 / 2 1 2 i 
4 ! I X Y* 

2 / 2 1 2 J 
5! Г X 

4 / 2 1 2 J 
5! Г X "j-8 

4 / 2 1 2 J 

4! Г X у* 
2 1 2 J 

5! Г X Á-6 

2 I 2 J • ' ( • f r 
6! f X Y7 

4 { 2 J 

6! ( x W 
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6 f x r 
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4 / 2 1 2 ' 
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2 1 2 j 

6 ! Г X V* 
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81 f X Y" 
4 I 2 J 

3-6! f X Y7 

2 l 2 J 

8! f x 4-» 
2 / 2 1 2 j 

8! Г X А-» 
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9! f x j-10  
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Összefüggések magasabb és alacsonyabb rendű Thomson-függvények között 

níl 
X 

- (ber„ x — bei„ x) — ber„_j x , 

beró+1 x = ]=- (ber„ ж + bei„ ж) — " 1 ber„+i ж . 
у 2 n 

bein + 1 ж = П ^ (bern ж + bei„ ж) — b e i ^ ж , 

bein+i x = —(bern ж — bei„ ж) — ••" ^ 1 bein + 1 ж , 

П ^ (kern ж — kei„ ж) — kern_ t ж , 

ker^+1 ж = ]=- (ker„ ж + kei„ ж) — " 1 kern + l ж , 
У 2 x 

kei„+1 x = —— (ker„ ж + kei„ ж) — kein_, ж , 
ж 

kei^+ 1 ж = - y = - (ker„ ж — kei„ ж) — " 1 kei„+1 ж . 

Circular Plates on Elastic Foundation Submitted to Periodic Load. — Thin isotropic cir-
cular plates of constant thickness on an elastic Foundation, submitted to periodic load, are 
dealt with. The theory presented permits to analytically determine the deformations and 
stresses induced by such loads, applied along a circular arc, whose Fourier-series is familiar. 

Elastisch gebettete Kreisplatten mit periodischer Belastung. — Behandelt wer-
den periodisch belastete elastisch gebettete, dünne, isotrope Kreisplatten konstanter Dicke. 
Mit Hilfe der vorgeführten Theorie können alle Verformungen und Beanspruchungen ermittelt 
werden, die durch eines Kreisbogens entlang angewandten Belastungen hervorgerufen worden 
sind, deren Fouriersche Reihe bekannt ist. 
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