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PERIODIKUSAN TERHELT
RUGALMAS AGYAZASU KORLEMEZEK

MARKUS GYULA*
A MUSZAKI TUDOMANYOK KANDIDATUSA

[Beérkezett: 1981. jilius 23-4n]

A dolgozat illandé vastagsdgi, periodikusan terhelt, rugalmas Agyazasd, vékony és
izotrop korlemezekkel foglalkozik. A bemutatdsra keriil§ elmélet segitségével lehetdség
van minden olyan, kériv mentén hat6 terhelés hatisira a lemez alakviltozisait és
igénybevételeit analitikus médon meghatdrozni, amelynek Fourier-sora ismeretes.

1. Lemezelmélet
Az illandé vastagsagi, rugalmas agyazasi, vékony és izotrop kérlemez

differencialegyenlete r, ¢ polaris koordinata rendszerben a rugalmas elmélet
alapjan az alabbiak szerint irhaté fel:

q(rv‘P)
vww 4+ D8P
w + %
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A fenti egyenletben w a lemez kozépfeliiletének merdlegesen mért eltolédasat,
r valamely pontjanak a kezdGponttél mért tavolsagat, ¢ a kérdéses pontot a
kozépponttal 6sszekotd sugar és a kezds irany kozotti szoget, k, a Winkler —
Schwedler-féle agyazasi tényezét, p(r, ¢) a koordinataktél fiiggs feliileti ter-
helést,

q9(r, @) = ko )
talajreakciergt, K pedig az in. lemezmerevséget jelenti, amelynek értéke
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14 MARKUS GYULA

ahol E a rugalmassagi modulus, u pedig a keresztiranyid nyiilasi egyiitthaté,
azaz a Poisson-féle szam reciprok értéke.

Az 1. abra a korlemezbdl kivagott elemi testre haté pozitiv elgjeld met-
szeterGket tiinteti fel. A w eltolédas fiiggvény ismeretében felirhaték az elfor-
dulasok, a nyomatékok (sugir-, érint§iranyd, csavaré), a nyiréerdk (sugar-,

1. @bra. A korlemezbdl kivagott elemre haté metszetersk

érintgiranyd) és esetleges tdmaszoknal a reakciderdk (sugar-, érint&iranyd)
kifejezései:
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PERIODIKUSAN TERHELT RUGALMAS AGYAZASU KORLEMEZ 15

1 Pw 1 dw 1 2w
=—K|—+ = — :
% (r oy t e ordp P 9

2 _ 3 _ 2
I’,:iK(asw 1 Pw 1 0w  2—p Pw 3 ,uaw),
or’ r or? rr or 2 Jrog? B o¢?
_ 3 _ 2 3 -
V,pziK(z u Pw 2u—1 0w 1 0w 21 ,uéﬁy_'
r  orde P Orde B 9¢? P iy
A reakciéerGknél — amelyek akkor pozitiv elGjeliiek, ha alulrél felfelé

tamadjak a lemezt —, kett8s elgjelet talalunk. A fels§ el§jel a kezdSponthoz,
illetve kezdgiranyhoz képest tavolabb fekvd peremre, az alsé elGjel pedig a
koézelebb fekvgre vonatkozik.

2. A korlemez differencidlegyenletének altalanos megoldasa

A lemez terhelésével kapcsolatban feltételezziik, hogy érintdiranyd val-
tozasat az alabbi Fourier-sor fejezi ki;

p((p)z%’——i—iancosn(p—!—Ed"sinmp, (5)
n=1 n=1

ahol ag, a, és a, az in. Fourier-egyiitthaték az r sugér és a terhelés intenzita-
sanak a fiiggvényei.

A rugalmas dgyazasd korlemez (1) alatti Bessel tipusi parcialis differen-
cidlegyenletének altalinos megold4sa az inhomogén egyenlet egy partikularis
megoldasibol és a homogén egyenlet 4, B, C és D, valamint A,B,C és D
integralasi dllandékkal bévitett megoldasabél all, amely az (5) alatti terhelés-
hez hasonlé 6sszegezések formajaban allithaté elg. A lehajlasfiiggvény n-dik
tagja Thomson-fiiggvényekkel a kévetkezg médon irhaté fel:

w, = Wpy + [(4,cos np 4 4_,, sin ng) ber, £ +
-+ (B, cos np + B, sin ng) bei, ¢ +

+ (C, cos np + C, sin ng) ker, & -+
+ (D, cos ng - D, sin ne) kei, £] . (6)

Ebben az egyenletben w,, az n-dik tag partikularis megoldasa,

l
ahol I az in. karakterisztikus hossz:
L
l = £ . (8)
k,
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16 MARKUS GYULA

Az n-ed rendi Thomson-fiiggvények sorai, azok differencidlhanyadosai,
az igen nagy, illetve igen kicsi argumentumokra vonatkozé kozelitd képletek,
valamint a magasabb rendilieknek alacsonyabb rendiiekkel valé kifejezései a

Fiiggelékben talalhaték.

A (6) alatti megoldas és a (4) alatti dsszefiiggések segitségével felirhaték

az elforduldsok, nyomatékok, nyiréer6k és reakcierdk kifejezései;

Gpp= Do — % [(4, cos ngp + A4, sin ng) ber), & +

+ (B, cos ng + B, sin ngp) bei, & 4
+ (C, cos ng + C, sin ng) ker), & +
+ (D, cos ng -+ D, sin ne) kei,, £,

Don = Do T _115— [(4, sin np — A, cos ng) ber,, & +

+ (B, sin ng — B, cos ng) bei, & +
+ (C, sin ng — C, cos ng) ker,, & +
D

+ (D, sin np — D, cos ng) kei, £],

M., =M, +
T f—z (4, cos ng+ A, sin mp)[bein £ ;” ber}, £ — "_*’6_5’ ' _
— (B, cosng + B, sin nq)){bernf - l—g  beir & — ™ bei, 5}
+ (Cpcos np + C, sinn¢)[kein§ + 1;# Ker, & — " 2ker,, CJ
— (Dncosn(p—{—Dann(p)[kerng 1 ;:“ keil, & — n®kei, ’g‘)

Alwn = ono +

I

\

(9/1)

] — 2
+”l£2[(‘4"c°s"q’“nsin"¢) [beinf A - (ber;,g_zb_erﬁ” -

" £

= 1
— (B, cos ng - B, sin ng) [hern &+

n

Us

+ (C,, cos ng + Cn sin ng) [kein E— 1 _“5/‘
7

—. 2bei
- [ et

1 2
(ker;,E _ n*kerp &

I+
|-

— { 2 i
—- (D, cos ng + D, sin utp)[kern E+ 1 E/‘ (kei;, & — nkEL"EJ H )
%
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M ren0 +
] - , ber, &
—l—(la,u)lz—fn (A, sinngp — A, cos nep) (bernf— )—{-
+ (B, sin np — B, cos ng) |bei, & — bet, ¢ ] +
+ (C, sin np — C, cos ng) (ker;, &E— ke;,,{;" +
kei, &

+ (D, sin np — D, cos ng) (kei; §—

|

Qn="0rmo+— [(A cos np + A, sin ng) bei), & +
— (B, cos ng + B, sin ng) ber;, & —
+ (C, cos np + C,, sin ng) keil, & -
R — (D, cosng + D, sinug) ker; &] , 912)
K , i .
Qon = Qo — 73—2__— n[(A4,sinnp — A, cos np) bei, & —
— (B, sin np — B, cos ng) ber, & +
+ (C, sin np — C,, cos ng) kei, & —
— (Dsinng — D, cos no) ker,, 5] ,
Vee=Vino +
%[‘A cos ng -+ A, sin ug) [ beiy & + L= n[ber, & — be?E)J -
— (B, cos np + E,,sinmp) ber, & — 1—w n? [bei, & — be1£,,£ ] +
+ (€ cos ng + C, sin ng) (kei,’, £+ 1—F o ker, & — .]ﬁé.) —
— (D, cos ng + D, sin ng) | ker, & — L — £ p2 (kei,’,& - l‘e_;i] ]
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18 MARKUS GYULA

Ven = Vono + (9/3)
$%n (A,,sinmp—xi,,cosntp)[l —;u [3ber;§_
n? 42

ber, 5] + (2 — 1) bei, 5] +

+(B,,sinn<p—1—3,,cosn(p)|:1 ;M (3bei;,§ —

n?4 2

bei,, E) — (2 — u) ber,, E] +

+(C,sin np — C, cosntp)[l ;,u (3ker;,§ —

n? 4 2

ker;, E] + (2 — p) kei, E] +

+(D,,sinn<p—5,,cosmp)[1;‘u [3 kei, & —

n? 4 2

kei, 5] — (2 p)ker, 5]] .

A végeredményt az egyes tagok dsszegezése utdn kapjuk:

w= S wy 0r= ;‘0m;0¢=§ﬂwns
n=0 n:o n=»90
M’=2M’"’ M?J_Z MWI; MW:MV:Z ann’ (10)
n= n=0 n=0
oo oo oo Foo
0= 3 0 0= 3 0ps V= 3 Vi V= 3 Van.
: n=0 n=0 n=0 n=o0

Korszimmetrikus terhelés esetén n = 0, az egyes jelzéseknél azonban lib-
indexben a zérust egyszeriiség kedvéért el szoktak hagyni. Egyenletesen meg-
05216, p(r, p) = p, terhelésnél (2. dbra) a lemez 6nmagaval parhuzamosan be-
giilllyed a talajba, mikézben a

Po
Wy = — 11
=P ay

eltolédast végzi. Ez egyben az (1) alatti differencialegyenlet egyik partikuléris
megoldasa. A (4) alapjan kovetkezik, hogy
"9ro=Mro=M¢o=Qro=V;o=0- (12)
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PERIODIKUSAN TERHELT RUGALMAS AGYAZASU KORLEMEZ 19

2. dbra. Egyenletesen megoszléan terhelt rugalmas dgyazasd kor és korgyfirti alakd lemez

Antimetrikus terhelés és alakviéltozas esetén, amikoris a teherfiiggvény (5)
cos @, illetve sin @ szerint valtozik, n = 1:

plp) = a,cosp + a,sing. (13)

Az ilyen jellegii terhelésnek van egy szimmetria és egy antimetria tengelye.
ElGbbi zéarjon be a kezdGirannyal y szoget (3. abra). Egyenletesen valtozé felii-
letteher esetén

g r . .
p(r, @) = Pu— o0 (p—v) = e (cos y cos ¢ + sin y sin ). (14)

X

kezdd irany ™

3. @dbra. Antimetrikusan terhelt kérlemez

Ez azt jelenti, hogy a (13) alatti teherfiiggvényben

a1=p1%cosw; 61=plaLsin1p. (15

Ilyen megoszlasi terhelés esetén a rugékon allé szabad peremi kor, illetve kor-
gytiri alaki lemez az antimetria tengely koriil elfordul, gorbiilete nem valtozik
(4. abra). A talajba valé benyomédasat a

T

cos (¢ — v) (16)

Yo~
ak,
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20 MARKUS GYULA

4. dbra. Egyenletesen valtozéan terhelt rugalmas agyazisi kor és korgyfirii alakd lemez
fiiggvény fejezi ki. Mivel az azonos a partikuléris megoldassal, (4) alapjan

P1 Py s
Do =— —cos (p — v); ¥, =-—sin(p — v),
710 ok () H TS pr ( —v) 17)

MrlO = szlO = qu:lo TE ero e Qrpm = V10=0.
Rugalmas agyazasi korlemezek esetén a periodikus terhelések koziil a

mérnéki gyakorlatban legtobbszor a P intenzitasi szakaszos vonalerd (5. abra)
fordul eld:

2kP [ ¢ 1 o Tl
e O S —— sin mke cos mk(p — J 18
plp) = 2= [2 i @ w)] (18)
5 ot 5 o
>
-5
b4 K 1 1 Ti=T
BL_¥ 25t/k 4 ( i
£
» 2%

5. @bra. Egyenletesen megoszld, szakaszos vonalergk

Ebben a kifejezésben k az erGesoportok szamat, ¢ pedig a vonalerd kozepén és
szélein athaladé sugarak kozotti szogeket jelenti. Bevezetve a

n = mk, (19)
valamint a

= P = P (20)

2b, & 2B, le
jeloléseket,
EP [1 =l sinine
Q)= — L cosntp-—@p)]. 21
R o [ a0 ( %
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PERIODIKUSAN TERHELT RUGALMAS AGYAZASU KORLEMEZ 21

Jelen esetben P a b; = f,l sugari kor mentén haté, 2 b, szakaszra ess, P inten-
zitdsi vonalerd ereddjét jelenti. Amennyiben a P vonalerdk helyett P koncent-
ralt er6k tamadjik a lemezt,

) sin ne . sinne
lim =1; lim
e~+0 ne n-0 ne

=1. (22)

Ekkor a terhelés végtelen trigonometrikus sora:

oo

p(p) = kP [1+ > cosn(tp—w)]- (23)

Ble | 2 aiex,...

Ha a szimmetria tengelyben (y = 0), a by = f,l sugari kér mentén csupan egy
koncentralt P erd timadja a lemezt (k = 1):

P (1 =
NES : 24
B, In (2 +n=12,;,3... °8 W) &

plp) =

Az elmondottak mintdjara M intenzitasii, szakaszosan haté, sugariranyu
vonal nyomaték Fourier-sorat is el§ tudjuk allitani:
2 1 3 1
—ﬂ[ ‘4= — sin mke cos mk (¢ — w)] . (25)

-2_ k m=12 m

34 yave

m(p) =

Hatarozzuk meg a 2 b, szakaszra es6 M megoszlé vonalnyomaték M eredd
nyomatékat

Mzzf;Mblcosq:d@:szlsine. (26)

Ezt behelyettesitve (25)-be
kMe [ 1 i sin ne

—+

2 p-%ek,. NE

m (p) =

- Bilrsine

cos n(p — 1/))] 27)

Koncentralt sugariranyd nyomatékok esetén

m(p) = = [1 > cosn(«p—wJ. (28)

B Byl (2 n=k,2k,..

Amennyiben a b, sugard kériv mentén haté szakaszos vonalergk elgjelii-
ket is valtogatjak (6. abra), a terhelés végtelen trigonometrikus sora alabbi
mdédon irhaté fel:

4P i 1 mke mkx mk
= — sin sin sin — ). 29
p(p) . lzﬂm 5 5 5 (9 —v) (29)
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6. dbra. Egyenletesen megoszlé, viltakozé elgjelii, szakaszos vonalersk

Ennél a sornal k csak paros szam lehet. Behelyettesitve a (19) és (20) alattiakat

kP i sin ne
plo)y= =" B

bl T 2%k ne
n= e

sinnx sinn(p — y). (30)

Minthogy ennél a terhelésnél az 1,2, ..., k sugarak mentén antimetria tenge-
lyek képzédnek, méd nyilik arra, hogy vonalteher hatasara sugarak mentén
szabadon felfekvé médon alatamasztott rugalmas dgyazasi korcikk, illetve kor-
gytiriicikk alakd lemez statikai mennyiségeit is meghatéarozzuk.

A bemutatott periodikus terhek koriv mentén hatnak és nem fiiggenek az r
sugartol. Ez azt jelenti, hogy szdmitasaink sordn csupan a homogénné tett dif-
ferencial-egyenlettel (1) kell foglalkoznunk [p(r, ¢) = 0]. Ez esetben tehat par-
tikularis megoldasrél sem beszélhetiink:

Wpo = ﬂrno o ﬁ‘pno = M, = quo e rqpnO = Qo = quo =Vn= quno' (31)

3. Keriileti feltételek

Az éllandé vastagsigi rugalmas agyazasi korlemez differencialegyenleté-
nek (7) alatti megolddsa peremenként négy-négy szabadon megvalaszthaté in-
tegralasi allandét (4,, B,,C,, D,; 4,, B, C,, D,) tartalmaz. Ezeket a keriile-
tek mentén felirhaté felteteh egyenletekbol hatirozhatjuk meg. Az egyenletek
szama minden esetben megegyezik az ismeretlenek szamaval.

Korlemez esetén, amelynek kozepén nincs lyuk, véges értékii w, eltolédast
és 0*w,/gr* gorbiiletet kell kapnunk. A (6) alatti kifejezés alapjan ez esak akkor
lehetséges, ha

C.=D;=C,=Dg=0: (32)

Miiszaki Tudomdny 60, 1980



PERIODIKUSAN TERHELT RUGALMAS AGYAZASU KORLEMEZ 23

A 7. abraban néhany megtamasztasi médhoz és terhelési esethez megad-
juk a keriileti feltételeket:

|
3 s | ow=0 M=o (33)
b. Y
i§§§§§§§§§§ : w = 0; 8, = 0. (34)
TR | M=o ¥ . (35)
d ple)
E@'@ M g e ey el
. ]l"-“f-’----g? |
f mig)
CW || Me=mp); 'V =0 (38)
9 m(p)
(‘m [ wi— 03 M, = m(p). (39)
i Mlg) I8 w= Ap); M, —=0. (40)
Alg) LM FRAET Y gh TRATY (41)

w — 0; 9, = ). (43)

v N . iy pah S
L h  yhx : w w=0; 9 -9, =0, (44)
5 _ My—M=0;VF—-V,=0.

S e e | N i
w =l =ty (45)
My —M,=0;Qf —Q,=0.

~ |
l w* —w =0;9 —48,=0, (46)
: |

|

|

_ |
j. \,(w)%ﬁ I M, — 0; 9, = H(p). (42)

|

|

|

M¥ —M,=0; QFf — Q.= p(9)-
w* —w=0; % — 94,=0, } (47)
M} — M, =m(p); OF — 0, = 0.

7. dbra. Keriileti feltételek
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24 MARKUS GYULA

4. Alakvaltozasok és igénybevételek a kizéppontban

Kérlemezek esetében sziikségiink van a (6) és (9) alatti képletek értékeire
a ¢ = 0 pontban. A Thomson-fiiggvények x igen kicsi argumentumaira a Fiig-
gelékben megadott kozelitd értékeket behelyettesitve, valamint a £ — 0 hatar-
aAtmenetet elvégezve az alabbi osszefiiggéseket nyerjiik:

w = Aog
) 1 ~ _
9, = 221 [(Al — By)cos @ + (A; — By)sin (p)] ,
1 . 7 )
%= — 5757 L= B)sing — (4 — B)oosg)],
M, = —2£|(1 + )y By (Bzcos2¢+§zsin2¢)}
K 1 _
M‘p: _W[(l_*_:u) BO +—2/£ (B20082¢+B251n2(p)]’ (4'8)

K _
M,,=—(1 —/A)ZZ—(stin2<me2cos2<p),

K

Q= — 2V2l3[( 1+B)cos<p+(A1+B)51n(p]
Q= — K [(4;, + B,) sin — (4, + B,) cos ].
p = 2V2l3 1 1 4 1 1 4

5. Példak

Hatirozzuk meg a 8. 4bra a és b sugard, korgyiiri alaki lemezének integ-
ral4si allandéit a b, = B, sugard kériv mentén szakaszosan haté vonalerd (21)
esetében. A feladat egy labakon 4llé6 hiitGtorony alaplemezének tekinthetd.
Tételezziik fel, hogy a kezdirany egybeesik az egyik tamasszal (y = 0). A ter-
helés Fourier-sora ekkor (21) alapjan

EP 3, sinne

Bl neoi2k,. nE

ple) = cosny. (49)
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PERIODIKUSAN TERHELT RUGALMAS AGYAZASU KORLEMEZ 25

8. dbra. Egyenletesen megoszlé, szakaszos vonalerkkel terhelt, rugalmas agyazést kérgyfirdi
alaki lemez

Fenti képletben a 2” jel6lés azt jelenti, hogy a végtelen trigonometrikus sor elsé
tagjat (n = 0) fél értékkel kell szamitasba venni. Miutan a terhelés csak koszi-
nusz fiiggvényeket tartalmaz, a (6) és (9) kifejezésekben a feliilvonasos integra-
lasi allanddk eltdinnek.

Szamitastechnikai szemponthél az a és b sugari korgyfirialaki lemezt
a -~ by és by — b sugardakra bontjuk fel. Ut6bbi mennyiségeit megkiilonbozte-
tés céljabol * jellel latjuk el. Feladatunk n minden értéke esetén nyolc integra-
lasi allando6t tartalmaz. Ezek meghatarozasara ugyanennyi feltételi egyenletet
kell felirni. A keriileti feltételek:

E=B :(35)... M =0; V¥ =0,
§ = B:(46). .. w* — 10— 05 BF — 6, = 05 MF — M,=0; 0% — 0, = p(¢).
S=galan). .. MeE=0:1"— 0.

A (6) és (9) képletek segitségével elgallitjuk a feltételi egyenletrendszert.
Az ismeretlenek egyiitthatéit az I. tablazatban adjuk kézre. Az egyenletrend-
szer megoldasa szolgéltatja az integralasi allandékat.

Amennyiben a korgyiirii alakii lemez atmegy korlemezbe (8 — 0) a C} és
D} integralasi allandék (9. abra) elt{innek (32). Ekkor a zérusra redukalt egyen-
letrendszer matrixa egyszeriibb alakot 6lt (II. tablazat). Erre az esetre explicit
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MARKUS GYULA

9. dbra. Egyenletesen megoszlo, szakaszos vonalergkkel terhelt, rugalmas dgyazasi kor alakd
lemez

alakban is megadjuk az integralasi dllandok kifejezéseit. Ehhez vezessiik be az
alabbi jeloléseket:

¢ = — [(ber, B)* + (bei, B)?] [(ker, B)* + (kei, f)*] —
— [(ker, B) + (kei, B)?] [(ber7, B)* + (beirB)] +
+ 2 (ber, f kei, p — bei, fker, f)(ber;, f kei, B — beiy, f ker;, f) +

+ 2(ber, f ker, § + bei, f kei, f) (ber,, f ker,, f + bei, f kei, f) = — —;T x
]- bt i ll & . ’ '-/
= ( g ) (1 — n?)(bei, x ker;, & — ker, o bei, x) + (50/1)
o
- L (ber, o ker}, « + bei, x kei, ) — ber, « kei, « +

oL

+ kei, @ berj, o« 4+ y _3 Ll (ber, x ker, o + bei, x kei, %) —
o

e i ] s : 2
- i n*(ber, o ker; o + bei, akei, o + ker, a ber;, o + kei,x bei,, x) ,

oL
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PERIODIKUSAN TERHELT RUGALMAS AGYAZASU KORLEMEZ

1 - /l 2 ) . o’ : 3
Cp= ( o2 ] (n* — 1) (bei, x kei, x — kei, x bei, «) —

_1ze

(ber;, x keiy, @ — bei,, a ker; «) — ber, x ker;, o +
®

(50/2)

+ ker, e ber;, o — 1 ; Ll (ber, a kei, @« — ker, « bei o) 4

1—p
+ o
1-p [(ber;, «)? + (bei,x)?] + L -:; B s [(ber, @)? + (bei, x)?] —
P : o

n?(ber, « kei, « — bei, « ber,, « — ker, « bei, « + kei, « ber;, «),

C3 =

—2 1 —2,u n? (ber, o ber,, a + bei, x bei o) —
o

[z

Fenti kifejezésekben ¢ az egyenletrendszer determinansa. Az (50) alattiak
segitségével az integralasi allandék a szamitas sorrendjében:

EI2P sinne {kei;,ﬂ [(ber,, )2 + (bei,, 5)2] _
¢BKn  ne
— ber;, 8 (ber, f kei, f — bei, S ker, 8) —
— bei, B (ber, B ker, f + bei, B kei, f)},
EI?P  sinne lker; 8 [(bel‘n B )% + (bei, ﬂ)z] _
¢fKn  ne
— ber,, § (ber, B ker, B + bei, S kei,, ) +
+ bei, g (ber, B kei, B — bei, S ker, ), (51/1)
An — _Cn 121 + Dnc2

3

2
(n2—1)+ l:l (ber,, @ bei, & — bei, x berjx).

n

= —

Ca

A, [bei;a + l—p n? (beri‘u _ber 2

+ C, 1 keiyx +
B o? o
" ber o +
1 . g
+ STy ker,x — ker, —D,| ker, x — 1w n?kei,x — kei, x

2 n n 2 n

x o o o
+ ! T8 o bei, x — bei, x
o x
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III. tablazat

. a=«l a=al L 10%1 N _P_lz
K
_05al =&l
n=d s, ret WM, :P
azh 0 Pl o My :P
gﬁiﬁiﬁ?ﬁ?ﬁ?ﬁéﬁ????%???
max n=28
> §:a 1.0 0.9 08 0,7 0.6 0,5 0.4 0,3 0,2 0,1 0,0

0/12 38 570 57 389 78 364 100 611 121 641 133 219 119 145 96 036 72 629 52 036 35 339
0 -3 925 —356 18 282 69 598 341 952 66 618 11908 | —10988 | —20082 | —22 036
28 296 351711 50 502 78 293 135 230 277 956 132 903 73 015 42 350 24 492 13 753
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1/12 29 897 47 864 67 236 87 023 104 533 113 519 107 389 90 338 70 181 51 249 35339
0 ---2232 1953 19 320 59 089 116 978 75 744 24 106 3513 —15760 | —19639
20 190 24 885 33 040 44 337 53 240 57 035 51 308 44 631 30 953 19 417 11 356
— 6457 —9280 | —14510 | —22117 | —28 036 —6617 29 145 27903 19 764 13 388 8 947
2/12 11 211 27 221 43 506 59 554 73 7123 83 012 84102 76 624 63 658 49 029 35339
0 —-585 2 444 12 307 30 575 57 734 54 372 34 313 10 603 —5256 | —13 089
7085 8 248 9567 10 017 7 695 8 265 199 4 585 7493 6 878 4 806
—9 057 - 11 846 —16150 | —20547 | —21562 | —11 762 8 7158 23175 24 915 20 707 15 497
3/12 —5 300 8175 21 266 34152 46 073 55 622 60 888 60 558 54 896 45 738 35 339
0 — 444 833 4950 13 129 26 055 32 343 30675 19 477 6 026 —4 142
448 67 —1001 —3025 —6493 —9652 | —15634 | —15672 | —11 694 —71178 —4 142
—81766 | —10831 | —13718 | —16631 | —17919 | —14575 —4 873 7924 17 055 19 690 17 895
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H/1 — 14 VUg —3 411 0491 16 4438 26 149 34978 41 924 45 761 45 685 41 843 35 339
0 —588 —471 534 3668 7110 16 191 20 887 19972 13 447 4 806

—340 | —1096 [ —2671 —5 006 —8314 | —14153 | —17236 [ —20540 | —20635 | —17519 | —13 089

—7040 | —8662 | —10768 | —13092 | —14972 | —14914 | —11473 —4 160 5023 12 279 15 497

5/12 —15 754 —8 242 —1097 6168 13 583 20 992 27975 33 700 37216 37 791 35 339
0 —373 —932 —1 544 —1148 —1748 5234 10 544 14 696 15156 11 356

918 210 | —1210 —3229 —5984 | —12111 [ —13602 | —17931 | --21181 | —21860 | —19639

—4870 | —6229 | —7855 —9801 | —11839 | —13343 [ —13359 { —10765 —5106 2334 8947

6/12 —13 675 —8 824 —3 949 1069 6414 12 201 18 386 24 576 30 070 33 936 35339
0 183 —179 —2 205 —3325 —5 142 —11731 1957 7078 11 798 13 753

2 000 1434 369 —1145 —3177 —7395 —8943 | —12856 | —17107 [ —20631 | —22 036

—3 014 —4 104 —5330 —6 884 —81733 | —10776 | —12467 | —12950 | —11 237 —6 685 0

712 —10 422 —T7600 | —4387 —1064 2625 6 948 120821 18009 24 393 30516 35339
0 740 —429 —2195 —4 085 —5 268 —5818 —4292 —498 5253 11 356

2320 1884 1173 147 —1180 —2621 — 5032 —7854 [ —11460 | —15673 | —19639

—1878 —2616 —3 452 —4 581 —6059 —8031 | —10266 | —12338 | —13548 | —12748 —8947

8/12 —17431 —5928 —3888 | —1763 721 3 894 8 056 13 454 20 101 27 664 35339
0 925 —252 —2042 —4208 ] —4653 ~7984 | —8413 —6 828 —2454 4 806

2037 1719 1276 632 —139 513 —2343 —3 918 —6 055 —9071 { —13089

—1429 —1768 —2237 —2953 —4019 —5 604 —7718 | —10286 | —13038 | —15217 | —15497

9/12 —5185 —4 383 —3 184 —1 880 —219 2136 5544 10 409 17017 25 441 35 339
0 5717 —424 | —2025 | —4143 —4847 | —8990 | —10904 [ —11526 —9710 | —4142

1472 1276 1005 618 208 1381 —T748 | —1216 —1725 —2537 —4.142

—1319 | —1321 —1497 —1873 —2568| —3667| —5332| —7691 | —10762 | —14385 | —17895

10/12 —3 700 —3 165 —2576 —1819 —684 1139 4038 8 486 14 960 23 861 35 339
0 —144 — 866 —2179 —4 091 —6 072 —9377 | —12279 | —14648 | —15454 | —13 089

892 821 645 410 189 485 72 435 1295 2767 4 806

—1150 —976 —981 —1130 —1530 —2181 —3 286 —5026 —7527 | —10990 ; —15497

11/12 —2866 | —2379| —2179| —1744 —902 622 3235 74217 13 786 22919 35339
0 —847 | —1316| —2381 —4085 | —7521 —9488 | —12941 | —16398 | —19085 | —19639

475 502 370 212 68 — 914 426 1296 3039 6167 11 356

—695 —542 —503 —541 —1720 —1012 —1553 —2 466 —3 845 —35 908 -8 947

12/12 —2597 —2106 —2041 —11714 —967 461 2983 7089 13 404 22 607 35339
0| —1135 —1504 | —2471 —409 | —8157 —9507 | —13134 | —16958 | —20322 | —22036

324 390 270 135 9] —1555 520 1560 3 605 7332 13 753

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
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10. Gbra. Negyedpontjaban P koncentralt ergvel terhelt, rugalmas dgyazési kérlemez lehajlés
gorbéi, a negyedpont lehajlasi (w) hatdsfeliilete. Szorz6: 10—2PPK; o= 4; p=1/6

k2P sinne

e {bei;,ﬂ[<kernﬁ)2+<keinﬂ)2]+

+ ker,, B (ber, B kei, p — bei, f ker,, f) —
— keiy, B (ber,, B ker,, B + bei, f kei, 5)} 3

A7 =4,

Bi—B, + %("; e {ber;. B[(ker, B + (kein 7] — (51/2)
— ker,, B (ber, B ker, B + bei, f kei, ) —

— keiy, B (ber, f kei, p — bei,f ker, ﬂ)] ;s
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11. dbra. Negyedpontjaban P koncentrélt erdvel terhelt, rugalmas dgyazasi korlemez sugér-
irdnyd nyomatékainak (M,) abrai

Szampéldaként hatarozzuk meg annak a rugalmas agyazasi korlemeznek
a lehajlasait és nyomatékait, amelyet negyedpontjaban egy koncentralt P erd
tamad (k = 1; ¢ = 0;a = 4; 8, = 2;u = 1/6). A végeredményt a III. tablazat-
ban adjuk kozre. A statikai mennyiségek szamitéasai soran a Fourier-soroknak
28 tagjat (max. n — 28) vettiik figyelembe. A koncentralt eré tamadaspontja-
ban végtelen nagy sugariranyid (M,) és érintSiranyi (M,) nyomatékok ébred-
nek, ugyanakkor a tablazatban véges értékeket talalunk. Ez annak az eredmé-
nye, hogy a végtelen trigonometrikus sornak csak véges szami tagjat vettiik
figyelembe. A III. tablazat szamértékei a tobbi pontban pontosaknak tekint-
hetdk, mivel sorfejtéskor a szamit6gép megvizsgalta, hogy a kovetkezs kiszami-
tott tag befolyésolja-e a kinyomtatasra keriil utolsé szamjegyet. Amennyiben
mar nem valtoztatta meg, akkor a gép leallt és tovabbi tagokat nem szamolt.

Az alakviltozéasok érzékeltetése céljabél megrajzoltuk a szamitott lemez
lehajlasi gorbéit (10. abra). Ez egyben a negyedpont lehajlasi hatasfeliilete,
amelyet k-al szorozva (2) a talajreakci6 hatasfeliiletét kapjuk. Az abrabél lat-
haté, hogy a lemez egy csekély része felemelkedik. Ez a rugékon valé felfekvés
kévetkezménye, a valésighan azonban nem fordulhat el. A gyakorlatban
egyéb teherhatasok (6nsily stb.) azt eredményezik, hogy negativ reakciéersk-
kel nem kell szamolni.

A 11., 12. és 13. abrak a nyomatékok lefutasat szemléltetik a kiillonb6z6
lemezatmér6k mentén. A rugalmas agyazas csillapité hatasa a tamadéasponttél
tavolodva nagyon jél érzékelhetd.
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?JEX(B’T‘;\%] 2|/ |/ | /12
§ 10 08 i — E
¥ ek R E E
06 | 04 | 02 X
\ 'y
S e RN
1

A

+0,2

.3

P

12. dbra. Negyedpontjiban P koncentrélt ergvel terhelt, rugalmas agyazésé kérlemez érinté-
iranyd nyomatékainak (M, ) dbréi

Amennyiben a szakaszosan haté vonalerdk a lemez peremét tamadjak

(14. 4bra), az integralasi allandék meghatéarozasara szolgilé képletek tovabb
egyszeriisodnek:

k2P sinne

4,= = ;
e xKn ne €1 €4 — CyCy (52)
n. kPP sinne c3
X xKn  ne €1 €4 — Cy Cg
It
¢; = beiy, (ber;,ac — M] 3
o
(bel,, bei, « j ;
s (53)

T 2
P i TN (b_#)

n
x o

e 2 bei
¢, = ber,a — 2 (bei;,az — w) .

24 24

Miiszaki Tudomdny 60, 1980



PERIODIKUSAN TERHELT RUGALMAS AGYAZASU KORLEMEZ 33

)
P
-0,03
g
A\
L it 002
4 L=
9é/ 3 8
Z e vl -0,01
ZZZH NN\
3 0 | 08 | 06 \ o2 o1 a2l os | ob: ol 40 sk
ol \ \ N i —— 3
I e i e
£~ //
\ \\ El %
\ \2§ e
+0,02:
\74 /

+0,04

WMo
P

13. abra. Negyedpontjdban P koncentralt erdvel terhelt, rugalmas dgyazéisi korlemez csavaré
nyomatékainak (M) dbrai

Wi~y
: i 2ac

14. dbra. Pereme mentén egyenletesen megoszlé szakaszos vonalerSkkel terhelt, rugalmas
dgyazasa kor alaki lemez
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7. Befejezés

Dolgozatunkban periodikusan terhelt rugalmas agyazasi korlemezek sza-

mitisaval foglalkoztunk. Eredményeink segitségével lehet§ség nyilik nyoma-
téki hatésfeliiletek megszerkesztésére is, ami azzal az elénnyel jar, hogy alkal-
mazasukkal barmilyen terhelés hatasat figyelembe tudjuk venni. Képleteink
altalanos érvénytiek, ami azt jelenti, hogy n == 0-t behelyettesitve a korszim-
metrikusan, n = 1 esetében pedig az antimetrikusan terhelt rugalmas agyazasi
kérlemezt kapjuk.
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FUGGELEK
Az n-ed rendii Thomson-fiiggvények sorai

x 2P
oo (—1)1H+P | —
LD ( 2)

n+2p
— cos T,
"ernx—ﬁ, pl(n+p)! 4

~ (= 1ytp n +2p (i]n+2p—1

2 2
ber; x = T ey ,2 5n+ pfl,
n p=0 p: (n + P) : 4
. . ber;; x n?ber,; x
berjx = — beiyx — R —
bei, x ., 2 - n? , n?
ber] x = -—zb — beipx 4+ — ber;, x — & ber, x.
~ (=t Lﬁ;):w:l’ )
~ . n+2p
bein x = ,,% N CE ) T T
e (—lpipr AT (1)”“”"
beipx = 2 — e %,,, , 2 n ﬂ'_sz_ T,
p=0 p- (" + P) . 4
Y hei;, x n®bei, x
beij x = ber; x — ———— ! - ,
x nt
2 P 3n® .
bei? x = — berpx + berpx 4 —— s bei, x — x’i bei, x.
x Xt :
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ker,,x=—z—bei,.,x-—ln-%x—ber,,x+

I "3 (=) —p —1)! (%]ap_,, cos I T 2P

9 1
2 A p! 4

+ 7+

1

1 -3
+2p§,(1+ R BT =L
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(— l)"+p(2) ot
p! (n+p)! 4 ’
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—-—belf,x—lny—ber,',x—
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+ 1 2 )n+p(2p—n)(n—p—1)'(2)2p " os T IP

ker x

.;:.

p! 4

42(1+++++1++++

p=0
o (DR 2p) (m\HPn e 2p
et (2)
kers x n? kerp x
x2

kei,; x 2+n , 3n?
x" — keipx + ——— ker, x — o ker, x

n+p)><

T,

” .
kery x = —kei, x — ,

kery x =

Iny = 0,577 215 664 901 532 860 607

(Euler—Mascheroni féle szdm).

kei,,x=—%bernx—lnyTxbeinx+

n—1 —
(= 1)"+P(n-p ! Ww-n . nt2p
2 ( 2) sin R +

1
+2
1

Ty

S 11,1 1
F0(1+?+?+...+p+1+ sttt o) X

—1)yr+p+1 x n4-2p . n+2

x;ﬁ(n)fp)!(—) sin “=g=,

bei, x
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Thomson-fiiggvények kozelitd értékei

n ber, x beiy, x bery, % i beij, x
| 1 Eal _= =
0 i 4 16 2
1 x 2 . 1 1
22 2v2 2v¥2 2Y2

10 1 x 12 1 x 10 6 x 11 _ 1 (i)ﬁ
11! (T) _iﬁ(T) 111 (_z‘) 2-91 2
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Osszefiiggések magasabb és alacsonyabb rendii Thomson-fiiggvények kozott

berp,, x = — nTﬁ (ber, x — bei, x) — ber,_, x,
1 .
berf,, x = — 7 (ber, x + bei; x) — n—: 1 ber,,; x,

n V2

beijy x = — o (ber, x + bei, x) — bei,_, x ,

. 1 . nt+1. .
beipy, x = W (ber,, x — beiy x) — beip,, x,
kery,, x = — nl@ (ker, x — kei, x) — ker,_, x,

s 1 . n + 1
kerj, o = — _}/:2__ (kerp x - kei, x) — p kerg, %,
keig,, x = — nl@ (ker, x 4 kei, x) — kei,_; x,

. 1 . n .

keigy, x = —— (ker,x — keipx) — keigy, x .

1]

Circular Plates on Elastic Foundation Submitted to Periodic Load. — Thin isotropic cir-
cular plates of constant thickness on an elastic Foundation, submitted to periodic load, are
dealt with. The theory presented permits to analytically determine the deformations and
stresses induced by such loads, applied along a circular arc, whose Fourier-series is familiar.

Elastisch gebettete Kreisplatten mit periodischer Belastung. — Behandelt wer-
den periodisch belastete elastisch gebettete, diinne, isotrope Kreisplatten konstanter Dicke.
Mit Hilfe der vorgefiihrten Theorie kénnen alle Verformungen und Beanspruchungen ermittelt
werden, die durch eines Kreisbogens entlang angewandten Belastungen hervorgerufen worden
sind, deren Fouriersche Reihe bekannt ist.

Miiszaki Tudomdny 60, 1980
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