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PACZELT ISTVAN*
A MUSZAKI TUDOMANYOK KANDIDATUSA

[Beérkezett: 1981. augusztus 27-én]

A jelen tanulmény egy szdmitdstechnikailag egyszerfien realizalhaté eljarast
ismertet a surléddsnélkiili érintkezésnél fellépd érintkezési nyomdas megoszldsanak opti-
maldsdra. Oly médon keressiik a p nyomds maximuménak minimumat, hogy az érint-
kezési tartoméany hatdrdnak kozelében a nyomas lefutdsa biztositsa azt a feltételt, hogy
a terhelés dtadasédnal kialakulé fesziiltségallapot az érintkezési tartomédny pontjaiban
ne legyven szinguldris. Ezt a testek hatarolé felilletének megfeleld kialakitdsaval érjiik
el. Az optimalizdlt alakot linedris programozasi feladat megoldasabél nyerjiik. Tétele-
ket dllitunk fel a p vezérlésével kapcsolatosan, vizsgiljuk a siirlédési teljesitmény-
veszteség hatdsat a pp,y minimalizdldsdra. Vékonyfali héjaknal, lemezeknél, illetve
prizmatikus tartéknil az optimalizdciénal kialakulé falvastagsdg valtozds hatasit a
hatdsfiiggvény Taylor-sor szerinti sorbafejtésével vessziik figyelembe. Vizsgaljuk véges-
elemes elmozdulds médszer esetében a hatdsmadtrixnak, ismert terhelésbél szdrmazé
elmozduldsoknak és ezek hézag szerinti derivaltjainak elgallitdsi kérdéseit. Szampélda-
kat mutatunk be a p vezérlésére sikbeli gyfirfialaku testek érintkezése esetén, tovabb4
az érintkezési nyomdssal aranyos kopds iddbeli lefolydsat is vizsgaljuk.

1. Bevezetés

A tervezdmérnokok arra torekednek, hogy a terhelésatadasnal kialakulé
fesziiltségallapot szingularitdsokat ne tartalmazzon, a maximalis redukalt fe-
sziiltség, a testek egymason t6rténd elcsiszasa esetében keletkez§ sirlédasi tel-
jesitményveszteség és kopas kicsiny legyen.

Azokban az esetekben, amikor a terhelésatadas a testek kozott érintkezés
formajaban valésul meg, az érintkezésben allé testek feliiletének megfelel§ sza-
balyozasaval, kialakitasaval, egyes mechanikai mennyiségeket optimalni lehet.

Optimalasi feladat lehet az érintkezési nyomas maximumaénak minima-
lasa (min max p), vagy az érintkezési nyomas fiiggvénynek olyan ,,vezérlése” is,
amikor a nyomas fiiggvénytSl a zérus értékhez torténd sima atmenetet is meg-
kéveteljitk a min max p cél elérése mellett.

Nyilvanvalé, hogy a min max p értékét a széban forgé érintkezési tarto-
miny nagysiga is befolyasolja. Az utébbi novelésével a nyomés maximuma
ugyan csbkken, de a testek egymason torténd elcsiiszasa esetében a sirlédasi
teljesitményveszteség n6. Ezekben az esetekben a tervezdnek a szerkezet miiko-
désével kapcesolatos kivanalmakat is figyelembe kell vennie akkor, amikor el-
dénti, hogy az ellentétes hatasok kozill melyik kapjon nagyobb silyt.

* Dr. Paczelt Istvan, 3531 Miskole, Gyéri kapu 37, IIL 3.
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112 PACZELT ISTVAN

A téma gazdag irodalmabél a merev bélyeg alakjinak meghatarozasaval
foglalkozik Conry,T. F. és SEIREG, A. [1] munkaja. A féltérbenyomott tengely-
szimmetrikus bélyeg feliiletének meridian gorbéjét kvadratikus polinom alakja-
ban keresik. Az ismeretlen allandékat a min max p célfiiggvény segitségével
szamitottak ki. J6 kozelitésben kaptak meg az allandé p, = F/A értékét, ahol
F — a terhel§ erd, A — a bélyeg keresztmetszetének feliillete. Ugyanakkor a
bélyeg szélén fellépd fesziiltségallapot szingularis lett, mivel az érintkezési nyo-
mas figgvényben a szakadas megmaradt.

Tarték vonatkozasdban ZsuravLEVA, T. A. és PaNovko, J. G. [2] a kez-
deti hézag hatasat vizsgalja. Az érintkezési tartomanyt elSre kijellve, ott allan-
d6 nyomast feltételezve, keresik a kezdeti hézag értékét, amikor is a rugalmas
alap Winkler-tipusd. PAczeLrt, I. és HErpa1, B. [3] a rovid vékonyfali kérhen-
ger héjak kozotti allandé nyomist biztosité kezdeti hézagot hatirozzik meg.

Szamos munka a gorgdscsapagyak gorg6jének lekerekitését vizsgilja [4],
[5], [6]- Ezekben az esetekben a gorgd kozépss része hengeres, mig végei tala-
lomra felvett sugarral vannak lekerekitve.

SincH, K. P. és PauL, B. [4] a testeket végtelennek tekintik, ami nyilvan-
valéan pontatlansigot okoz, kiilonésen a lekerekitett végeken. Szamitdsaik
szerint a maximalis nyomas csékkenthetd, ami a gorg6scsapagy élettartamara
kedvezd befolyast gyakorol.

HARNETT, M. J. [6] is a végtelen féltérre vonatkozé sszefiiggéseket hasz-
nalja fel a hatasmatrix meghatarozaséara. Térbeli 4brai a nyomasmegoszlasarél
adnak igen szemléletes képet.

Haug, E. J. és Kwak, B. M. [7] a min max p értéket a test peremének
(felilletének) megvaltoztatasi mértékére eldre adott korlat mellett keresi a vé-
geselemes elmozdulasi médszer felhasznalasaval.

Megallapithaté, hogy a fenti munkék egyikében sincs az érintkezési nyo-
mas lefutasanak képe eldirtan vezérelve.

A jelen munkiban ennek a kérdésnek megoldasat keressiik.

2. Az optimalasi probléma megfogalmazasa

Az altalanossag megszoritasa nélkiil vizsgaljuk az 1. dbran vazolt lineari-
san rugalmas rendszert. Feltételezziik, hogy a felléps elmozdulasok, alakvilto-
zésok kicsinyek. a testek kdzotti sirlédas — az érintkezési nyomas meghatéaro-
zasakor — elhanyagolhatg.

2.1. A surléddsnélkiili érinthezési feladat feldllitdsa

Terheletlen allapotban a két test kozott az n! iranyaban mért kezdeti
hézagot jelélje b, = h,(x), ahol az x az (x', x?) feliileti koordinatat jeldli; legyen
n! az elsS test feliilletének kiilsé normalisa. Az elsd testre haté ismert erdrend-
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fjkh‘v 7
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1. dbra. Az érintkezésben 4ll6 rugalmas rendszer elemei: az 1 jeldi merevtestszerii elmozdulés-

sal rendelkezd test és a 2 jeldl merevtestszer(i elmozduldssal nem rendelkezd test. 2 — a sz6éba-

johetd érintkezési tartomény, hy kezdeti hézag értelmezése [F,, M,] — az l-es testre haté is-
mert kiils§ terhelés 0 pontra vonatkoztatott redukalt vektorkettdse

szernek a koordinitarendszer kezdGpontjara szamitott vektorkettdse legyen
[Fo, My], az Q széba johetd érintkezési tartomanytél tavoli helyen (ideiglene-
sen) megfogott test Green-fiiggvényét jelolje H(x, x’): ami fizikai tartalmat
tekintve, a feliileten haté n'(x’) normalis iranyd egységnyi terheléshez tartozé
n'(x) irdnyd elmozdulasnak felel meg, mig a 2-es testen a hatasfiiggvény legyen
H(x, 2).

Jelolje az 1-es ideiglenesen megfogott és a 2-es merevtestszerii elmozdu-
last nem végzé testekre haté, ismert erérendszerekbgl szarmazé Q tartomany-
beli n' iranyi elmozdulasokat f(x) és f%(x), tovabba az elsé test merevtestszerd
elmozdulasabél szarmazé, ugyancsak n'(x) x €2 irdnytelmozdulast d(x). Legyen
a helyvektor R, az elemi feliilet dS.

Ekkor a sirlédas nélkiili érintkezési peremértékfeladatot az

Fief F, fg n! pdS—0, (2.1)
MEM, - | Rxn'pdS=0, (2.2)

elsé testre felirt egyensiilyi egyenletek, a
8(x) = [, Hw, ) p(®) dS' + @) — f1x) + hyx) — dx) >0 (2.3)

testek egymasba hatolhatatlansagat kifejezd egyenldtlenség, a
p(x) >0 x€Q (2.4)
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2. Gbra. Az érintkezés-rés geometriai feltétele, ha gdef — u uly— uly + hy = 0 érintkezés, ha g >0
rés lép fel. Itt uf; = u'. n' a Q;, Q, pérbaillitott pontok elmozduldsdnak n' normilis iranyd
vetiilete, Q,0, = hy — kezdeti hézag

érintkezési nyomas nem negativ értékiiségét, illetve a

px) >0, glx)=0 =x€Q, (2.5a)

érintkezési, a

px) =0, gx) >0 =x€Q, (2.5b)
rés feltételhez tartozé egyenlet-egyenlétlenségek, illetve a beldlik kévetkezd
p(x)gx)=0 x€Q (2.6)

feltétel jeloli ki. Itt a koordinatarendszer kezdd pontjaval egybeess elsé test
pontjanak Ap eltolédasabél és kornyezetének A, merevtestszerd elforduldsabél
szarmazé Q tartoméanybeli merevtestszerii elmozdulas

d(x) = Ap - n'(x) + Ay X R - ni(x), (2.7)
mig a rugalmas rendszerre vonatkozé hatasfiiggvény

H(x, x’) = HYx, x’") + H¥*x, x’),
Q=09,+ Q,.

A megoldas megkeresését megneheziti az a tény, hogy Q, és 2, tartomanyok
el6zetesen nem ismeretesek.
Bizonyithaté, hogy a (2.1) —(2.8) alatti érintkezési feladat megoldasat az

L=1+2z -F+ Apy-M (2.9)
Lagrange-féle fiiggvény
6pL20? PZO,alpL=O, 6'AML:0 (2.10)
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szabdilyok szerinti varialasaval is megkaphatjuk [8, 9]. Itt
ﬂc=%J J p(x) H(x, z') p(x’) dS’ dS —f (fi—fi—h)pdS (2.11)
Q2J 2 0

tovabba a 8, az x valtozé szerint vett elsd variaciét jelenti. Ily médon az
érintkezési feladat megoldasat a

min {{I,| p>o, F =0, M= 0} (2.12)

kvadratikus programozasi feladat megoldasa révén kapjuk meg.

2.2 Az érintkezési nyomdsfiiggvény vezérlése

Altaldban a nem-optimalt alaki testek kozotti érintkezésénél kialakulé
érintkezési nyomas erdteljesen valtozé jellegli (pl. szimmetrikus kialakitasd és
terhelésii sikbeli testeknél a 3-a abran feltiintetett fiiggvény szerint valtozik).
Célunk a maximalis érték csékkentése mellett a nyomasfiiggvény lefutisanak
vezérlése,

A vezérlést az Qgp felett értelmezett

%2 = % (Pmax> P» %) >0 =x¢ 'Qopt (2'13)

egyenldtlenséggel kivinjuk leirni. Ez a tartomany természetesen eltérhet az Q,
tényleges-, illetve az optimalas nélkiili feladatnal felvett 2 széba johet8 érint-
kezési tartoméanytél. Annak megvialasztasat a szerkezet milkodése szabja meg.

Ha a y fiiggvénytsl megkivanjuk, hogy biztositsa azt, hogy az Q,,, tar-
tominy barmely x pontjdban az érintkezési nyomas értéke ne haldja meg a
Pmax V(x)-szeresét, akkor a vezérl fiiggvény

X(x) = (x) Pmax — P(x) >0, x E'Qopt (214')

alaki, ahol 0 < v(x) < 1, prax 2 max p. A felvett v(x) vezérls fiiggvénybsl
P(x) < pmax kovetkezik.

Vizsgiljuk a v(x) vezérld fiiggvény néhany lehetséges alakjat egyvaltozés
esetben (x = x1).

1. Az x € Q,; tartoméany felett a

v(x) =1 (2.15)
fiiggvény (3-b abra) az érintkezési nyomas 4llandésagat biztosithatja.
2.A
vix)=1, 0<x<L,
(2.16a, b)
v(x) = L, __ 1 %, Li<x<L
Li—L L-L ’
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a. P
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3. dbra. A p érintkezési nyomas fiiggvény és a kiilonboz6 tipusd v(x) vezérls fiiggvények egy-
valtozés esetben

vezérlés (3-c abra) trapéz alaki nyomas-megoszlast eredményezhet.
3. C! osztalyd atmenetet biztosithat a

v(x) =1, 0 <2< Ly
Ll x‘—Ll

s, i
3 —) +2
T Kk

(2.17a, b)
3
] NS

vezérl§ fiiggvény (3-d abra), hisz az x — L, és az x = L, helyeken dv(x)/dx = 0.
Megjegyzés-1: Az 1.-beli eset kétvaltozoés esetre is érvényes.
Megjegyzés-2: Amennyiben az x € 2, tartoméany pontjaiban az x = L,+-0

helyen a kiilsG terhelés zérus, dgy a C! osztalyd atmenetet biztositd vezérléssel
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L)

(az 1. testre haté terhelés redukalt vektorkettdstdl fiiggden, 1asd az alabbi téte-
leket) elérhetd, hogy a terhelésatadasnal az x € 2, tartomanyban a fesziiltség-
allapot ne tartalmazzon szingularis pontot, ugyanis a 6,y = —p normal fesziilt-
ségben nem 1ép fel szakadas.

[2.3 Tételek a pya,-al kapesolatosan

Az alabbiakban a maximélis nyomas értékével kapcsolatos tételt fogal-
mazzuk meg. Feltételezziik, hogy az 1-es test vagy merevtestszeril z = x3 ira-
nyi eltolédéassal, vagy y = 2? tengelykoriili elfordulassal, vagy mindkettvel
rendelkezik. Felmeriil a kérdés, lehet-e szamitasainkban y(x) = 0 x € 2, érték-
kel dolgozni, és ha igen, milyen esetekben, a v(x)-t5l hogyan fiigg a ppmay?

Ezt a kérdéskort az alabbi megjegyzéssel vezetjiik be.

Megjegyzés-3: Amennyiben az 1l-es test csak merevtestszeri (fiiggdleges)
eltolédassal rendelkezik, igy az 1. alatti v(x)-el nyert p(x) = ppna, maximalis
nyomés értéke kisebb lesz, mint a 2. és 3. alatti vezérl§ fiiggvény esetében ka-
pottak. A pp., akkor lesz minimélis —a (2.1)-b&l nyert fiigg6leges irany erdk
egyensilyéat is figyelembe véve —, ha a (2.14) egyenléség formajaban all fenn,
azaz p(x) hozzasimul a v(x) ppnay ..burkolé gorbéhez”. Kovetkezésképpen pmax
annél kisebb, minél nagyobb az

I= ‘[Qm v(x) dS = ﬁ v(x) dx

integral értéke.

Allitasunkat a kovetkezSképpen lehet konnyen belatni.

A (2.1) egyensilyi egyenletet a (2.14) felhasznalasaval és az n (x) = e,,
F, = F,e, feltételezéssel felirva, azt kapjuk, hogy

L,
F=F = jgmp(x) dS= F,— fo p(x)dx =

= Fo — [}" (4(%) Prax — 2(®)) dz = 0,

aZaz

Fy . [o 2(®)dx

Pmax = —F 71
amibél p,,,, minimuméat akkor nyerjiik, ha
[y 2@ dx = 0= g(x) =0,
vagyis, amikor a p(x) hozzasimul a v(x) pp., fiiggvényhez. Itt
I= .":' v(x) dx.
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Ebbdl kovetkezik az alibbi tétel.

Tétel-1: Ha az 1-es test az érintkezés-elvilas geometriai feltételét kijelsls
n'(x) =le, x €2, irdnyd merevtestszeri eltolédassal rendelkezik, akkor az op-
timélési feladat esetében p(x) = v(%) pmax €8 Pmax annal kisebb, minél nagyobb
az

I f o, V(@) dS
integral értéke.
Az 1.—3. esetbeli vezérléskor a 2. abra jelolését figyelembe véve, a sz6ban
forgé integral értéke
I, =L, + (L, — L),

12:L1+#,

11
=S o (e T00,

1
Mo A
|7 X' =X
’ % L, \2
3=z '

X3=Z‘

4. dbra. Az érintkezési nyomads vezérléséhez kapesol6dé abrdk. Az 1 jelii test a) merevtestszerii
eltolédassal, b) merevtestszerii elforduldssal, ¢c) mindkettdvel rendelkezik
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AZ ERINTKEZESI NYOMAS MEGOSZLASANAK OPTIMALIZALASA 119

azaz

Il >I2>IS’

tehat a min p,,, szempontjabél a legkedveztlenebb a 3. eset, de a fesziiltség-
allapot szingularitasinak elkeriilése céljabél ez a legkedvezdbb.

A (2.2) egyenletbdl ni(x) = e, x € 2 ,, My = — M, e, feltétel mellett — a
‘I'étel-1-nél tett megfontolasok alapjin — kovetkezik a

Tétel-2: Ha az 1-es test y tengelykoriili merevtestszerii elfordulassal ren-
delkezik, akkor nl(x) = e, x € Q,, x* > 0 esetében az optimalasi feladatnal ki-
alakulé érintkezési nyomas p(x) -= v(%) pmax,» tovabba p.,, annal kisebb,
minél nagyobb az

I= . xlv dS

. Qopf.

integral értéke.

A (2.1) és a (2.2) egyenletek egyiittes vizsgilatabdl az alabbi tételt fogal-
mazhatjuk meg.

Tétel-3: Abban az esetben, ha az 1-es test z tengelyiranyd merevtestszeri
eltolédassal és y tengely koriili elforduldssal rendelkezik, akkor az nl(x) = e,,

xt >0x¢€ Q, feltétel mellett a
F, M
Po ™t = :
[, vds xlvdS
. gopt o -Qop'.

egyenliség fennillasakor az optimalizaciés feladatnal a p(x) érintkezési nyomas-
fiiggvény hozzasimul a v(x) ppa, fiiggvényhez. A p,, == p,annél kisebb, minél
nagyobb az _sigopt v dS vagy az j'gm x! v dS integral értéke.

Igazolds: Az e, és e, egységvektorokkal skalarisan megszorzott (2.1) és
(2.2) egyenletekbe a (2.14)-en keresztiil kifejezett p(x)-et behelyettesitjiik, majd
rendezziik azokat, aminek eredményeképpen a

E) + J.Domx ds

Pmax = )
f vdS f vdS
. ﬂop' Qopt
illetve a
M, jgm xly dS
Pmax = .
f 2 vdS J 2 vdS
$npy -Qopt

kifejezésekhez jutunk. y(x) >> 0 esetében a y(x) fiiggvényt tartalmazé integralok
pozitivak, és ezért min pn,,-ot csak akkor kapunk, ha y(x) = 0 az x €2, tar-
toményban, ez pedig csak a tételbeli egyenl8ség esetében all fenn.
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A fenti tételb6l azonnal kévetkezik az alabbi
Tétel-4: Amennyiben az l-es test z iranyd merevtestszer( eitoiédasakor
és y tengelykoriili elforduldsakor

F = M,

L}optvds fgoptxlvds ’

gy mindig lesznek olyan pontok, ahol

%(x) = v(%) Pmax — p(x) >0,
tovabba py., > p,.
A fentiekben n'(x) = e, x €Q
ez nem all fenn, dgy a Tétel 1 —4 helyett az aldbbiak fogalmazhaték meg:
Tétel-5: Az 1-es test e, iranyu merevtestszeri eltolédasakor a p,,, akkor
lesz a legkisebb, ha 4(x) = 0 és a v(x) olyan, hogy a

egyenldséget tételeziink fel. Amennyiben

] e.-ntvdS
J Qopt
integrél értéke 2 0 < v <1, e, - n' >0 x€ Q,, feltétel mellett a lehets leg-
nagyobb.

Igazolds: A (2.1) egyensiilyi egyenletet e, egységvektorral megszorozva,
majd a (2.14) felhasznilasaval kifejezett p(x)-et ebbe behelyettesitve, és a ka-
pott egyenletet rendezve, azt kapjuk, hogy

B Lmeas
e, -ntvdS J; e,-nlvdS
opt

Pmax = »

Qopt

amibédl a pp,, minimumat y(x) = 0-nal nyerjiik.
Tétel-6: Az 1-es test y tengelykoriili merevtestszerii elfordulasakor a p,.,
akkor lesz a legkisebb, ha y(x) = 0 és v(x) olyan, hogy az

e,- L’m RxnlvdS

integrdl a 0 <v <{1, e,- R X n' >0 x¢€ Q,, feltétel mellett a lehetd leg-
nagyobb.
Igazolds: Az 5. tétel igazolasanal tett 1épéseket az e, egységvektorral meg-
szorzott (2.2) egyensiilyi egyenletre kell elvégezni.
Tétel-7: Az l-es test z iranyd merevtestszerii eltolédasakor és y tengely-
koriili elfordulasakor, amennyiben fennall az
£ M,

— _ defpo .
J e, -nlvdS e,- Rxn'vdS
Sopt SQopt

v S¢op
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AZ ERINTKEZESI NYOMAS MEGOSZLASANAK OPTIMALIZALASA 121

osszefiiggés, igy y(x) = 0 x € Q,,,, azaz p(x) hozzasimul av(x) p,, fiiggvény-
hez. A prax = p, értéke adott terheléskor annal kisebb, minél nagyobb az

.nl ) 1
fgmez n'vdS vagy e, jaop‘RXn vdS

integral értéke az e, - n' >0, e, - R x n! >0, 0<v<1 korlatok mellett.
Igazolasa a Tétel-3-nal végrehajtott lépések értelemszerd ismétlésével
végezhetd el.
Tétel-8: Amennyiben az 1-es test z iranyd merevtestszerii eltolédassal és y
tengelykoriili elfordulassal rendelkezik, és a
F def ) & : M, iefpéw s
e,-ntvdS e, tRxnlvdS

« Hopt J Lop

feltétel teljesedik, vigy talalhaték olyan pontok, ahol

1(x) >0, )
tovabba all az, hogy
P < Pmax > P

Megjegyzés-4: A Tétel-5—8-ban feltételeztiik, hogy az l-es test e, iranyu
merevtestszeri eltolédassal és y tengelykoriili elfordulassal rendelkezik. Forma-
lisan a tételek érvényesek arra az esetre is, amikor a merevtestszeril eltolédas
4ltalanos ismert e iranyt, ill. a szogelfordulas az ugyancsak ismert e, vektorral
parhuzamos. Ekkor aze — e, és az e, — e, megfeleltetéssel a Tétel-5—8 alattiak
érvényben maradnak.

Megjegyzés-5: Ismeretlen iranyid merevtestszerd eltolédaskor, illetve szég-
elforduldskor a (2.1) és a (2.2) egyenletekbe a (2.14)-bél kifejezett p(x) behelyet-
tesitése utan, az

F, — PmaxJ‘_Qopt n'vdS + Jg

v M, - pmax'rgm R xnlvdS + fnm Rxn! ydS =0

nlydS=0,
t

op!

egyenletekhez jutunk. Ekkor a y = 0 simul4shoz a
P&=F0x/.]9 e,-nlvdS (x—>y—2)
opt
pé‘,’ﬁ:MoX/ex-j Rxn'vdS (x >y~ 2)
-Qopt
mennyiségek definiildsaval a
Péx = P&y = p&: = pd% = ply = pi?

egyenléség teljesedésére volna sziikség az e, - n! >0,aze, - R X n! >0és a
0 < v(x) < 1 kotottségek mellett. Ez gyakorlatilag nem all fenn !
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2.4 Az érintkezési nyomds és a kezdeti rés meghatdrozdsdra szolgdlé optimalizdciés
feladat feldllitdsa

A vezérelt nyomést olymédon kivanjuk biztositani, hogy feltételezziik az
Q,, tartomanyban a relativ g hézag (rés) zérus értékét. EbbSl adédéan a testek
egymasba hatolhatatlansaganak feltételét kifejezd (2.3) egyenldtlenség helyett a

g(x) = fg' H(x, x") p(x')dS’ —{—fz(x)—f‘(x) + hy(x)+4h(x) — d(x) =0 (2.18)

egyenl6ség irhaté. Itt Ah — a kezdeti hézag megviltozasa, amit az elsG test
kontirjanak megviltoztatasaval kivinunk biztositani.

Ily médon a (2.1)—(2.2) egyensilyi egyenletek, a vezérlést leiré (2.14)
egyenlStlenség és az eldbbi (2.18) egyenldség, mint mellékfeltételek (korlatok)
mellett keressiik a p,,, minimumét. Vagyis az optimélasi feladat az alabbi:
Keressiik a p,, minimumat az

. Fef F(,—L

0]

n'pdS=0, (2.19)
Pt

Met M, — [g RX n!pdS =0 (2.20)

o dopt

egyensiilyi egyenletek, a

golx) = [, H(x =) p(x')dS’ + fx) — () + by (x)
— d(x) + Ah(x) =0 e (2-21)

érintkezés geometriai feltétele, tovabba a vezérléssel kapesolatos
#(%) = (%) Pmax — P(%) = Q (2.22)
egyenldtlenségi feltétel mellett, azaz a
min {ppay | F = 0. M = 0; p(x) > 0, gy(x) = 0, x(x) > 0x€ Qope} (2.23)

linearis programozasi feladat megoldasa révén jutunk a kitidzott cél megoldasa-
hoz.

Megjegyzés-6: Azokban az esetekben, amikor a p(x) fiiggvény hozzasimul
a v(x) pmax burkolé fiiggvényhez, az egyensilyi egyenletekbdl py,,, ismertté
valik és a go(x) = 0 egyenletbdl a Ah(x) — d(x) = l(x) értéke kozvetleniil meg-
hatarozhaté. Ily médon linearis programozasi feladat megoldasaranincesis sziik-
ség.

A d(x)-et oly médon tudjuk meghatarozni, hogy a merevtestszerii elmoz-
dulissal rendelkez6 test szabadsagfokanak megfeleld szami pontban a kezdeti
hézag Ah(x) megvaltozasat zérusra irjuk els. Ezéltal a d(x)-ben szerepls Ag,
illetve A, ismertté valik.
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Megjegyzés-T: A (2.21) felirasakor feltételeztiik, hogy a Ah(x)-b6l adédéan
a H(x, «°), illetve az f'(x) elmozdulisok megvaltozasanak mértéke jéval kisebb,
mint a 4h(x). Amennyiben ettdl nem tekinthetiink el, tigy a hatasfiiggvényt és
az ismert elmozdulisokat Taylor-sorba fejtjiik:

"o X 0H(x, x’) 0H(x, x") ,
H(x,x') = H(x, ') + o) kAh(x) +“{)h(x’) kAh(x)+... (2.24)
x) — of (x)
f(x) = fulx) + Ph(x) kAh(x)+ (2.25)

ahol a k alsé index a kezdeti geometridnal vett értékre utal.
Ekkor a (2.21) helyett a sorbafejtés linearis tagjaival

8o(%) = Jo,m Hy(x, x") p(x’) dS" + fi(x) — fi (x) + hy(x)

—1r(x)
+ Ah(x) — d(x)

0H(x,x")

, nger o Of(x) -
h(x)+h(x x’}dS Ah(x) = 2.26
~ () ) pt) a5+ B s =g (2.20

egyenlet irhatd, mivel

0H(x,x") _ 0H(x,x’)

Ph(x) oy IO =IE =1

A szaggatott vonallal aldhizott integral ismeretlenek szempontjabél nem
linearis vagyis a (2.23) feladat a (2.26) alatti g,(x) = 0 feltétellel mar nem jelent
linedris programozasi feladatot.

Amennyiben az optimalizaciés érintkezési feladatot iteracié tjan kivan-
juk felépiteni, akkor az els6 lépésben a dH/oh = 0, df/0h = 0 bsszefiiggéseket
tételezziik fel, majd a kapott p érintkezési nyomast betéve a szaggatott vonallal
alahizott integralba, az integral a Ah(x)-ben linearis lesz, és igy a (2.23) feladat
ismételten lineiris programozasi feladatnak felel meg. A megoldasbél kapott p-t
ismételten behelyettesitve az emlitett integralba, a (2.23)-at djbél megoldjuk.
Az iteraciét mindaddig folytatjuk, mig az egymast kovetd I-1, I-edik iteracio-
ban kapott nyomasokra

|p'(x) — p =) < e
vagy a kezdeti hézag megvaltozasra vonatkozé
|AhY(x) — ARV Yx)| < ¢
egyenlétlenségek fenn nem allnak, ahol ¢ és ¥ elirt kicsiny értékek.
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A megoldasnak a fentiek szerinti felépitésekor, a H(x, x°), f(x) figgvénye-
ket, illetve azok derivaltjait a kezdeti alakhoz tartozéan szamitottuk ki, s nem
allapitottuk meg minden iteracié utan ezeknek a megvaltozott geometridhoz
tartozé értékeit.

A megoldas ilyen felépitése akkor johet széba, amikor a 4h megvaltozasa
nem jelentds. Természetesen a (2.24), (2.25) alatti sorbafejtéseket vékonyfald
szerkezeti elemek érintkezésekor a falvastagsag szerinti sorbafejtéssel is helyet-
tesithetjiikk. Ekkor a

H(x, x") = Hy(x, %) + a—f({)%(’;—’)l Ab(x)+ ...,
x)
f(®) = filx) + Bf((x)) Ab(x) + ...,

képletekbdl és az alabbiakbél latni fogjuk, hogy éallandé vastagsigi kezdeti
szerkezeti elemek esetében a derivaltak kiszamitésa igen egyszeriivé valik.

Péld4ul prizmatikus tarték esetében, mivel a hatasfiiggvény és a kiils§
terhelésb@l szarmazé elmozdulés formailag

Hmwhvﬁmmm,ﬂ@=%ﬂ@

alakban Allithatdk eld, ezért a szébanforgé derivaltak a

OH(x,2) 35 . O®) __ 35
9b(x) ) 57 )

osszefliggésekkel szamithatodk.
Ekkor, ha a /Ah(x) kezdeti hézag valtozast az egyik elem falvastagsaganak
valtoztatasaval érjiik el, akkor

Ah(x) = b, — b, (2.27)

azaz a 4h, a kezdeti falvastagsag és az optimalasnal kialakulé falvastagsag kii-
16nbségeként all els.

A fentieket figyelembe véve, a (2.26) helyett — feltételezve, hogy a 2-es
jelii test falvastagsdgdt valtoztatjuk meg — a relativ rés értékére a

-~

mm:J Hy(x, %) p(x') dS’ + f(x) — fi(x) + hy(x)

- BRx) — B(x) — d()
(] ) ) s — B () ple) 8
o o | ) 7 P I TR
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of *(x)
4 b¥(x) — b¥x)) =0 2.28
PACICORER) (2.28)
kifejezést irhatjuk. Az érintkezési feladat iteraciés viton térténd megoldasanak
felépitése azonos a fentiekben javasolttal.

2.5 Tovdbbi optimalizdciés problémdk
2.5.1 Vezérelt kezdeti hézag viltozdssal kapcsolatos optimalizdciés feladat.

Gyakran az érintkezési nyoméas maximuménak minimalasat, gyartastechnols-
giai szempontokat is figyelembe véve, a peremviltoztatas mértékének vezérlé-
sével biztositjdk [7]. Ekkor a programozasi feladat

min {Pmax I F=0,M=0; Pmax _P(x) >0,
p(x) >0, g,x) > 0, v+(x)4+ — Ah(x) > 0,
—v7 ()4~ + Ah(x) > 0, € Qo) (2.29)

ahol 4+ >0 és A~ < 0 a peremvaltoztatis maximumainak adott értékei.

Mivel a p(x) go(x) = 0 x € Q2 feltétel nincs ellendrizve, ezért a diszkreti-
zalas utan kapott véges dimenziéju linearis programozasi feladat megoldasat
ellengrizni kell ennek a feltételnek a szempontjabél is. A megoldast a kévetkezd
lépések révén kapjuk meg [7]: El§szor is megoldjuk az érintkezési feladatot,
amely kijeloli az 2, és az Qg tartoméanyokat, majd fixslva az Q) és Q; tartoma-
nyokat, az Q felett minimaljuk a p nyomast. A linearis programozasi feladat
megoldasakor természetesen eldfordulbat az, hogy az 2, tartominy j jeld pont-
jaban gy > 0 lesz, illetve az £ tartomény i jeld helyen p; pozitivra adédik.
Ekkor a kovetkez§ linearis programozési feladat megoldésiahoz az Q3-be be-
vessziik az Q7 i jelii pontjat, illetve az Q p-be az Q) j jeldl pontjit. Ismetelten
megoldjuk a linearis programozasi feladatot. A fenn iteraciét mindaddig foly-
tatjuk, mig a pma, vagy az Q, tartominy azonos nem lesz az elz5 iteraciéban
kapott értékkel. A [7]-ben tartéra, illetve csap- és hiivelyfeladatra bemutatott
példik az iteracié gyors konvergenciajarél taniskodnak.

2.5.2 Az érintkezési nyomds részleges vezérlésével kapcsolatos optimalizdcids
Jeladat. Az el3z8 pontokban felallitott feladatok esetében az 2, tartomany egé-
sze felett vezéreltiik az érintkezési nyomast. Elképzelhetd olyan eset is (pl. hen-
gergorgbk lekerekitésének meghatarozasakor), amikor az Qg tartomany 2,
résztartoméanyén hajtjuk végre a p(x) vezérlését a g (x) -—= 0 geometriai feltétel
mellett (a terheléshél, a geometriai kialakitasbol kévetkezik, hogy a py,. ezen
a tartoméanyon jelenik meg), mig a megmaradé Q. — @, = Q,, részen
8o(x) > 0-t tételeziink fel, tovabba feltételezziik azt, hogy itt a kezdeti rés meg-
valtozasa adott fiiggvényen keresztiil van kapcsolatban az Q,-n kialakulé

h(x)-el.
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Jelolje az x € 2, n kialakulé kezdeti rés megvaltozasat 4h(x), mig az
x € 2, tartomanyon legyen a rés megvaltozasa Ah,(x). Feltételezésiink értel-
mében Ah,(x) = f(4h(x)).

Ekkor a (2.23) feladat helyett a

min{pp. | F =0, M= 0; p(x) > 0,
go(x) =0, v(x) Pmax — P(x) >0, x¢ Qus
8o(®) 2> 0, 4h, (x) = f(4h (%)) x€ Q) (2.30)

feladat fogalmazhaté meg.

Mivel az £2,, tartominyon a p(x) g,(x) = O feltétel nincs ellendrizve, ezért
az optimalizaciés feladatot az €l5z§ alpontban ismertetett iteracié segitségével
oldhatjuk meg.

2.5.3 Az érintkezést fesziiltség maximumdnak minimdldsa a sirléddsi telje-
sitményveszteség figyelembevételével. Az érintkezési nyomas integralja az Q,p
tartomény feletti IV ,,normal erdt’ szolgaltatja:

= | !
N Jnmp ds}. (2.31)

Amennyiben sikbeli testeket vizsgilunk, és azok elcsiisznak egymason
(minthogy sirl6désnélkiili érintkezési feladatot szamolunk, az elcsiszés a testet
jellemzd sikra merdlegesen torténik), igy a fellépd sirlédéerd aranyos az IV erd-
vel. Adott s cstiszasi sebesség esetében

P= SL pdS ¢t NO (2.32)
opé

teljesitményveszteség jon létre.

A min p.,,, meghatirozasakor egyrészt eljarhatunk gy, hogy megkove-
teljiik a fellépd teljesitményveszteségtdl annak adott értéken valé alulmarada-
sat, azaz

Pyuw—ON>0, (2.33)

masrészt a célfilggvényt

Pmax + YN (2.34)

alakban allitjuk el§, vagyis a y értékének felvételével szabélyozzuk kozvetve a
veszteség silyat.
Az els8 esetben a linearis programozasi feladat az alabbi:

min { prax | F =0, M = 0; p(x) >0,

v(x) Pmax — p(x) >0, go(x) =0 x¢€ Qopts
Pyt — ON > 0}, (2.35)
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mig a masodik esetben:

min{pmax+wfgoptpdS|F=0,M=0; p(x) >0,
8o(%) =0, (%) Prmax — P(¥) =0 %€ L} (2.36)

Vizsgiljuk meg, hogy a (2.36) alatti feladatnak van-e mindig értelme.
Ezzel kapcsolatban ill a kévetkezd tétel:

Tétel-9: Amennyiben az érintkezési feladatban az n! kitiintetett irany
nl(x) = e, x € 4p,1igy a mereviestszerli mozgast végzs testre vonatkozé (2.1)
egyensilyi egyenlet értelmében

J' pdS = F, = adott,
Qopt

kovetkezésképpen a (2.36) alatti feladatnak csak p = 0 esetében van értelme,
illetve amennyiben

Pagort < O J.Q thS=@FOs
opf

gy a (2.33) nem all fenn, vagyis a (2.35) feladatnak nincs megoldasa.
Tétel-10: Amennyiben n'(x) > e,x € Q2,p4, akkor a széban forgé egyensiilyi
egyenlet

Fo—ez-JngmnlpdS =0,
alakii, és mivel 0 < e, - n! < 1, ezért

Fo——fgmpds<0,

kovetkezésképp a (2.36) feladat felallitasanak van értelme.

Tétel-11: Amennyiben az érintkezésben all testek koziil az egyik test a
masikhoz képest merevtestszerfien elfordulhat, vigy a (2.2) egyensilyi egyenlet
értelmében

_ 15dS —
M, f%‘nxnp S -0,
és igy a (2.36) feladat felallitasanak van értelme, hiszen az

pdS

-Qopt
integralnak nincs elére lerogzitett értéke.
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Tétel-12: Amennyiben az érintkezésben 4llé testek egymishoz képest
merevtestszeriien eltolédnak és elfordulnak, 1vigy a kitiintetett iranyra vonatko-
z6 ni(x) = e, x € Qqp feltétel teljesiilésekor a Tétel-9 értelmében a (2.36) alatti
optimalasi feladatnak csak y = 0 esetében van értelme.

2.5.4 A csiisztatd fesziiliség maximumdnak minimdldsdval kapcsolatos opti-
maldsi feladat. A golyds,gorgds csapagyak élettartamanak szempontjabél ked-
vezdtlen az érintkezési tartomany alatti pontokban kialakuls, — a golyénak
vagy gorgének a palydn torténd legordiilésével parosulé—valtakezé eldjeld
cstsztaté fesziiltség. A maximalis csticsztaté fesziiltség csokkentése az élettar-
tam novekedését eredményezi. A szerkezet miikodésébsl adédéan mindig ki
lehet jel6lni a test olyan

Ve (e=1,2)

tartoméanyit, ahol a csisztaté fesziiltség maximalis. Ily médon az alabbi opti-
malasi feladatot fogalmazhatjuk meg:

min{rmax|F=0, M=0; p>0,
Bl) = 0€ Dopt' Tows = |, T(5#) p(x') 45" > 0
£ eV, e=120 (237

ahol T%(x, x’) — a 7 fesziiltségekhez tartozé hatasfiiggvény az e jeld test vonat-
kozasaban.

A p(x) vezérlésének biztositasakor a (2.14) mellékfeltételt is szamitasba
kell venni. Ebben az esetben az optimalis kialakitast a

min {Tmax -+ 7’PmaxlF =0, M= 0; P(x) >0,
v(x) Pmax — P(x) >0, go(x) =0 x¢€ -Qop H

Tmax — |, T #) () dS' 2 0 x€ Vi, 0 = 1,2} (238)

feladat megoldasa révén hatarozhatjuk meg.

A (2.37), (2.38) feladatok megoldasanak konkrét szamitdsakor a V7 tar-
tomanyban a 7 csisztatéfesziiltség ,.feltérképezése’ miatt a szamitasi idd tobb,
mint azon feladatoké, amelyekben a mellékfeltételek csak az x € 2,y tartomény-
ra vonatkoznak.

3. A (2.12) programozasi feladat megoldasa

A feladat kozelitd megoldasat valasztva, az ismeretlen lefutasi p(x) nyo-
masfiiggvényt a végeselemes médszer alapjan

px) =P*x)p, p=>0, x€ Qopt (3.1)
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alakban kézelitjiik meg. Itt P*(x) — az approximaciés sorvektor, p — az érint-
kezési nyomas diszkrét pontbeli értékét tartalmazé vektor (fizikai tartalma a
P*(x)-ben hasznilatos P/(x) koordinitafiiggvények felvételétdl fiigg [3]).
A (3.1)-nek (2.11)-be, illetve (2.1), (2.2)-be t6rténd behelyettesitése, majd a ki-
jelolt integralasok elvégzése utan formailag a médositott kiegészits energia

ﬂcd-ép*Hp—p*t, (3.2)
illetve az egyensiilyi egyenletek
F

—|=>6*p —q=20 3.3

[ M ] P—q (3.3)

alakidak, amibél a (2.10) alatti varialasi feltételeket figyelembe véve, a

5PL:>6p*—%§=6p*(ﬂp—t—G7\)Eép*g_>_O (3.4)
6L,_LML:>57\*%=6X* G*p—q)=0 (3.5)

osszefiiggések kovetkeznek.

A (3.4) egyenlStlenséghdl p > 0 mellett op* > 0-nal g >> 0, mig ha a Sp*
tetszbleges, akkor g = 0 adédik. Ily médon a g-t altalanositott rés vektornak
lehet tekinteni. A (3.4)-bél egyenest &

p=>0,2>0, p*'g=0 (3.6a—c)

kévetkezik. Eziltal a (2.12) helyett az érintkezési feladat megoldasat a
min'{p*glpz(),g:—G7\+Hp—t20,G*p—q=0} (3.7)

kvadratikus programozasi feladat megoldasan keresztiil kapjuk meg.

Lathaté, hogy a (2.5)—(2.6) feltételeket a (3.6) alattiakkal helyettesitet-
tiik. Ez alapjan a kontakt nyomés munkéija zérus a g(x) rés ,,elmozdulason”,
azaz az

| o, Pd®) g(®) dx

integral értéke zérus, ha p; > 0, és megforditva, zérustél kiilonboz8, ha p; = 0.
Itt 2, az Q tartomény azon altartoménya, ahol P(x) zérustél eltérs értékii.
A (3.7) megoldasara a szokéasos eljarasok egyikét alkalmazhatjuk [10].
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4. A (2.23) alatti optimalasi probléma megoldasa

A feladatot ismételten végesdimenziéju programozisi feladatrakivanjuk
visszavezetni. E célbél az érintkezési nyomast a (3.1) szerint, mig a kezdeti rés
megvaltozasat a

Ah(x) = B*x)A  x € Qopt (4.1)

alakban kézelitjiik meg. Attél fiiggGen, hogy a (4.1) alatti h(x)-t lokalis vagy
globalis approximacié alapjan épitjiik fel, a A diszkrét pontbeli résviltozasokat
tartalmaz, illetve fizikai tartalmat nem kolesonzé dllandékbél osszeillitott vek-
tornak felel meg.

A (2.21), (2.22) diszkretizalasanak két vtjat kiillonboztethetjiitk meg:

1. A silyozott maradékok médszerét alkalmazzuk.

2. A kollokaciés médszert alkalmazzuk (diszkrét pontokban ellendrizziik).

Az 1. esetben az

Ja 8o @ PR drs |, @) Pi(a) ds
E=1,...,k)
integralokat hatarozzuk meg. Ekkor formalisan a

8o(x)=> Hyp—1t,—~GA+RA=0 (4.2)
%(x) = PmaxV — Qp >0 . (43)

egyenlet-egyenl§tlenséghez jutunk, ahol H, és G az 2 = Q,,; esetében azonos
a (3.7)-ben szereplokkel.

A 2. esetbeni =1, ...,kszimi pontokban felirva a g (x)-t és a y(x)-et,
formélisan a

go(x) > Hip —ti — G*A - R*A =0, (4.4)
2(%) ® Pmax V'~ Q*p >0 (4.5)

diszkretizalt alakokhoz jutunk.

Megjegyzés-8: Ha a Ah(x)-et és a p(x)-et altartoményonként (elemenként)
allandé értéki approximaicids fiiggvénnyel approximiljuk, akkor azt kapjuk,
hogy

Q*=RF= E egységmatrix.
(k, k)

Megjegyzés-9: Egyszeriisités céljabél a tovabbiakban nem tesziink kiilonb-
séget a HE, Hj stb. mennyiségek jelolése kozott.

Megjegyzés-10: Mivel a merevtestszerii elmozduldsbél szarmazé tag (—GA)
és a kezdeti 1és valtozasatél figgs tag (RA), mértékegységiiket tekintve mm,
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ezért az ismeretlenek szidmainak csokkentése céljabol célszerii ezek osszegét
hasznalni a programozasi feladatban:

1= —GA-+RA, (4.6)

majd a programozasi feladatban szereplS p..,, p, 1 meghatarozasa utan az
alabbi megfontolashél meghatérozni a A és a A értékeket.

Az 1-es test merevtestszerii mozgasanak I szabadsagfoka esetén I szami
pontban a kezdeti hézag megvaltozasat zérusnak irjuk els. A (4.6) egyenletet
felhasznéilva, az

L= =Gz,

= -a(xl))‘

egyenletrendszerbdl a merevtestszeri elmozdulas vektora

A= [?:(xl) ][1 ] (4.7)
S | L1
RA =11+ GA

meghatarozhaté, ahonnan az R kvadratikus matrix inverzének ismeretében a A
kiszdmolhaté. (h*(x) = P*(x) esetében R pozitiv definit.) A A ismeretében az
1-es test megviltozott peremének helykoordinataja:

Ropt(x) = Rkezdeti (x) _ h*(x) A. (4_8)

Ezek utan a Megjegyzés-10 figyelembevételével irjuk fel a (2.23) alatti
optimalizécids feladat diszkretizalt alakjat:

min {Prmax |[P>0, G*p—q=0, Hyp—t, +1=0, (4.9)
meax—-—szo}

Megjegyzés-11: Amennyiben az 1-es test e,iranyd merevtestszerd eltols-
déssal, vagy y tengelykoriili elfordulassal rendelkezik, ugy a Tétel-1, -2, vagy
Tétel-5, -6 értelmében y(x) = 0, vagyis a (4.9) alatti programozasi feladatban
1 db egyensiilyi egyenlet, k db érintkezési geometriai egyenlet és k db vezérléssel
kapesolatos egyenlet irhaté fel a py,, €s a (k, 1) tipust p és 1 vektorok meghata-
rozasira. Ily médon linearis, inhomogén algebrai egyenletrendszer megoldasan
keresztiil tisztazhaté az optimalasi feladat.
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Megjegyzés-12: A (4.9)-ben az 1 vektor elemei tetszdleges elGjeliiek lehet-
nek. fgy a feladat konkrét kiszamitasakor az 1=1+* —1-, 1+ >0, 1- > 0
transzforméciét hajtjuk végre.

Megjegyzés-13: Amennyiben a (2.23) alatti programozasi feladatban g(x)-
et a (2.26) vagy (2.28) alapjén szamitjuk, tgy a feladat diszkretizalasakor a
(2.24), (2.25) alattiakat is diszkretizilni kell.

fgy formailag (2.26)-bél kollokaciés diszkretizalasakor (a (4.2)-hoz hason-
16an) a

f
8&o(x) = Hyp —t, — GA + R+D(P)+§—h A=0 (4.10)

kifejezéshez jutunk, mivel az

o0H(x, x") : N dS’ =
J i (Ah(x) + Ah(x')) p(x’) dS

integral a

- 0H,; 0H,, #
24 —=. (4 A
oh, 1 oh, (4, + 4y) P
0Hy, 0H,,
Y| Ax) 12 V|
3h2 ( 2+ 1) ah{2 2
[ o H: oH. o0H. 7
_[90Hu {_12 _21) ... |a=D@E)a
oh, P1 oh, A5 oh, P2 ()

diszkretizéalt alakot nyeri a

on
oh

_ oHy
G4 x7) oh

jelolések fclhasznalasaval,

Itt h és Adiszkrét pontbeli hézag,ill. hézagvaltozas értékekbdl 6sszeallitott
vektorok. A g (x)-nek a (4.10)-alatti felirasa 6sszhangban van a (2.26)-nal elmon-
dott iteraciéval, amennyiben a D-ben szerepld p-t az el6z§ iteraciobol vessziik.

Megjegyzés-14: Amennyiben az érintkezésben allé testek érintkezési fel-
adatikor a testekben kialakulé elmozdulasmezdt a végeselemes elmozdulas
médszerrel hatarozzuk meg, igy a H, az f a 9H/dh és a 0f/0h elGallitasat a Fiig-
gelék szerint végezhetjiik el.
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5. Az érintkezésben allé szerkezeti elemek kopasanak hatisa
az érintkezési feladat megoldasara

A kopis elérehaladtaval a testek kozotti ,, kezdetihézag™ valtozik, és ezért
a kialakulé fesziiltségallapot, valamint a testek kozeledése is eltér a kopas meg-
kezdésekor kapott értékektdl. A tervezd, iizemeltetd mérndk szadmara érdekes
lehet a kopas hatasanak vizsgalata.

Tételezziik fel, hogy a vizsgalt sikbeli testek egymishoz képest sikjukra
merdleges iranyban elcsiisznak. Ekkor a [11]-ben hasznalatos hipotézis szerint
az x helyen keletkezd kopéas az

[1Rs(27) plas ) s 5.1)

integral segitségével szamithat6, ahol K az anyagtél, a felillet mindségétdl, a tes-
tek kozotti surlédasi tényez6t6l fiiggd allandé, s(x, 7) a testek x pontbeli relativ
sebessége, p(x) az érintkezési nyomas.

A (2.1)—(2.4) és az (5.1) alapjén az

F=0M=0 (5.2a, b)

Bx) = [ H#) ) dS” +£%0) ')+ o) —dlx)
iiT:!'[;I?s(;\:, 7) p(x,7)dr > 0, 15-3)

p(x) g(x) = 0, p(x) > 0 x€Q (5.4, b)

egyenlet-egyenltlenségi rendszer megoldisa jelenti a kopédskor jelentkezd
érintkezési feladat megoldasat.
Az érintkezési nyomast

p(x, 1) = P*(x) p(r) (5.5)

alakban kozelitjiik meg. Az idSbeli diszkretizilaskor Ar id§lépés intervallum-
ban allandé érintkezési nyomast tételeziink fel. Ekkor az i = j-1-edik idGpilla-
natot (idintervallumot) kivetd j-edik idintervallumbeli allapotot a

j—-1
min {p}“g” p;j=>0,g,=—GA;+ Hp,—t+ Z;Kpsz(),(;*pj——q=0] (5.6)
S=

programozési feladat megoldasa szolgaltatja, ahol az

r fs(x, 7) p(x, 7) d7 > S I?s,(x) Az, px)

i=0
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B

272

5. dbra. Sikbeli — téarcsa és korgyf{ir{i alakd — testek érintkezési feladata

kifejezés térbeli diszkretizalasabél nyerjiik az (5.6) alatti szummaciés kifejezést.
Itt p(x), w(x) a Az, iddintervallumbeli érintkezési nyomais, illetve sebesség
értéke.

Lathatd, hogy a kopas a A7, iddintervallumban kialakulé nyomas értéké-
vel egyenes aranyban valtozik. A K értékét kisérletekbdl ismerve, az (5.6) fel-
adatot idGlépésenként megoldva kovethetdvé vilik a kopas befolydsa az Q,
érintkezési tartomany és a p(x, 7) nyomas fiiggvény alakulisara.

6. Példak

6.1 A fentiek illusztralasara vizsgaljuk az 5. abran vazolt altalanositott
sikfesziiltségi allapotban levd 1-es jelii koralakii és a 2-es jeld korgytird alaki
tarcsak normal érintkezési feladatat. Feltételezziik, hogy a 2-es jelii test 4 pont-
janak elmozdulasa zérus, a terhelés pedig az dbrédn vazolt médon az 4, B pon-
tokat 6sszekotd tengelyre szimmetrikusan oszlik meg. Ered6jiik aszéban forgo
tengely irdnyaba mutat. A megoszléterhelés p! és p? siiriiségének értékei, az
érintkezési feladat megoldasaval tisztazott 2, tartomany felett megoszlé p
érintkezési nyomashél, a testekre felirhaté egyensiilyi egyenletek kielégitésébdl
szamithatdk.

A testek geometriai méretei: sugarak: R, = 40 mm, R, = 40,01425 mm, R; = 55 mm;
vastagsdguk: ¥ = 20 mm. Anyaguk azonos, csusztaté rugalmasségi tényez6jik: G = 73575,0
11/1]1.1(;111’{",N mig Poisson-féle tényezdjiik: » = 0,3. A terhelés fiiggbleges irdnyd ereddje: F, =

Az érintkezési nyomast 2 kszami 2 § - R; (i = 1, 2) hosszisagi ivszakasz
felett allandé siirfiségli terheléssel helyettesitjiik [12].
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20,0 /\
\
Alakhiba:
3¢°
0,002 cos 780 bid
e [\
£ \
~
Z 150
o
100 \
50
0 B A T T T ¢ 4o T T T . 4 L 4 T T T T
No: 1 5 10 15
f s=Rg

6. dabra. Az érintkezési nyomadsfiiggvény megoszldsa a tércsa pereme mentén k — 18 altarto-
mény felett constans értéki{i nyomassal torténd approximdciéval szdmolva

6.1.1 Az F terhelés hatasara kialakulé érintkezési nyomés megoszlasat
a 6. abral jelii gorbéje szemlélteti, amely jelentGsen eltér a Hertz-elmélete sze-
rint szamitottél.

6.1.2 A 6. abran a 0,002 -cos

3
18"3 nmm alakhibajd R, sugérral készitett

l-es test esetében kialakulé érintkezési nyoméas megoszlasat az alakhiba jeld
gorbe tiinteti fel. Lathat, hogy 2 ym-es alakhiba a p,,, kb. 209,-0s névekedé-
sét okozta az alakhiba nélkiili esetben kapotthoz képest.

6.1.3 Az érintkezési nyomas optimalizaldsaval kapesolatosan k = 18 db
altartomany éltal kijelolt optimalizaciés tartoméany esetében a (2.15), (2.16a, b)
és a (2.17a, b) alatti vezérlési fiiggvény felvétele mellett oldjuk meg a feladato-
kat. A C' osztalyd atmenetnél az Qs¢menet-i tartomanyt k=09,11, 13 szamy
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20,0

17,09

/\\<pt. neétkil
15,0 :

p (N/mm?2)

10,0

50

s=R,¢

7a. dbra. k = 18 altartoménnyal kijelslt 2,,¢/2 esetén az optimalizalt nyomésfiiggvény lefutdsa
allandé és trapéz alakra torténd vezérléskor

altartoméanyok altal kijelolt L, (lasd 3. abra) tartoméanyi hosszal jeloljik ki:
(k—%)-28-R,.

Az érintkezési nyomas lefutasat, illetve a kezdeti hézag megvaltozasat a
7. és 8. abrak tiintetik fel. Lathat6, hogy aTétel—5 értelmében a p(x) fiiggvény
valéban hozzasimul a v(x) py., burkolé fiiggvényhez. Az F, = 0,75 F, csok-
kentett terheléskor az F -nal optimalizalt alaki nyomaseloszlastol eltérd fiigg-
vényt kapunk. Ezekben az esetekben az 1-es test merevtestszerii eltol6dasabél
adédéan, a csokkentett terheléshez tartozé pp,., kisebb lesz, mint az optimali-
zaltnal kapott érték. :

Figyelemremélté, hogy a 8. abran vazolt kezdeti hézagviltozasok 1 = 1,5
pm-es értéke az érintkezési nyomas lényeges valtozasat okozza.

A 9. abraaz Q,, tartomany hosszanak (k altartoményok szamanak) fiigg-
vényében a ppa.-ot az N =V L,m - p(%) Rdp ,,normal erdt” és az l-es test
ko6zépsé pontjanak fiiggbleges iranyd Ap eltolédasat tiinteti fel.
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200
17,01
15,0
NE p—
£
=z
(=5
10,0
50
0 T T T T T T T T T T T T T
No: 1 8 10

s=Ri¢

7b. dbra. k = 18 altartoménnyal kijelolt Q,.¢/2 esetében az optlmahza.lt nyomasfiiggvény le-
futdsa a C! osztalyd 4tmenetet biztosité alakra torténd vezérléskor

A 9a. abran kapott eredmények 6sszhangban allnak a Tétel-1-ben meg-
fogalmazottakkal, vagyis az Q. novelésével a p., esokken, és legkisebb a
v(x) = 1 melletti vezérléskor.

A 9b. abra gorbéi jelzik, hogy az N normalerd az Q,,; névelésével szintén
novekszik. Amennyiben a testek sikjukra merdlegesen elcsisznak egymason,
gy a fellépd sirlodéers aranyos az N erdvel. Tehat, ha a tervezd azt a célt tiizi
ki, hogy az optimalizalaskor kialakulé NV ne legyen nagyobb, mint az optimali-
zalas nélkiili esetben kapott érték, akkor lathaté, hogy allandé nyomas esetében
ezt nem lehet biztositani. A trapéz alakd nyomaseloszlaskor k < 10 altarto-
manynak megfelels Q,, tartomany vehet§ csak fel. Ugyanakkor, ha megkéve-
teljilk a pray optimait = Pmax, optimalas néika egyenlGtlenséget, akkor a vizs-
gélt esetben az Q. a 9 <~ k <~ 11 szami altartomany 4ltal megadott tarto-
ményban valtozhatik csak.
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Vagyis a min p,,,, illetve min N cél elérése egymassal ellentétes kovetel-
mények. Amennyiben mindkét célt figyelembe akarjuk venni, gy a (2.36) alatti
programozasi feladatot fogalmazhatjuk meg.

Az altalunk vizsgalt rugalmas rendszer esetében v(x)-et a (2.17) szerint
megvalasztva, ay = 0; 0,1; 1; 10 esetében kapott optimalt érintkezési nyomas
fiiggvényeket lathatjuk a 10. abran.

A p = 0,1 érték még nem befolyasolja a p fiiggvényt, de mar p = 1-nél,
ha nem is valtozik a nyomas allandésaganak tartoméanya, a C* osztalyid atmenet
megsziinik. = 10-nél az érintkezési tartomény mintegy harmadéra csokken

15
=10
[ » -
3 / /,’—
- 7~
T Nitrapéz
05 4
0
-05
s=R;¢
10
/
— v /~ g
E k=13 k=11 /./ o
' YRR ety
Q/. /
0 s X
o it T R
o ’K-
./;//’ k=9
———
-05
s=Ryp

8. dbra. Optimalizalt érintkezési nyomast biztosité 4h kezdeti hézag véaltozasok

le, a ppyax mintegy 2,34-szeresére novekszik a 9 — 0-nal kapottnak. A sirlédasi
veszteség csokkenése a pp,., nagymértékii novekedéséhez vezet.

6.4 Vizsgiljuk meg az 5. dbran vézolt szerkezet kopasat abban az esetben,
ha az 1-es jelil elem a tarcsa sikjara merglegesen mozdul el dllandénak tekint-
heté6 K = 1-10~8 mm?/ N kopasi mérték mellett. Az (5.6) alatti K = <K, ...,
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200

= t. néliil

s N _opt. nelki
g \,t &z

£ gt

15,0 N

10,0
K:.8 9 10 1 2
130
= at
125 )/ <
trapéz /
L~ s 240 200 S
229 / opt. nelkil
120
fe2'c .8 9 10 n 12
45
&SF
= 40 = :
2 \
L ¥ trapez
< 24l N\-SA P
P o i, 4 ;
ASF >l$t. nelkal
N N
30 \\p * g e, oo
ok ™ \
SA \
25 o
k: 8 9 10 oo
9. Gbra. pmax, N, Ap véltozdsa az Qg tartomédny méretének (k altartomény szdménak) fiiggvé-
nyében. KESF — A4ltalanositott sik fesziiltségi dllapot, SA — sik alakvéltozés
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20,0 30,08 — 30,0°
s
Yr=10,0
[\ opt. nélkiil
«~ B0 < 250
& 1,33 | \
Wi -
- f \ ¥ =10
o 12,90
o, \ ,\II =0; 0,1
10,0 \ \
50
0 T T T T L) Ll 1] 1y 1 T T L) 1} T L)
No: 1 & 10 15

s=Re

10. abra. Optimalizalas ,kett8s” célfiiggvénnyel. Az érintkezési nyomads lefutdsa (2.17) vezérls
fiiggvény esetében p = 0, 0,1, 1, 10 silyfaktor mellett

K> diagonal matrix az elemenként allandénak tekintett p nyomés approxima-
ci6jabol adédéan.

A 11. dbra a 7 = 0, 20, ..., 60 ,,iddlépéseknél’” kialakulé6 nyoméaselosz-
last, a 12. abra a kopas mértékét, mig a 13. abra a p,,,, maximalis nyomast és
a Ap kozeledés mértékét tiinteti fel.

Figyelemre mélt6, hogy 1 um-es kopas azérintkezési nyomas maximuma-
nak mintegy 20%,-0s csokkenéséhez vezet. A kopas novekedésével az érintkezési
tartomany, és igy az N is kismértékben né. Az eredmények azt mutatjik, hogy
a Pmax csbkkenése szazalékos osszehasonlitasban jéval nagyobb, mint az N-el
aranyos surlédési veszteség novekedése.

Milszaki Tudomdny 60, 1980



p (N/mm?)

18

17

16

15

14

13

12

"

10 4

AZ ERINTKEZESI NYOMAS MEGOSZLASANAK OPTIMALIZALASA

N

=0

s

=20

N
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11. dbra. A kopas hatdsarajkialakulé érintkezési nyomads
10 /—\\
08 / : \\
:El / =70
v 06 L. :
-§. 5 o =50\
X pr—
=30
ke gt ] \”é BN
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\
e o \\ AN
LN 3 5%
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sorszama | : 2 4 6 8 10 12 14 16 18

S:R‘(P

12. dbra. Kopas mértéke 7 ,.iddpillanatban”
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13. dbra. A ppay, Ap véltozdsa a 7 fiiggvényében

FUGGELEK

Az érintkezési feladat felallitdsandl fellepé H hatdsmatrix, f ismert elmozdulds
vektor és ezek h szerinti derivdltjainak elédllitdsaval kapcsolatos kérdések

A potencidlis energia minimuma elvet vélasztva, az érintkezési feladat megold4sara
a programozasi feladat az alabbi:

min{ﬂ|u§v—u}+h20}, (F.1)

anol végeselemes médszer alapjan a potencialis energia
22
II = Z‘l [7 u’* §€ ui— u* qe]- (F.2)
e=

Itt 8° — a merevségi matrix, u® — az 4ltaldnositott csoméponti elmozduldsvektor, q° — az
ltaldnositott csoméponti terhelési vektor, u§ — az e jelii test kitiintetett ,,normalis” irdnyd
elmozdulasaibél 6sszedllitott vektor, azaz

uy=A%w, (e=1,2) (F.3)

h — kezdeti hézaghdl alkotott vektor.
Az (F.1)-hez rendelt Lagrange-féle fiiggvény

L =1II—p*(u} —uk+h), (F.4)

amib8l a Kuhn—Tucker-féle feltételek értelmében

oL

gu

« 0L _
op

kovetkezik. Itt p — az érintkezési nyomdssal kapcsolatos multiplikétor vektor [13].

oL
=0, —<O0, F.5a—
P = P 0 (F.5a—c¢)
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A tovabbi lépéseket az optimalizéciés feladat szempontjabél vizsgaljuk. A jelslések
egyszeriisitése céljabol a kezdeti geometridhoz tartozé mennyiségeknél az alsé k index jels-
Iést elhagyjuk.

1. Tételezziik fel, hogy a kezdeti rést a merevtestszerfien nem mozgé test felilletének
megvéltoztatdsaval kivanjuk bedllftani. Legyen ez a test a 2-es jelii. Ekkor az (F.5a) értelmében

_g_fz___szuz_qz__Athr_o’ (F.6)
ahonnan az

ut = ($)'q? + (SH)~t A% p, (F.6a)
illetve az (F.3)-ra valé tekintettel, az

“§ = A2 (S2)—l A2* P + A2 (SZ)—l q2
azaz

2 = Hzp -+ f2, (F.7)

ahol H2 — a 2-es test hatdsmatrixa, f2 — az ismert terhelésbdl szarmazé elmozdulas vektor.
Vegyiik az (F.6) h szerinti derival tjat:

98* 2+sz _ﬂz__ﬁp_Azt op

oh oh oh oh “oh

out [ OA%* i oq® ap
n = &) 1( b P T W T on Pt AT ah)'

Az (F.3) értelmében

=0,
amibédl

duk QA2 ? s OU*
Sh ~ ob + A Sh° (F.9)
illetve gu/gh értéke az (F.7) alapjén
gul _ 9HE | of 2 0P
9h - oh P + .311_ + H 3h [ (F.].O)
Az (F.9), (F.10) dsszevetésébdl az (F.6a) és az (F.8) figyelembevételével az alabbiakat kapjuk:
Jui A2 _ _
3‘:: _ (aah — Az(8?)! ) ((S’) 1q2 + (S9! A%+ P) +
-1 OATY . . ap
+ Az ((S’) 1 5 ) + Az (St ( A2* ah) s
azaz
o2 . OA2 _ _ _, oq
=S - A ) ey g arey ST (F.11)
= (S~ B sy a4 a2 (F.12)

vagyis a H? f2 mennyiségeknek a h vektor elemei szerint vett derivaltjai az A% $? méatrixok
derivéltjain keresztiil fejezhetdk ki.

Love hipotézisre épiilé héjelméletnél, Bernoulli-féle hipotézisre épiild prizmatikus tartéknal)
a merevségi métrix derivéltjanak kiszdmitdsa dllandé falvastagsdg esetében igen egyszerii.
Ugyanis ezekben az esetekben a merevségi métrix

$2 = (b*) SE (lemezeknél, héjaknal) (F.14)
Si
2 __ Y0 2
= NOR (tartéknal) (F.13)
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alakban képezhetd, ahol b — a lemez, héj vastagsiga, a tarté6 magassdga, és igy lemezeknél

§? s §? 3
%: %b_ ="a_b= 36y S} = =5, (¥.15)
1 4
mig a tarténdl
Y - I
i i R e (F:16)

Amennyiben az tartoményon a lemez, héj, tart6 szakaszonként (elemenként) allandé,
de kiilonb6z8 vastagsagi, tigy a fenti derivdltakat elemenként kell venni.

Mivel az A% a jelen feldllitdsban ,,projektor” matrix (A2-bdl az uf kitiintetett 1ranyba esd
elmozduldsokat allitja el6), ezért annak derivaltja zérus. (Vekonyfalu elemeknél az uf-t a
kozépfelillet elmozduldsanak tekintjiik és az érintkezési-elvdldsi feltétel felirdsakor vessziik
csak figyelembe a falvastagsdgot a h elemeinek meghatdrozdsakor.) A Jq%/gh derivalt csak
akkor kiilonbdzik zérustél, ha a testre térfogaton megoszlé terhelés vagy hoterhelés hat.

Ily médon vékonyfald, dllandé falvastagsdgh elemekbdl felépitett rugalmas héjszerke-
zet esetében a falvastagsidg megviltoztatdsabsl adédéan a hatdsmatrix deriviltja

2
—‘?; — A EE) A =, (F.17)
mig prizmatikus tartéknal
2
33_‘; - % H? (F.18)

2. Térjiink At arra az esetre, amikor a kezdeti hézag véaltozasabél adédé geometriai
valtoztatdst az l-es jeldl, merevtestszerii mozgast végzd testen kivanjuk végrehajtani.

A[13]munka eredményeit felhaszndlva irhatjuk, hogy az érintkezést-elvildst kifejezd
geometriai egyenl§tlenség

¥ = Hp— Gu}]—t =0, (F.19)
ahol

H=H' | H?, H' = Alf (SL)? AL,
H? = A2($?)~! A?* — a hatdsmatrixok,
G = Ai — Al (8};)"! S,, — a geometriai mitrix ,
t =f!' — 12— h az jsmert terhelésbdl, kezdeti
geometridbél szarmazé vektor,

1 = Aj1(Sk)"'qli, £2 = A(S)~q? .

Itt Sl, az l-es jelii test merevségi métrixanak invertilhatd része, A} az Sl2 matrixot
szorz6 elmozduldsokhoz tartozé A! ,,projektor’” matrix része, u } a merevtestszerdi mozgast
biztosité elmozdulasvektor, q a terhelési vektor.

Jelen esetben a normélirdny1 elmozduldsvektor

ul = A{uj + Ajuj. (F.20)
Az
L =1IT —p*(A*ut — Al u' + h) (F.21)

Lagrange-féle fiiggvénybdl a mar hasznalt (F.5a) feltételbdl az

Su S [w ' — [m ]l < JATllp=0 (F.22)
821 Sea] {uy |
egyenlethez jutunk.

qu Al
Az (F.20) egyenletet h szerint derivélva, ‘majd az (F.22)-b6l az ufi elmozdulast kifejezve,
illetve annak derivaltjat véve, behelyettesités és rendezés utan az

1

uk ~  H'p- Gul +8 (F.23)
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egyenletre is tekintettel, a

oui __OH G L o

— Jui
oh "~ on P on Y

“oh

—H"’p+G

kifejezés ad6dik, ahol a H' hatdsmatrix derivéltja

oH!
“oh

*
= Al (s 20T A (g Al — Ao B (s Ak, (B2

a geometriai matrix derivé]tja pedig

1
)7 Sk + Al(st) e (st)rs, - Ahsp 2, (R2s)

oh ~ 9h

végezetiil az ismert f! elmozdulas deriviltja

1
Xo—np A (B spy ) (51 (F.26)
Kévetkezésképpen
Sl -1 S
AT — (s Do (s

A kezdeti geometridnal dllandé b vastagsdgi lemezt, illetve héjat feltételezve, JAY/gh =
= 0 mellett a

H! oH! 3 3
aah —‘éb—=—TAll(Sz)—lAll=—Tqu
G 3

=~ Al (' 8L S},
! 3
g; = Aj (S8}»)! 3':: -5 F

eredményeket nyerjiik. Az (F.24)— (F.26) 6sszefiiggéseket prizmatikus tartéra felhasznalva, a

H! 3 G 3
%r = o 3;,— = -~ Al (H! + (8})™") Sh

of! 1 —1 3‘][ i
= Al 1

deriviltakat kapjuk,
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Optimation of the Distribution of the Contact Pressure. — A procedure simply realizable
by calculation technique is presented to be used to the optimation of the distribution of the
contact pressure produced in case of a contact without friction. The minimum of the highest
pressure is searched for in such a way that in the vicinity of the border of the contact region
the progression of the pressure should assure the condition that the stress pattern developing
at the transmission of the load is not singular at the points of the region of contact. This can
be realized by a suitable formation of the bounding surfaces of bodies. The optimum form might
be produced by soluving linear programming problem. Propositions are established in connec-
tion with the control of the pressure and the effect of the power loss by friction, on minimizing
the highest pressure, is investigated. In case of thin-walled shells and plates as well as prisma-
tic beams, the effect of the change in the wall thickness taking place as a result of optimizing,
will be taken into consideration by the development in series of the effect-function according
to the Taylor series. In case of the method of finite element displacement, the problems of the
influence-matrix and the production of{the displacements caused by known loadings and their
derivatives, with respect ot the gaps, are investigated. Numerical examples are presented for
controlling the pressure in case of the contact of ring-formed plane solids and the time-depen-
dent progress of wear in proportion to the contact pressure is analysed.

Optimierung der Verteilung des Kontaktdruckes. — Es wird ein rechnungstechnisch ein-
fach realisierbares Verfahren zur optimalen Verteilung des beim reibungslosen Kontakt auftre-
tenden Kontaktdruckes beschrieben. Der Mindeswert des hichsten Druckes wird mit der Ab-
sicht gesucht, daB in der Niihe des Kontaktdruckbereichs die Bedingung, da@ der sich bei der
Lastiibertragung entwickelnde Spannungszustand in den Punkten des Kontaktbereiches nicht
singuliir sei, gesichert werde. Dies kann durch die entsprechende Ausgestaltung der Grenz-
oberflichen der Kérper erreicht werden. Die Optimalform wird aus der Losung der linearen
Programmierungsaufgabe erhalten. In Zusammenhang mit der Regelung des Druckes wird
die Auswirkung des durch die Reibung verursachten Leistungsverlustes auf die Minimalisierung
untersucht. Im Fall von diinnwandigen Schalen und Platten, bzw. von prismatischen Trigern
wird die Wirkung der bei der Optimierung stattfindenen Anderung der Wanddicke durch die
nach der Taylorschen Reihe durchgefiihrte Entwicklung der Wirkungsfunktion beriicksich-
tigt. Im Fall der Elementenverschiebungsmethode werden die Probleme der Wirkungsmatrix,
der durch die bekannten Belastungen hervorgerufenen Verschiebungen und der nach der Liicke
Derivierten derselben behandelt. Zahlenbeispiele werden zur Steuerung des Druckes, im Fall
des Kontakts von ebenen ringférmigen Kérpern, sowie der zeitliche Ablauf der zum Kontakt-
druck proportionalen Abnutzung untersucht.
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