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A j e l en t a n u l m á n y egy számí tás technika i lag egyszerűen realizálható e l j á r á s t 
i smer te t a súrlódásnélküli ér intkezésnél fel lépő érintkezési n y o m á s megoszlásának opt i -
málására . Oly módon ke ressük a p nyomás m a x i m u m á n a k m i n i m u m á t , hogy az é r in t -
kezési t a r t o m á n y h a t á r á n a k közelében a n y o m á s lefutása b iz tos í t sa azt a fe l té te l t , hogy 
a terhelés á t a d á s á n á l k i a l aku ló feszül tségál lapot az érintkezési t a r t o m á n y p o n t j a i b a n 
ne legyen szinguláris. E z t a t e s t ek határoló felületének megfele lő kia lakí tásával é r j ü k 
el. Az op t imal izá l t a lakot l ineár is programozási fe ladat megoldásábó l nyer jük . Téte le-
k e t á l l í tunk fel a p vezérlésével kapcso la tosan , vizsgáljuk a súrlódási t e l j e s í tmény-
veszteség h a t á s á t a p m a x minimal izá lására . Vékonyfa lú h é j a k n á l , lemezeknél, i l le tve 
p r i zma t ikus t a r t ókná l az opt imal izációnál k ia laku ló f a lva s t agság változás h a t á s á t a 
h a t á s f ü g g v é n y Taylor-sor szer int i sorbafe j tésével vesszük f i g y e l e m b e . Vizsgáljuk véges-
elemes e lmozdulás módszer esetében a h a t á s m á t r i x n a k , i s m e r t terhelésből s zá rmazó 
e lmozdulásoknak és ezek h é z a g szerinti d e r i v á l t j a i n a k előállítási kérdéseit . Számpéldá-
k a t m u t a t u n k be a p vezér lésére síkbeli g y ű r ű a l a k ú testek é r in tkezése esetén, t o v á b b á 
az érintkezési nyomással a r á n y o s kopás időbeli lefolyását is v izsgá l juk . 

1. Bevezetés 

A tervezőmérnökök arra törekednek, hogy a terhelésátadásnál kialakuló 
feszültségállapot szingularitásokat ne tartalmazzon, a maximális redukált fe-
szültség, a testek egymáson történő elcsúszása esetében keletkező súrlódási tel-
jes í tményveszteség és kopás kicsiny legyen. 

Azokban az esetekben, amikor a terhelésátadás a testek között érintkezés 
formájában valósul meg, az érintkezésben álló testek felületének megfelelő sza-
bályozásával, kialakításával, egyes mechanikai mennyiségeket optimálni lehet . 

Optimálási feladat lehet az érintkezési nyomás maximumának minimá-
lása (min m a x p ) , vagy az érintkezési nyomás függvénynek o lyan „vezérlése" is, 
amikor a nyomás függvénytől a zérus értékhez történő sima átmenetet is meg-
követel jük a min max p cél elérése mellett. 

Nyi lvánvaló, hogy a min max p értékét a szóban forgó érintkezési tarto-
m á n y nagysága is befolyásolja. Az utóbbi növelésével a nyomás maximuma 
ugyan csökken, de a testek egymáson történő elcsúszása esetében a súrlódási 
te l jes í tményveszteség nő. Ezekben az esetekben a tervezőnek a szerkezet műkö-
désével kapcsolatos kívánalmakat is f igyelembe kell vennie akkor, amikor el-
dönti , hogy az ellentétes hatások közül melyik kapjon nagyobb súlyt. 

* Dr. Páczei t I s t v á n , 3531 Miskolc, Győri k a p u 37, I I I . 3. 
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A téma gazdag irodalmából a merev bélyeg alakjának meghatározásával 
foglalkozik CONRY, T. F. és SEIREG, A. [1] munkája. A féltérbe nyomott tengely-
szimmetrikus bélyeg felületének meridián görbéjét kvadratikus polinom alakjá-
ban keresik. Az ismeretlen állandókat a min max p cél függvény segítségével 
számították ki. Jó közelítésben kapták meg az állandó p0 = FjA értékét, ahol 
F — a terhelő erő, A — a bélyeg keresztmetszetének felülete . Ugyanakkor a 
bélyeg szélén fellépő feszültségállapot szinguláris lett, mivel az érintkezési nyo-
más függvényben a szakadás megmaradt. 

Tartók vonatkozásában Z S U R A V L E V A , T . A. és P A N O V K O , J . G. [ 2 ] a kez-
deti hézag hatását vizsgálja. Az érintkezési tartományt előre kijelölve, ott állan-
dó nyomást feltételezve, keresik a kezdeti hézag értékét, amikor is a rugalmas 
alap Winkler-típusú. P Á C Z E L T , I . és H E R P A I , B . [3] a rövid vékonyfalú körhen-
ger héjak között i állandó nyomást biztosító kezdeti hézagot határozzák meg. 

Számos munka a görgőscsapágyak görgőjének lekerekítését vizsgálja [4], 
[5], [6]. Ezekben az esetekben a görgő középső része hengeres, míg végei talá-
lomra felvett sugárral vannak lekerekítve. 

S I N G H , К . P . és P A U L , В . [ 4 ] a testeket végtelennek tekint ik, ami nyi lván-
valóan pontatlanságot okoz, különösen a lekerekített végeken. Számításaik 
szerint a maximális nyomás csökkenthető, ami a görgőscsapágy élettartamára 
kedvező befolyást gyakorol. 

HARNETT, M. J. [6] is a végtelen féltérre vonatkozó összefüggéseket hasz-
nálja fel a hatásmátrix meghatározására. Térbeli ábrái a nyomásmegoszlásáról 
adnak igen szemléletes képet . 

HAUG, E. J. és KWAK, B. M. [7] a min max p értéket a test peremének 
(felületének) megváltoztatási mértékére előre adott korlát mellett keresi a vé-
geselemes elmozdulási módszer felhasználásával. 

Megállapítható, hogy a fenti munkák egyikében sincs az érintkezési nyo-
más lefutásának képe előírtan vezérelve. 

A jelen munkában ennek a kérdésnek megoldását keressük. 

2. Az optimálási probléma megfogalmazása 

Az általánosság megszorítása nélkül vizsgáljuk az 1. ábrán vázolt lineári-
san rugalmas rendszert. Feltételezzük, hogy a fellépő elmozdulások, alakválto-
zások kicsinyek, a testek között i súrlódás — az érintkezési nyomás meghatáro-
zásakor — elhanyagolható. 

2.1. A súrlódásnélküli érintkezési feladat felállítása 

Terheletlen állapotban a két test között az n ] irányában mért kezdeti 
hézagot jelölje hk = hk(x), ahol az x az (я1, я2) felületi koordinátát jelöli; legyen 
n1 az első test felületének külső normálisa. Az első testre ható ismert erőrend-
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1. ábra. Az érintkezésben álló rugalmas rendszer elemei: az 1 jelű merevtestszerű elmozdulás-
sal rendelkező test és a 2 jelű merevtestszerű elmozdulással nem rendelkező test. Q — a szóba-
jöhető érintkezési tartomány, hk kezdeti hézag értelmezése [F0, M0] — az l-es testre ható is-

mert külső terhelés 0 pontra vonatkoztatott redukált vektorkettőse 

szernek a koo rd iná t a r endsze r k e z d ő p o n t j á r a számí to t t vek to rke t tőse legyen 
[F0 , M 0 ] , az Q szóba j ö h e t ő érintkezési t a r t o m á n y t ó l t á v o l i helyen ( ideiglene-
sen) megfogo t t t e s t Green-függvényét j e lö l j e H\x,x'): a m i fizikai t a r t a l m á t 
t ek in tve , a fe lü le ten h a t ó n^a; ') normális i r á n y ú egységnyi terheléshez t a r t o z ó 
n^a;) i r á n y ú e lmozdulásnak felel meg, m í g a 2-es tes ten a h a t á s f ü g g v é n y l egyen 
H\x, x'). 

Je lö l j e az l -es ideiglenesen megfogot t és a 2-es merev tes t szerű e lmozdu-
lást n e m végző t e s t ek re h a t ó , ismert erőrendszerekből s zá rmazó Q t a r t o m á n y -
beli n1 i r á n y ú e l m o z d u l á s o k a t / 1 ^ ) é s p ( x ) , t o v á b b á az első tes t merev tes t sze rű 
e lmozdulásából származó, ugyancsak n1(a;) x i rányú e lmozdulás t d(x). L e g y e n 
a he lyvek tor R , az elemi fe lüle t dS. 

E k k o r a súr lódás nélkül i ér intkezési p e r e m é r t é k f e l a d a t o t az 

F l e f F 0 - Г n 1 pdS=0, (2.1) 

Mí e f M0 - J n R X n1pdS=0, (2.2) 

első t e s t r e fe l í r t egyensúlyi egyenletek, a 

g(x) = J fl, H(x, x') p ( S ) dS' + P(x) - P(x) + hk(x) - d(x) ^ 0 (2.3) 

t e s t ek egymásba h a t o l h a t a t l a n s á g á t k i fe jező egyenlőt lenség, a 

p(x) x£Q (2.4) 
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2. ábra. Az é r in tkezés- rés geometriai fe l té te le , ha gdef = u u%— uh + h^ = 0 érintkezés, h a g > 0 
r é s lép fel. I t t u'N = u'. n1 a Qi, Q2 pá rbaá l l í to t t p o n t o k e lmozdulásának n 1 normális i r á n y ú 

ve tü le te , QAQ2 = Ьк — k e z d e t i hézag 

érintkezési n y o m á s nem negat ív értékűségét, i l letve a 

p(x)> 0, g(x) = 0 xíQp (2.5a) 
érintkezési, a 

p(x) = 0, xíQ0 (2.5b) 

rés feltételhez tartozó egyenlet-egyenlőtlenségek, illetve a belőlük következő 

p ( * ) g ( * ) = 0 x(LQ (2.6) 

feltétel jelöli ki . I t t a koordinátarendszer kezdő pontjával egybeeső első tes t 
pontjának \ p eltolódásából és környezetének A M merevtestszerű elfordulásából 
származó Q tartománybeli merevtestszerű elmozdulás 

d(x) = XF • n4(x) + X M x R • n4(x), (2 .7) 

míg a rugalmas rendszerre vonatkozó hatásfüggvény 

H(x, x') = Щх, x') + H\x, x'), 

Í2 = Q0 + Qp. 

A megoldás megkeresését megnehezíti az a t é n y , hogy Q 0 és Q p tartományok 
előzetesen n e m ismeretesek. 

Bizonyítható, hogy a (2.1) —(2.8) alatti érintkezési fe ladat megoldását az 

В = ЯС + Л Р - F + А м М ( 2 . 9 ) 

Lagrange-féle függvény 

d p L ^ O , p - ^ o , ő»,L = 0 , óyML = 0 (2 .10) 
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szabályok szerinti variálásával is megkaphatjuk [8, 9]. Itt 

Пс = I - Г Г p(x) H(x, x') p(x') dS' dS - Г (P-P- hk) P dS ( 2 . 1 1 ) 
2 Ja Ja- Ja 

továbbá a ÔJL az x változó szerint vett első variációt jelenti. I ly módon az 
érintkezési feladat megoldását a 

min { f i c I p ^ о , F = 0, M = 0 } (2.12) 

kvadratikus programozási feladat megoldása révén kapjuk meg. 

2.2 Az érintkezési nyomásfüggvény vezérlése 

Általában a nem-optimált alakú testek között i érintkezésénél kialakuló 
érintkezési nyomás erőteljesen vál tozó jellegű (pl. szimmetrikus kialakítású és 
terhelésű síkbeli testeknél a 3-a ábrán feltüntetett függvény szerint változik). 
Célunk a maximális érték csökkentése mellett a nyomásfüggvény lefutásának 
vezérlése. 

A vezérlést az í?0pt felett értelmezett 

X = X(Pmax, P , x ) ; > 0 *£.Q0p t (2.13) 

egyenlőtlenséggel kívánjuk leírni. Ez a tartomány természetesen eltérhet az Q p 

tényleges-, i l letve az optimálás nélküli feladatnál felvett Q szóba jöhető érint-
kezési tartománytól . Annak megválasztását a szerkezet működése szabja meg. 

Ha a 1 függvénytől megkívánjuk, hogy biztosítsa azt, hogy az í?opt tar-
tomány bármely x pontjában az érintkezési nyomás értéke ne haldja meg a 
Ртах ®(*)-szeresét, akkor a vezérlő függvény 

X(x) = v(x) Pmmx-P(x)> 0 , * £ ß o p t (2.14) 

alakú, ahol 0 г>(я) 1, ртах max p. A fe lvet t v(x) vezérlő függvényből 
p(x) <[ jpmax következik. 

Vizsgáljuk a v(x) vezérlő függvény néhány lehetséges alakját egyváltozós 
esetben (x = я1). 

1. Az я Ç ß o p t tartomány felett a 

v(x) = 1 (2.15) 

függvény (3-b ábra) az érintkezési nyomás állandóságát biztosíthatja. 
2. A 

t>(*) = 1 , 0 ^ я < L1 

L 1 (2.16a, b) 
v(x) = x, L1<f,x <f,L2 

L2 Li L2 — Ly 
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1 1 6 

a. 

p á c z e l t i s t v á n 

3. ábra. A p érintkezési n y o m á s függvény és a különböző t í p u s ú v(x) vezérlő f ü g g v é n y e k egy-
v á l t o z ó s esetben 

vezérlés (3-е ábra) t r a p é z alakú nyomás-megosz lás t e r edményezhe t . 
3. C 1 osztályú á t m e n e t e t b i z t o s í t h a t a 

v(x) = 1 , 

»(«) = ! - 3 L! 

La — Li 
+ 2 í L 1 1 

Uz -

LJ 

0 < * ^ L i 
3 

, L ^ X ^ L , j 

(2.17a, b) 

vezér lő függvény (3-d á b r a ) , hisz az x = és az x = L2 helyeken dv(x)\dx = 0. 
Megjegyzés-1: Az l . -bel i eset ké tvá l tozós ese t re is érvényes. 
Megjegyzés-2: A m e n n y i b e n az x Çf2o p t t a r t o m á n y p o n t j a i b a n az x = L2- | -0 

he lyen a külső terhelés zérus, úgy a C 1 osztályú á t m e n e t e t biztosí tó vezérléssel 
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(az 1. testre ható terhelés redukált vektorkettőstől függően, lásd az alábbi téte-
leket) elérhető, hogy a terhelésátadásnál az x £ Í20pt tartományban a feszültség-
állapot ne tartalmazzon szinguláris pontot , ugyanis a a N = —p normál feszült-
ségben nem lép fel szakadás. 

[2.3 Tételek a pmax-al kapcsolatosan 

Az alábbiakban a maximális nyomás értékével kapcsolatos tételt fogal-
mazzuk meg. Feltételezzük, hogy az l - e s test vagy merevtestszerű z = x3 irá-
nyú eltolódással, vagy y = x2 tengelykörüli elfordulással, vagy mindkettővel 
rendelkezik. Felmerül a kérdés, lehet-e számításainkban %(x) = 0 x £ í2opt érték-
kel dolgozni, és ha igen, milyen esetekben, a f(x)-től hogyan függ a p m a x ? 

Ezt a kérdéskört az alábbi megjegyzéssel vezetjük be. 
Megjegyzés-3: Amennyiben az l - e s test csak merevtestszerű (függőleges) 

eltolódással rendelkezik, úgy az 1. alatti v(x)-el nyert p(x) = p r a a x maximális 
nyomás értéke kisebb lesz, mint a 2. és 3. alatti vezérlő függvény esetében ka-
pottak. A p m a x akkor lesz minimális —a (2.1)-ből nyert függőleges irányú erők 
egyensúlyát is figyelembe v é v e — , ha a (2.14) egyenlőség formájában áll fenn, 
azaz p(x) hozzásimul a v(x) 

Ртах .^burkoló görbehez". Következeskeppen p m a x 

annál kisebb, minél nagyobb az 
1 = L o V t

v { x ) d S = V v { x ) d x 

integrál értéke. 
Állításunkat a következőképpen lehet könnyen belátni. 
A (2.1) egyensúlyi egyenletet a (2.14) felhasználásával és az n (1 ) (x) = ez, 

F 0 = F0 е г feltételezéssel felírva, azt kapjuk, hogy 

F = F0 = \ í l o j { x ) dS= F 0 - dx = 

= Fo - jj* (*>(*) Í W - X(x)) dx = 0, 
azaz 

_ Fo_ , Jo'*(*)*** 

Ртах ~~ j I j » 

amiből p m a x minimumát akkor nyerjük, ha 
\L

o'x(*)dx = 0 = • xix) = 8 » 

vagyis, amikor a p(x) hozzásimul a v(x) pmax függvényhez. I t t 

I = j v(x) dx. 
J 0 v ' 
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E b b ő l köve tkez ik az alábbi t é t e l . 
Tétel-1: H a az l - e s t e s t az ér intkezés-elválás geomet r ia i fe l té te lé t ki je lölő 

nx(x) = ] е г x £ f í o p t i r á n y ú merev tes t sze rű el tolódással rendelkezik, akkor az op-
t imálás i f e l ada t e s e t é b e n p ( x ) = v(x) pmax és p m a x a n n á l kisebb, minél n a g y o b b 
az 

I = \ v(x) dS 
J " o p t 

in tegrál é r t éke . 
Az 1.—3. esetbeli vezérléskor a 2 . áb ra jelölését f igyelembe véve, a szóban 

forgó in teg rá l ér téke 
h = Li + (b2 - Lx) , 

b. 

4. ábra. Az érintkezési nyomás vezérléséhez kapcsolódó ábrák. Az 1 jelű test a) merevtestszerű 
eltolódással, b) merevtestszerű elfordulással, c) mindkettővel rendelkezik 
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azaz 
h > I 2 > 13, 

tehát a m i n p m a x szempontjából a legkedvezőtlenebb a 3. eset, de a feszültség-
állapot szingularitásának elkerülése céljából ez a legkedvezőbb. 

A (2.2) egyenletből n 1 ^ ) = e 2 r ( ß o p t , M0 = — M 0 ey feltétel mellett — a 
Tétel- l-nél t e t t megfontolások alapján — következik a 

Tétel-2: H a az l -es test y tengelykörüli merevtestszerű elfordulással ren-
delkezik, akkor n^rt) = e 2 x £ í2opt, x1 > 0 esetében az optimálási feladatnál ki-
alakuló érintkezési nyomás p(x) = v(x) p m a x , továbbá p m a x annál kisebb, 
minél nagyobb az 

/ = Г xlvdS 
J ßopt 

integrál értéke. 
A (2.1) és a (2.2) egyenletek együttes vizsgálatából az alábbi tételt fogal-

mazhatjuk meg. 
Tétel-3: Abban az esetben, ha az l - e s test z tengelyirányú merevtestszerű 

eltolódással és у tengely körüli elfordulással rendelkezik, akkor az nx(x) = e2 , 
xl > 0 x £ Í20pt feltétel mellett a 

_ def F0 _ M 0 
P 0 f vdS Г x^dS 

. ßopt * Oopt 

egyenlőség fennállásakor az optimalizációs feladatnál a p(x) érintkezési nyomás-
függvény hozzásimul a v(x) p m a x függvényhez. A p m a x p 0 annál kisebb, minél 
nagyobb az | ö v dS vagy az ) f l x1 v dS integrál értéke. 

Igazolás: Az e2 és e v egységvektorokkal skalárisan megszorzott (2.1) és 
(2.2) egyenletekbe a (2.14)-en keresztül kifejezettp(«)-et behelyettesítjük, majd 
rendezzük azokat, aminek eredményeképpen a 

К I J o o v t X d S 

illetve a 

Ртах — p p 
vdS v dS 

J Oopt 9 i?opt 

M, 0 I .Iflppt 
xlx dS 

и 
Ртах — p Г p 

x1 v dS x1 v dS 
1 ííhpt j °opt 

kifejezésekhez jutunk. y(x) j> 0 esetében a y(x) függvényt tartalmazó integrálok 
pozitívak, és ezért min p m a x - o t csak akkor kapunk, ha y(x) = 0 az r ( ^ 0 p t t a r " 
tományban, ez pedig csak a tételbeli egyenlőség esetében áll fenn. 
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A fenti tételből azonnal következik az alábbi 
Teteí-4: Amennyiben az l -es test z irányú merevtestszerű eitoiódásakor 

és y tengelykörüli elfordulásakor 

F0 _ MQ 

V dS x1 vdS 
J Dopt J Dopt 

úgy mindig lesznek olyan pontok, ahol 

X(x) = v(x)pmax — p(x) > 0 , 

továbbá p m a x > p 0 . 
A fentiekben пг(л;) = е г x £ ß o p t egyenlőséget tételezünk fel. Amennyiben 

ez nem áll fenn, úgy a Tétel 1—4 helyett az alábbiak fogalmazhatók meg: 
Tétel-5: Az l-es test e2 irányú merevtestszerű eltolódásakor a p m a x akkor 

lesz a legkisebb, ha %(x) = 0 és a v(x) olyan, hogy a 

e. • n 1 V dS 
D0pt 

integrál értéke a 0 <Ç r <Ç 1, е г • n1 >• 0 л; £ í2opt feltétel mellett a lehető leg-
nagyobb. 

Igazolás: A (2.1) egyensúlyi egyenletet e2 egységvektorral megszorozva, 
majd a (2.14) felhasználásával kifejezett p(x)-et ebbe behelyettesítve, és a ka-
pott egyenletet rendezve, azt kapjuk, hogy 

rí I r e . • n 1 dS 
_ Л I J D0pt 2 

Ртах — r I 
ez • n1 V dS I e, • n 1 v dS 

J D0pt Jo 

amiből а p m a x minimumát x(x) — 0-nál nyerjük. 
Tétel-6: Az l-es t e s t y tengelykörüli merevtestszerű elfordulásakor а p m a x 

akkor lesz a legkisebb, ha %(x) = 0 és v(x) olyan, hogy az 

e v • Г R XíPvdS У J Dopt 

integrál a 0 < v 1, ey • R X n1 > 0 x £ ß o p t feltétel mellett a lehető leg-
nagyobb. 

Igazolás : Az 5. tétel igazolásánál tet t lépéseket az ey egységvektorral meg-
szorzott (2.2) egyensúlyi egyenletre kell elvégezni. 

Tétel-1: Az l-es test z irányú merevtestszerű eltolódásakor és у tengely-
körüli elfordulásakor, amennyiben fennáll az 

^o _ M 0 
= P 0 > ! e , • n 1 v dS ev• I R x n ' n d S 

jD00t
 y J D0pt opt - "opt 
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összefüggés, ú g y %(x) = 0 x £ ff opt' a z a z p{x) hozzásimul ар(дс) pmax függvény-
hez. A pmax = p g értéke adott terheléskor annál kisebb, minél nagyobb az 

e, • n1 v dS vagy ev • I R x n1 v 
J "opt У Jßopt 

dS 

integrál értéke az e, • n1 > 0, e v • R x n 1 > 0, 0 ^ с ^ 1 korlátok mellett . 
Igazolása a Tétel-3-nál végrehajtott lépések értelemszerű ismétlésével 

végezhető el. 
Tétel-8: Amennyiben az l - e s test z i rányú merevtestszerű eltolódással és у 

tengelykörüli elfordulással rendelkezik, és a 

< í f
 T F ° * , 

e 2 - n x p d S e v - R X n1 p dS 
Jűopt У .'"opt 

feltétel teljesedik, úgy találhatók olyan pontok , ahol 

%{*) > 0, 
továbbá áll az, hogy 

P™ <Pmax >P'o-

Megjegyzés-^: A Tétel-5 —8-ban feltételeztük, hogy az l - e s test e2 i rányú 
merevtestszerű eltolódással és у tengelykörüli elfordulással rendelkezik. Formá-
lisan a tételek érvényesek arra az esetre is, amikor a merevtestszerű eltolódás 
általános ismert e irányú, ill. a szögelfordulás az ugyancsak ismert ef vektorral 
párhuzamos. Ekkor az e -»- e2 és az ev megfeleltetéssel a Tétel-5—8 alatt iak 
érvényben maradnak. 

Megjegyzés-5: Ismeretlen irányú merevtestszerű eltolódáskor, illetve szög-
elforduláskor a (2.1) és a (2.2) egyenletekbe a (2.14)-ből kifejezett р(я) behelyet-
tesítése után, az 

F0 - Pmax L П1 P dS + I П1 % dS = 0 , 
J íJopt J "opt 

M o - P m a x L R X n1 p d S + í R x n 1 y d S = 0 
J --opt J "opt 

egyenletekhez jutunk. Ekkor a y = 0 simuláshoz a 

Pox = F0xl I ex • n1 p d S ( x ~ y ~ z ) 
J M opt 

Pol = M 0 x / e x - [ R X n1 p dS ( x - y - z ) 
J "opt 

mennyiségek definiálásával a 

Pox = Роу — Poz = Pox = Poy — Poz 

egyenlőség teljesedésére volna szükség az e x • n 1 > 0, az e x • R X n 1 >• 0 és a 
0 v(x) <[ 1 kötöttségek mellett . Ez gyakorlatilag nem áll fenn ! 
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2.4 Az érintkezési nyomás és a kezdeti rés meghatározására szolgáló optimalizációs 
feladat felállítása 

A vezére l t nyomást o lymódon kívánjuk biztosítani, h o g y feltételezzük az 
fíopt t a r t o m á n y b a n a relat ív g hézag (rés) zérus értékét. E b b ő l adódóan a t e s t e k 
egymásba hato lhatat lanságának feltételét k i fe jező (2.3) egyenlőtlenség h e l y e t t a 

g(x) = Jfl, H(x, x') p(x') dS' + / 2 ( * ) - f (*) + hk(x)+Ah(x) - d(x) = 0 (2 .18) 

egyenlőség írható . I t t Ah — a kezdeti h é z a g megvál tozása , amit az e lső t e s t 
kontúrjának megvá l toz ta tásáva l kívánunk biztosítani . 

I ly m ó d o n a (2.1) — (2.2) egyensúlyi egyenletek, a vezérlést leíró (2 .14) 
egyenlőt lenség és az előbbi (2.18) egyenlőség, mint mellékfeltételek (korlátok) 
mellett keressük а p m a x min imumát . V a g y i s az optimálási feladat az a lábbi : 

Keressük a p m a x m in imumát az 

F t e f F 0 - [ iPpdS = 0 , ( 2 . 1 9 ) 
J û o p t 

M i e f M „ - f R X nl p dS = 0 ( 2 . 2 0 ) 
J ° opt 

egyensúlyi egyenletek, a 

g0(x) = f H(x, x')p(x') dS' + Я*)-/*(*) +M*) 
J a opt 

—UM (2 .21) 
- d(x) + Ah(x) = 0 K ' 

érintkezés geometriai fe l té te le , továbbá a vezérléssel kapcsolatos 

X(x) = v(x) pmax - p(x) ^ Oy ( 2 . 2 2 ) 

egyenlőt lenségi feltétel mel le t t , azaz a 

min { P m a x I F = 0. M = 0; p(x) ^ 0, g0(x) = 0, x(x) ^ 0 x g Í20 p t) (2 .23) 

lineáris programozási f e ladat megoldása r é v é n jutunk a k i tűzöt t cél mego ldásá-
hoz. 

Megjegyzés-6: A z o k b a n az esetekben, amikor a p(x) függvény hozzás imul 
a v(x) p m a x burkoló függvényhez , az egyensú ly i egyenletekből p m a x i s m e r t t é 
válik és a g0(x) — 0 egyenle tből a Ah(x) — d(x) = l(x) ér téke közvetlenül meg-
határozható. I l y módon lineáris programozási feladat megoldására nincs is szük-
ség. 

A d(x)-et oly módon tudjuk meghatározni , hogy a merevtestszerű e lmoz-
dulással rendelkező test szabadságfokának megfelelő s z á m ú pontban a kezdet i 
hézag Ah(x) megvál tozását zérusra írjuk elő. Ezáltal a d(x)-ben szereplő AF, 
illet ve AM i smertte vál ik. 
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Megjegyzés-7: A (2.21) felírásakor feltételeztük, hogy a Ah(x)-b$l adódóan 
a H(x, я'), i l letve az f'(x) elmozdulások megváltozásának mértéke jóval kisebb, 
mint a Ah(x). Amennyiben ettől nem tekinthetünk el, úgy a hatásfüggvényt és 
az ismert elmozdulásokat Taylor-sorba fejtjük: 

H(x,x')=Hk(x,x') + 
dH{x,x') 

dh(x) 
A h ( x ) + d H ^ x ' ï 

Я * ) = / * ( * ) + 
df(x) 
dh(x) 

dh(x') 

Ah(x)+ ..., 

Ah(x')+... (2.24) 

(2.25) 

ahol а к alsó index a kezdeti geometriánál ve t t értékre utal. 
Ekkor a (2.21) helyett a sorbafejtés lineáris tagjaival 

go(x) = L Щх, x') p(x') dS' +ß(x) - f j (x) + hk(x) 
J " opt . 

- í i (x ) 
+ Ah(x) - d(x) 

Г W ^ O I Щх)+к(х'))р(х') dS> + Ä 
J»-„pt dh(x) I / )}РУ Щх) 

Ah{x) = о (2.26) 

egyenlet írható, mivel 

дЩх, x') 3H(x, x') 
dh(x) ~ Щх') 

, f ( x ) = P ( x ) - f \ x ) . 

A szaggatott vonallal aláhúzott integrál ismeretlenek szempontjából nem 
lineáris vagyis a (2.23) feladat a (2.26) alatti gQ(x) — 0 feltétellel már nem jelent 
lineáris programozási feladatot. 

Amennyiben az optimalizációs érintkezési feladatot iteráció útján kíván-
juk felépíteni, akkor az első lépésben a dH/dh == 0, df dh 0 összefüggéseket 
tételezzük fel, majd a kapott p érintkezési nyomást betéve a szaggatott vonallal 
aláhúzott integrálba, az integrál a z ) / i ( a ; ) - b e n lineáris lesz, és így a (2.23) fe ladat 
ismételten lineáris programozási feladatnak felel meg. A megoldásból kapott p-t 
ismételten behelyettesítve az említett integrálba, a (2.23)-at újból megoldjuk. 
Az iterációt mindaddig folytatjuk, míg az egymást követő / -1 , f-edik iteráció-
ban kapott nyomásokra 

| p i ( * ) - p i - 4 * ) | < ; e 

vagy a kezdeti hézag megváltozásra vonatkozó 

ИА'(я) - A h ^ - \ x ) \ < , d 

egyenlőtlenségek fenn nem állnak, ahol e és d előírt kicsiny értékek. 
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A megoldásnak a fentiek szerinti felépítésekor, a H(x, x'),f(x) függvénye-
ket , illetve azok deriváltjait a kezdeti alakhoz tartozóan számítottuk ki, s n e m 
állapítottuk meg minden iteráció után ezeknek a megváltozott geometriához 
tartozó értékeit. 

A megoldás ilyen felépítése akkor jöhet szóba, amikor a Ah megváltozása 
nem jelentős. Természetesen a (2.24), (2.25) alatti sorbafejtéseket vékonyfaló 
szerkezeti elemek érintkezésekor a falvastagság szerinti sorbafejtéssel is he lyet -
tesíthetjük. Ekkor a 

дН{х, x') 
H(x, x') = Hk(x,x') + 

db{x) 

df(x) 

Ab(x)+..., 

db(x) 
Ab(x)+..., 

képletekből és az alábbiakból látni fogjuk, hogy állandó vastagságú kezdet i 
szerkezeti e lemek esetében a deriváltak kiszámítása igen egyszerűvé válik. 

Például prizmatikus tartók esetében, mivel a hatásfüggvény és a külső 
terhelésből származó elmozdulás formailag 

Я ( я , X') = - L H(x, x'), f ( x ) = -!-/(*) 
Ьл bó 

alakban állíthatók elő, ezért a szóbanforgó deriváltak a 

дь(х) b дЦх) b 

összefüggésekkel számíthatók. 
Ekkor, ha a Ah(x) kezdeti hézag vál tozást az egyik elem falvastagságának 

változtatásával érjük el, akkor 

Ah(x) = b k - b, (2.27) 

azaz a Ah, a kezdeti falvastagság és az optimálásnál kialakuló falvastagság kü-
lönbségeként áll elő. 

A fent ieket figyelembe véve , a (2.26) helyett — feltételezve, hogy a 2-es 
jelű test falvastagságát változtatjuk meg — a relatív rés értékére a 

g0(x) = Г Я,(я, я') р(х') dS' + Л(я) - Л ( я ) + hk(x) 
J^'oDt 

Цх) 

(bl(x) - b\x) + bl(x') - b*(x'))p{x')dS' 

+ bl(x) - b\x) - d(x) 

m\x,x') 

-oPt №{x) 
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, dP(x) 
r db2(x) 

(bl(x) - b\x)) = 0 (2 .28) 

kifejezést írhatjuk. Az érintkezési fe ladat iterációs ú ton történő megoldásának 
felépítése azonos a fent iekben javasolt tal . 

2.5 További optimalizációs problémák 

2.5.1 Vezérelt kezdeti hézag változással kapcsolatos optimalizációs feladat. 

Gyakran az érintkezési n y o m á s m a x i m u m á n a k minimálását , gyártástechnoló-
giai szempontokat is f igye lembe véve, a peremvál toztatás mértékének vezérlé-
sével biztosí t ják [7]. Ekkor a programozási feladat 

m i n { f m a x I F = 0 , M = 0 ; p m a x — p(x) ^ 0 , 

p(x) > 0, g0(x) ^ 0, v+(x)A + - Ah(x) ^ 0 , 

-v-(x)A~ + Ah(x) > 0, * £ ß o p tK (2-29) 

ahol A + > 0 é s Z l _ < 0 a peremvál toz ta tás max imumainak adott értékei . 

Mivel a p(x) g0{x)= 0 ß o p t fe l téte l nincs el lenőrizve, ezért a diszkret i -
zálás u t á n kapot t véges dimenziójú l ineáris programozási feladat mego ldásá t 
ellenőrizni kell ennek a fe l téte lnek a szempontjából is. A megoldást a k ö v e t k e z ő 
lépések révén kapjuk meg [7]: Először is megoldjuk az érintkezési f e l a d a t o t , 
amely kijelöli az Ql

p és az ß j tar tományokat , majd f i x á l v a az Ûl
p és ß j t a r t o m á -

nyokat , az Ql
p fe let t minimáljuk a p n y o m á s t . A lineáris programozási f e ladat 

megoldásakor természetesen előfordulhat az, hogy az üp tartomány j j e lű pont -
jában g0 > 0 lesz, i l letve az ßo tar tomány i jelű helyén pt pozitívra adód ik . 
Ekkor a köve tkező lineáris programozási fe ladat megoldásához az Qp-be be-
vesszük az ß p i jelű pont ját , illetve az Qp-be az Ql

p j j e lű pontját. I s m é t e l t e n 
megoldjuk a lineáris programozási f e ladatot . A fenti i terációt mindaddig fo ly -
tatjuk, míg а pmax vagy az Qp tar tomány azonos nem lesz az előző i terác ióban 
kapott értékkel. A [7]-ben tartóra, i l letve csap- és hüvelyfeladatra b e m u t a t o t t 
példák az i teráció gyors konvergenciájáról tanúskodnak. 

2.5.2 Az érintkezési nyomás részleges vezérlésével kapcsolatos optimalizációs 
feladat. Az előző pontokban feláll ított f e ladatok esetében az ß o p t tar tomány egé-
sze fe lett vezéreltük az érintkezési nyomást . Elképzelhető o lyan eset is (pl . hen-
gergörgők lekerekítésének meghatározásakor) , amikor az ß o p t t a r t o m á n y ß „ 
résztartományán hajtjuk végre a p(x) vezér lését а g0(x) = 0 geometriai f e l t é te l 
mellett (a terhelésből, a geometriai kialakításból következ ik , hogy a p m a x

 e z e n 

a tar tományon jelenik meg) , míg a megmaradó ß o p t — ß„ = Qn v részen 
g0(*:) 0-t té te lezünk fel, t ovábbá fe l téte lezzük azt, hogy i t t a kezdeti rés meg-
változása adot t f ü g g v é n y e n keresztül v a n kapcsolatban az ß„-n k ia lakuló 
h(x)-e 1. 
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Jelölje az x £ üv-n kialakuló kezdeti rés megváltozását AhT(x), míg az 
x £ ünv tartományon legyen a rés megváltozása Ahnv(x). Feltételezésünk értel-
mében Ahm(x) — f(Ahv(x)). 

Ekkor a (2.23) feladat he lyet t a 

min{p m a x I F = 0, M = 0; p ( x ) ^ 0 , 

g0{x) = 0, v(x) p m a x - p{x) ^ > 0 , x£Qv, 

g0(x) > 0, dkn B(*) =f{Ahv(x)) x € £?„,} (2.30) 

feladat fogalmazható meg. 
Mivel az Qnv tartományon a p(x) g0(x) — 0 feltétel nincs ellenőrizve, ezért 

az optimalizációs feladatot az előző alpontban ismertetett iteráció segítségével 
oldhatjuk meg. 

2.5.3 Az érintkezési feszültség maximumának minimálása a súrlódási telje-
sítményveszteség figyelembevételével. Az érintkezési nyomás integrálja az f2opt 

tartomány fe le t t i N „normál erőt" szolgáltatja: 

N = f p d S > . (2.31) 
J "op t 

Amennyiben síkbeli t e s teket vizsgálunk, és azok elcsúsznak egymáson 
(minthogy súrlódásnélküli érintkezési fe ladatot számolunk, az elcsúszás a t e s t e t 
jellemző síkra merőlegesen történik), úgy a fe l lépő súrlódóerő arányos az N erő-
vel . Adott s csúszási sebesség esetében 

P==sí pdStetNG (2 .32) 
JDopt 

teljesítményveszteség jön létre. 
A min p m a x meghatározásakor egyrészt eljárhatunk ú g y , hogy megköve-

teljük a fel lépő teljesítményveszteségtől annak adott értéken való alulmaradá-
sát, azaz 

•Padott - 0 A ^ 0 , (2.33) 
másrészt a célfüggvényt 

Ртах + WN (2.34) 

alakban állítjuk elő, vagyis a ip értékének felvételével szabályozzuk közvetve a 
veszteség sú lyát . 

Az első esetben a lineáris programozási feladat az alábbi: 

m i n { p m a x I F = 0, M = О; p{x) ^ 0 , 

»(*) Ртах — р(х) > 0, g0(x) = о ж £ Í20pt, 

Padott - 6 > 1 V ^ 0 } , (2.35) 
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míg a második esetben: 

min { Pmax + V L pdS | F = 0 , M = 0 ; p{x) ^ 0 , 
J wopt 

g0{x) = 0 , v(x) p m a x - p(x) ^ 0 * £ ß o p t } . (2.36) 

Vizsgáljuk meg, hogy a (2.36) alatti feladatnak van-e mindig értelme. 
Ezzel kapcsolatban áll a következő tétel: 

Tétel-9: Amennyiben az érintkezési feladatban az n 1 kitüntetett irány 
n^x) = e 2 x Ç í?opt,úgy a merevtestszerű mozgást végző testre vonatkozó (2.1) 
egyensúlyi egyenlet értelmében 

p dS = F0 = a d o t t , 
J Dopt 

következésképpen a (2.36) alatti feladatnak csak xp = 0 esetében van értelme, 
illetve amennyiben 

Padott < о I p dS = Q F0, 
J Dopt 

úgy a (2.33) nem áll fenn, vagyis a (2.35) feladatnak nincs megoldása. 
Tétel-10: Amennyiben n } ( x ) =£ezx £ Í20pt, akkor a szóban forgó egyensúlyi 

egyenlet 

F 0 - e 2 - Г n1 p dS = 0 , 
J D0pt 

alakú, és mivel 0 < e z • n 1 1, ezért 

F0- f p dS < 0 , 
J Dopt 

következésképp a (2.36) feladat felállításának van értelme. 
Teteí-11: Amennyiben az érintkezésben álló testek közül az egyik test a 

másikhoz képest merevtestszerűen elfordulhat, úgy a (2.2) egyensúlyi egyenlet 
értelmében 

M o — Г R X n1 p dS = 0 , 
J°opt 

és így a (2.36) feladat felállításának van értelme, hiszen az 

L p d s 
J Dopt 

integrálnak nincs előre lerögzített értéke. 
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Tétel-12: Amennyiben az érintkezésben álló testek egymáshoz képest 
merevtestszerűen eltolódnak és elfordulnak, úgy a kitüntetett irányra vonatko-
zó n^x) — ez x £í)0pt feltétel teljesülésekor a Tétel-9 értelmében a (2.36) alatti 
optimálási feladatnak csak y> = 0 esetében van értelme. 

2.5.4 A csúsztató feszültség maximuméinak minimálásával kapcsolatos opti-

málási feladat. A golyós,görgős csapágyak élettartamának szempontjából ked-
vezőtlen az érintkezési tartomány alatti pontokban kialakuló, — a golyónak 
vagy görgőnek a pályán történő legördülésével párosuló—váltakozó előjelű 
csúsztató feszültség. A maximál is csúcsztató feszültség csökkentése az élettar-
tam növekedését eredményezi. A szerkezet működéséből adódóan mindig ki 
lehet jelölni a test olyan 

V% (e = 1, 2) 

tartományát , ahol a csúsztató feszültség maximális. I ly módon az alábbi opti-
málási fe ladatot fogalmazhatjuk meg: 

min {rm a x I F = 0 , M = 0 ; p ^ 0 , 

g0(x) = 0 Üopt ; rmax - Г T«(*, *') p(x') dS' ^ 0 
J и opt 

x Ç V f , e = l , 2} (2.37) 

ahol Te(x, x') — a t feszültségekhez tartozó hatásfüggvény az e jelű test vonat-
kozásában. 

A p(x) vezérlésének biztosításakor a (2.14) mellékfeltételt is számításba 
kell venni. Ebben az esetben az optimális kialakítást a 

m i n { T m a x + У Ртах I F = M = 0 ; p(x) ^ 0 , 

v{x) Pmax — p ( x ) g0(x) = 0 x£Q0p ; 

W - L T\x, X') p(x') dS' ^ 0 * £ П e = 1, 2} (2.38) 
• " opt 

feladat megoldása révén határozhatjuk meg. 
A (2 .37) , (2.38) fe ladatok megoldásának konkrét számításakor a Ve

T tar-
tományban a r csúsztatófeszültség „feltérképezése" miatt a számítási idő több, 
mint azon feladatoké, amelyekben a mellékfeltételek csak az x £ Í20pt tartomány-
ra vonatkoznak. 

3. A (2 .12 ) programozási feladat megoldása 

A fe ladat közelítő megoldását választva, az ismeretlen lefutású p(x) nyo-
másfüggvényt a végeselemes módszer alapján 

p(x) = P*(*) p, p ^ 0, * € fíopt (3.1) 
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alakban közelítjük meg. I t t P*(x) — az approximációs sorvektor, p — az érint-
kezési nyomás diszkrét pontbeli értékét tartalmazó vektor (fizikai tartalma a 
P*(x)-ben használatos P,(x) koordinátafüggvények felvételétől függ [3]). 
A (3.1)-nek (2.11)-be, illetve (2.1), (2.2)-be történő behelyettesítése, majd a ki-
jelölt integrálások elvégzése után formailag a módosított kiegészítő energia 

ä 1 
Пс^> — p* H p — p* t , 

illetve az egyensúlyi egyenletek 

F 

2 - • • • <3-2> 

=> G* p — q = 0 (3.3) 
M 

alakúak, amiből a (2.10) alatti variálási feltételeket f igyelembe véve, a 

ô p L * ő p » — = őp*(Hp — t — G A ) = ő p * g > 0 (3.4) 

dA 

összefüggések következnek. 
A (3.4) egyenlőtlenségből p ^ 0 mellett óp* > 0-nál g > 0, míg ha a <5p* 

tetszőleges, akkor g = 0 adódik. Ily módon a g-t. általánosított rés vektornak 
lehet tekinteni. A (3.4)-ből egyenest a 

P ^ 0, g ^ 0, P*g = 0 (3.6a—c) 

következik. Ezáltal a (2.12) helyett az érintkezési feladat megoldását a 

min|{p* g I p > 0, g = - G A + Hp - t ^ 0, G* p - q = 0 } (3.7) 

kvadratikus programozási feladat megoldásán keresztül kapjuk meg. 
Látható, hogy a (2.5) —(2.6) feltételeket a (3.6) alattiakkal helyettesítet-

tük. Ez alapján a kontakt nyomás munkája zérus a g(x) rés „elmozduláson", 
azaz az 

J 0 / / ( * ) g(x) dx 

integrál értéke zérus, ha p(- > 0, és megfordítva, zérustól különböző, ha p, = 0. 
I t t ü j az Q tartomány azon altartománya, ahol P,(x) zérustól eltérő értékű. 

A (3.7) megoldására a szokásos eljárások egyikét alkalmazhatjuk [10J. 
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4. A (2 .23) a la t t i optimálási probléma megoldása 

A feladatot ismételten végesdimenziójú programozási feladatra kívánjuk 
visszavezetni. E célból az érintkezési nyomást a (3.1) szerint, míg a kezdeti rés 
megváltozását a 

Ah(x) = h*(*)A * 6 ffopt (4.1) 

alakban közelítjük meg. Attól függően, hogy a (4.1) alatti h(*)-t lokális v a g y 
globális approximáció alapján építjük fel, а Д diszkrét pontbeli résváltozásokat 
tartalmaz, illetve fizikai tartalmat nem kölcsönző állandókból összeállított vek-
tornak felel meg. 

A (2.21), (2.22) diszkretizálásának két útját különböztethetjük meg: 
1. A súlyozott maradékok módszerét alkalmazzuk. 
2. A kollokációs módszert alkalmazzuk (diszkrét pontokban ellenőrizzük). 
Az 1. esetben az 

Г go (x)Pi(x)dx, í у(*)Р,(*)<Ь; 
J " o p t •' " o p t 

(i = 1 Ä) 

integrálokat határozzuk meg. Ekkor formálisan a 

g0(x) => HA p - tk - GX + RA = 0 (4.2) 

X H » P m a x V - Q p > 0 (4.3) 

egyenlet-egyenlőtlenséghez jutunk, ahol H k és G az ff = ffopt esetében azonos 
a (3.7)-ben szereplőkkel. 

A 2. esetben i = 1 , . . . ,k számú pontokban felírva a g0(*)-t és a y(«)-et, 
formálisan a 

g0(x)* H £ p - t £ - G * X + R A A = 0 , (4.4) 

* ( * ) » P m a x ^ - Q ^ p ^ O (4.5) 

diszkretizált alakokhoz jutunk. 
Megjegyzés-8: H a a Ah(x)-et és a p(x)-et altartományonként (elemenként) 

állandó értékű approximációs függvénnyel approximáljuk, akkor azt kapjuk, 
hogy 

Q* = R': = E egységmátrix. 
(k. k) 

Megjegyzés-9: Egyszerűsítés céljából a továbbiakban nem teszünk különb-
séget a Hk stb. mennyiségek jelölése között . 

Megjegyzés-10: Mivel a merevtestszerű elmozdulásból származó tag (—GX) 
és a kezdeti rés változásától függő tag (RA), mértékegységüket tekintve mm, 
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ezért az ismeretlenek számának csökkentése céljából célszerű ezek összegét 
használni a programozási feladatban: 

1 = - GA + R A , (4.6) 

majd a programozási feladatban szereplő p m a x , p, 1 meghatározása után az 
alábbi megfontolásból meghatározni a X és a A értékeket. 

Az l - e s test merevtestszerű mozgásának I szabadságfoka esetén I számú 
pontban a kezdeti hézag megváltozását zérusnak írjuk elő. A (4.6) egyenletet 
felhasználva, az 

h = - G ( * i ) X , 

К = - G ( * , ) X 

egyenletrendszerből a merevtestszerű elmozdulás vektora 

х = г с ( Л 1 ) - 1 - 4 il 

es így az 
G(*i) J L ii 

RA = 1 + GX 

(4.7) 

meghatározható, ahonnan az R kvadratikus mátrix inverzének ismeretében a A 
kiszámolható. (h*(x) = Р*(л) esetében R pozitív définit .) A A ismeretében az 
l -es test megváltozott peremének helykoordinátája: 

R o p t ( * ) = R k e z d e t i ( x ) - h * ( x ) A . (4.8) 

Ezek után a Megjegyzés-10 f igyelembevételével írjuk fel a (2.23) alatti 
optimalizációs feladat diszkretizált alakját: 

m i n { . P m a x I p ^ 0 , G * p - q = 0 , H ^ p t f c + 1 = 0 , 

v P m a x — Q p ^ 0 } 

(4.9) 

Megjegyzés-11: Amennyiben az l - e s test ez irányú merevtestszerű eltoló-
dással, v a g y y tengelykörüli elfordulással rendelkezik, úgy a Tétel-1, -2, vagy 
Tétel-5, -6 értelmében %(x) = 0, vagyis a (4.9) alatti programozási feladatban 
1 db egyensúlyi egyenlet, к db érintkezési geometriai egyenlet és к db vezérléssel 
kapcsolatos egyenlet írható fel a p m a x és a (fc, 1) típusú p és 1 vektorok meghatá-
rozására. I ly módon lineáris, inhomogén algebrai egyenletrendszer megoldásán 
keresztül tisztázható az optimálási feladat. 
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Megjegyzés-12: A (4.9)-ben az 1 vektor elemei tetszőleges előjelűek lehet-
nek. í g y a feladat konkrét kiszámításakor az 1 = 1+ — 1 + 0, 0 
transzformációt hajtjuk végre. 

Megjegyzés-13: Amennyiben a (2.23) alatti programozási f e ladatbang 0 ( x ) -
et a (2.26) v a g y (2.28) alapján számítjuk, úgy a feladat diszkretizálásakor a 
(2.24), (2.25) alattiakat is diszkretizálni kell. 

í g y formailag (2.26)-ból kollokációs diszkretizálásakor (a (4.2)-höz hason-
lóan) a 

g0(x) * H K P - TK - GA + |R + D(p) + Д = 0 

kifejezéshez jutunk, mivel az 

í (щ*)+щ*')) p{*') ds' 
o'opt àn{x) 

integrál a 

ЭН, 
Ж 

dH 1 2  

дК 
( 4 + Л ) 

д Н а (Аг + А1) 2 
дК дК 

(4.10) 

дК 

дН 1 2 ^ д Н п 

дК дК 
Рг Д = Б ( р ) Д 

diszkretizált alakot nyeri а 

дн 
dh 

_ Wtj 
(х,,х,) dh 

jelölések felhasználásával. 
Itt h és Д diszkrét pontbeli hézag,il l . hézagváltozás értékekből összeállított 

vektorok. A g0(«)-nek a (4.10)-alatti felírása összhangban van a (2.26)-nál elmon-
dott iterációval, amennyiben a D-ben szereplő p-t az előző iterációból vesszük. 

Megjegyzés-14: Amennyiben az érintkezésben álló testek érintkezési fel-
adatékor a testekben kialakuló elmozdulásmezőt a végeselemes elmozdulás 
módszerrel határozzuk meg, úgy a H, az f a dH/dh és a df/dh előállítását a Füg-
gelék szerint végezhetjük el. 
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5. Az érintkezésben álló szerkezeti e lemek kopásának hatása 
az érintkezési feladat megoldására 

A kopás előrehaladtával a testek közötti „kezdeti hézag" változik, és ezért 
a kialakuló feszültségállapot, va lamint a testek közeledése is eltér a kopás meg-
kezdésekor kapott értékektől. A tervező, üzemeltető mérnök számára érdekes 
lehet a kopás hatásának vizsgálata. 

Tételezzük fel, hogy a vizsgált síkbeli t e s tek egymáshoz képest síkjukra 
merőleges irányban elcsúsznak. Ekkor a [ l l ] - b e n használatos hipotézis szerint 
az x helyen keletkező kopás az 

I o Ks(x, T ) p(x, T ) dr (5.1) 

integrál segítségével számítható, ahol К az anyagtól , a felület minőségétől, a tes-
tek közötti súrlódási tényezőtől függő állandó, s(x, r) a testek x pontbeli relatív 
sebessége, p(x) az érintkezési nyomás . 

A ( 2 . 1 ) - ( 2 . 4 ) és az (5.1) alapján az 

F = 0, M = 0 (5.2a, Ь) 

g(x) = \a, H(x, x') p(x') dS' +P(x) - P ( x ) + hk(x) - d(x) 
es® rt ~ f(5.3) 
+ I n Ks(x, r) p(x, r)drf> 0, 

p(x) g(x) = 0, p{x) ^ 0 я £ Q (5.4a, b) 

egyenlet-egyenlőtlenségi rendszer megoldása jelenti a kopáskor jelentkező 
érintkezési feladat megoldását. 

Az érintkezési nyomást 

p(x, t) = р*(я) p(t) (5.5) 

alakban közelítjük meg. Az időbeli diszkretizáláskor Ar időlépés intervallum-
ban állandó érintkezési nyomást tételezünk fel. Ekkor az i = j - l - e d i k időpilla-
natot (időintervallumot) követő j'-edik időintervallumbeli ál lapotot a 

min in {P* g j \ Vj > « » Bj = - + Hp, - t + Kp s ^ 0, G* p, - q = 0 

programozási feladat megoldása szolgáltatja, ahol az 

ft ~ J - 1 ~ 
Ks(x, T) p(x, T ) dr => 2 Ks f x ) Art pi(x) 

)o i=0 

(5.6) 
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kife jezés t é rbe l i d i szkre t izá lásából n y e r j ü k az (5.6) a l a t t i szummációs k i f e j ezés t . 
I t t PJ(x), WJ(X) а АТ[ i d ő i n t e r v a l l u m b e l i ér intkezési n y o m á s , i l letve sebesség 
é r t éke . 

L á t h a t ó , hogy a k o p á s a AT1 i d ő i n t e r v a l l u m b a n k i a l aku ló n y o m á s ér téké-
vel egyenes a r á n y b a n v á l t o z i k . А К é r t é k é t k í sé r l e t ekbő l ismerve, az (5.6) fel-
a d a t o t idő lépésenkén t m e g o l d v a k ö v e t h e t ő v é vá l ik a kopás be fo lyása az Q p 

é r in tkezés i t a r t o m á n y és a p(x, r ) n y o m á s függvény a l aku l á sá r a . 

6. P é l d á k 

6.1 A fen t iek i l l u sz t r á l á sá ra v i z s g á l j u k az 5. á b r á n vázolt á l t a l á n o s í t o t t 
s íkfeszül t ség i á l l a p o t b a n l evő l -es j e l ű k ö r a l a k ú és a 2-es jelű k ö r g y ű r ű a lakú 
t á r c s á k n o r m á l é r in tkezés i f e l ada t á t . Fe l t é t e l ezzük , h o g y a 2-es jelű t e s t A pon t -
j á n a k e lmozdulása zé ru s , a terhelés p e d i g az áb rán v á z o l t módon az A , В pon-
t o k a t összekö tő t e n g e l y r e s z i m m e t r i k u s a n oszlik m e g . E r e d ő j ü k a s z ó b a n forgó 
t enge ly i r á n y á b a m u t a t . A megoszló terhelés p1 és p2 sűrűségének é r t é k e i , az 
é r in tkezés i f e lada t m e g o l d á s á v a l t i s z t á z o t t Q p t a r t o m á n y fe le t t megosz ló p 
é r in tkezés i nyomásbó l , a t e s t ek re f e l í r h a t ó egyensúlyi egyenle tek kie légí téséből 
s z á m í t h a t ó k . 

A t e s t e k geomet r ia i m é r e t e i : s u g a r a k : JR, = 4 0 m m , R2 — 4 0 , 0 1 4 2 5 m m , R3 = 5 5 m m ; 
v a s t a g s á g u k : V = 2 0 m m . A n y a g u k azonos, c s ú s z t a t ó r u g a l m a s s á g i t é n y e z ő j ü k : G = 7 3 5 7 5 , 0 
N / m m 2 , m í g Poisson-féle t é n y e z ő j ü k : v = 0 ,3 . A terhelés f ü g g ő l e g e s i r ányú e r e d ő j e : F0 — 
= 1 0 k N . 

Az ér in tkezés i n y o m á s t 2 к s z á m ú 2 ß • Rt(i = 1, 2) hosszúságú ívszakasz 
fe le t t á l l a n d ó sűrűségű terheléssel h e l y e t t e s í t j ü k [12] . 
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0 
No: 1 5 10 15 

s = R,ç> 

6. ábra. Az érintkezési nyomásfüggvény megoszlása a tárcsa pereme mentén к — 18 altarto-
mány felett constans értékű nyomással történő approximációval számolva 

6.1.1 Az F0 t e rhe lés h a t á s á r a kialakuló ér in tkezés i n y o m á s megoszlását 
a 6. áb ra 1 je lű görbé je szemlélteti , a m e l y je len tősen eltér a Her tz -e lméle te sze-
r in t számí to t tó l . 

3 <p 
6.1.2 A 6. á b r á n a 0,002 - cos ^^^ л mm a l a k h i b á j ú Rx s u g á r r a l készí tet t 

l - e s t es t ese tében kia lakuló ér in tkezés i nyomás megoszlását az a lakb iba je lű 
görbe t ü n t e t i fel. L á t h a t ó , hogy 2 pm-es a lakbiba a p m a x kb. 2 0 % - o s növekedé-
sét okozta az a l akb iba nélküli e se tben kapo t thoz képes t . 

6.1.3 Az ér intkezési nyomás op t imal izá lásáva l kapcso la tosan к = 18 d b 
a l t a r t o m á n y ál tal ki je löl t opt imal izációs t a r t o m á n y esetében a (2.15) , (2.16a, b) 
és a (2.17a, b) a l a t t i vezérlési f ü g g v é n y felvétele me l l e t t o ldjuk m e g a feladato-
k a t . A C1 osztá lyú á tmene tné l az Í 2 á t m e n e t " ! t a r t o m á n y t к — 9 , 11, 13 számú 
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7a. ábra. к — 18 altartománnyal kijelölt Qopt/2 esetén az optimalizált nyomásfüggvény lefutása 
állandó és trapéz alakra történő vezérléskor 

al tartományok által ki je löl t Lx ( lásd 3. ábra) t ar tomány i hosszal jelöljük ki: 
(k - k) • 2 ß • Rv 

A z érintkezési n y o m á s lefutását , illetve a kezde t i hézag megvál tozását a 
7. és 8. ábrák tüntet ik fel . Látható, h o g y aTéte l—5 értelmében a p(x) függvény 
valóban hozzásimul a v(x) p m a x burko ló függvényhez . Az F, = 0 ,75 F 0 csök-
kentet t terheléskor az F„-nál opt imal izált alakú nyomáselosz lástó l eltérő függ-
vényt kapunk. Ezekben az esetekben az l - es test merevtestszerű eltolódásából 
adódóan, a csökkentett terheléshez tar tozó pwax k i s ebb lesz, mint az optimali-
záltnál kapot t érték. 

F igye lemremél tó , hogy a 8. ábrán vázolt kezdet i hézagváltozások 1 -j- 1,5 
/im-es értéke az érintkezési nyomás l ényeges vá l tozásá t okozza. 

A 9. ábra az fíopt tartomány hosszának (к a l tartományok számának) függ-
v é n y é b e n a p m é x -ot az N = V j0opt • p(x) Rdcp „ n o r m á l erőt" és az l - e s test 
középső pontjának függőleges irányú XF eltolódását tünte t i fel. 
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£ 

s = Ri<p 

76. ábra. к = 18 a l tartománnyal kijelölt ß o p t / 2 esetében az optimalizált n y o m á s f ü g g v é n y le-
futása a C1 osz tá lyú á tmenete t biztosító alakra történő vezérléskor 

A 9a. ábrán kapott eredmények összhangban állnak a Tétel- l -ben meg-
fogalmazottakkal, vagyis az Qopt növelésével а p m a x csökken, és legkisebb a 
v(x) — 1 melletti vezérléskor. 

A 9b. ábra görbéi jelzik, hogy az N normálerő az Qopt növelésével szintén 
növekszik. Amennyiben a testek síkjukra merőlegesen elcsúsznak egymáson, 
úgy a fellépő súrlódóerő arányos az N erővel. Tehát, ha a tervező azt a célt tűzi 
ki, hogy az optimalizáláskor kialakuló N ne legyen nagyobb, mint az optimali-
zálás nélküli esetben kapott érték, akkor látható, hogy állandó nyomás esetében 
ezt nem lehet biztosítani. A trapéz alakú nyomáseloszláskor к 10 altarto-
mánynak megfelelő Qopt tartomány vehető csak fel. Ugyanakkor, ha megköve-
teljük a pm a x > optimált P m a x , optimálás nélküli egyenlőtlenséget, akkor a vizs-
gált esetben az Qopt a 9 < к 11 számú altartomány által megadott tarto-
mányban változhatik csak. 
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Vagyis a min pmax, i l le tve min N cél elérése egymássa l el lentétes követe l -
mények . Amenny iben m i n d k é t célt f igye lembe a k a r j u k venn i , úgy a (2.36) a l a t t i 
p rogramozás i fe lada to t f o g a l m a z h a t j u k meg . 

Az á l t a lunk vizsgál t ruga lmas rendszer esetében v(x)-et a (2.17) szerint 
megvá la sz tva , a xp = 0; 0 ,1; 1; 10 esetében k a p o t t op t imá l t ér intkezési n y o m á s 
függvényeke t l á t h a t j u k a 10. ábrán . 

A xp = 0,1 ér ték m é g n e m befolyásol ja a p f ü g g v é n y t , de m á r xp = 1-nél , 
ha nem is vá l toz ik a n y o m á s á l l andóságának t a r t o m á n y a , a C 1 osztá lyú á t m e n e t 
megszűnik, xp — 10-nél az érintkezési t a r t o m á n y min t egy h a r m a d á r a csökken 

1.5 

Ê 1.0 

_c 
< 
1 

0 , 5 

0 

- 0 , 5 

1.0 

"i 
5 0 , 5 
•C 
< 
I 

0 

- 0 , 5 

8. ábra. Optimalizált érintkezési nyomást biztosító Ah kezdeti hézag változások 

s = R,<p 

le, a p m a x m in tegy 2,34-szeresére növeksz ik a xp = 0-nál k a p o t t n a k . A súrlódási 

veszteség csökkenése a p m a x n a g y m é r t é k ű növekedéséhez vezet . 
6.4 Vizsgál juk m e g az 5. áb rán vázo l t szerkezet k o p á s á t a b b a n az ese tben, 

ha az l - e s je lű elem a t á r c sa s ík jára merőlegesen m o z d u l el á l l andónak t ek in t -
hető К = 1 - 1 0 _ 8 т т 3 / J V kopási m é r t é k mellet t . Az (5.6) a la t t i К = <CK, . . ., 
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9. ábra. Pmax> N, XF változása az í?0pt tartomány méretének (fe altartomány számának) függvé-
nyében. A S F — általánosított sík feszültségi állapot, SA — sík alakváltozás 
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s = R,<p 

10. ábra. Optimalizálás „ket tős" célfüggvénnyel. Az érintkezési nyomás lefutása (2.17) vezérlő 
függvény esetében y> = 0, 0,1, 1, 10 súlyfaktor mellett 

К > diagonál mátrix az elemenként állandónak tekintett p nyomás approximá-
ciójából adódóan. 

A 11. ábra а г = 0, 20, . . ., 60 „időlépéseknél" kialakuló nyomáselosz-
lást, a 12. ábra a kopás mértékét, míg a 13. ábra a p m a x maximális nyomást és 
a k p közeledés mértékét tüntet i fel. 

Figyelemre méltó, hogy 1 цт-es kopás az érintkezési nyomás maximumá-
nak mintegy 20%-os csökkenéséhez vezet . A kopás növekedésével az érintkezési 
tartomány, és így az N is kismértékben nő. Az eredmények azt mutatják, hogy 
a p m a x csökkenése százalékos összehasonlításban jóval nagyobb, mint az iV-el 
arányos súrlódási veszteség növekedése. 
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11. ábra. A kopás h at ás ár a[ki alakuló érintkezési nyomás 

s = R,(? 

12. ábra. Kopás mértéke т . . időpillanatban" 
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13. ábra. А pmax, A.p változása a r függvényében 

F Ü G G E L É K 

Az érintkezési feladat felállításánál fellépő H hatásmatrix, I ismert elmozdulás 
vektor és ezek h szerinti deriváltjainak előállításával kapcsolatos kérdések 

A potenciális energia minimuma elvet választva, az érintkezési feladat megoldására 
a programozási feladat az alábbi: 

m i n { 1 7 | u $ , - u £ + h > 0 } , ( F . l ) 

anol végeselemes módszer alapján a potenciális energia 

П = 2 1 [ { » " S ' a 1 ! - " ! ' ] . (F.2) 

Itt Se — а merevségi mátrix, u e — az általánosított csomóponti elmozdulásvektor, qe — az 
általánosított csomóponti terhelési vektor, u^ — az e jelű test k i tüntetet t „normális" irányú 
elmozdulásaiból összeállított vektor, azaz 

u^ = Ae u e , (e = 1, 2) 

h — kezdeti hézagból alkotott vektor. 

Az (F. l ) -hez rendelt Lagrange-féle függvény 

L = П — p* (u% - uj, + h) , 

amiből a Kuhn—Tucker-féle feltételek értelmében 

(F.3) 

(FA) 

du ' dp ^ ' P dp 
(F.5a—с) 

következik. Itt p — az érintkezési nyomással kapcsolatos multiplikátor vektor [13]. 
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A további lépéseket az optimalizációs feladat szempontjából vizsgáljuk. A jelölések 
egyszerűsítése céljából a kezdeti geometriához tartozó mennyiségeknél az alsó к index jelö-
lést elhagyjuk. 

1. Tételezzük fel, hogy a kezdeti rést a merevtestszerűen nem mozgó test felületének 
megváltoztatásával kívánjuk beállítani. Legyen ez a test a 2-es jelű. Ekkor az (F.5a) értelmében 

s - S2 u2 — q2 — A2* p = 0 , (F .6) 
dL 
a«! 

ahonnan az 

U2 = (S2)->q2 + (S2)"1 A2* p , (F .6a) 

illetve az (F.3)-ra való tekintettel, az 

u2, = A2 ( S 2 ) - 1 A2* p + A 2 (S2)""1 q 2 , 
azaz 

u|, = H 2 p + f 2 , (F .7 ) 

ahol H2 — a 2-es test hatásmátrixa, f 2 — az ismert terhelésből származó elmozdulás vektor. 
Vegyük az (F.6) h szerinti derivál tját: 

àS1
 ц2 du2 № ЗА2« dp 

ah u • ь dh ah ah p A аь - 0 ' 
amiből 

a«2 

db 

Az (F.3) értelmében 

/ei4_i(5A2* as2 ач2 , .,„ ар) 

a«2, __ aA2 2 L ж 2 du-

illetve au?i/5h értéke az (F.7) alapján 

au2 _ а н 2 ai2 , „2 a? 
+ Ж * ( F - 1 0 ) 

Az (F.9), (F.10) összevetéséből az (F.6a) és az (F.8) f igyelembevételével az alábbiakat kapjuk: 

Ж ~ ( ж ~ A 2 ( s v " f f ) ((S2)_I 42 + (S2)_1 p) + 

+ A 2 ( ( S 2 ) - ^ p ) + A 2 ( S 2 ) - 1 ( ^ + A » f ) , 

azaz 

ж - [ " ж - A2 (S2)" « ( S 2 ) _ 1 4 2 + A2 (S2)_1 Ж ' ( F - n ) 

ан;  

ah = ( " Ж " - A 2 ( S 2 ) _ 1 Ç ) (S2)"1 A " + A 2 ( S V ^ , (F .12) 

vagyis a H2, f 2 mennyiségeknek a h vektor elemei szerint vett deriváltjai az A2, S2 mátrixok 
deriváltjain keresztül fejezhetők ki. 

Vizsgálatainkat korlátozzuk vékonyfalú elemekre. Vékonyfalú elemeknél (Kirchhoff 
Love hipotézisre épülő héj elméletnél, Bernoulli-féle hipotézisre épülő prizmatikus tartóknál) 
a merevségi mátrix deriváltjának kiszámítása állandó falvastagság esetében igen egyszerű. 
Ugyanis ezekben az esetekben a merevségi mátrix 

S2 = (b3) (lemezeknél, héjaknál) (F .14) 

(tartóknál) (F .13) 
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alakban képezhető, ahol b a lemez, héj vastagsága, a tartó magassága, és így lemezeknél 

míg a tartónál 

dS* d s2 as2 

dhi dbi db 

dS2 dS2 dS2 

dhi dbi ~ db 

= 3(b)2 S§ = S2 , (F.15) 

- 4 - s 2 . (F.16) b 

Amennyiben az 12 tartományon a lemez, héj, tartó szakaszonként (elemenként) állandó, 
de különböző vastagságú, úgy a fenti deriváltakat elemenként kell venni. 

Mivel az A2 a jelen felállításban „projektor" mátrix (A2-ből azuf, kitüntetett irányba eső 
elmozdulásokat állítja elő), ezért annak deriváltja zérus. (Vékonyfalú elemeknél az u x - t a 
középfelület elmozdulásának tekintjük és az érintkezési-elválási feltétel felírásakor vesszük 
csak figyelembe a falvastagságot a h elemeinek meghatározásakor.) А $Я2/<)Ь derivált csak 
akkor különbözik zérustól, ha a testre térfogaton megoszló terhelés vagy hőterhelés hat . 

Ily módon vékonyfalú, állandó falvastagságú elemekből felépített rugalmas héjszerke-
zet esetében a falvastagság megváltoztatásából adódóan a hatásmátrix deriváltja 

Л Н 2 3 3 0 - — A 2 [ (S 2 ) - 1S 2 (S 2 ) - 1 A 2 * - f - = _ - 2 _ H 2 , (F.17) db 6 b 

míg prizmatikus tartóknál 
Э Н 2 = Л н 2 . (F.18) 
db b 

2. Térjünk át arra az esetre, amikor a kezdeti hézag változásából adódó geometriai 
változtatást az l -es jelű, merevtestszerű mozgást végző testen kívánjuk végrehajtani. 

A [13] munka eredményeit felhasználva írhatjuk, hogy az érintkezést-elválást kifejező 
geometriai egyenlőtlenség 

y(°> = H p — G u f — t = 0 , (F.19) 

ahol 

H = H' + H 2 , H = A,', (S]2)-2 A l f , 

H 2 = A2 (S2)"1 A2* — a hatásmátrixok, 

G = A, — An (S|2) 1 S21 — a geometriai mátrix , 

t = F — f2 — h az jsmert terhelésből, kezdeti 
geometriából származó vektor, 

f 1 = A|, (SJj)—'qi,, f 2 = A2(S2)-1[q2 . 

Itt S22 az l -es jelű test merevségi mátrixának invertálható része, Af, az S22 mátrixot 
szorzó elmozdulásokhoz tartozó A1 „projektor" mátrix része, uf a merevtestszerű mozgást 
biztosító elmozdulásvektor, q a terhelési vektor. 

Jelen esetben a normálirányú elmozdulásvektor 

uJ, = Aj UÍ + Aj, 4 . (F .20) 
Az 

L = П — p* (A2 u2 -— A1 u1 + h) (F.21) 

Lagrange-féle függvényből a már használt (F.áa) feltételből az 

rsu S12l' Ги, 1' - l~q, V 
k , s j [ - „ I Lq„J 

Af j1 p = 0 (F.22) 

Aîij 
egyenlethez jutunk. 

Az (F.20) egyenletet h szerint deriválva, majd az (F.22)-ből az u|, elmozdulást kifejezve, 
illetve annak deriváltját véve. behelyettesítés és rendezés után az 

= H' p + Gui + f1 (F.23) 
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egyenletre is tekintettel, a 

ЭН1 ЭС »V dp , r dui 

kifejezés adódik, ahol a H1 hatásmátrix deriváltja 

^ = Ah ( S y - > ^ + ^ (Sis) - 1 An*— Ai, (Sb)"> f p ( S b ) - Ah*, (F .24) 

a geometriai mátrix deriváltja pedig 

| г = Ж " ~ T ( s y - ' + - f r <s»>_1 s " - A " ( s «) _ 1 - f r • <F-25> 

végezetül az ismert f 1 elmozdulás deriváltja 

f =A1 («У"1 & + A" ̂  " í r ) <F"26> 
Következésképpen 

A kezdeti geometriánál állandó 6 vastagságú lemezt, illetve héjat feltételezve, ЗА'/ЗЬ = 
= 0 mellett a 

ÔH« ан> — Aj, (SJ,)_ 1 A»* = j - H 1 , 

ah " v"22/ ah Ь 

eredményeket nyerjük. Az (F.24)— (F.26) összefüggéseket prizmatikus tartóra felhasználva, a 

+ f - = 4-A}, (H 1 + ( s t ó - 0 s b 

deriváltakat kapjuk. 
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be realized by a suitable formation of the bounding surfaces of bodies. The optimum form might 
be produced by soluving linear programming problem. Propositions are established in connec-
tion with the control of the pressure and the effect of the power loss by friction, on minimizing 
the highest pressure, is investigated. In case of thin-walled shells and plates as well as prisma-
tic beams, the effect of the change in the wall thickness taking place as a result of optimizing, 
will be taken into consideration by the development in series of the effect-function according 
to the Taylor series. In case of the method of f inite element displacement, the problems of the 
influence-matrix and the production ofithe displacements caused by known loadings and their 
derivatives, w i th respect ot the gaps, are investigated. Numerical examples are presented for 
controlling the pressure in case of the contact of ring-formed plane solids and the time-depen-
dent progress of wear in proportion to the contact pressure is analysed. 

Optimierung der Verteilung des Kontaktdruckes. — Es wird ein rechnungstechnisch ein-
fach realisierbares Verfahren zur optimalen Verteilung des beim reibungslosen Kontakt auftre-
tenden Kontaktdruckes beschrieben. Der Mindeswert des höchsten Druckes wird mit der Ab-
sicht gesucht, daß in der Nähe des Kontaktdruckbereichs die Bedingung, daß der sich bei der 
Lastübertragung entwickelnde Spannungszustand in den Punkten des Kontaktbereiches nicht 
singulär sei, gesichert werde. Dies kann durch die entsprechende Ausgestaltung der Grenz-
oberflächen der Körper erreicht werden. Die Optimalform wird aus der Lösung der linearen 
Programmierungsaufgabe erhalten. In Zusammenhang mit der Regelung des Druckes wird 
die Auswirkung des durch die Reibung verursachten Leistungsverlustes auf die Minimalisierung 
untersucht. I m Fall von dünnwandigen Schalen und Platten, bzw. von prismatischen Trägern 
wird die Wirkung der bei der Optimierung stattf indenen Änderung der Wanddicke durch die 
nach der Taylorschen Reihe durchgeführte Entwicklung der Wirkungsfunktion berücksich-
tigt. Im Fall der Elementenverschiebungsmethode werden die Probleme der Wirkungsmatrix, 
der durch die bekannten Belastungen hervorgerufenen Verschiebungen und der nach der Lücke 
Derivierten derselben behandelt. Zahlenbeispiele werden zur Steuerung des Druckes, im Fall 
des Kontakts von ebenen ringförmigen Körpern, sowie der zeitliche Ablauf der zum Kontakt-
druck proportionalen Abnutzung untersucht. 
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