
EGY TENGELYSSZIMMETRIKUS ÉRINTKEZÉSI 
FELADAT A LINEÁRIS NYOMATÉKI 

FESZÜLTSÉGI RUGALMASSÁGTANBAN 

S Z E I D L G Y Ö R G Y * 

[Beérkezett 1979. február 20-án] 

A tanulmány féltérre ható köralakú m e r e v nyomó bélyeg ese té t vizsgálja n y o m a -
téki feszültségek hatásának f igye lembevéte léve l . Az adódó v e g y e s kerületiértékfeladat 
megoldása a klasszikus esethez hasonlóan k e t t ő s integrálegyenletekre vezet. K i m u t a t j a 
a dolgozat, hogy az í2 anyagjel lemző két szélső értékére (í2 = 0 és Z2 — oo esetére) sík-
lappal lehatárolt bélyegnél a klasszikus nyomáseloszlás adódik. Másik megoldásként a 
kiegészítő munka minimumának elve javasolható . A kiegészítő energia funkcionál mini-
malizálása Ritz módszerével történik. Számpélda síklappal lehatárolt bélyegre v o n a t -
kozik. A megrajzolt diagramok érzékeltetik a klasszikus esettől va ló eltéréseket. 

1. Bevezetés 

A lineáris nyomatéki feszültségi rugalmasságtan érintkezési feladataival 
— ismereteink szerint — eddig csupán az [1] tanulmány foglalkozott. Az idé-
zett mű síkbeli viszonyok között félsíkra ható speciális alakú merev nyomó-
bélyeg esetén ad megoldást. A klasszikus esettől eltérően azonban zárt alakú 
képletek levezetése nem volt lehetséges. 

Jelen tanulmány a lineáris nyomatéki feszültségi rugalmasságtan keretei 
között féltérre ható merev nyomóbélyeg esetét vizsgálja tengelyszimmetrikus 
viszonyokat feltételezve. A bélyeg és a féltér közötti súrlódástól eltekintünk. 
A megoldás során a lineáris nyomatéki feszültségi rugalmasságtan valameny-
nyi feltevését érvényesnek tekintjük [2, 3]. 

A numerikus megoldáshoz — mechanikai szemléletessége iniatt — a 
kiegészítő munka minimumának elve kerül felhasználásra. Ezzel összefüggés-
ben röviden ismerteti a tanulmány a kiegészítő munka minimuma elvének al-
kalmazási lehetőségeit a fenti érintkezési problémával azonos jellegű vegyes 
kerületi érték-feladatok esetén a lineáris nyomatéki feszültségi rugalmasság-
tanban. 

A klasszikus rugalmasságtan analóg problémájának megoldását számos ru-
galmasságtani monográfia, így S N E D D O N könyve is részletesen ismerteti [ 1 3 ] . 

* Dr. Szeidl György, 3529 Miskolc, Derkovits u. 54 
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2. Az érintkezési feladat kettős integrálegyenletekre történő visszavezetése 

A vizsgált 1. ábrán v á z o l t tengelyszimmetrikus peremértékfeladat e se tén 
az r, z hengerkoordináták használata célszerű. Legyen a z = 0 sík a fé l tér 
határolósíkja. Jelölje az e lmozdulásvektor összetevőit (u r , 0, uz), a nem szim-
metrikus feszültségi tenzor nem eltűnő összetevőit <rrz, tzrs t-rzs a 

nyomatéki feszültségi t enzor deviátoros részének nem e l tűnő összetevőit p z 0 , 
Paz-, pros Par- A féltér határolósíkján 

alakúak a peremfeltéte lek. 
I t t ô = const, а a bé lyeg sugara, w0(r) pedig a bé lyeg felületének for-

máját meghatározó sima f ü g g v é n y t jelöl. 
Megköveteljük, h o g y az elmozdulások — merevtestszerű mozgásoktól 

eltekintünk — és a feszültségek z —>• oo e se tén zérus értékűek legyenek. 
A lineáris nyomaték i feszültségi rugalmasságtan Bouss inesq fe ladatának 

tengelyszimmetrikus v i s zonyok közötti megoldását a [4] tanulmány közl i . A 
Boussinesq feladatra v o n a t k o z ó peremfeltételek a fent iektő l csak anny iban 
különböznek, hogy (2.1 —1.2) helyett a 

иг(°» T ) =uz = ô — w0(r); 

<тгг(0, r) = 0 ; 

тг г(0, r) = pzi(0,r) = 0; 

= ô — w0(r); 0 r < а 

а < r 

= игЖ r) = 0; O ^ r ( 2 . 1 - 3 , 4 ) 

( 0 , r ) = p ( r ) 

egyenlet szerepel, ahol a p (r) előírt terhelés. 

(2.2) 

P 

1. ábra 
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Mondottak szerint az ur, uz elmozdulásokra, a arr, a a z z , тГ2, тгг feszült-
ségekre és а pz9, рдГ nyomatéki feszültségekre vonatkozó [4] (4.10 — 1, . . ., 9) 
alatti megoldások a jelen esetben is alkalmazhatók, ha ismeretes a bélyeg 
alatti p(r) feszültségeloszlás. Ennek meghatározásához a [4], (4.10—2,6) alatti 
egyenletek felhasználásával (2.1 — 1.2)-ből az alábbi kettős integrálegyenletek-
hez jutunk 

«5- u>0(r) = - Г Я + 2(1 J0(kr)dk; 0 <,r< a 
Jo 2p(l + p) . , A + 2p nI,IO к 1 0V 

1 + — — - 2 № 1 — — 
A + /I \ n I ( 2 . 3 - 1 ) 

|cr22(r, 0) = 0 = P° kp(k)J0(kr)dk ; a<r. ( 2 . 3 - 2 ) 

Fenti összefüggésekben Jn(kr) a zérusrendű elsőfajú Bessel függvényt, 
A, /t, l2 anyagi konstansokat, p(k) pedig p(r) zérusrendű Hankel transzformált-
ját jelöli, n2 = k2-\-l/l2. A Hankel transzformáció értelmezése [13] és (2.1 — 2) 
alapján 

m =J o ° rp(r)J0(kr)dr, p(r) = J ~ kp(k)J0(kr)dk. (2.4) 

Az 

т/а = e; ak = I ; L2 = l2/a2; N2 = »L 2 + 1 

összefüggések felhasználásával (2.3) (2.4)-ben új változókra célszerű áttérni. 
Eszerint: 

- ( J - I F 0 ( e ) ) = | o " p ( | ) [1 + G ( | L ) ] J 0 ( l e ) d | ; 0 ^ e < 1 (2 .5—l) 

= J 0 ° lp(l)J0(le)dl = 0 ; 1 < e , ( 2 . 5 - 2 ) 
ahol 

továbbá 

G(|L) = ж ^ 2L2 |2(1 £L/N) 
1 + 2 o L 2 ? ( 1 - £ L / N ) 

W0(Q) = а£и>0(е); A = aßd , 

A + p A + 2 p 2(1 — v) 

(E а Young-féle rugalmassági modulus, v a Poisson szám.) 
Vegyük észre, hogy lim G(u) = 0. 

U —-oo 
A (2.5 —1.2) alakú kettős integrálegyenletek vizsgálatával elsőként 

T R A N T E R foglalkozott [ 5 ] . Fredholm típusú másodfajú integrálegyenlet meg-
oldására vezeti vissza a feladat megoldását C O O K E tanulmánya [6]. 
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Jelen dolgozat a (2.5 —1.2) kettős integrálegyenletek megoldását a [7, 
9] tanulmányok alapján ismerteti. Megjegyezzük azonban, hogy a [6, 7]-ben 
bemutatott eljárások egymással ekvivalensek. A kettős integrálegyenletek el-
méletét ismertető összefoglaló műként S N E D D O N [ 1 4 ] könyve említendő. 

3. A kettős integrálegyenletek megoldása 

A (2.5 — 1.2) kettős integrálegyenletek megoldását 

P(£) = jo T' í l ) c o s ^Vdrj (3.1) 

alakban keressük, ahol (p{rj) új ismeretlen függvény. 
p ( f ) fenti előállítása kielégíti a (2 .5 — 2) egyenletet . Ezt p (Ç) helyettesí-

tését k öve tő parciális integrálással majd az 

poo 
I sin Jo(ie) di = (if - в2) " e < v 

о Q >v 
(a) 

integrál ( [15] 6.671 — 1) f igyelembevételével ellenőrizhetjük. 
cp(ij) meghatározására (3.1) (2 .5—l) -be történő helyettesítése és az 

cos £r)J0(£q)d£ = (b) 

0 q <r, 
í 

(g2 - r f ) 2 q >r) 

integrál ( [15] 6.671 — 2) felhasználása u tán az 

+ j / M c o s ШЛШМб = Wn(q) - A ; 0 <,Q<1 

egyenlet adódik. Ha a bal oldalon álló első integrálban az r] = q s in \p össze-
függés alapján új változóra térünk át , a második integrálban pedig a Bessel 
függvények ismert 

2 ГпР 
J0(e£) =— cos sin v)dy> 

n Jo 

előállítását ([15] 8.411 — 2) helyettesítjük, akkor az 

т/2 г 2 Г1 

cp(q sin y>) -\ cp(rj) G(£L) cos |rj cos cos (q£ sin гp)d£dr) 
Jo L я Jo Jo 

= ^ o ( e ) - à 

dip = 

( 3 . 2 - 1 ) 
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egyenlethez, végső soron t e h á t 

rnl 2 
F(Q sin w)dip=W0(e) = W0(e) - A ( 3 . 2 - 2 ) 

Jo 

alakú Schlömlich integrálegyenlethez jutunk. 
Utóbbi egyenlet 

iF(e) = -
л 

Г"12 1 
p(0) + e j W'(Q sin ip)dip = W(Q) (3.3) 

megoldásába helyettesítve (3.2 — 1) alapján F(e) értékét a <p(p)-ra vonatkozó 

v(e) + — í%0?) e)<*4 = W(Q) 
л Jo 

K(v,q) =G(r,+ е) + С ( ч - e) (3-4) 

G(V) = J " G(SL) c o s ÇRJDI 

másodfajú, szimmetrikus magú Fredholm típusú integrálegyenlet következik. 
A (2.3—2), (3.1) összefüggések alapján (a) felhasználásával ellenőrizhető, 

hogy a bélyeg alatti feszültségeloszlás, valamint a féltérre ható nyomóerő a 

P = —2л í (p(e)dg (3.6) 
Jo 

összefüggésekből számítható. 
Nem sík alapú bélyeg nem teljes besüllyedése esetén a z — 0 síkon a 

normálirányú ctzz feszültség folytonos. Ehhez a 

q p ( l ) = 0 (3.7) 

egyenlet fennállása szükséges. A bélyeg <5 benyomódása és az érintkezési tar-
tomány a sugara a P nyomóerő ismeretében a (3.6). (3.7) egyenletek alapján 
határozható meg. 

4. A klasszikus esettel történő egybevetés és a megoldhatóság kérdése 

Legyen a bélyeg sík alapú (м>0(г) = 0). Megmutatjuk, hogy a (3.4) alatti 
integrálegyenlet megoldásából ekkor L —>• 0 és L —• oo esetén a klasszikus 
megoldás következik. 
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1) Az L —>• 0 esetben — a határétrékeket jobbra fenn álló zérus külön-
bözteti meg — (3.4)-ből 

<P°(e) + — f 1 <P0(ri)Ko(n, e)drj A (4.1) 
71 J 0 71 

következik. 
Ismeretes — ([15] 3.741 — 2) —, hogy 

J-co 1 

— cos £r) sin £pd£ 
о £ 

л/2 r\ < Q 
л/4 Г) = Q 

О Г] > Q 
= B H ( Q - r j ) , (4.2) 

Là 

ahol H az egységugrás-függvény. 
Könnyen meggyőződhetünk arról is (4.2) és (3.4—2.3) felhasználásával, 

hogy az 

Г™ 1 
e) = — G(£L) cos £i? sin £pd£ 

Jo £ 

funkcionál tekintetében [17] rendre teljesülnek az 

(4.3) 

Щг), g) = B G ( 0 ) Ж е - r,) 
Là 

КЧп, g) = l i m - A F( 4 , g) = - J C ( 0 ) «5(g - t?) 
i - o dg 2 

(4.4) 

egyenlőségek, ahol <5 a Dirac függvény. A keresett q>°(g) határérték (4.4—2) 
(4.1)-be történő visszahelyettesítése után adódik: 

<P°(e) = - 2 Д Ц 1 + G(0)). (4.5) 

Ennek birtokában (3.6) és (3.5) felhasználásával számítható a nyomóerő 

P =4x1/(1 + G(0)) , (4.6) 

és az ismeretlen feszültségeloszlás 

l im oZ2(r, 0) = - A — — ; 0 < / r < a . (4.7) 

l ^ o 2?ra2 (1 — (r/a)2)1 '2 

2) Az L —• oo esetben p) határértéke zérus és í gy (3.4)-ből a 

l im 9(e) = — 2А/л (4.8) 
L~<*> 
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eredmény következik. Ezzel (3.6)-ból adódik a nyomóerő 

P = 4z í , (4.9) 

(3.5)-ből pedig a feszültségeloszlás 

ü= '»(r'0) = - w r ! 0 ^ r < " ' (410) 

A (4.8), (4.10) összefüggések valóban a klasszikus nyomáseloszlás össze-
függései. 

Továbbiak a megoldhatóság kérdésével foglalkoznak. 
A (3.4) alatti Fredholm típusú másodfajú szimmetrikus magú integrál-

egyenlet szokásos alakja: 

<p(e) - a jVf t ) K(v, e)dr, = W(q) , (4.11) 

ahol 

A = í , K(rj, e) = - - K ( r j , e) -. (4.12) 
n 

A Fredholm-féle alternatívatétel [18a] értelmében а (4.11) integrál-
egyenletnek létezik egy és csak egy folytonos megoldása [186], ha A = 1 nem 
sajátértéke az adjungált homogén integrálegyenletnek. Utóbbi állítás a mag 
[0,1] X [0,1] intervallumon való folytonosságára tekintettel akkor is igaz, ha 
a [0,1] intervallumon szakaszonként folytonos y> függvények halmazán tel-
jesül az 

Ii(w) = f í K(r), g) f(ri) y>(g) drjdg = j 
Jв Je 

= _ А Г1 Г' Г G ( | L ) COS II? c o s igdi rp(r,) w(g) dr,dg < 0 ; <5£ ( 0 , 1) ( 4 . 1 3 ) 
тс Ja Ja Jо 

egyenlőtlenség, azaz, ha a mag negatív définit. 
Az 

-00 
I(r), g) = G( |L) cos ir\ cos ig di 

Jo 

integrál a rjÇfô, 1], ç>6[<5, 1] tartományon egyenletesen konvergens, hiszen 
lim G(u) = C/u2; С = állandó. Ezt f igyelembe véve (4.13)-ban felcserélhetők 
U—oo 
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az integrálások. í g y 

Ш = - G(!L) IJ1
 V(e) cos l e dQ j2d! < о, 

mivel G( |L) > 0, hacsak 0 < | < oo; L > 0 és — oo < v < , 0,5. Q.e.d. 

5. Közelítő megoldás előállítása 

A (3.4) Fredholm integrálegyenlet megoldása páros indexű Legendre 
polinomok szerint haladó sor alakjában kereshető: 

vie) = ^ ( - 1 ) " akgkP2k{Q) 
л=о 

g o = l ; 8k = ( 2 f c - l)!!/2fcü к = 1 , 2 , . . . ( 5 Л ) 

A sor ismeretlen ak együtthatóinak számítására (3.4)-ből kiindulva ismert 
módon — pl. [9] — végtelen méretű lineáris egyenletrendszer vezethető le. 

A dolgozat az egyenletrendszer levezetését e helyütt nem taglalja, csu-
pán a bélyeg alatti feszültségeloszlás jellegére kíván rámutatni. 

A viszonylag egyszerűen ellenőrizhető 

£ P2k(v) cos IT, Aj = ( - ! ) " ~t— J 2k+m(^) 
21 

integrál segítségével a bélyeg alatti feszültségeloszlás Hankel transzformált-
jára (3.1) és (5.1 — 1) alapján 

p(l) = а к 8 к (5-2) 

az eredmény. 
А [18] 7.7.4 pont (29), 2.9 pont (1), 10.9 pont (21), 10.10 pont (21), (24) 

formuláinak egymást követő felhasználásával kimutatható, hogy pÇ[0,1] 
esetén 

Г f í J W « ) M*e) dl = 1Д—(1 - e2)1'2 P* (УГ=1*) • (5.3) 
JO Л gk 

Ezzel a bélyeg alatti feszültségeloszlásra (2.3—2), (5.2)-ből 

P i e ) 2 a k i l - e2)"1/2 р г к ( V ï = 7 ) (5-4) а2 k=o 
következik. 
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Megjegyzendő, hogy A L E K S Z A N D R O V más úton teljes matematikai szigorú-
sággal is kimutatta a ^2.5) alatti t ípusú kettős integrálegyenletekre vonatkozó 
megoldás fenti jellegét [11]. 

A szemügyre v e t t érintkezési feladat a Castigliano-féle variációs elv 
segítségével is tárgyalható. Klasszikus esetben a Castigliano-féle variációs elv 
érintkezési feladatokra történő alkalmazásával K A L K E R tanulmánya foglal-
kozik [10]. A lineáris nyomatéki feszültségi rugalmasságtanban ezt a lehető-
séget a jelen tanulmány függeléke tekinti át. A vizsgált feladatra történő alkal-
mazást a jelen pontban mutatjuk be. 

A függelék (7.10) formulája szerint tengelyszimmetrikus viszonyok 
esetén a 

Щр) = Iű P(r) ("z - 2ü z ) rdr (5.5) 
Jo 

funkcionál minimumát kell meghatározni, ahol uz az ismeretlen p^r)-hez tar-
tozó megoldás, йг pedig előírt elmozdulás. A (2.1 — 1) és az uz (r, o)-ra vonat-
kozó megoldást adó (2.3 — 1) összefüggések alkalmazásával — tekintettel a 
(2.5 — 1) levezetése során végzett átalakításokra — (5.5)-ból 

J(p) = - — f («5 - » o ( e ) ) e p ( e ) dg - Г [ i + С(Щ] г 2 ( | ) (5.6) 
a Jo Jo 

J(p) =ß<P(p)/a\ 
(5.7) 

TG) r)p(rj) j ( m dr,. 

Megjegyzendő, hogy ugyanezen funkcionált kapjuk, ha a (3.4) integrál-
egyenlet megoldására a N O B L E által javasolt variációs módszert használjuk 
[12, 14]. 

A J(p) funkcionál minimumát Ritz módszerével keressük. p(g)-1 az 
(5.4) összefüggés szerint választva az ismeretlen ak együtthatókra a 

- M e ) . = 0 , к = 0, 1, 2, . . . (5.8) 
дак 

minimumfeltételből végtelen méretű lineáris egyenletrendszerhez jutunk. 
A számítások során célszerű felhasználni a Legendre polinomok ortogo-

nalitását: 

f Í V f W ) P2;(V W ) 0(1 - g2)^dg = j ( 4 £ + * = { 
Jo l 0 i=j=j 
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és az (5.3) integrált zérusrendű Hankel transzformáltnak tekintve a transzfor-
máció megfordításával nyerhető 

£ J0(lt?) P2k (VI - r f ) 4(1 - f f ) " 1 ' 2 dr, 

kifejezést, továbbá a 

Л — 

2 |;r"t J2i+m( Ю 

ô =«®o(e) - e2) 
fc=0 

sorfejtést, ahol 

= (4fc + 1) J* Q(ô - tc0(p)) (1 - 9 2 ) - 1 ' 2 P 2 k ( f T E = _ ? ) de . 

Végeredményként az ak együtthatókra vonatkozó 

£ = B, ; i , fe = 0, 1 , . . . (5.9) 
j 

lineáris egyenletrendszer együtthatómátrixa és jobb oldala tekintetében 

2 ßabk 
Aik =g*k[*aJ( 4ft + 1) + Iik]; Bk = 

r ~ l 
I k = I — Щ Ц Лн- i / sG) J i k + m i è ) ^ ; ô lk = 

Jo ç 

adódik, ha a [15] 6.538—2 integrált is kihasználjuk: 

1 
— Jit+lli (v) J2J+lM dr) = 

О V 

л 4k + 1 

0 i¥-k 

1 i =k 

(5.10) 

V 

A (3.7) feltételt a 

egyenlet fejezi ki. 
A nyomóerő értéke 

(4J + 2 ) - i , i =j 

0, i ^ j 

2 a * = ° (5- 1 1 ) 
k=0 

P = — 2jro0 . (5.12) 

Kimutatható (5.1 — 1) felhasználásával, követve a [9]-ben leírt gondolatmene-
tet , hogy (3.4)-ből ugyancsak az (5.9, 10) lineáris egyenletrendszer követ-
kezik. 
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Az (5.9, 10) lineáris egyenletrendszer tanulmány által javasolt leveze-
tését a mechanikai gondolatmenet áttekinthetősége indokolja. 

Közelítő megoldáshoz — véges számú egyenlethez az — (5.4) sorfejtés 
véges szeletének felhasználásával jutunk. 

6. Számpélda 

Numerikus számításokat sík alapú bélyeg esetére végeztünk. 
Figyelembe véve, hogy ekkor 

B0= — ßaö; Bk = 0 0 
n 

es 

A0o — 1 loo 

(5.13)-ra is tekintettel első közelítésben 

P 1 
CzÁr, 0) = - ; P = 4 / Ы / ( 1 + J 0 0 ) . 

I n a 2 (1 - (r/a)2)1 '2 

Innen — J 0 0 (5.11 — 3) szerint L függvénye — L -* 0, és L oo esetén а 
(4.6,7) és (4.9,10) formulákhoz jutunk. 

>6zz/6zz 
v=0,0 

Q5I— г 
0,1 0,2 0,3 OÁ 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0 

2. ábra. A bélyeg alatti au feszültség és a klasszikus esetre érvényes дгг megoldás hányadosa 
azonos nyomóerő esetén, ha v értéke zérus 
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x = 0.5 

1 , 6 -

1,5 

1,4-

13 

1.2-

1,1 

1,0 

0,7-

0,6 

0,5 
0 ,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0 ,5 0,6 0,7 0,8 0 ,9 ] 0 

3. ábra. A bélyeg alatti azz feszültség és a klasszikus esetre érvényes óa megoldás hányadosa 
azonos nyomóerő esetén, ha v értéke 0,5 

А V = 0; 0,5, E = 2 • 10е kp/cm2, Ô = 0,0025 cm adatokra vonatkozó 
számítási eredményeket a 2. és 3. ábrák szemléltetik. A diagramok jellege meg-
egyezik a félsíkra vonatkozó analóg érintkezési probléma kapcsán nyert 
diagramok jellegével [1]. 

Jól látszik, hogy l im <fa/ó гг —*• 1. L —>- 0 esetén a határérték szinten 

egységnyi. Az L = 0,1 görbe kezdeti szakaszán az L = 0,2, 0,4 esetre érvényes 
görbékkel összevetve ez szintén érződik. A ozz feszültség [ l ] -el azonos karak-
tert mutat a bélyeg széle felé haladva: gyorsabban növekszik mint a klasszikus 
esetben (o z z jó z z > 1). 

7. Függelék 

Jelen függelékben a lineáris nyomatéki feszültségi rugalmasságtan egy 
érintkezési típusú vegyes peremértékfeladata esetén mutat juk be a Castigíiano-
féle variációs elv alkalmazási lehetőségét. 

A dolgozatban tárgyalt tengelyszimmetrikus feladat az itt bemutatott-
nak speciális esete. 

A számítások során az ( x v x2, x3) kartéziuszi koordinátarendszert hasz-
náljuk és alkalmazzuk a szokásos jelöléseket: ôqs Kronecker szimbólum, epgs 

permutációs szimbólum, vessző után álló index koordináta szerinti deriválást 
jelent, összegezési konvenció néma indexpárra. 
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Térfogati terhelésektől e l tekintünk. 
A lineáris nyomaték i feszültségi rugalmasságtan mezőegyenlete i t a <pp 

szögelfordulásvektort, az epq elmozdulási és ypq forgási alakváltozási tenzort , az 
up elmozdulásvektorral m e g a d ó 

1 

2 

ePQ —~(UP,q + W<?,p)' 

kinematikai egyenletek, 

a centroszimmetrikus esetre érvényes 

(7.1) 

pq fq.l 

epq ' Cpqrs G(rs)i xpq — ^pqrsprs (7.2) 

Hooke - törvény — GpqrS, A p q r s az anyagi allandok tenzora , opq
 = &(pq) d -

- 1 - 1 

a feszültségi tenzor (kerek zárójelben álló indexpár szimmetrikus, szögletes 
z áróje lben álló indexpár ferde sz immetrikus részt j e l ez ) , ppq a ppq nyoma-
téki feszültségi tenzor deviátoros része — és a 

pq, p Ppq.p + eqrs °Vs = 0 (7.3) 

egyensúlyi egyenletek a lkot ják [3]. 
A vizsgált 4. ábrán vázo l t testre — melynek határfe lületét az egyszerű-

ség kedvéért simának té te lezzük fel — az 

"s = 0 , <Pp(ôps — np ns) = 0 ; xKÇAa 

Ps = n p 
a(qs) + — Bgrs (prk>k — Ц, гУ £ < n ) 

= 0; xk=£Ac 

npPpq (dqs — nqns) = 0 ; Xk£Ap\jAe 

uqnqns = űs, Pq(àqs — nqns) =0; x0ÇAc 

Au 

(7.4) 

(7.5) 

(7.6) 

4. ábra 
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alakú peremfeltételeket írjuk elő, ahol j j — npjípqnq-> "s pedig Ac—n adott 
sima függvény. <я> 

A fenti peremfeltételek mel le t t A c — n — mely az érintkezési tartományt 
jelenti — csak normálirányú terhelés lehetséges. 

A a%, mezőket statikailag lehetségesnek nevezzük, ha eleget tesznek 
a (7.3) mezőegyenleteknek és a dinamikai, jelen esetben tehát a (7.5), (7.6—2) 
peremfeltételeknek. 

A kiegészítő munka kifejezése jelen esetben a 

TCc(<r*s, g%) =A Г {Cpqrs^tpqftrs-) + Apqrs ßpq ßrs) d V - [ P q n q n s û s d A (7.7) 
2 Jv - 1 - 1

 JAE 

módon írható. 
A Castigliano elv szerint (7.7) a tényleges ors, prs megoldásánál mini-

mális. 
Tekintsünk most egy másik az előző, (a (7.1—3) mezőegyenletek, (7.4), 

(7.5.), (7.6) peremfeltételek által meghatározott) peremértékfeladattól csupán 
az A c — n előírt peremfeltételek tekintetében eltérő peremértékfeladatot. 

Legyen a 
P q n q n s = p* x K £ A c ( 7 . 8 ) 

peremelőírás az új peremfeltétel, aho lp s ismert normálirányú terhelés. Tegyük 
fel, hogy ismeretes a (7.1 — 3) mezőegyenletek és (7.4), (7.5), (7.6—2), (7.8) 
peremfeltételekkel megadott új peremértékfeladat megoldása. Ez a megoldás 
egyben statikailag lehetséges elmozdulás-, szögelfordulásmezot, alakváltozási 
és feszültségi tenzormezőket is megad a régi (7.1 — 3), (7.4, 7 .5 , 7.6) perem-
értékfeladatra vonatkozóan. 

Az említett módon nyert statikailag lehetséges mezőkkel (7.1,2)-t is ki-
használva a (7.7)-ben álló térfogati integrál átalakítható felületi integrállá. 

Az átalakítások során (7.3)-t , a (7.3)-ból következő 

1 
ff[pql — ~ epqrHrk, к 

összefüggést, a Gauss tételt és a vizsgált test határoló felületének sima voltából 
adódó 

n q e q r s ( g u s ) , r d A = 0 

JA « 
integrált kell kihasználni. 

A számítás eredménye: 

J (Cpqr°(pq)Ô(rs) + Af>qrs ßpq ß t r ) d V = j ("P °РЧ + npßpq<Pq) d A = 

= J [ Л Ч + n p ß * r (Ôrq — n r n q ) f q ] d A . 
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Erre és a (7.4), (7.5), (7.6 — 2) és (7.8) peremfeltételekre is tekintettel írható, 
hogy 

nc(asr, prs) = j p* 1 1 

J A . 

us - ùs\ dA . (7.9) 
z I 

A vizsgált tengelyszimmetrikus érintkezési feladat esetén Ac a bélyeg 
által meghatározott a sugarú kör, Ap a féltér határolósíkjának Ac—n kívüli 
része, А и a végtelen távoli sík. (A [4] (10.1,2) összefüggések szerint az elmoz-
dulások a végtelen távoli síkon zérus értékűek.), p*-nak p(r), us-nek иг felel meg 
(z nem index !). E feladat megoldása tehát a (7.9)-ből adódó 

Ф(р) =\" P(r)(uz-2ùz)rdr (7.10) 
Jo 

funkcionál minimumának megkeresésére vezethető vissza. 
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An Axisymmetrical Punch Problem in the Linear Couple-stress Theory of Elasicity. — 
The case of the elastic half space under a cylindircal rigid punch is investigated by taking 
the effect of the couple-stresses into account. The solution of the result ing mixed boundary-
problem leads, similarly to the classic case, to dual integral equations. I t is pointed out tha t 
the case of the two extreme values (P = 0. and Í2 — of the material property Í2 for the f lat -
end cylindrical punch, the classic stress distribution is obtained. For another solution the prin-
ciple of minimum complementary energy might be suggested. Minimizing of the functional 
of the complementary energy is carried out by using Ritz's method. A numerical example 
relates to the f lat -end punch. The diagrams plotted suggest the deviations from the classic case. 

Ein Achsialsymmetrisches Kontaktproblem in der linearen Momentenspannungs-Elas-
tizitätstheorie. — Untersucht wird der Fall des auf den elastischen Halbraum wirkenden 
starren Zylinderstempels unter Berücksichtigung der Wirkung der Momentenspannung. Die 
Lösung der sich daraus ergebenden gemischten Randwertaufgabe führt , wie im klassischen 
Fall, zu dualen Integralgleichungen. E s wird demonstriert, daß sich für die zwei Randwerte 
(P = 0 und Í2 — oo) des Stoffwerts l2 im Fall eines durch eine ebene Fläche abgeschlossenen 
Stempels die klassische Spannungsverteilung ergibt. Als eine andere Lösung der Aufgabe 
kann das Prinzip des Minimums der Komplementärenergie benutzt werden. Die Minimalisie-
rung des Komplementärenergiefunktionais wird mit Hilfe der Ri tzschen Methode durch-
geführt. Ein numerisches Beispiel behandelt einen durch eine Fläche abgeschlossenen Stem-
pel. Die vorgeführten Diagramme zeigen die Abweichungen vom klassischen Fall. 
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