EGY TENGELYSSZIMMETRIKUS ERINTKEZESI
FELADAT A LINEARIS NYOMATEKI
FESZULTSEGI RUGALMASSAGTANBAN

SZEIDL GYORGY*
[Beérkezett 1979. februar 20-4n]

A tanulminy féltérre haté koralakd merev nyomé bélyeg esetét vizsgilja nyoma-
téki fesziiltségek hatdsanak figyelembevételével. Az adédd vegyes keriiletiértékfeladat
megoldasa a klasszikus esethez hasonléan kettds integrilegyenletekre vezet. Kimutatja
a dolgozat, hogy az I? anyagjellemz6 két szélsd értékére (I = 0 és I2 — oo esetére) sik-
lappal lehatarolt bélyegnél a klasszikus nyomaseloszlis adédik. Masik megoldasként a
kiegészit6 munka minimumadnak elve javasolhaté. A kiegészit$ energia funkcionédl mini-
malizdldsa Ritz médszerével torténik. Szampélda siklappal lehatarolt bélyegre vonat-
kozik. A megrajzolt diagramok érzékeltetik a klasszikus esettsl valé eltéréseket.

1. Bevezetés

A linearis nyomatéki fesziiltségi rugalmassagtan érintkezési feladataival
— ismereteink szerint — eddig csupan az [1] tanulmany foglalkozott. Az idé-
zett mi sikbeli viszonyok ko6zott félsikra haté specialis alakd merev nyomé-
bélyeg esetén ad megoldast. A klasszikus esettdl eltérSen azonban zart alakd
képletek levezetése nem volt lehetséges.

Jelen tanulmany a linearis nyomatéki fesziiltségi rugalmassagtan keretei
kézott féltérre haté merev nyomdébélyeg esetét vizsgalja tengelyszimmetrikus
viszonyokat feltételezve. A bélyeg és a féltér kozotti surlédastél eltekintiink.
A megoldas soran a linedris nyomatéki fesziiltségi rugalmassagtan valameny-
nyi feltevését érvényesnek tekintjiik [2, 3].

A numerikus megoldishoz — mechanikai szemléletessége miatt — a
kiegészité munka minimuminak elve keriil felhasznalisra. Ezzel osszefiiggés-
ben réviden ismerteti a tanulmany a kiegészitd munka minimuma elvének al-
kalmazasi lehet8ségeit a fenti érintkezési problémaval azonos jellegi vegyes
keriileti érték-feladatok esetén a linearis nyomatéki fesziiltségi rugalmassag-
tanban.

Aklasszikus rugalmassagtan analég problémajinak megoldéasat szamos ru-
galmassidgtani monogréfia, igy SNEDDON konyve is részletesen ismerteti [13].
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2. Az érintkezési feladat kettGs integralegyenletekre torténd visszavezetése

A vizsgalt 1. dbran vazolt tengelyszimmetrikus peremértékfeladat esetén
az r, ¥, z hengerkoordinatak hasznalata célszerd. Legyen a z = 0 sik a féltér
hatérolésikja. Jelolje az elmozdulasvektor 6sszetevéit (u,, 0, u,), a nem szim-
metrikus fesziiltségi tenzor nem eltfind Osszetev8it oy, Osy, Ouy T, Trzs @
nyomatéki fesziiltségi tenzor devidtoros részének nem eltiing osszetevSit p,y,
Wozs Mros Hor- A féltér hatdrolésikjan

u(0,7) =u, =0 —wy(r); 0<r<a (2.1-1,2)
0.,(0,r) =03 a<r
T(0, 1) = up(0, 1) =03 0<r (2.1—3,4)

alakidak a peremfeltételek.

Itt 6 = const, a a hélyeg sugara, wy(r) pedig a bélyeg felilletének for-
majat meghatarozoé sima fiiggvényt jelol.

Megkoveteljiilk, hogy az elmozdulasok — merevtestszerii mozgasoktél
eltekintiink — és a fesziiltségek z — oo esetén zérus értékiiek legyenek.

A linearis nyomatéki fesziiltségi rugalmassigtan Boussinesq feladatanak
tengelyszimmetrikus viszonyok kozotti megoldasit a [4] tanulmény kozli. A
Boussinesq feladatra vonatkozé peremfeltételek a fentiekt8l esak annyiban
kiilonb6znek, hogy (2.1 —1.2) helyett a

o (0, ) = p(r) (2.2)

egyenlet szerepel, ahol a p (r) eldirt terhelés.
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Mondottak szerint az u,, #, elmozdulasokra, a o,,, 049, G2z, Trz, 7o fesziilt-
ségekre és a iy, oy nyomatéki fesziiltségekre vonatkozé [4] (4.10—1,..., 9)
alatti megoldasok a jelen esetben is alkalmazhaték, ha ismeretes a bélyeg
alatti p(r) fesziiltségeloszlas. Ennek meghatarozasahoz a [4], (4.10—2,6) alatti
egyenletek felhasznélasaval (2.1—1.2)-b8l az alabbi kettds integralegyenletek-

hez jutunk
60— wy(r)= —Jw 5 At 2p p(k) Jolkr)dk; 0 <r < a
o 2u(Atp)y At 2 212k2[1_i
A4 n (2.3—1)
l0o(r, 0) =0 = '[o“ kp(k)Jo(kr)dk ; a<r. (2.3—2)

Fenti ﬁsszefﬁggésekben Jo(kr) a zérusrendii elséfaji Bessel fiiggvényt,
A, p, I? anyagi konstansokat, p(k) pedig p(r) zérusrendii Hankel transzformalt-
jat jeloli, n? = k%4 1/I2. A Hankel transzformacié értelmezése [13] és (2.1—2)
alapjan

pk) = [, v p(r)Joker)dr, p(r) = [ kp(k)To(kr)ak (2.4)
Az
ria =p; ak =§&; L? =Ba? N2 =§I12 |1

osszefiiggések felhasznalasaval (2.3) (2.4)-ben j valtozékra célszeridi attérni.
Eszerint:

— (A= Woo)=|7 B [1 + CELUo(E)ds 0 < o<1 (25-1)

ao.(0) = [ EP(OToEQIE =05 1<, 2.5—2)
ahol
G(EL) — o L= 2131 — SL/N) 2.6—1)
1 | 2al?e(1— £L/N)
Wole) = apwy(e); 4 =afd,
tovabba

w2 oy g9 Pt g3
A+ u A+ 2 2(1 — »)

(E a Young-féle rugalmassagi modulus, v a Poisson szam.)
Vegyiik észre, hogy lim G(u) = 0.

u—»o

A (2.5—1.2) alakd kettds integrilegyenletek vizsgalataval elséként
TrRANTER foglalkozott [5]. Fredholm tipusi masodfaju integralegyenlet meg-
oldasira vezeti vissza a feladat megoldasat CooKE tanulmanya [6].
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Jelen dolgozat a (2.5—1.2) kettds integralegyenletek megoldasat a [7,
9] tanulmanyok alapjan ismerteti. Megjegyezziik azonban, hogy a [6, 7]-ben
bemutatott eljarasok egymassal ekvivalensek. A kettds integrilegyenletek el-
méletét ismertetd dsszefoglalé milként SNEDDON [14] kényve emlitend§.

3. A kett3s integralegyenletek megoldasa

A (2.5—1.2) kett8s integrilegyenletek megoldasat

B(&) =, @) cos &n (3.1)

alakban keressiik, ahol ¢(n) dj ismeretlen fiiggvény. B
p (&) fenti elgallitasa kielégiti a (2.5—2) egyenletet. Ezt p ({) helyettesi-
tését kvetd parciilis integralassal majd az

> . (P— " e<n
sin &n Jo(&p) dé = a
L £n Jo( o) dé { . . (a)

[

integral ([15] 6.671—1) figyelembevételével ellendrizhetjiik.
@(n) meghatarozasara (3.1) (2.5—1)-be torténé helyettesitése és az

'8 0 e<n
‘ cos &nJy(ép)dE = 1 (b)
70 (@—m * e>n

integral ([15] 6.671—2) felhasznalasa utan az

b ;(’7) dn + J (p(,,) G(&L) cos EnJo(E)dédn = W(g) — 45 0 < <1

egvenlet adédik. Ha a bal oldalon illé elsé integrdlban az n= gsiny &ssze-
fiiggés alapjan dj valtozéra tériink at, a masodik integrilban pedig a Bessel
fiiggvények ismert

/2
Jofed) =" cos (gt sin v)dy
0
eldallitasat ([15] 8.411—2) helyettesitjiik. akkor az

/2 1 -]
J [q)(g sin ) + EJ (p(n)j G(EL) cos &n cos £n cos (& sin w)dédn] dy =
0 TJo 0
= W) —4 (3.2—-1)
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egyenlethez, végsé soron tehat
72
j Fe sin p)dp=W (o) =W o) — 4 (3.2—2)
)

alaki Schlémlich integralegyenlethez jutunk.
Utébbi egyenlet

/2

P F(g) =2 [w(O) +o j ™ w(g sin w)dw]= 7(e) (3.3)
4 0

megoldasiba helyettesitve (3.2—1) alapjan F(g) értékét a ¢(p)-ra vonatkozé

(o) + %f: o(n) K(n, o)dn = W(e) ‘
K(n, 0) =G+ o) + G(n — o) (3.4)

Cn) = f " G(EL) cos Endt
0

masodfaji, szimmetrikus magid Fredholm tipusi integralegyenlet kivetkezik.
A (2.3—2), (3.1) 6sszefiiggések alapjan (a) felhasznalasaval ellendrizhetd,
hogy a bélyeg alatti fesziiltségeloszlas, valamint a féltérre haté nyoméerd a

2 _ e M ¢l
adzz(@) —Vl_——_gz —e V’rf—- de"l (3'5)
P——2 j #(e)do (3.6)

osszefiiggésekbdl szamithaté.
Nem sik alapi bélyeg nem teljes besiillyedése esetén a z =0 sikon a
normalirdnyi o, fesziiltség folytonos. Ehhez a

p(1) =0 (3.7)

egyenlet fennallasa szitkséges. A bélyeg § benyomédasa és az érintkezési tar-
tomény a sugara a P nyomder§ ismeretében a (3.6), (3.7) egyenletek alapjan
hatarozhaté meg.

r e

4. A klasszikus esettel torténd egybevetés és a megoldhatésag kérdése

Legyen a bélyeg sik alapi (wy(r) = 0). Megmutatjuk, hogy a (3.4) alatti
integralegyenlet megoldasabél ekkor L — 0 és L — oo esetén a klasszikus
megoldas kivetkezik.
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1) Az L — 0 esetben — a hatarétrékeket jobbra fenn allé6 zérus kiilon-
bézteti meg — (3.4)-hél

(o) + — f (K, o)y = — 2 4 (4.1)
aJo T

kovetkezik.
Ismeretes — ([15] 3.741—2) —, hogy

- 1 m2 n<el _
J —cos bysin §pdf = w4 7 =¢ (=2 H(e—), (4.2)
° 0 n>p
ahol H az egységugras-fiiggvény.
Kénnyen meggy6z8dhetiink arrél is (4.2) és (3.4—2.3) felhasznilasaval,
hogy az

Fy(n, o) = J “%c(sL) cos £y sin £odé (4.3)
[

funkcional tekintetében [17] rendre teljesiilnek az

Fi(n, o) = g G(0) H(e — n)
' d " (4.4)
K%, 0) = ,{Lngd—g F(n, o) =?G(0) é(e — m)

egyenldségek, ahol § a Dirac fiiggvény. A keresett ¢°(p) hatarérték (4.4—2)
(4.1)-be t6rténd visszahelyettesitése utin adédik:

9%(0) = — 24/(1 + 6(0)). (4.5)
Ennek birtokaban (3.6) és (3.5) felhasznélasdval szamithat6 a nyomdéerd
P =44/(1 + 6(0)), (4.6)

és az ismeretlen fesziiltségeloszlas

lim o,,(r, 0) L !

= — ; 0 . .
Hm 20 (L= (rjaf)" <r<a (4.7)

2) Az L — oo esetben K(y, p) hatarértéke zérus és igy (3.4)-bél a

lim (p(g) = — 2A/n (4.8)
Lo
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eredmény kévetkezik. Ezzel (3.6)-bél adédik a nyoméerd
P =44, (4.9)
(3.5)-bdl pedig a fesziiltségeloszlas

P 1
2na? (1 — (r/a)?)?

; 0<r<a. (4.10)

lim ¢,,(r,0) = —
L+x

A (4.8), (4.10) Gsszefiiggések valéban a klasszikus nyomaseloszlis 6ssze-
fiiggései.

Tovéabbiak a megoldhatésag kérdésével foglalkoznak.

A (3.4) alatti Fredholm tipusi masodfaji szimmetrikus magi integral-
egyenlet szokdsos alakja:

#(0) — A j ' y(n) R(n, @)dn =W (o), (4.11)
ahol

=1 Rono == =K o): (4.12)

A Fredholm-féle alternativatétel [18a] értelmében a (4.11) integral-
egyenletnek létezik egy és csak egy folytonos megoldasa [185], ha A =1 nem
sajatértéke az adjungalt homogén integralegyenletnek. Utébbi allitis a mag
[0,1]% [0,1] intervallumon valé folytonossagira tekintettel akkor is igaz, ha
a [0,1] intervallumon szakaszonként folytonos y fiiggvények halmazin tel-
jesiil az

Iy) = j j " R(n, o) wim) vle) dnde =|

1 rl reo
__ 2 J J j G(EL) cos &n cos Eodé w(n) (o) dnde < 0; 8€(0,1) (4.13)
8JsJo

T

egyenlStlenség, azaz, ha a mag negativ definit.

Az

~

) G(EL) cos &ncos Ep d&

0

I(n, o) =J

integril a n€{d, 1], p€[d, 1] tartomanyon egyenletesen konvergens, hiszen
lim G(u) = C/u?; C = allandé. Ezt figyelembe véve (4.13)-ban felcserélhetSk

u—»w
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az integralasok. Igy
2 oo 1 2
Iy(y) = — ;J G(EL) U p(e) cos o dp | d6 <O,
0 I

mivel G(§L) >0, hacsak 0 <& < oo; L> 0 és — o0 <9< 0,5. Q.e.d.

5. Kozelitd megoldas eldallitasa

A (3.4) Fredholm integralegyenlet megoldisa paros indexdi Legendre
polinomok szerint haladé sor alakjaban kereshetd:

olo) = 3 (—1) a,gPule)

k=0

go =1 g =(2k—1U2kN k=1,2... (5.1)

A sor ismeretlen a; egyiitthatéinak szamitasara (3.4)-bél kiindulva ismert
médon — pl. [9] — végtelen méretii linedris egyenletrendszer vezethet§ le.

A dolgozat az egyenletrendszer levezetését e helyiitt nem taglalja, csu-
pan a bélyeg alatti fesziiltségeloszlas jellegére kivan ramutatni.

A viszonylag egyszeriien ellengrizhetd

1 -
f Py(n) cos £ dy = (— 1)t 2—“§J2k+1,2(e)
0

integral segitségével a bélyeg alatti fesziiltségeloszlas Hankel transzformélt-
jra (3.1) és (5.1—1) alapjan

PO = 3 a gy || 2 Tueeaa(® (5:2)
k=0 2¢
az eredmény.
A [18] 7.7.4 pont (29), 2.9 pont (1), 10.9 pont (21), 10.10 pont (21), (24)
formuldinak egymast koévet§ felhasznalasaval kimutathatdé, hogy p€[0,1]
esetén

f VE Taeruia(8) Jol Ee) dE =VEL(1 — )PP (1 —¢).  (5.3)

T 8k

Ezzel a bélyeg alatti fesziiltségeloszlasra (2.3—2), (5.2)-b6l

po) =5 a0 — e P (T=0) (5.4

kovetkezik.
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Megjegyzend§, hogy ALEKSZANDROV mais titon teljes matematikai szigori-
sdggal is kimutatta a \2.5) alatti tipusi kett8s integralegyenletekre vonatkozé
megoldas fenti jellegét [11].

A szemiigyre vett érintkezési feladat a Castigliano-féle variaciés elv
segitségével is targyalhaté. Klasszikus esetben a Castigliano-féle variaciés elv
érintkezési feladatokra térténd alkalmazisidval KALKER tanulmanya foglal-
kozik [10]. A linearis nyomatéki fesziiltségi rugalmassagtanban ezt a lehets-
séget a jelen tanulmany fiiggeléke tekinti at. A vizsgalt feladatra torténd alkal-
mazast a jelen pontban mutatjuk be.

A fiiggelék (7.10) formulaja szerint tengelyszimmetrikus viszonyok
esetén a

Dp) = | plr) (s — 2y (5.5)

funkcional minimumat kell meghatarozni, ahol u, az ismeretlen p\r)-hez tar-
tozé megoldas, i, pedig el6irt elmozdulas. A (2.1—1) és az u, (r, 0)-ra vonat-
kozé megoldast adé (2.3—1) osszefiiggések alkalmazasaval — tekintettel a
{2.5—1) levezetése soran végzett atalakitasokra — (5.5)-bél

ALY

J(p) =— %f: (6 — wo(0))e plo) de —Jo [1 + G(EL)] T*(&) d&  (5.6)
adédik. Itt

J(p) = po(p)/a’
és (5.7

() = j 0‘ np(n) Jo(&n) dn.

MegjegyzendS, hogy ugyanezen funkcionalt kapjuk, ha a (3.4) integral-
egyenlet megoldasdra a NoBLE altal javasolt varidciés médszert haszniljuk
[12, 14].

A J(p) funkcionil minimumat Ritz médszerével keressiik. p(p)-t az
(5.4) dsszefiiggés szerint valasztva az ismeretlen a; egyiitthatékra a

Mzo, E=0,1,2,... (5.8)
3ak

minimumfeltételbsl végtelen méretii linearis egyenletrendszerhez jutunk.
A szamitisok soran célszerii felhasznalni a Legendre polinomok ortogo-
nalitasat:

L‘ Py(Y1 — @) Py(i1— @) o1 — )P de =

i+ 1)1 i=j
0 i4j
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és az (5.3) integralt zérusrendi Hankel transzformaltnak tekintve a transzfor-
macié megforditasaval nyerhetd

1 ‘ — 1
[} ) P (VT=78) (1 — 22 e 5 sl
[1)
kifejezést, tovabba a

5 = 1w4(g) = kgbwu )

sorfejtést, ahol
b, = (4k + 1)j: o6 — wo(0)) (1 — AP, (YT — o de.

Végeredményként az a, egyiitthatékra vonatkozé

2 A,-kak == Bi H i, k = 0, 1, oo (5.9)
i
linearis egyenletrendszer egyiitthatématrixa és jobb oldala tekintetében

2 b
Ay = gi8i[0u/(4k + 1) + I]; By= — 2 fPab

n 4k +1
. (5.10)
> 1 0 i=k
I =7 G Tusan®) Juanl®)ds du = |
o & 1 i=k
adédik, ha a [15] 6.538—2 integralt is kihasznaljuk:
S | 4 +2)-1, i=j
J —Jait1je (1) Jojai2(m) d ={ % ) , ] :
o N 0, L]
A (3.7) feltételt a
Sa, =0 (5.11)
k=0
egyenlet fejezi ki.
A nyomdéerd értéke
P = — 2na,. (5.12)

Kimutathaté (5.1 —1) felhasznalasaval, kévetve a [9]-ben leirt gondolatmene-
tet, hogy (3.4)-b8l ugyancsak az (5.9, 10) linearis egyenletrendszer kévet-
kezik.
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Az (5.9, 10) linearis egyenletrendszer tanulméany altal javasolt leveze-
tését a mechanikai gondolatmenet attekinthetsége indokolja.
Kézelité megoldashoz — véges szamii egyenlethez az — (5.4) sorfejtés

véges szeletének felhasznélasaval jutunk.

6. Szampélda

Numerikus szamitasokat sik alapi bélyeg esetére végeztiink.
Figyelembe véve, hogy ekkor

B, ziﬂaé; Bo—0r k=20
7

és
Aoo =1+ Iy
(5.13)-ra is tekintettel elsé kozelitésben
P 1
0,,(r, 0) = — s P =4pad/(1 Joy
A 0) 2nma? (1 — (r/a)?)1? Pad/(1 + Too)
Innen — Iy, (5.11—3) szerint L fiiggvénye — L — 0, és L — oo esetén a

(4.6,7) és (4.9,10) formulakhoz jutunk.

V= 0,0
QGZZ 162z
16 J‘

ks

lria
01 02 03 04 05 06 07 08 09 10
2. dbra. A bélyeg alatti o, fesziiltség és a klasszikus esetre érvényes &,, megoldds hinyadosa

azonos nyomoéerd esetén, ha v értéke zérus
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y=05

la

B

i
lf
00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10

3. dbra. A bélyeg alatti o, fesziiltség és a klasszikus esetre érvényes 6, megoldds_hényadosa
azonos nyomderd esetén, ha v értéke 0,5

Av=0;05 E=2-10° kp/cm?, 6 =0,0025 cm adatokra vonatkozé
szamitéasi eredményeket a 2. és 3. abrak szemléltetik. A diagramok jellege meg-
egyezik a félsikra vonatkozé analég érintkezési probléma kapcsdn nyert
diagramok jellegével [1].

Jél latszik, hogy lim 0.,/0,, — 1. L — 0 esetén a hatarérték szintén

Lsoo
egységnyi. Az L = 0,1 gorbe kezdeti szakaszan az L. = 0,2, 0,4 esetre érvényes
gorbékkel Gsszevetve ez szintén érzddik. A o, fesziiltség [1]-el azonos karak-
tert mutat a bélyeg széle felé haladva: gyorsabban névekszik mint a klasszikus
esethen (0../0,, >1).

7. Fiiggelék

Jelen fiiggelékben a linearis nyomatéki fesziiltségi rugalmassagtan egy
érintkezési tipusi vegyes peremértékfeladata esetén mutatjuk be a Castigliano-
féle variacios elv alkalmazasi lehetgségét.

A dolgozatban targyalt tengelyszimmetrikus feladat az itt bemutatott-
nak specialis esete.

A szamitasok soran az (x,, x,, x3) kartéziuszi koordinatarendszert hasz-
naljuk és alkalmazzuk a szokasos jeloléseket: d;s Kronecker szimbélum, ey
permutéciés szimbélum, vesszd utan allé6 index koordinata szerinti derivalast
jelent, osszegezési konvencié néma indexparra.
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Térfogati terhelésektél eltekintiink.

A linearis nyomatéki fesziiltségi rugalmassigtan mezdegyenleteit a ¢,
szogelfordulasvektort, az ,, elmozdulasi és x,, forgasi alakvaltozasi tenzort, az
u, elmozdulasvektorral megadé

Pq :% Eqor Ur, p>
(7.1)
€pq T (upq + g, p)s %p =Pgp »
kinematikai egyenletek,
a centroszimmetrikus esetre érvényes
€pg = E:lpqrs O(rs)> Hpg = ﬁpqrsﬁrs (7'2)

Hooke-torvény — Cpq,s, 4 pars az anyagi allandék tenzora, 0p; = G(pg) + Opq

a fesziiltségi tenzor (kerek zardjelben allé indexpar szimmetrikus, szdgletes

2 _ 22 2ibpe 2 ~ . . 7 . D
Zardjelben all6 indexpar ferde szimmetrikus részt jelez), fy, a p,y nyoma-
téki fesziiltségi tenzor deviatoros része — és a

Opg,p =05 Hpgp + Egs s =0 (7.3)

egyensiilyi egyenletek alkotjak [3].
A vizsgilt 4. abran vazolt testre — melynek hatarfeliiletét az egyszerii-
ség kedvéért simanak tételezziik fel — az

us =0, @y(0,s—npng) =0; xi€A, (7.4)
W 1 2 ol i
Ps i np [o'(qs) + ? eqrs (:urk,k & s (f“)’ r):] =0 9Ny = EAp (7‘5)
Mofipg (855 — ngn) =03 x€A,UA,
unng =g, Py — npg) =0; x,64, (7.6)
Au
4. débra
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alaki peremfeltételeket irjuk eld, ahol ii = Npjipgnas is pedig A.—n adott
sima figgvény. m

A fenti peremfeltételek mellett 4,—n — mely az érintkezési tartomanyt
jelenti — esak normalirinyi terhelés lehetséges.

A of;, u¥; mezbket statikailag lehetségesnek nevezziik, ha eleget tesznek
a (7.3) mezdegyenleteknek és a dinamikai, jelen esetben tehat a (7.5), (7.6—2)
peremfeltételeknek.

A kiegészit8 munka kifejezése jelen esetben a

1 .
nc(o'fs, .“fs) =’2_ (C‘;pqrsdqu)d?rs) -+ Al pars ﬁ;q ﬁfs) av _J P, qTtqMsls dA (7°7)
v - - Ae

médon irhaté.

A Castigliano elv szerint (7.7) a tényleges o, yrs megoldasanal mini-
malis.

Tekintsiink most egy masik az el6z8, (a (7.1—3) mezdegyenletek, (7.4),
(7.5.), (7.6) peremfeltételek altal meghatarozott) peremériékfeladattél csupan
az A.—n elirt peremfeltételek tekintetében eltérs peremértékfeladatot.

Legyen a

Ppngng =p;  xi€A, (7.8)

peremeldiras az dj peremfeltétel, ahol p; ismert normaliranyi terhelés. Tegyiik
fel, hogy ismeretes a (7.1-—3) mez8egyenletek és (7.4), (7.5), (7.6—2), (7.8)
peremfeltételekkel megadott 1ij peremértékfeladat megoldisa. Ez a megoldas
egyben statikailag lehetséges elmozdulas-, szogelfordulismez6t, alakvaltozasi
és fesziiltségi tenzormez8ket is megad a régi (7.1—3), (7.4, 7.5, 7.6) perem-
értékfeladatra vonatkozodan.

Az emlitett médon nyert statikailag lehetséges mezbkkel (7.1,2)-t is ki-
hasznalva a (7.7)-ben allé térfogati integral atalakithaté feliileti integralla.

Az atalakitasok sordn (7.3)-t, a (7.3)-bél kévetkezd

Olpgl = — E Epgritri, k

osszefiiggést, a Gauss tételt és a vizsgalt test hatarolé felilletének sima voltabol

adédé

J NgEqrs (y’us)’ r d4 =0
A Q]

integralt kell kihasznalni.
A szamitas eredménye:

J (Clpqr‘;(pq)é(rs) + Alpqrs ﬁ;q ﬁ:r) dv =J (np 5pq ’.‘q + "p/"‘pq‘;’q) d4d =
v = - A
=J- [P:;"s ~+ np/f;r (6rq - nr"’q)‘;’q] d4.
A
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Erre és a (7.4), (7.5), (7.6—2) és (7.8) peremfeltételekre is tekintettel irhaté,
hogy
dA . (7.9)

* ) 1. .
nc(&sn ,urs) = ‘ pi ("2_ Ug — U

. e

A vizsgalt tengelyszimmetrikus érintkezési feladat esetén A4, a bélyeg
altal meghatarozott a sugard kor, A, a féltér hatarolésikjanak 4,—n kiviili
része, A, a végtelen tavoli sik. (A [4] (10.1,2) Gsszefiiggések szerint az elmoz-
dulasok a végtelen tavoli sikon zérus értékiiek.), p*-nak p(r),us-nek u, felel meg
(z nem index !). E feladat megoldasa tehat a (7.9)-b6l ad6dé

D(p) = J p(r) (uy — 2)r dr (7.10)

0

funkcional minimumanak megkeresésére vezethet8 vissza.
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An Axisymmetrical Punch Problem in the Linear Couple-stress Theory of Elasicity. —
The case of the elastic half space under a cylindircal rigid punch is investigated by taking
the effect of the couple-stresses into account. The solution of the resulting mixed boundary-
problem leads, similarly to the classic case, to dual integral equations. It is pointed out that
the case of the two extreme values (I2 = 0 and I - oo) of the material property 2 for the flat-
end cylindrical punch, the classic stress distribution is obtained. For another sclution the prin-
ciple of minimum complementary energy might be suggested. Minimizing of the functional
of the complementary energy is carried out by using Ritz’s method. A numerical example
relates to the flat-end punch. The diagrams plotted suggest the deviations from the classic case.

Ein Achsialsymmetrisches Kontaktproblem in der linearen Momentenspannungs-Elas-
tirititstheorie. — Untersucht wird der Fall des auf den elastischen Halbraum wirkenden
starren Zylinderstempels unter Beriicksichtigung der Wirkung der Momentenspannung. Die
Loésung der sich daraus ergebenden gemischten Randwertaufgabe fiihrt, wie im klassischen
Fall, zu dualen Integralgleichungen. Es wird demonstriert, dafl sich fiir die zwei Randwerte
(12 = 0 und I - oo) des Stoffwerts I2 im Fall eines durch eine ebene Fliche abgeschlossenen
Stempels die klassische Spannungsverteilung ergibt. Als eine andere Liésung der Aufgabe
kann das Prinzip des Minimums der Komplementiirenergie benutzt werden. Die Minimalisie-
rung des Komplementirenergiefunktionals wird mit Hilfe der Ritzschen Methode durch-
gefiihrt. Ein numerisches Beispiel behandelt einen durch eine Fliche abgeschlossenen Stem-
pel. Die vorgefiihrten Diagramme zeigen die Abweichungen vom klassischen Fall.
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