
LONGITUDINÁLISÁN REZGŐ 
VISZKOELASZTIKUS RŰD 

LÁTSZÓLAGOS KOMPLEX YOUNG-MODULUSA* 

PRITZ TAMÁS** 

[Beérkezett: 1981. február 6-án] 

A Love-féle közelítő elmélet alapján tárgyaljuk viszkoelasztikus rudak longi-
tudinális rezgését azokon a frekvenciákon, amelyeken az oldalirányú méret összemér-
hető a viszkoelasztikus hul lám hosszával. Meghatározzuk azt a frekvenciatartományt, 
amelyben a Love-féle elmélet j6 közelítést ad, és közöljük a közelítés hibáját. Az e lmélet 
szerint а hullámterjedést a viszkoelasztikus rúdban az anyag komplex Young-modulu-
sának egy látszólagos értéke szabályozza nagyobb frekvenciákon, az oldalirányú moz-
gás következtében. Megmutatjuk, hogy a látszólagos dinamikai Young-modulus kisebb, 
a látszólagos veszteségi tényező pedig nagyobb, mint az anyag valódi jellemzője. A lát-
szólagos és valódi értékek eltérése az oldalirányú méretnek és a hullámhossznak az 
arányától, valamint az anyag komplex rugalmas állandóitól függ. 

1. Bevezetés 

I smere tes , hogy az ideál isan r u g a l m a s vagy viszkoelaszt ikus a n y a g ú 
r u d a k longi tudiná l i s rezgését az elemi rúde lmé le t csak add ig a f r ekvenc iá ig 
í r j a le kie légí tő pontossággal , amíg a r ú d o lda l i rányú mozgásának h a t á s á t el 
lehet hanyago ln i , azaz amíg az oldal i rányú m é r e t jóval k i sebb , mint a h u l l á m -
hossz. Ezeken a f r ekvenc iákon a fázissebesség pl . a r u g a l m a s rúdban az a n y a g 
d inamikai Young-modu lusáva l arányos és a f rekvenciá tó l függet lenül á l l a n d ó , 
feltéve, hogy a Young-modu lus se függ a f rekvenciá tó l . A rugalmas r u d a k 
longi tudinál is rezgését t á r g y a l ó pontosabb elméletekből [1 —10] és ezek k í sé r -
leti el lenőrzéséből [11 — 14] ismeretes, hogy a fázissebesség csökken azokon a 
nagyobb f rekvenc iákon , amelyeken az o lda l i r ányú mére t összemérhetővé v á -
lik a hul lámhosszal . Ez t a je lenséget úgy is l e h e t ér telmezni , hogy ekkor a r u g a l -
mas hu l l ám te r j edésé t nem közvet lenül az a n y a g Young-modulusa , h a n e m an -
nak egy lá tszólagos — kisebb — értéke szabályozza . A r u g a l m a s anyagú r u d a k r a 
kidolgozot t e lméleteket v iszonylag egyszerűen lehet á l ta lános í tan i a v i szko-
elasztikus r u d a k r a is oly m ó d o n , hogy a r u g a l m a s á l l andóka t a komplex meg-
felelőkkel he lye t t e s í t j ük [15 —18]. Ezzel a módszerrel elmélet i leg k i m u t a t t á k , 
hogy a viszkoelaszt ikus r u d a k csillapítási á l l andó ja növeksz ik az o lda l i r ányú 
mozgás h a t á s á r a a fázissebesség csökkenése mel le t t [16, 17] . Ez t a j e lensége t 

* A 7. Akusztikai Kollokviumon (Budapest 1979. március 26 — 30) tartott e lőadás 
átdolgozott anyaga. 
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korábban m á r kísérletileg is t a p a s z t a l t á k [19] . Ebből köve tkez ik , hogy a hu l -
l ámte r j edés t a v iszkoelasz t ikus rúdban a n a g y o b b f r ekvenc iákon nem k ö z v e t -
lenül az a n y a g komplex Young-modu lusa , a z a z a d inamika i Young-modu lusa 
és veszteségi t ényező je , h a n e m ezek lá t szó lagos értékei szabályozzák [17]. 

Ebben a c ikkben v i szony lag egyszerű módon l e v e z e t j ü k és megvizsgál-
j u k a viszkoelaszt ikus r u d a k látszólagos k o m p l e x Young-modulusá t azza l a 
feltételezéssel, hogy v a l a m e n n y i rugalmas á l l a n d ó komplex mennyiség. Az i t t 
közöl t egyszerű analízis a Love-fé le rúde lmé le t en alapul, a m e l y m a t e m a t i k a i -
lag viszonylag egyszerű, b á r n e m pontos, d e gyakorlat i szempontbó l j ó köze-
lítéssel í r j a le a hu l l ámte r j edés t abban a f r e k v e n c i a t a r t o m á n y b a n , a h o l az 
oldal i rányú m é r e t kisebb, m i n t a hul lámhossz [1, 3, 17, 18] . Ezér t a l á t szó la -
gos komplex Y o u n g - m o d u l u s vizsgálata e l ő t t megha tá rozzuk az t a f r ekvenc ia -
t a r t o m á n y t , ame lyben a Love-fé le elmélet j ó közelítést a d és i t t a köze l í t é s 
h i b á j á t . Az i t t e n i elméleti v izsgá la t e r edménye i közvet lenül f e lhaszná lha tók a 
gyako r l a tban azoknál a méréseknél , a m e l y e k során viszkoelaszt ikus a n y a g o k 
komplex Young-modu lusá t ha t á rozzák m e g rúdszerű p r ó b a t e s t e k long i tud iná -
lis rezgésének vizsgála tával . 

A Love- fé le elmélet c s a k közelítő pontosságga l és c s a k kor lá tozo t t f r e k -
v e n c i a t a r t o m á n y b a n í r j a le a rudak longi tudinál i s , l ineáris rezgését az o ldal -
i rányú mozgás számításbavéte lével . E z é r t az elmélet a lka lmazása e lőt t meg-
ha tá rozzuk a z t a f r e k v e n c i a t a r t o m á n y t , a h o l j ó közelítést k a p u n k és m e g h a t á -
rozzuk i t t a közel í tés h i b á j á t . E z t oly m ó d o n végezzük, h o g y összehasonl í t juk 
a közelítő Love- fé le elmélet és egy pontos e lméle t a lap ján s z á m í t o t t fázissebes-
ség — illetve a csillapítási á l l andó- f rekvenc ia függvényeke t . Ezelőt t a z o n b a n 
á t t e k i n t j ü k r ö v i d e n az elemi és a Love-féle elméletet . 

A legegyszerűbb elemi elmélet n e m vesz i számí tásba a rúd o lda l i r ányú 
mozgásának h a t á s á t . A longi tudinál is hu l l ámmozgás t le í ró d i f ferenciá legyen-
let levezetésekor feltételezik, hogy a t e n g e l y i r á n y ú feszül t ség és de fo rmác ió 
hányadosa az anyag Young-modu lusáva l egyenlő. Szinuszos rezgőmozgás 
esetében a d i f ferenciá legyenle t az a lábbi : 

2 . A Love-féle e lméle t 

(1) 

ahol 

í az ж i rányú (a rúd hossztengelyének az iránya) rezgéselmozdulás komplex amplitúdója, 
(о = 2 л / ; / а frekvencia Hz-ben , 
g a sűrűség és 
E a Young-modulus, amely általános esetben komplex mennyiség, azaz 

( 2 ) 
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Itt 

Ej az anyag dinamikai Young-modulusa, 
rjß a veszteségi tényező és 
j = К— 1 a képzetes egység. 

A differenciálegyenlet megoldásáva l a v iszkoelaszt ikus hu l l ám fázissebességére 
az a lábbi összefüggést k a p j u k : 

Г2В ( 3 ) 

Vd + 1 

ahol CfQ a fázissebesség az ideálisan ruga lmas a n y a g ú (veszteség nélküli) r ú d b a n 

r F— c/. — f . (4) 

t o v á b b á 

D = VÏTÏk. (5) 
A csil lapítási á l landó ped ig 

A fen t i fázissebesség n e m függ a f rekvenc iá tó l , a csi l lapítási ál landó ped ig 

l ineárisan a rányos azzal, fe l téve , hogy m i n d a d inamika i Young-modulus , m i n d 

a veszteségi t ényező a f rekvenc iá tó l függe t l enü l ál landó. Az elemi elmélet ezen 
következte tése i azonban csak addig a f rekvenciá ig é rvényesek , amíg a r ú d 
o lda l i rányú mére te j óva l kisebb, mint a hossz i rányban t e r j e d ő hul lám hossza . 

A Love-féle közel í tő elmélet s zámí tá sba veszi b izonyos mér tékben a r ú d 
oldal i rányú mozgásának h a t á s á t . A Love-féle differenciálegyenlet az a l á b b i 
[1 , 3 , 4 , 1 7 , 1 8 ] : 

J ! ! í _ W ! J « J = £ É ! Í , ( 7 ) 

I _9I» dx*dt*] dx2 

ahol 

t az idő, 
a Poisson-szám 
a rúd keresztmetszetének az x tengelyre számított inerciasugara. (Körkeresztmetszet 
esetében i — a/2 / 2 , ahol a az átmérő; négyzetkeresztmetszet esetében, i = bltfS, 
ahol b az oldalhosszúság.) 

A Love-féle e lméle te t eredetileg r u g a l m a s r u d a k r a dolgozták ki [1], de 
azt egyszerűen lehet á l t a lános í t an i a viszkoelaszt ic i tásra oly módon, h o g y a 
ruga lmas á l l andóka t a k o m p l e x megfelelőikkel he lye t t e s í t j ük . Teljesen á l t a l á -
nos ese tben a Poisson-szám is komplex, azaz 

V = vd{l + M (8) 
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ahol vd a d i n a m i k a i Poisson-szám és rjv a hozzá ta r tozó veszteségi t ényező . 
Szinuszos rezgés esetében a Love-féle dif ferenciálegyenlet az alábbi a l a k b a n 
í r h a t ó : 

d4(x) Q 
dx2 

E • f h 2 ] 
w4{x) . (9) 

A fázissebességet és a csi l lapítási tényezőt a (9) differenciálegyenlet megoldásá-
v a l h a t á r o z h a t j u k meg. J e l ö l j ü k ezeket c j -ve 1, illetve a ' -ve l . Azoka t az össze-
függéseket , ame lyeke t most á t r endeze t t f o r m á b a n az i t teni jelölésekkel fe lhasz-
n á l t u n k k o r á b b a n SNOWDON [18] vezet te le . A ej fázissebességet és az a ' csil-
lapí tás i t é n y e z ő t a ej-re, i l le tve az a- ra no rma l i zá l t f o r m á b a n a d j u k meg: 

A + (A2 + B2)1/2 T-b2 

2 J ' 
4_ =  

cf 

a 

aho l 
a d l 

1 г — A + (A2 - f B2) 1/2 1/2 

A = 

В = 

(l — d2)r—2dQ 
Г2 + Q2 

~ { \ — d2)Q — 2dr 

4 n 2 v \ 
Г-

Г2 + Q2 

ÏD + 1 

1 + 4л 2 v\ 
К 

Q = 2 

4n2v2
d I -

1 + 4n2v2
d 

]/2 D 

VD + 1 
Í 2 Ű 

(10) 

(11) 

(12) 

(13) 

[(1 — á a ) (1 — rll) + 4d rjv], (14) 

[ d ( l - r , 2 ) - ( l - d 2 ) r , v ] 

d = 
D 
D + 1 

(15) 

(16) 

Ezekben az egyenle tekben beveze t t ük az i/Aó mennyiségét , m i n t vá l tozó t , ahol 
X'c a hul lámhossz az ideálisan ruga lmas a n y a g ú rúdban az o lda l i rányú mozgás 
számí tásbavé te léve l . 

A közel í tő Love-féle e lméle t f r e k v e n c i a t a r t o m á n y á n a k és p o n t o s s á g á n a k 
vizsgálata e lvégezhető oly m ó d o n , hogy a f e n t i összefüggésekkel s z á m í t h a t ó 
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fázissebesség és csi l lapítási tényező é r t ékeke t összehasonl í t juk azokkal , amelye-
ket egy pon tos elmélet a l ap ján s z á m í t u n k . R u d a k longi tudinál is rezgését a 
Pochhammer—Chree-e lmé le t [3—9] í r j a le p o n t o s a n , amely azonban csak 
végtelen hosszú r u g a l m a s rudak ra vona tkoz ik , és a viszkoelaszt ic i tásra tör -
ténő á l ta lános í tása m a t e m a t i k a i l a g igen bonyolul t [16]. Mivel a szaki rodalom-
ból c s u p á n a hengeres, ruga lmas r ú d p o n t o s fázissebesség függvénye ismeretes 
— amelye t a pontos Pochhammer—Chree - f é l e f rekvenciaegyenle t megoldásáva l 
h a t á r o z t a k meg [9] —, ezért a Love-féle elmélet v i z sgá la t á t is az ezzel való 
összehasonlí tás a l ap ján végezzük. 

Az ideálisan r u g a l m a s anyagú r ú d fázissebességét a Love-féle elmélet 
a lap ján a (10), (12) — (16) egyenle tekből k a p j u k az r]E = 0 és rjv = 0 helyet -
tesí tésével . í g y : 

c f . _ 

amely hengeres rúd e se t ében : 

Cf. _ 

£ \ 2 "1-1/2 
1 + 4 + 4 l - j l , (17) 

c f . 
1 + l ^ í ^ ) 2 ] " 1 ' 2 - (18) 

2 ' " U 

Ez u t ó b b i egyenlet g y a k r a n az a lábbi f o r m á b a n haszná l a to s : 

£ ú ^ 1 _ i j r 2 , 2 [ iL 

Cf, 4 U 

feltéve, h o g y : 

1 2 / а ) 2 

(19) 

A CfJcjt ér tékeit az aj Xj, f üggvényben az 1. á b r á n ra jzo l tuk meg a (18), 
illetve a (19) egyenletek a lap ján a vd = 0,5 és 0,1 ér tékekre . Megra jzo l tuk 
ugyan i t t a pontos Pochhammer—Chree-e lmé le t a l a p j á n számí to t t С/,/с/, függ-
vényeke t is [9]. A 2. á b r a a pontos és a közelítő e lméle t a lap ján s z á m í t o t t 
fázissebességek százalékos eltérését m u t a t j a . L á t h a t ó , hogy a Love-féle elmé-
let (18 egyenlet) jó köze l í tés t ad az а/Ai < 1 é r t ékekre , h a vd = 0,5 (a közelí-
tés h i b á j a kisebb, m i n t 4 % ) . Minél k isebb azonban a Poisson-szám, anná l 
kisebb а/АО értékig jó a közelí tés. Á m b á r még vd = 0 ,1 esetében is az а/Aó <7 0,5 
é r tékekre a közelítés h i b á j a kisebb, m i n t 1 ,2%. (Ezzel kapcso la tban megemlí t -
j ük , hogy a gumiszerű v iszkoelasz t ikus anyagok többségének a Poisson-száma 
0,5-höz közeli.) L á t h a t ó t o v á b b á az 1. áb rán , hogy a (19) egyenlet csak k b . 
0,5 а/АО-ig haszná lha tó — még akko r is, ha vd = 0 ,5 —, amelyen t ú l a h iba 
r o h a m o s a n nő. Megjegyezzük, h o g y h a a r ú d anyaga n e m ideálisan ruga lmas , 
akkor a veszteségek k i smér t ékben növel ik a fázissebesség ér tékét [17], és így 
be fo lyáso lha t j ák a Love-fé le közelítés h i b á j á t is. 
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1. ábra. A longitudinális hullám fázissebessége hengeres, ideálisan rugalmas rudakban. 
cf t : fázissebesség az oldalirányú mozgás elhanyagolásakor (elemi elmélet), c'f,: fázissebes 
ség az oldalirányú mozgás számításbavételével; , Pochhammer—Chree-elmélet [9]; 

és — , Love-elmélet, (18), illetve (19) egyenlet 

2. ábra. A fázissebességek százalékos eltérése, h = [c/,(L.)/cjr,(P. C.) — 1] • 100 [%], ahol 
e/ , (L.) és c/,(P. С.) a közelítő Love-elmélet és a pontos Pochhammer—Chree-elmélet [9] alapján 

számított fázissebesség 
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2 , 0 

1,0-
0 0,2 0,A 0,6 0,8 1,0 

3. ábra. A longitudinális h u l l á m csillapítási tényezője hengeres, viszkoelasztikus rudakban 
a: csillapítási tényező az o ldal irányú mozgás elhanyagolásakor (e lemi elmélet), a ' : csillapítási 

tényező az o lda l i rányú mozgás számításbavételével (Love-elmélet) 

A tel jesség kedvéé r t a 3. ábrán megra jzo l tuk n é h á n y hengeres, v i szko-
elasztikus r ú d normal izá l t csillapítási t ényező jé t (x'/tx) az o/Aó függvényében . 
A számí tásoka t a (11) . . . (16) összefüggésekkel v é g e z t ü k . Lá tha tó , hogy a 
viszkoelaszt ikus rúd csi l lapí tási t é n y e z ő j e nő az o lda l i r ányú mozgás köve tkez-
tében, és a növekedés m é r t é k e függ a r ú d a n y a g á n a k dinamikai je l lemzői től 
(yd, r)v, rjE) is. 

L á t t u k , hogy n a g y o b b f rekvenc iákon az o lda l i r ányú mozgás köve tkez té -
ben a viszkoelaszt ikus r ú d b a n a fázissebesség k i sebb , a csillapítási t ényező 
pedig n a g y o b b annál , m i n t ami az elemi elméletből köve tkez ik . A fázissebesség 
a lapve tően az anyag d i n a m i k a i Young-modu lusáva l , a csillapítási t ényező 
pedig a veszteségi t ényezőve l kapcsola tos . Ezért e z e k e n a f r ekvenc iákon a 
viszkoelaszt ikus hul lám te r j edésé t a r ú d b a n úgy is t e k i n t h e t j ü k , hogy a z t nem 
közvet lenül az anyag k o m p l e x Young-modulusa , h a n e m annak egy látszóla-
gos é r t éke szabályozza. E r r e a t ényre először PLASS és STEYER [3] h í v t a fel a 
f igye lmet , ak ik a Love-fé le elmélet a l a p j á n igazol ták, h o g y ruga lmas anyagú 
r ú d b a n az oldal i rányú mozgás köve tkez tében a t enge ly i r ányú feszül t ség és 
deformáció hányadosa n e m azonos a Young-modulussa l . A viszkoelasztici tásra 

Ввка; i 

3. A látszólagos komplex Young-modulus 
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á l t a l ános í to t t Love-féle di f ferenciá legyenlet megoldásával a t enge ly i rányú 
feszül tségre az a l ább i összefüggés veze the tő le [18] 

e = E 1 M r n r í ) 2 

E dx 
(20) 

ahol a és d l / dx a t enge ly i r ányú feszültség, i l l e tve deformáció komplex ampli-
t ú d ó j a . Ebbő l az egyenletből közve t lenü l m e g h a t á r o z h a t j u k a t enge ly i rányú 
feszül tség és deformáció h á n y a d o s á t , azaz a r ú d látszólagos k o m p l e x Young-
m o d u l u s á t . Ugyanehhez az e redményhez j u t h a t u n k a differenciálegyenlet meg-
o ldása nélkül, egyszerűen az (1) és (9) egyenle tek összehasonlí tásával is. L á t -
h a t ó , hogy a r ú d longi tudinál is rezgését az o ldal i rányú m o z g á s f igyelembe-
vételével fo rmá l i san le lehet í rn i az elemi e lméle t (1) di f ferenciálegyenletével 
oly módon, hogy a Y o u n g - m o d u l u s helyére a (9) egyenlet j o b b o lda lának neve-
ző jében lévő k i fe jezés t í r juk . E z é r t ez az u t ó b b i a rúd lá t szó lagos komplex 
Young-modu lusa , amelyet E ' - v e l jelölünk. T e h á t 

m + Jv'E) = Ed(l + jvE) 1 
Ed( 1 + j v E ) 

co2v;|(1 + j r\v)2i2 (21) 

A valós és képze tes részek szé tvá lasz tása u t á n megkap juk a r ú d látszólagos 
d inamika i Young-modu lusá t és veszteségi t ényező jé t . E z e k e t célszerűen az 
a n y a g valódi d i n a m i k a i je l lemzőire normal izá lva ad juk meg: 

! Ï L = l - J L c o 2 ( V d i ) 2 ( 1 - ч Э , 
E d Xrf 

(22) 

Ж 
Ve 

l—-?-co2{vdi)22 
Ed Ve 

l - ^ c o 2 ( v d i ) 2 ( l ~ r , l ) 
Ej 

(23) 

G y a k o r l a t i s zempon tbó l célszerű a hul lámhossz függvényében megadn i a f e n t i 
összefüggéseket . Matemat ika i l ag azonban r e n d k í v ü l bonyolul t l enne a viszko-
e lasz t ikus hu l l ám hosszának bevezetése á l t a l ános esetben (r]E Ф Q r]v 0). 
E z é r t def in iá lunk egy f ik t ív hu l l ámhossza t , a m e l y E'd i smere t ében egyszerűen 
s z á m í t h a t ó : 

1 7 E'd (24) 

( H a r)t = 0, a k k o r Xj = Aí). V e g y ü k f igyelembe továbbá , h o g y 

Ej 
(Ű = 

Щ 
Ed 

2л_ 

A) 
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ezekke l 

к 
E d 

J l + r?3) 
- I 

(25) 

es 

^ = 1 + 4 я 2 v2
d 

VE 
(26) 

Megjegyezzük , h o g y h a rjv = 0, a k k o r a fent i egyen le t ek m e g e g y e z n e k azokkal , 
a m e l y e k e t k o r á b b a n HUSZTY [17] v e z e t e t t le m á s módon. 

A 4. és 5. á b r á k o n az E'DIED, i l le tve г/я/íJe é r t éke i t á b r á z o l t u k А!Aj függ-
v é n y é b e n , hengeres r ú d esetére. A gö rbék p a r a m é t e r e : vd, rjv és r]E. (A k o m p l e x 
r u g a l m a s á l l a n d ó k a t a f r e k v e n c i á t ó l függe t l enü l , á l l andónak t e k i n t e t t ü k . ) 
Az ös szehason l í tha tóság k e d v é é r t m e g r a j z o l t u n k egy görbét négyze tke re sz t -
m e t s z e t ű r ú d ese té re is (vd — 0,5, 7]v = 0). L á t h a t ó , hogy az o l d a l i r á n y ú moz-
gás h a t á s á r a a v i szkoe lasz t ikus r ú d d inamika i Y o u n g - m o d u l u s a látszólag ki-
sebb , m íg a vesz teségi t ényező je l á t szó lag n a g y o b b , min t az a n y a g r a je l lemző 
va lód i é r t ék . Minél n a g y o b b az a/Aj-ér téke — azaz m i n é l nagyobb a f r ekvenc i a —-, 
a n n á l n a g y o b b a kü lönbség a l á t szó lagos és a v a l ó d i ér tékek k ö z ö t t . L á t h a t ó 
t o v á b b á a 4. és 5. á b r á n , hogy E ' d IE d csökken, m í g rj'ElrjE n ő a Poisson-szám 
növe léséve l . A Poisson-szám vesz t e ség i t é n y e z ő j e viszont a l ig befo lyásol ja 

4. ábra. Viszkoelasztikus rudak látszólagos dinamikai Young-modulusa (Ej) az oldalirányú 
méret-hullámhossz arány függvényében. , körkeresztmetszet; négyzetkereszt-

metszet 

1.0 

о 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 

-OL._b_ r i -, 
À7,' X, L1J 
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0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 

" V " X 1 1 1 

5. ábra. Viszkoelasztikus rudak látszólagos veszteségi tényezője (j)E) az oldalirányú méret-
hullámhossz arány függvényében. körkeresztmetszet; négyzetkeresztmetszet 

E'dlEd é r t é k é t , de k e d v e z ő e n „ v i s s z a t a r t j a " az r]'Elr]E növekedésé t . E z u tóbb i 
h a t á s f ü g g a veszteségi t ényezők a r á n y á t ó l ( t iJ t] e) is . Minél n a g y o b b az rjJr]E 

ér téke , a n n á l kisebb a kü lönbség r]'E és rjE közöt t . M e g e m l í t j ü k , h o g y a gumi-
szerű v iszkoelasz t ikus a n y a g o k t ö b b s é g é n e k a Po i s son - száma va lós v a g y az r]v 

kis é r t é k ű [18]. Az 5. á b r á n l á t h a t ó azonban , h o g y 7j„-nek még k i s é r téke is 
j e l en tősen befo lyáso l ja a veszteségi t é n y e z ő l á t szó lagos ér tékét . 

A 4 . és 5. ábra f ü g g v é n y g ö r b é i v e l k a p c s o l a t b a n hangsú lyozn i szükséges, 
hogy ezek csak azon a/A) (vagy b/A)) é r t ékek re é r v é n y e s e k , a m e l y e k r e fennáll 
a Love- fé le közelítés. ( E z e n a t a r t o m á n y o n kívül s z a g g a t o t t v o n a l l a l húz tuk 
az vd = 0 , l -hez t a r t o z ó görbét .) A k o m p l e x r u g a l m a s ál landók f r ekvenc ia -
függése m ó d o s í t h a t j a t o v á b b á ezeket a görbéket . 

A f e n t i e r e d m é n y e k e t k ö z v e t l e n ü l fel lehet ha szná ln i a g y a k o r l a t b a n 
azokná l a méréseknél , a m e l y e k során v i szkoe lasz t ikus a n y a g o k k o m p l e x Young-
m o d u l u s á t h a t á r o z z á k m e g , r ú d s z e r ű p r ó b a t e s t e k long i tud iná l i s rezgésének 
v i z sgá l a t áva l . Ezen v i z s g á l a t o k b a n a d inamika i Y o u n g - m o d u l u s t és a veszte-
ségi t é n y e z ő t r endsze r in t az elemi r ú d e l m é l e t a l a p j á n számí t j ák . E k k o r t ehá t 
a f e n t i összefüggésekkel számí tan i l e h e t a d i n a m i k a i Y o u n g - m o d u l u s és a 
vesz teségi tényező h i b á j á t , ami t n a g y o b b f r e k v e n c i á k o n az o lda l i r ányú mozgás 
h a t á s á n a k e lhanyago lása okoz. H a p e d i g ismert ezen h i b a m e g e n g e d e t t értéke, 
akkor a vizsgálat fe l ső h a t á r f r e k v e n c i á j á t lehet m e g h a t á r o z n i . E b b ő l a célból 
m e g a d t u k a h ibák n é h á n y százalékos é r t é k é t az I . t á b l á z a t b a n (vd = 0 ,5 , r], = 0). 
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I . táblázat 

Viszkoelasztikus rúd látszólagos dinamikai Young-modulusának és veszteségi tényezőjének 
százalékos eltérése az anyag valódi dinamikai jellemzőihez képest 

(vd = 0,5, VV = 0), L) 100 [%], hv= G - L] 100 [%] . 

а Ь •JT-vagy — Л, л. 
Körkeresztmetszet Négyzetkeresztmetszet а Ь •JT-vagy — Л, л. Ля [%] S [%] Ля [%] S [%] 

0,1 - 1 , 2 2 1,2 - 1 , 6 2 1,64 

0,15 - 2 , 7 0 2,77 - 3 , 5 7 3 ,70 

0,2 - 4 , 7 0 4,93 - 6 , 1 7 6 ,58 

0,25 - 7 , 1 6 7,7 - 9 , 3 2 10,28 

0,3 - 1 0 , 0 11,1 — 12,9 14,8 

E b b ő l l á t h a t ó pé ldául , hogyha a v izsgála t felső f r e k v e n c i a h a t á r á n a k — szo-
kásos m ó d o n — az а/Aó = 0 , 1 (ill. 6/Aó = 0 , l ) - e t t e k i n t j ü k , a k k o r az Ed 

és r]E s zámí to t t é r tékének h i b á j a kisebb, m i n t 1 ,7%. ( I t t X'f = AO, mivel 
rj, = 0.) H a viszont k b . 10% h i b á t engedünk meg a dinamikai je l lemzők szá-
m í t o t t é r t ékében , akkor a v izsgá la to t azon f rekvenciá ig v é g e z h e t j ü k — az 
elemi rúde lméle t a l ap ján —, amíg а/А0 < 0,3 (henger), i l le tve 6/Aó < 0,25 
(négyze tkeresz tmetsze t ) . Megjegyezzük, hogy b á r ez a h ibaszámí tás a közelítő 
Love-fé le elméleten a lapul , mégis kielégí tő pon tosságúnak t e k i n t h e t j ü k a gya-
ko r l a t s zempon t j ábó l , mivel a közel í tés pontossága az illető f r ekvenc i a t a r t o -
m á n y b a n igen jó . (A Love-féle közel í tés h i b á j a c supán 0 ,1% a ОДа/AO-nél és 
0 ,71% a 0,3 а/Aó-nél, ha vd = 0,5.) E z é r t t ehá t az elemi elmélet a l a p j á n számí-
t o t t d inamika i je l lemzőket he lye sb í t he t j ük is a (25), illetve (26) egyenletek 
a l a p j á n a Love-közelí tés f r e k v e n c i a t a r t o m á n y á b a n , feltéve, h o g y ismert a 
komplex Poisson-szám értéke. 
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Apparent Complex Young's Modulus of a Longitudinally Vibrating Viscoelastic Rod. — 
The longitudinal vibration of viscoelastic rods is dealt with on the basis of Love's approximate 
theory, at frequencies, at which the lateral dimension might be compared with the visco-
elastic wavelength. The frequency range is defined wherein Love's theory yields a close 
approximation, and the error of the approach is presented. According to the theory, the pro-
pagation of the wave in the viscoelastic rod is, at higher frequencies, controlled by an apparent 
value of the complex Young's modulus of the material, due to lateral movement. It is pointed 
out that the value of the apparent dynamic Young's modulus is smaller and the apparent loss 
factor is higher than the actual characteristics of the material. The deviation of the apparent 
and actual values depends on the ratio of the lateral dimension and the wavelength, as well 
as on the complex elastic constants of the material. 

Der virtuelle, komplexe Young-Modul eines Längsschwingung vollführenden visko-elasti-
sehen Stabs. — Behandelt wird die Längsschwingung von visko-elastischen Stäben aufgrund 
der Loveschen Näherungstheorie an den Frequenzen, wo die Lateraldimension mit der visko-
elastischen Wellenlänge vergleichbar ist. Der Frequenzbereich wird ermittelt, wo die Love-
Theorie eine gute Näherung liefert, und der Näherungsfehler dargestellt ist. Nach der Theorie 
wird die Wellenfortpflanzung im visko-elastischen Stab, infolge der Seitenbewegung in den 
höheren Frequenzen durch einen scheinbaren Wert des komplexen Young-Moduls des Materials 
gesteuert. Es wird bewiesen, daß der Wert des virtuellen dynamischen Young-Moduls kleiner, 
und der virtuelle Verlustbeiwert größer als der Wert der Materialeigenschaft ist. Die 
Abweichung zwischen den wirklichen und virtuellen Werten hängt vom Verhältnis der 
Lateraldimension und der Wellenlänge sowie von den komplexen Elastizitätskonstanten des 
Materials ab. 
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