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Jelen tanulmány elsõ részében megál lapítottuk, hogy a tervezõ közvetlen be-
vonása és a csõtervezés operatív számításigényei egyaránt célszerûvé teszik asztali gép 
alkalmazását a tervezõ csoport mellett. A hálózatszámító programok kapacitásigénye 
tetemes, je len részben megkíséreljük ennek csökkentését. 

Alkalmazott  jelölések 

f — hatkomponensû (3 eltolódás, 3 elfordulás) mozgásvektor, ill. ezekbõl alkotott hiper-
vektor 

p — hatkomponensû (3 erõ, 3 nyomaték) terhelésvektor (dinám), ill. ezekbõl a lkoto t t 
hipervektor 

Z — 6 X  6-os rugalmassági mátr ix, ill. ezekbõl a lko to t t hipermátrix 
F — forgatómátr ix 

R — vektorszorzást reprezentáló mátrix 
Â íj  — J-rõl i pontra mozgást áthelyezõ 6 X  6-os mát r ix 
R E F — referenciapont 
S — szûrõ diagonálmátrix 
Ê — szûrt rugalmassági mátrix  (kényszereknél) 
n — csomópontok, ill. ágak száma 

ê — kényszerkomponensek (ismeretlen reakciók) száma 
V — csõvektor, ill. megoldáskeresési irány 
r  — helyvektor, ill. az iterációs maradék vektora 
1 — egyenes csõdarab hossza 
R — csõív sugara 
Ô — csõív nyí lásszöge 

I  — csõkeresztmetszet másodrendû nyomatéka 
E — csõanyag rugalmassági modulusa 

3. A csõhálózat stat ikai számítása 

3.1. Az ág járulékai 

A csõhálózat elemei az ágak. Az ág r u g a l m a s egyenes és ível t csõdarabok 
(elemek), va lam in t merevnek tek in the tõ szakaszok , pl. a r m a t ú r á k fo lyamato-
san kapcsolódó e lágazásmentes sora. Az á g a k kezdõ- és végpon t ja i kon egy-

*  Referátum az MTA  Gépszerkezettani Bizottsága 1980. ápr. 21-i ülésén. 
** Dr. Koloni ts Ferenc, 1112 Budapest XI., Cirmos u. 4. 
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máshoz, ill. a környezethez csa t l akozha tnak : ezen csat lakozási pontok a háló-
zat csomópontjai. 

A késõbb iekben fe l í randó hálózat i egyenlet rendszer a csomópontok ra 
ha tó á l ta lános (ha tkomponensû : erõ és nyomaték ) te rhe lés és ezen csomópon-
tok mozgása (eltolódás és elfordulás) köz t ad kapcsolatot . 

Ezen kapcso la t a csomópontoka t összekötõ ágak bizonyos je l lemzõibõl 
épí thetõ fe l , amelyeket — mive l azt m u t a t j á k , miként j á r u l hozzá az i l le tõ ág 
a rendszer a lakvá l tozásához és a benne k ia laku ló erõkhöz — a befogot t t a r t ó 
ismeretes fo rmu lá inak m i n t á j á r a az ág járulékainak nevezhetünk . 

A já ru lékok , amelyek az ág kezdõ- és végpon t j ának terhelési és mozgás-
ál lapotáról a fen t i célra szükséges és elégséges in formációt adnak, az ág végét 
be fogot tnak fel tételezve, az alábbiak (1. áb ra ) : 

— A kezdõponto t t á m a d ó p ha t komponensû (äã, ó, z erõ- és n y o m a t é k ) 
terhelés a l a t t létrejövõ / ha t komponensû mozgást (e lmozdulást és a kereszt-
metszet e l fordulását) 

/ = Zp ( 3 . 1 ) 

összefüggésben megadó Z 6 X 6-os r ugómá t r i x , amely mindenkor sz immet r i kus 
és pozit ív déf in i t . 

— Az ágat terhelõ, ado t t tö rvényszerûség szerint megoszló te rhe lés (gya-
kor lat i lag legfontosabb az egyenletesen megoszló önsúly) ha tására a kezdõ-
ponton l é t r e j övõ / S i o mozgás és a be fogáson továbbadódó pS ty terhelés. A ket-
tõ t összefoglalóan súlyhatásnak nevezzük. 
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— A befogáson a külsõ p te rhe lés is t ovábbadód i k stat ikai áthelyezés-
sel, ennek végreha j tásá ra még v isszatérünk. Ez a „ j á r u l é k " csak a kezdõ- és 
végpon t viszonylagos helyzetétõl f ügg , az ágsa já tságoktó l nem. 

A járu lékok számszerû értéke f ü g g a fel írásnál a lka lmazot t (derékszögû, 
jobbsodrású) koord inátarendszer i rány í tásátó l . Ha egy o lyan I rendszerre kívá-
n u n k á t té rn i , amelynek tengely-egységvektorai Ê rendszerben m e g a d v a i, j, k, 
úgy def in iá lnunk kell (csil laggal t ranszponá l ta t je lö lve) a 

F / ê = 

i* 

J* 0 

k*_ 

i* 

0 J* 
k* 

(3.2) 

fo rga tómát r i xo t ; FF* = F * F = E (egységmátr ix) . A t ransz formál t mennyi-
ségek 

Pi — Fik P-> PK = F*k  Pi (3.3) 

és ugyanúgy minden terhelés- és mozgásvektor ra ; a rugómát r i x ra ped ig 

Z , = F Í K ZK F f K , ZK = F f K Zj FIK. (3.4) 

E lõadódhat i k o l yan helyzet, h o g y a számítás szempont jábó l n e m az 0 

pon t , h a n e m va lami lyen, O-val merev szakasszal összekötö t t A p o n t mozgása 

a lényeges. Az 0 pont i fo rgáskomponensek A-nál vá l toza t lanu l megje lennek, 

a mozgás azonban az összekötõ m e r e v szakasz , , kaszá lása" következ tében 

megvá l toz ik . Ha a fo rgások kicsik és az áthelyezést mu ta tó v e k t o r nega-

t í v j a (AO) 

7* = |>x, ry, ò ã], 

úgy az e lmozdu lásnövekmény (2. ábra) 

A F = RAO(p, 
0 — r z 

rz 0 

—r v rv 

R ÀÎ — 
(3.5) 

összefoglalóan 

S A — ÂÄÎ/Î' 
R Ã Å Ê ë î 1 
b m o e j 

(3.6) 
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A fen t i R má t r i x vektor iá l is s zo r za t komponense i t képezi má t r i xmûve le t t e l , 
osz lopvektorba fog la l va : 

R í = [7 X » ] , ] 

R * = — R . 
( 3 . 7 ) 

H a a terhelés n e m az ágvégen , hanem a csat lakozó merev szakasz A vég-
p o n t j á b a n t á m a d , Î pon tban ez vá l toza t lan e rõke t , de a s t a t i k a i áthelyezés 
köve tkez tében megnövekede t t n y o m a t é k o k a t j e l en t . Az e lõbb ihez hasonlóan 
k i m u t a t h a t ó , hogy 

Po — BAOPA • (3 -8 ) 

A ko rábban em l í t e t t , külsõ te rhe lésbõ l be fogáson t ovábbadódó terhelés (át -
helyezéssel) 

Pv = 4vPo- (3-9) 

À Â á the lyezõmát r i xokra fenná l l 

BaoBOA = BOABAO = E , 

BAA =^AA = E , (3.10) 

Bao+BOA = B*o + B$A = 2 E , 

és tetszõleges Ñ p o n t r a 

BAO = B A C B C O , ÂÄÎ = B*O B* C . (3-11) 

H a az ÀÎ merev r u d a t az O V ágga l egyesítve egyet len ágnak t e k i n t j ü k , ennek 
rugómá t r i xa 

^AO =  ÂÄÎ  z0 B J 0 , (3.12) 
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sú lyokoz ta sa já t mozgása az ú j végpon t ra 

fs,A = ^Aofs,o- (3.13) 

A befogáson továbbadódó sú ly terhen mindez nem vá l t oz ta t , a külsõ tehe r át-
helyezésénél a kezdõpontvá l tozás f igye lembe veendõ. 

Az ág rugómát r i xán és a sa já t mozgáson mit sem vá l toz ta t , ha a befogást 
nem F-ben , hanem a rúdvéghez VB merev szakaszt csato lva B-ben vesszük 
fel. A befogáson továbbadód i k sú ly teherbõ l 

PS.B = B*BPS,V. (3-14) 

kü lsõ teherbõl 

PB = BABPA• (3-15) 

Az À , Â pon t ra és az eredet i 0 , F - re ér te lmezet t já ru lékok kölcsönösen 
egyér te lmû kapcso la tban ál lnak, t e h á t szükséges és elégséges m ivo l t ukban 
egyenér tékûek. Úgy is t e k i n t h e t j ü k , hogy a F ponthoz mereven hozzákö t j ük 
a te l jes te re t (SB) és ezen te re t rögz í t j ük , az 0-hoz ugyancsak a te l jes tere t , 
az elõbbi egy „ fedõ t e r é t " (SA ) — ebben ha t a külsõ te rhe lés . A já ru lékok ezen 
ké t té r kapcso la tá t í r j ák le, egy-egy b e n n ü k tetszõlegesen fe lvet t pon t r a vonat -
k o z t a t v a (1. ábra). Va lame ly pon t mozgása S B -ben a SA -bel i fedõpont jához 
képest végzet t mozgás. 

Lehetséges és célszerû a ké t vonatkoz ta tás i p o n t o lyan felvétele, hogy 
ezek a S ^ és S B te rekben terhelet len á l lapotban egymás fedõpont ja i legyenek. 
Más megfoga lmazásban: a f iz ikai csomópont tó l csomópont ig menõ ág mint 
há lózate lem helyet t o lyan elemet a lka lmazunk, ame lynek elejére és végére 
egyazon REFerenc iapon tba nyú ló merev rudaka t k ö t ö t t ü n k . Az e redet i és 
R E F já ru lékok összefüggése (3.12 . . . 14)-bõl adódik, (3.15)-bõl pedig az, hogy 
a kezdõponto t t á m a d ó kü lsõ erõ vá l toza t lanu l adódik t o v á b b (3. áb ra ) . 

A R E F járu lékok elõál l í tása a szokásosakhoz képes t t ö b b l e t m u n k á t nem 
k íván , hiszen az ágaka t m indenképp egyenes és ívelt e lemeibõl összegezve állít-
j u k elõ: közömbös, hogy ezen összegzést a f izikai kezdõ- és végpont ra vagy 
máshová vona t koz ta t va végezzük. 

6. ábra 

Mûszaki Tudomány 59, 1980 



1 6 8 KOLONITS FERENC 

Az elõálló a lakza t funkc ioná l isan hasonló a jáva i bábsz ínház f igurá já-
h o z , amelynek t a g j a i t a já tékos hosszú „ v a j a n g " pálcákkal mozga t ja , a keze 
a re ferenc iapont . 

A f izikai há lóza tba a f en tebb iek szerint ér te lmezet t e lemekhez szükséges 
v a j a n g o k a t nehézség nélkül b e i k t a t h a t j u k . H a a csövet va laho l á tvág juk és 
az á tvágás két p a r t j á t tetszõleges a lakú merev szakasszal összeköt jük (4. ábra) , 
ez az alakzat az ép csõvel ruga lmasságban egyenér tékû. 

A va jangos í to t t ágon a s ta t i ka i egyensúly feltétele az áthelyezések el-
maradásáva l a korább iná l egyszerûbb. A t á m a d ó erõ m in tegy „végigfo ly ik" 
az ágon és „má t r i xosan a r á n y o s " mozgáskülönbséget hoz lé t re a kezdõ- és 
v é g p o n t közt . Részletes v i l lamos analógia a lak í tha tó ki : (3.1) az Ohm-tör-
v é n y , a mozgás — feszültség, a terhelés — á r a m , a rugómát r i x — impedancia; 
a sú lyhatások feszültség- és á ramgenerá to rok . A vil lamos há lóza tok kezelésé-
b e n k ia lakí tot t módszerek adap tá l ha tók . 

A Z és ps a kezdõ- és v é g p o n t felcserélésekor nem vá l toz ik . 

A R E F bevezetésének t o v á b b i elõnye, hogy a szóbanforgó csõalakzathoz 
igazodó felvételével a járu lékok alaki lag egyszerûsödnek. JÜRGENSONN két be-
f o g á s között hõtágulással be fesz í te t t síkbeli csõág v izsgála takor vo l taképp 
H E F - n e k ve t te a nyomvonal „ ruga lmas sú lypont já t . " és i lyen értelmezésben 
n y o m a t é k m e n t e s reakciót k a p o t t [2]. A fogalom térbel i vezetékekre etek intet -
b e n nem á l ta lánosí tható , de fe l f og juk használn i az ágat a l ko tó elemek járu lé-
k a i n a k minimál is ter jedelmû megfoga lmazásakor . Ezeket a lka lmasan illesz-
t e t t REF-ekre í r j u k fel, ma jd az ág közös R E F - j é r e t ransz fo rmá lva összeadjuk 
( f igye lembevéve, hogy a t o v á b b m e n õ sú ly teher a tovább i elemekre külsõ 
teher ) . 

A t ranszformációs f o r m u l á k az i (i-ik) egység- és R közös R E F közöt t , 
t ek in te tbe véve à Ê k�z�s és az I il leszkedõ rendszer közt i esetleges forgatás t 

4. ábra 
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is (3 .3 ,4 ) : 

fs,R,i = B « i F * K . / s , í > ( 3 . 1 6 ) 

Ps.R.t = B*R F/K / • 

Ez a hagyományos e l járáshoz képest csak anny i t ö b b l e t m u n k á t je lent , hogy 
meg kell ha tá rozn i az „ a l k a l m a s " egység -REF térbeli he lyze té t . 

Egye lõre nem sikerül t t isztázni , lehetséges, ill. célszerû-e va lami lyen op-
t imal izáló megkötést tenn i az ág R E F fe lvéte lére: a Jürgensonn- fé le á l ta láno-
sítási p rob lémák mia t t ez kevéssé valószínû. Bizonyos azonban, hogy n e m 
szabad szükségtelenül hosszú va jangoka t alkalmazni. A számítógép u g y a n 
nagy, de mégis kor lá tozot t számú jeggyel je lení t i meg az egyes menny iségeket . 
A fo rgásokban és erõkben je lentkezõ kerekí tés i hibák áthelyezéskor a hosszak-
kal szorzódnak, a (3.5) szer int i mozgás-, va lamin t fo rgásnövekmények h i b á j a 
a „nagy számok kis kü lönbsége" m ia t t t o v á b b nõhet. A báb já tékhason la to t 
fo l y ta tva : még biztos kezû já tékos keze is reszket k ismér tékben, s ez á t té te le -
zõdve rá rakód ik a báb szerep szerinti mozgására. Minél nagyobb az á t t é te l , 
annál zava róbb a vélet lenszerû táncolás, am i tú lsúlyra j u t v á n fe l ismerhetet -
lenné teszi a cselekményt . Végeredményben a (3.16) t ransz formác ió a já ru lé -
kok meghatá rozo t tságá t r o n t j a . 

Célszerû arra tö rekedn i , hogy ez a romlás a szereplõ csõrészek összessé-
gére a lehetõ legkisebb legyen: a vá lasz to t t R E F a „ lehetõ legközelebb" legyen 
a nyomvona lhoz . Ruga lmasabb darabok nagyságukat megha ladó részarány-
ban befo lyáso l ják az összképet , ugyanígy a súlyosabbak is. Mindezen meg-
fontolások ú j r a csak va lami fé le „ ruga lmas sú lypon thoz" vezetnek. A gépi 
pontosság azonban kellõ ta r ta léko t je lent , hogy egzakt o p t i m u m r a ne legyen 
szükség — elegendõ, ha a R E F - e t a szereplõ összes ruga lmas a lakzatok közepe-
t á j á n „ s z e m r e " vesszük fel. Bizonyos azonban , hogy a járu lékok szokásos 
definíciója a f izikai ág elejére és végére v e t t vona tkoz ta tás i pont ja iva l t ávo l -
ról sem opt imál is . 

A tapasz ta la tok szer int a rugómát r i xok á l ta lában ha j l amosak a gyenge 
meghatározo t tságra és ez különösen a késõbbiekben a lka lmazásra kerülõ i te-
rációs módszernél nehézséget je lenthet . A fel tételek az a lgor i tmus á tgondo l t 
p rogramozásáva l j av í tha tók [6]. Megfonto landó, hogy az o lyan rendszerek, 
amelyek b izonyos i rányokban kiemelkedõen merevek, vagy arány ta lanu l oszl ik 
meg ruga lmasságuk, á l t a lában különlegesen kedvezõt lenek, de t isztán kon-
strukciós szempontból is kerü lendõk (pon ta t lan szerelés, he ly i tú l terhelés koc-
kázata) . Függõleges csõ t ö b b helyen t ö r t é n t merev fe lkötésénél (helyi ax iá l is 
hefeszülést okozot t ) éppúgy tapasz ta l t unk numer ikus nehézségeket , mint t éve -
sen, abszurd helyen fe lvet t R E F esetében. 
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3.2. A járulékok felépítése elemekbõl 

Az egyenes elem já ru léka i t az 5. áb ra szerint i rendszerben ad juk meg . 
A rugómát r ix diagonális és a tenge ly i rányú húzás, ha j l í t ás mel let t szokásos 
e lhanyagolása m ia t t sz ingulár is ; q az egységny i csõhosszra j u tó megoszló 
súlyerõ. 

I 
Z = — - < 0 , H/12, H/12, 1 + ã, 1, 1> 

IE 

fs 
p 

6 IE 

0 
0 
0 
0 
0 
0 

0 0 
//4 0 

0 114 
0 0 
0 1 

—1 0 

(3.17) 

Megjegyzendõ, hogy Z fen t i sz ingular i tása csak a k k o r eredményezné a 
rendszermát r i x sz ingular i tását , ha egyenes szakaszt a k a r n á n k hõtágulás fel-
vételére kényszer í teni . A gyakor la tban v a g y tovább i csat lakozó elemek a d j á k 
meg az egyenes tenge ly i rányában az ág szükséges ruga lmasságát , vagy egyet -
len egyenesbõl álló ágnál a tenge ly i rányú mozgás nincs kor lá tozva: ennek 
ellenkezõje konst rukc iós h i b a . 

A 6. á b r a szerinti ív re Cast igl iano-tétel le l számí tha tók a járu lékok. A k(, 
k0, k, tényezõk azt m u t a t j á k , hogy az í ve t s ík jában, il l. abból k iha j l í tás ra 
terhelõ, v a l a m i n t csavaró n y o m a t é k h a t á s á r a hányszor ta nagyobb a lakvá l to -
zás jön létre, m i n t egyenes csõ ha j l í tásánál . kt ér téke a Ká rmán -szám rec iproka, 
k0 ugyanennyi vagy 1 (ez kevésbé el ter jedt fel tevés), fe, = 1 -(- v. Az ismét lõdõ 
mennyiségekre rövid je lölést vezetünk be : 

\ 

5. ábra 
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p = ( ô + s in ô)12, 

M — (Ô — sin Ô)/ 2, 

F = sin (Ô/2), 

Ñ = 2 [ F —(Ô/2) cos (Ô/2)]. 

Z = — 

kjR2P 0 0 0 0 2kjRF 
0 ktR

2M 0 0 0 0 
R 0 0 0 —2ktRF 0 0 

IE 0 0 —2ktRF k,P + k0M 0 0 
0 0 0 0 k,M + k0P 0 

_ 2 kjRF 0 0 0 0 ê,Ô 

fii fia 0 q, / è = ê, Ä(Ô P/2 — 2F2 ) , 

R3 
fai faa 0 / è = - ê, R(M + Ô F2 ) /2 , 

R3 
0 0 /33 / 2 1 = Ä ,R(3M - Ô F2) /2, 

IE 0 0 /43 = ê ( Ð Ô M/2 , 
0 0 /53 /çç = ê /Ð(Ô2 / 2 — 2F2 ) , 

_ 0 /â2 0 _ fi3 = (kg~kt)FM, 

Ð * = ß 

P u 0 0 
0 P12 0 
0 0 Ðçç 
0 0 P43 
0 0 0 

_ P e i 0 0 

Ëç = (fco + U) Ñ + (k0 - k t) M cos (Ô/2), 

f e 2 = — Ñ. 

Fii =  Pia. = Ðçç = ô ' 
Pia = - Ð å i = 2 P F . 

(3.18) 

Az egyenes formulái t o v á b b nem egyszerûsí thetõk. Az ív rugómát r i xá -
ból a R E F a sú lypontba helyezésével l ehe tne k iküszöbölni e lemeket, de a 

6. ábra 
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maradók bonyo lódnának . A diagonal izálás i lyen módon n e m lehetséges, mive l 
a sa já tvek to rok nem kü lön-kü lön, hanem együ t tesen is t a r t a lmazzák a te rhe-
lés erõ- és nyomatékrészé t . 

A já ru lékoka t (3.16) szer in t á the lyezzük a közös rendszerbe és R E F - r e . 
Az összegzés a Z , / s , ps g yû j t õ vá l tozókba az a lább iak szer int tör tén ik (: = az 
ér tékadás jele) 

z : = Zj ; fs '• — fs, í ; Ps: = Ps, 1 ; 

i : = 2 , . . . n-re i (3.19) 

Z : = Z + Z, ; fs = fs + fs,i + Z,ps; ps : = ps + ps>f; J 
Merev szakasz csak a továbbadódó súly tehernél szerepel, a ruga lmas 

járu lékok összegzésébõl k ima rad . 
A nyomvona l megadása célszerûen a kezdõpon t (î ) re ferenc iapont tó l v e t t 

r0 he lyvektoráva l , m a j d a nyomvona l tö réspon t tó l tö réspont ig mu ta tó r0 , Vy, . . . 
csõvektorokkal és a k i indu lópon t jukon érvényes Ry, R2, . • • nyomvonal lekere-
kítési sugárral tö r tén ik . 

A bev i t t vek torokbó l rendre képezhetõ (7. ábra) 

Vj — \ 'vf V/, X, = Vj/V, Ô, = arccos (xf_yxi) 

ti = R, t an (Ô,/2), ó,- = (£,_! — xí cos Ô,) /âò Ô, , (3.20) 

G = R , - I + ( I / - I + h) * Í - I + Ü h = Vi — h — ti+1, 

h = xtXy. 

Az elsõ egyenes elemnél lekerekítés n e m lévén, y0 a fen t iek szerint n e m 
képezhetõ: az x0-ra m indenkor merõleges — #02, ëñ0ã — æ0õ, ë:0õ — x0y-\al pá r -
huzamos egységvektor t vesszük fel. 
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Az egyenes elem rendszere a fen t i i -vel azonos á l l ású : a R E F 

re = Ã/ + h *tl  2 • ( 3 . 2 1 ) 

A kör ív i l lesztett rendszere 

= ri  — Fy-j, 

xk = (*/-/ + x) j 2 cos y j ; yf c = (Á- i — xi) 2 sin 

= Z/. 

i » 
Ô,. 

( 3 . 2 2 ) 

A q megoszló te rhe lés t he kell fo rga tn i az egyes elemek rendszerébe. 
A fo rmu lák szélteher v izsgá la tára is a lka lmasak, ha egyenesnél az axiál is kom-
ponenst e lhagy juk , ívnél ped ig — közelítéssel — a ve tü l e t r e ju tó te rhe t egyen-
letesen e loszt juk a nyomvona lon . 

Az ál ta lános szóhaszná la tban csõvezetékrendszernek csövek va lami lyen 
technológiai szempont szer int körü lha tá ro l t , esetleg közvet lenül össze sem 
függõ együt tesét nevezik (pl. fõgõz-rendszer). A számí tás szempont jábó l rend-
szer az egy egységben számí tandó, egymással összefüggõ csövek együt tese, az 
elõbbinek többny i re c s u p á n része. O lyan csõalakzat, ame l y csak he lyben ma-
radó vagy ismert mozgású környezet i pon tokka l függ össze, más ruga lmas csõ-
a lakzatok nem ha tnak r á . H a t á r á n n e m szükségszerûen ér véget f iz ika i lag a 
vezeték: a fo ly ta tás tó l m inden fa j t a mozgást meggát ló környezethez rögzítés 
(befogás) vagy minden i r á n y b a n el lenál lásmentesen de fo rmá lha tó csõelem (kü-
lönleges kompenzátor ) ugyanúgy e lvá lasz t ja a rendszer t , mintha a vezeték 
t ová b b se menne. A környezet i pon tokhoz kapcsolódás szerkezetei — a kény-
szerek — a szorosan v e t t csõhálózat ta l együ t t v izsgá landók. 

Az ág já ru léka inak korább i megfogalmazásából l á tha tó , hogy csak vég-
pon t ja in — azaz a há lóza t csomópont ja in — t u d u n k f igyelembe venn i külsõ 
terhelést , ill. s zámí tha tunk mozgásokat . A hálózatot ennek f igyelembevételé-
vel kell csomópontok ki jelölésével ágak ra bontani . Csomópont tehát , 

— ahol a vezeték a környezethez bármi lyen: 
te l jes (mind a h a t i r ányban és ér te lemben) vagy részleges, merev 
vagy adot t ruga lmasságú összeköttetéssel: kényszerrel csat lakozik, 

— ahol a vezetékre külsõ koncen t rá l t terhelés h a t , 
— a vezeték e lágazik, vagy f iz ika i lag végetér ( ha utóbbi ra nem h a t egy-

szersmind terhe lés vagy kényszer , a csat lakozó ágat a számításból 
k i hagyha t j uk , m i n t terhelet lent ) , 

— ahol a vezeték mozgását va lami lyen ok (p l . fenyegetõ helyszûke) 
m ia t t el lenõrizni k íván juk . 

3.3 A számított rendszer és a kényszerek 
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E g y csomópont ra a fent iek közü l t ö b b is érvényesülhet . Az egyönte tûség ked-
v é é r t m o n d h a t j u k ügy is, hogy m i n d e n csomópont ra érvényesül kényszer, csak 
egyes esetekben o lyan, ami m i n d e n i rányban szabad mozgást enged. A külsõ 
koncen t rá l t erõk esetét a tá rgya lásbó l két fé leképp is k i i k t a t h a t j u k : 

— vagy megfelelõ módon befogla l juk a sû lyha tásokba, 
— vagy igen lágy, ke l lõképp megfeszí tet t rugót kö tünk a csõhöz: ennek 

kis mozgása i a feszítést n e m módosí t ják lényegesen. 

A kényszer a csomópontot és az (á l ta lában álló) környezetbe l i fedõpont-
j á t összekötõ különleges ág, a m e l y n e k 

— geometr ia i hossza zérus, 
— sú lyha tása i nincsenek, 
— rugómá t r i xa megfelelõ koord iná tarendszerben d iagonál is és többny i re 

szingulár is. 

A gyakor la t i csõszerkezetek többnyi re ü g y igazodnak az épületszerke-
ze thez , hogy ö n k é n t kínálkozik o l y a n derékszögû rendszer, ame l ynek tengelyei-
hez a csövek n a g y része i l leszkedik. A kényszerek zöme fe l függesztés vagy be-
fogás , az o lda l i rányú kikötések-vezetések r i t kábbak , és ezek i rány í tása sem té r 
el a fõrendszertõ l . Gyakor lat i lag elegendõ olyan kényszereket vizsgálni, amely 
a rendszer egészének leírására haszná l t koord inátarendszer tenge ly i ránya iban , 
i l l . azok körül h a t n a k mereven v a g y ruga lmasan (á l ta lánosságban forgatás t 
ke l lene be ik ta tn i ) . 

A 8. áb rán l á tha tó rugós fe l függesztést a mel let te f e l t ü n t e t e t t a lakzat ta l 
mode l lezhet jük , aho l a rugó k ü l s õ végét va jangga l az A' fedõpon thoz kö tö t -
t ü k . A rugómát r i x 

Z = ( o o , OO, c, OO, oo, oo) , (3.23) 

A végtelen e lemek formálisak, a számí tásban n incs szerepük. A számítás során 
a z t kell ma jd v izsgálnunk, h o g y a n deformál ják a rendszert a kényszerekrõl 

8. ábra 
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á tadódó reakcióerõk. O l y a n reakcióerõ v iszont eleve n e m ébredhet, ame ly a 
kényszeren oo mozgást idézne elõ: a kényszer a lehetséges reakc iókat eleve 
megszûri . E z t a szûrést egy 0 és 1 e lemekbõl álló 

S = <0, 0, 1, 0, 0, 0> (3.24) 

d iagonálmátr ixszal va ló szorzás va lós í t ja meg. Ha ped ig a számí tásban eleve 
csak i lyen kompat ib i l is reakc iókat veszünk tek in te tbe, haszná lha t j uk a 

Ê = SZ = <0, 0, c, 0, 0, 0> (3.25) 

szûrt rugómát r i xo t . 

A merev kikötés i r á n y á b a n a rugóá l landó O. A be fogás jel lemzõi: 

S = E, Ê = Z = Î . (3.26) 

A m inden i rányban szabad mozgás „kényszere " : 

s = Ê = O . (3.27) 

A minden i rányban rugóva l megvalósí to t t kényszerre: 

S = E, K = Z . (3.28) 

A fen t i reprezentác ió az erõmódszernek felel meg , amikor a reakc iókom-
ponenseket tek in t jük ismeret lennek. Gyakor la t i vezetékekné l az egy-két kom-
ponensû részleges kényszerek miat t (ahol is négy-öt i smere t len mozgáskompo-
nens adódik) á l ta lában ezú ton kell kevesebb ismeret lennel dolgozni, m in t a 
mozgáskomponensek meghatá rozásá t célu l k i tûzõ mozgásmódszernél . Az utób-
b inak egyéb elõnyei v a n n a k , amelynek következ tében p l . végeselemes mód-
szereknél szinte k iszor í to t ta az erõmódszer t , ilyen egyebek közt a rendszer-
mát r i x kevéssé k i tö l tö t t vo l ta . A t ovább iakban k ido lgozandó egyenletmeg-
oldási a lgor i tmus mel let t ez a különbség kevéssé ju t é rvény re , ezért n e m tûn ik 
szükségesnek eltérni a hagyományos erõmódszertõ l . E m e l l e t t szól az is, hogy 
a mozgásmódszer a lap jáu l szolgáló Y merevségi m á t r i x o k a t csöveknél nem 
lehet közvet lenül elõál l í tani , csak a rugómá t r i x inver tá lásáva l . Ezért a mozgás-
módszer részleteivel n e m fogla lkozunk, csupán a te l jesség kedvéért a kénysze-
rek kezelését vázol juk. 

A vizsgált kényszer merevségi m á t r i x a 

Y = Z " 1 = <0, 0, 1/c, 0, 0, 0> (3.29) 

nehézség nélkül , fo rmá l isan adódik. Végte len e lemeket akkor t a r t a lmaz , ha 
va lamely ik komponens merev . Ezekben az i rányokban eleve nem vehe tünk 
fel mozgáskomponenst ; a fen t iek m i n t á j á r a Sm mozgásszûrõt és W szûr t merev-
ségi má t r i xo t de f in iá lha tunk (a b e m u t a t o t t esetre Sm = E) . 

Befogásnál 

Sm = 0,  W =  0;  (3.30) 
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(3.31) 

(3.32) 

(3.33) 

A rugó-szûrõ in fo rmác ióka t igen tömör f o rmában t á r o l h a t j u k ha t j egyû 
b iná r i s számokkal , amelyeknél a sorrendben v e t t i rányokra nézve 0 kényszer 
h iányá ra , 1 ped ig jelenlétére u t a l , más k iegészí tõ információ h iányában me-
re v re . Ily módon 63 a befogás v a g y minden i r ányban ruga lmas kényszer, 8 a 
fel függesztés, 27 = 011011 az a - i r ányú mozgás és x körül i f o rgás t megengedõ 
veze tés leírója. A rugózásra v o n a t k o z ó in formác ió t ebbe a szükségképp poz i t ív 
számokból álló leí rósorozatba az a lábbi módon i l leszthet jük. K i je lö lünk a rugó-
á l landók számára egy tá ro lóvek to r t (mond juk A) és ebbe í r j u k az összes sze-
rep lõ á l landókat , az ismét lõdõket is csak egyszer. Ha va lame ly i k kényszer 
rugózo t t , a szûrõ u tán egy n e g a t í v számmal megad juk , v isszafe lé hányad ik 
„ é r t é k e s " kényszerkomponensrõ l v a n szó, m a j d a rugóál landó indexét a táro ló-
v e k t o r b a n u t á n a í r j u k . A n e g a t í v elõjel a feldolgozáskor m u t a t j a , hogy n e m 
szûrõ , hanem rugómegadás köve tkez ik . 

Legyen egy kényszer m e r e v függesztés, ë; és y i rányban rugózot t k ikö tés 
és ta r ta lmazza a rugóá l landókat az A vektor 2. és 5. eleme. A te l jes leíró: 

Tekintve, h o g y a leíró e lemeinek nagysága kor lá tozot t , a használt gép 
lehetõségeitõl f üggõen tovább i tömör í tés lehetséges. 

A vázolt reprezen tác ióban nem m u t a t k o z o t t lehetõség a kényszerek 
m e r e v rúd m e n t é n tör ténõ á l ta lános áthelyezésére, hogy i ly módon a te l jes 
számí tás t függe t lenné lehessen t enn i a csomópontok térbel i helyzetétõl . Tel -
j es , mind a h a t komponensre k i te r jedõen szabad , rugalmas v a g y merev kény -
szer t ugyan á t l ehe t vinni te tszõ leges R E F r e , részleges kényszerné l a szûrés 
azonban úgy je len ik meg, hogy a REFné l megengedhetõ, kompat ib i l i s te rhe-
lés komponensei közt l ineáris kapcso la tnak kel l fennál lnia — ezt a l ineár is 
kapcso la to t a csomópont és R E F közti á the lyezõmát r i xnak a „részlegesség-
h e z " igazodó szelete jellemzi. 

A számítás közvet len cé l ja , hogy megál lapí tsuk, mi lyen terhelések adód-
n a k a rendszerre és hová m o z d u l n a k el a csomópont ja i a h a t ó súly- (és kon-
cen t rá l t ) erõk, va lam in t a hõ tágu lás megakadályozása köve tkez tében. Az ered-

• 56, 3, 2, —2, 5, • • 

3.4. A hálózati egyenlet és megoldása 
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menyek b i r t okában az egyes elemek szi lárdsági ellenõrzése a keresz tmetszet i 
terhelések megál lapí tásával kü lön mûve le tkén t végezhetõ. 

A szerkezetet elõször is kel lõ számú kényszer e l távo l í tásáva l s ta t ika i lag 
ha tá rozo t tá tesszük. Ez elvileg sokféleképp végezhetõ, gyakor la t i lag célszerû 
egyet len befogást meghagyni . I l yen a csõrendszeren ex t rém k ivéte lektõ l el te-
k in tve mind ig van . Kedvezõ, h a ez a befogás maga nem mozog (pl. csat lakozó 
berendezés hõtágu lása köve tkez tében — ha i lyen nem lenne, a vá lasz to t t be-
fogást el lenkezõ mozgás te l jes rendszerre szuperponálásával , ,meg kell á l l í tan i " . 
H a több lehetõség van, t apasz ta la t szerint célszerû a legmerevebb ághoz t a r -
tozó befogást meghagyni . 

A kényszerek e l távol í tása úgy ér tendõ, hogy az i l letõ csomópont kör -
nyezetbel i f edõpon t j á t fe lszabadí t juk . Különleges belsõ kényszer a zár t hu rok . 
Ez t va lamely ik csomópont mel le t t á t vág juk , így pótlólagos csomópont kelet-
kezik. Az i t t ha tó „ reakc ióerõ" , helyesen hurokerõ e l lentet t je az á tvágás más ik 
p a r t j á n levõ csomópont ra h a t , és nagyságát az szabja meg, hogy megszüntesse 
a két csomópont közt fe l léphetõ mozgáskülönbséget : azok „ m e r e v e n " köves-
sék egymást . A kényszer le í róban az ú j csomóponthoz 63 ta r toz ik . 

Az így szabaddá te t t rendszerben az ágak tágu lásának és sú lyha tása inak 
késõbb részletezendõ összegzésével megál lapí tható , menny i t mozdu lnak el a 
fedõpontok eredet i környezetben i helyükhöz képest . A kü lönbözete t t ovább 
növeli , hogy ezek a helyek m a g u k is mozogha tnak ( turb inacsonk stb.) . A fedõ-
pon tokon o lyan reakciók fognak ébredni , amelyek ezeket a mozgáskülönbözete-
ket megszünte t i k és a fedõpont a környezet te l ú j r a összekapcsolható. Hurok -
á tvágásná l az á tvágás két p a r t j á n a k mozgáskülönbségét kell megszünte tn i : az 
ú j onnan ke le tkezet t csomóponto t kell a régihez húzni . 

A hagyományos el járás az, hogy az ágak és kényszerek rugómát r i xa ibó l 
az áthelyezõkkel a lkotot t há rmasszorza tok összegzésével, egységes táb láza tba 
rendezésével és a meg nem engedet t reakc iókomponensek (amelyek i rányában 
v isszatolást sem í rha tunk elõ, hiszen a mozgás szabad) sorának és oszlopának 
k ihúzásáva l megkons t ruá l juk a rendszer egyesí tet t Z rugómát r i xá t , ma jd meg-
o ld juk a 

Z p = / (3.34) 

egyenletet , ahol p a megengedet t reakc iókomponensek, / pedig a szükséges 
visszatolások rendezet t vek to ra . U tóbb iak a fedõpont i terhelések és mozgások 
egyesítésével, a szabad komponensek e lhagyásával szá rmaz ta tha tók . Méret-
számuk a s ta t i ka i ha tá roza t lanságot okozó kényszerkomponensek száma, azaz 
a rendszer (erõmódszerbeni) szabadságfoka inak száma, ami t a t o v á b b i a k b a n 
k-val je lö lünk. 

H a k ihaszná l juk a sz immet r iá t , a megoldáshoz szükséges munkarekesze-
ken kívül a má t r i x táro lásához (k + l)fc/2 számú rekesz kell, de így még n e m 
k a p t u k meg a kényszermentes i rányokban fel lépõ mozgásokat . Utóbbihoz a 
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k ihúzot t sorokhói (6n — k)k te r jede lmû részre is szükség van , ahol n a hálózat 
csomópont ja inak száma (el tek intve a megmaradó befogástól ) . 

A m á t r i x megkonst ruá lása elég hosszadalmas mûve le t és a rugómát r i xok 
meglehetõsen ha j lamosak a gyengén megha tá rozo t t ság ra , úgyhogy nem lehet 
eleve k izárn i az i terat ív j a v í t á s szükségességét. (Bár a gyakor la tban azt tapasz-
ta l tuk , h a a megoldás pon ta t l ansága m á r zavaró sz in tet ér t el, akkor o lyan 
gyengén megha tá rozo t t vo l t a rendszer , többny i re konst rukc iós h ibából ki-
folyólag, hogy az i t e ra t í v jav í tás sem hozo t t e redményt . ) A R E F bevezetésé-
vel a mátr ixszerkesztés lényegesen egyszerûsí thetõ. A memór ia igény csökken-
tése érdekében azonban olyan a lgor i tmust a lak í tunk ki, amely egy (3.34) 
t ransz formác ió t a m á t r i x explicit i smere te nélkül elvégez és i te ra t ív e l járást 
a lka lmazunk — ami a f en t i ek szerint n e m eleve rosszabb megközelí tés. 

Számozzuk be a csomópontoka t a megmaradó befogástó l m in t 0-tól min-
denkor ki felé ha ladva, hu roká tvágásná l az ú j csomópont sorszáma legyen min-
dig nagyobb , mint a más i k pa r ton levõ rég ié .Csomópont sorszáma egyszersmind 
a belõle befogás felé m e n õ ág sorszáma is. A csomópontokró l vág juk le az ága-
ka t és ind í t sunk végeikrõl merev r u d a k a t egy az egész há lózat ra közös R E F -
hez, ahol a z tán a kapcso lódó ágakat ú j r a összeköt jük. í gy megje lennek a háló-
za tban a va jangos í to t t ágak . A f izikai csomópontok és kényszerek maradnak a 
he lyükön, a REFné l k ia lak í to t t ágkapcsolódáshoz va jangga l csat lakoznak. 
Kényszermentes csomópontná l és befogásnál ez mel lõzhetõ lenne, hiszen ezek 
a R E F e n is ér te lmezhetõk lennének, az egyöntetûség m ia t t et tõl e l tek in tünk 
(9. ábra) . 

Az ágak kapcso lódásának rend je tömören le í rható az ún. „ f a " és „ h u r o k " 
vek to rokka l . Az elõbbi rend re minden csomópont ra megad ja , hogy a befogás 
felé mi lyen sorszámú csomóponthoz kapcsolódik — t e h á t a hálózatból létre-
hozot t fa a lakú i rány í to t t gráf szerkezetét m u t a t j a . Az u tóbb i ugyancsak min-
den csomópont ra m e g a d j a , ha az hurok fe lvágásná l ke le tkezet t , mi lyen sor-
számú csomópont áll a más ik pa r ton ; h a nem, a megfelelõ vektore lem zérus. 
Ez jogosabb, mint pusz ta helyki tö l tés, hiszen ezen csomópontok f edõpon t j á t 
és a megmaradó , he ly tá l lónak tek in te t t befogást , a 0. csomópontot összekap-
cso lhat juk merev szakasszal : a mozgások ér te lmezhetõk úgy, m in t a 0. csomó-
ponthoz v iszonyí to t t r e la t í v mozgások. így f ik t ív h u r k o k á tvágásából lehet 
szá rmaz ta tn i a csomópon toka t : a hu rok fele a csomópont i erõk ál ta l a befogásig 
feszí tet t ágak együt tese, a másik fe le a környezeten keresztü l jövõ merev 
v isszavezetés. Az á t vágás szigorúan véve nem a csomópont , h a n e m a fedõ-
pon t ja mel le t t tör tén ik , a fedõpont ta l összekötõ kényszerek a csomóponton 
maradnak . A másik p a r t o n az eredet i há lóza tban n e m közvet len a 0. csomó-
pont áll. H a mindezt a R E F r e á tv i t t há lózat ra v o n a t k o z t a t j u k , o t t a kény-
szerek m á r n e m szerepelnek a képben és az á tvágás a szóban forgó, va lamin t 
0. csomópont re ferenc iapont i megfelelõje közt ér te lmezhetõ. Az erõmódszer 
természeté t tek in tve é p p ú g y hurokmódszer , mint a v i l lamos há lózatok áram-
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módszere; a mozgásmódszer a feszül tségmódszerhez hason lóan csomópontok 
egyensúlyát v izsgál ja . 

A 9. ábra há lózatára a vek to rok elemeit a (3.35) t áb láza t t a r ta lmazza . 

Sorszám 1 2 3 4 5 6 7 8 

Fa 0 1 2 3 1 5 6 6 

Hurok 0 0 0 0 0 0 3 0 

E b b õ l a ke re teze t t rész t ek i n the tõ nem-magátó lér tõdõ in fo rmác ió hordozójá-
n a k . Gyakor la t i csõhálózatban a hurkok n e m tú l gyakor iak. A két v e k t o r 
együt tesen t á ro l ha tó , ha rendre megad juk a 2. csomópont tó l a favek tor ele-
mei t , a huroke lemeket , ha v a n n a k , a faelem u t á n negatív elõjel lel i k t a t j u k a 
sorba. A leírók számszerûen kor lá tozo t t nagysága i t t is lehe tõvé teszi a gép i 
sa já tságoktó l f üggõ tömör í tést . 

Egy ê t e r j ede lmû kompat ib i l i s rendezet t (más szóval: a kényszerek sze-
r in t redukál t ) reakc iókomponens-sorozat szorzása az összesí tet t Z-vel, azaz 
kényszer i rányokbe l i mozgáskomponensek rendeze t t vek to rává t ransz fo rmá-
lása az alábbi lépésekben t ö r t én i k : 
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a) K i je lö lünk egy ê te r jede lmû eredmény- és egy 6n ter jedelmû m u n k a -
terü le te t . A rugó-szûrõ leí rók segítségével „ b e t ö r d e l j ü k " a kompat ib i l is reakc ió-
komponenseket a munka te rü le t re , bogy elõál l jon a ha tkomponensû csomópont i 
terhelések rendezet t so roza ta : a kényszerekkel össze n e m férõ komponensek 
helyére zérust í runk. Ezze l pá rhuzamosan az eredményterü le t re b e í r j u k a 
kényszereknek a kompat ib i l i s reakc iókomponensek h a t á s á r a elõálló mozgásá t ; 
ha a kényszer merev, a megfelelõ komponens t nu l lázzuk. 

b) A csomópont i terheléseket az á the lyezõmát r i xokka l rendre végig-
szorozva a munka te rü le ten a R E F r e á t v i t t csomópont i terheléseket képezzük . 

c) A csomópont i terhelésekbõl e lõál l í t juk az ágterheléseket . A leg-
nagyobb sorszámtól v isszafelé sorra vesszük a kapcsolódásleírókat és mind-
egyik terhe lést hozzáad juk azon csomópont terheléséhez, amelyikre a favek-
tor , és l evon juk abból, h a v a n ilyen, amely ik re a hu rokvek to r m u t a t . (Meg-
jegyezzük, hogy mozgásmódszernél hason ló jellegû számí tás t kellene végez-
nünk, csak nem ilyen „ha lmozódó" f o rmában . ) 

d ) Az ágterheléseket a rugómát r i xokka l végigszorozva ágdeformációkat 
számolunk (ugyanazon munkate rü le t re ) . 

e j Az ágdeformác ióka t csomópont i mozgásokká összegezzük, evégbõl 
fo rd í tva másszuk meg a kapcsolódásleíró lé t rá já t . Az ágdeformáció az ággal 
azonos sorszámú csomópont mozgása, h a a másik vég rögz í te t t : ez l . -né l maga 
a valóságos mozgás. A t ovább iakban m i n d e n csomópontná l az ott t a lá l t moz-
gáshoz a d j u k azon csomóponté t , amely ik re a fa- és l evon juk azét, amely ik re 
a hu rokvek to r mu ta t . (Mozgásmódszerrel a c-nél t e t t megjegyzés érvényes.) 

f ) A R E F e n ér te lmezet t csomópont i mozgásokat á the lyezõmátr ixok-
kal a f iz ika i csomópontokra visszük. í g y „me l l ék te rmékkén t " eleve m e g k a p j u k 
a csomópontok tel jes mozgását , amit expl ic i t má t r i xos el járásoknál kü lön 
kell számí tan i . 

g) A szûrõleíró segítségével k ieme l jük a kényszer i rányú mozgáskompo-
nenseket és ezeket az e redmény tá ro lóban már meglevõ kényszerdeformációk-
hoz ad juk . 

Ha ez a végeredmény az elõírt v isszato lásokkal megegyezik, a k i indulás-
ként fe lve t t reakc iókomponensek a fe lada t megoldását a d j á k . 

A fen t i a lgor i tmust , ill. annak egyes részeit fe lhaszná lha t juk az ágak 
hõtágulása és a sú lyha tások összegzésére, azaz elõ je lvál tás és csonkmozgások-
kal helyesbítés u tán a visszatolások megál lap í tására . Ezen teljes h a t k o m p o -
nensû v isszatolásokból a szûrõleíró segélyével vá l oga t j uk ki azt à ê számú 
komponens t , amelyet a reakc iók meghatározásához e lõ í runk. A f ) a la t t kapo t t 
tel jes csomópont i mozgásból is le kell vonn i a tel jes v isszato lást , mer t így kap-
juk meg, hogy az egyes csomópontok h o v á mozdu lnak el a környezet i fedõ-
pon t jukhoz képest (ami lehet , hogy m a g a is elmozdult) — így e l lenõr izhet jük, 
megengedhetõ-e a csõ k imozdulása a csõtar tószerkezeten, fa lá t tö résben stb. 
Elõfeszítést megmaradó befogásból kifelé esõ oldalon levõ ágvégek e l lenér te lmû 

Mûszaki Tudomány 59, 1980 



CSÕVEZETÉKRENDSZEREK  RUGALMASSÁGI  TERVEZÉSE, I I . 1 8 1 

befogásból k i fe lé esõ o lda lon levõ ágvégek e l lenér te lmû k imozd í tásáva l vehe-

t ü n k f i gye lembe (mindegy ugyan is , hogy egy csõágban b izonyos szakasz t ki-

v á g u n k és összehúzzuk, v a g y a be fogásokná l ugyananny i va l széhúzzuk, a pá r -

h u z a m t a r t á s p rob lmá i tó l e l tek in tve) . Az elõfeszítés tény leges helye és az el-

mozd í to t t ágvégek közt i szakaszon a c s õ t a r t ó k számí to t t mozgását megfe le-

lõen he lyesbí ten i kell. 

A szokásos i terációs módszerek c é l j a i n k n a k nem fe le lnek meg, m e r t a 

t r ansz fo rmác ión kívül a m á t r i x d iagonále lemei vagy o l yan egyéb, pl . s p e k t -

r u m r a v o n a t k o z ó ada tok i smere té t k í v á n j á k , amelyek kevéssé valószínû, h o g y 

a t ransz fo rmác ióbó l egyszerûen becsü lhe tõk . Célszerûbb a fe lada to t k v a d r a t i -

k u s alak min ima l izá lására v isszavezetn i . E l õ í r t / v isszato lások mel let t a k é n y -

szerekkel összeférõ pk te rhe lések közül az lesz a fe ladat mego ldása , ame ly re a 

Q = i p f c * Zpk - p t l = }  (Pk - Z - 1 / ) * Z ( p k - Z ~ i f )  - 1 / * Z - 1 / (3.36) 

k iegészítõ po tenc iá l i s energia minimál is . Az á ta lak í tásbó l lá tsz ik , hogy a fe lü -

le t függõleges tenge lyû , e l to l t , á l ta lános-e l l ip t ikus parabo lo id , amelynek egye t -

len m i n i m u m a va lóban a mego ldás . A m i n i m u m értéke a potenciá l is ene rg ia 

nega t í v j a . 

A m i n i m u m megközel í tésére az i rány m e n t i csökkentés módszere a lka l -

mas . Va lamely p0 kezdet i é r t ék tõ l v vek to r i r ányában t o v á b b l é p v e a fe lü le t 

(V, Q) h ipers íkka l való me tsze té t kell v i zsgá lnunk , ami p a r a b o l a . A m in imá l i s 

é r téke t azon pn -f- otv helyen k a p j u k , ame ly re 

a = ?•(/_Zp0)l{v* Zv). (3.37) 

Az i r á n y o k a t legegyszerûbben úgy v e h e t j ü k fel, h o g y à ê k o m p o n e n s 

közü l rendre egy i k egységnyi, a több i nu l la . Ez nem egyéb, m i n t a G a u s s — 

Seidel-módszer körü lményes megva lós í tása, a m i ugyan b i z tosan konvergens , 

lévén Z poz i t ív déf in i t , csak lassú. 

A keresés i r ánya lehet a Q negatív g rad iense , a p köze l í tés h i b á j a k é n t 

v a g y m a r a d é k k é n t is é r te lmezhe tõ 

? = f - Z p . (3.38) 

H a azonban a Z m á t r i x sa já té r t éke i nagyon kü lönböznek egymás tó l , azaz d u r -

v á n a csõrendszer kü lönbözõ i r ányokban é r te lmezhe tõ ruga lmassága i igen el-

t é rnek , akkor hosszú , keskeny vö lgyben a n e g a t í v gradiens a szemközt i fa l fe lé 

m u t a t és csak l assan o lda lazunk be a m é l y p o n t b a [4]. I l yen sa já t ságok a gya -

ko r l a t ban el n e m kerü lhe tõk — más o lda l ró l szemlélve m indez a gyengén 

megha tá rozo t t ságga l egyenér tékû . Az ö n m a g á b a n véve lassú konvergenc ia 

me l le t t t ehá t m é g a pon ta t l anságok ha lmozódása is vá rha tó , ami re a s z á m í t o t t 

i r á n y men tén csökken tõ e l já rások különösen érzékenyek, h iszen maga az i r á n y 

is b i zony ta lanná vá l ik . 
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A min imumkeresés i ránya inak a l ka lmasabb megválasztásával némi t ö b b -
le tszámítás á r á n a konvergenc ia lényegesen jav í tha tó . Legyen az egymás tó l 
l ineárisan függet len . . ., vk vektor ha lmaza olyan, hogy 

< = 0, ha i ^ j i /î oo\ 
vi ZvJ\ ë , . . (3-39) 

1=^0 , h a i = j , 

az i lyen vek to roka t Z-ortogonál is- vagy Z -kon jugá l t nak m o n d j u k . A k -d imen-
ziós tér bá rme ly vek tora , t e h á t a p0 kezdet i ér ték szükséges javí tása is elõál-
l í tha tó ezen vek to rok l ineár is komb inác ió jakén t : 

p = 2 * i v i + p 0 ( 3 . 4 0 ) 
/=1 

(3.39) fe lhasználásával 

a, = ~vf Z (p - p0)IW Zv) = v f { f - Z p0 ) / ( 5 ? Z Ï , ), (3.41) 

ami összhangban áll (3.37)-tel. Ha a vt vek to roka t fo l yamatosan generá l juk 
és a P o közelí tésbõl rendre pv . . . i t e ra t í v közel í tésekként ál l í t juk elõ (3.40) 
tag ja i t , ez az i teráció (kon jugá l t gradiens-módszer) ê lépésben pontos ered-
ményhez vezet , pk = p. A v — ê va lame ly ê elemû l ineárisan függe t len 
ù,  . . . ,nk vek to rha lmazbó l a Gram—Schmidt -e l já rássa l képezhetõk. H a n-
kén t a fc-dimenziós té r tenge ly vektora i t vá lasz t juk , az e l járás a Gauss-el imi-
náció megfelelõje lesz. K i lehet azonban m u t a t n i , hogy a számítás el lenõrzé-
séhez amúgy is szükséges maradék- (negat ív gradiens) vek to rok : 

Tj = / - z ð û  = 2 « i z »i ( 3 -42> 
/=1 

ugyancsak l ineár isan függet lenek és 7í-kénti a lka lmazásukka l a Gram—Schmid t 
számítási séma nagymér tékben egyszerûsödik. A f o rmu láka t többfé leképpen is 
k ia lak í tha t j uk , minimál is számítás igény mel le t t numer i kusan leg inkább ked-
vezõnek a F le tcher—Reeves-vá l toza t t û n i k . Ennek képlete i [4], [7]. 

= = 7 — Z P o > 

g, = Zv, 

<*/ = ff Tjq? vi7 

Pi = Pt-i + (3.43) 

r/+1 = ri  — a; 4i ' 

ßi = ff+lfi+llf*  fis 

É+l = fi+l  + ßi Vi, 
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Az e l já rás a h ibák elkerülhetet len ha lmozódása m ia t t á l ta lában n e m veze t 
ê lépésben pon tos eredményhez, t ovább fo l y ta t va azonban a maradék csök-
kenthe tõ , amíg a tovább i j av í tás t a h ibaha lmozódás lehetet lenné nem tesz i . 
Kedvezõ ese tben megtö r ténhe t ( t apasz ta l tuk is), hogy k -ná l jóval kevesebb 
lépésben igen pontos e redmény t kapunk . 

A módszer helyfoglalása az expl ic i t mátr ixos e l já ráshoz képest j óva l 
kevesebb: a 6n munka té r meg egy fc t e r j e d e l m û vektor az ada toknak és ered-
ményeknek mindke t tõné l kel l , sajátos hely fogla lásként vo l t aképp à è és q vek-
torok 2ê hely igénye ve the tõ össze a m á t r i x k-val négyzetesen növekvõ és a 
tel jes f e l ada tná l n-tõl is f üggõ te r jede lméve l . A számítás i idõk egybevetése 
nehéz, mer t a mát r i x megkons t ruá lásának és a kiküszöböléses el járás eset le-
ges i te ra t ív j av í t ásának idõ igényét is v i zsgá la tba kell vonn i egyfelõl — szembe-
ál l í tva másik oldalról à ê lépés igen b izony ta lanu l becsülhetõ megha ladásábó l 
adódó idõt is f igyelembe vevõ igényekkel. E r r e csak azonos gépen, n a g y s z á m ú 
vezetéken végze t t „összehasonlí tó lövésze t " s ta t isz t iká ja adha tna vá lasz t , és 
ezen a je len e l já rás nem tek in the tõ eleve esélytelennek. 

A fen t i e l járást EMG-666-os asztal i k isgépen megva lós í to t tuk , sz i lárd-
sági számítással együt t 4 egymáshoz kapcso lódó program fo rmá jában , az a d a t -
átv i te l t magnósza lag végzi. A gép 1008 rekesze 1 — 1 12 decimál is pon tosságú 
lebegõpontos számot vagy 8 gépi u tas í tás t tá ro lha t . A szûk keresz tmetszet a 
há lózatszámí tás , ez a számí tha tó rendszer nagyságát 20 ág mel let t fc = 42- re 
kor látozza. A tárki je lö lés d inamikus, k isebb k-nál az ágak száma 24-ig n õ h e t 
és viszont. Ez a ter jede lem ex t rém esetek tõ l el tekintve a gyakor la t s z á m á r a 
elegendõ. A maximál is idõ igény nagy jábó l az asztali géptõ l várha tó k e r e t e k 
közt marad (a legnagyobb n = 19, fc = 43 rendszer 66 perce t fu to t t ) . A h iba -
halmozódás veszélyessége az ágak és kényszerek számátó l együt tesen f ü g g , 
tapasz ta la t i ada tokbó l a szükséges lépésszám az elméleti k -va l szemben 

Ê ^ 0,1 (fc + n) fc (3.44) 

ér tékre becsülhetõ, amelytõ l kis rendszereknél inkább felfelé, nagyoknál i n k á b b 
lefelé adódik el térés. Az egyes lépések idõ igénye mind n- tõ l , mind k-tól f ü g g , 
az ágmát r ixszorzás döntõ sú lya köve tkez tében az elsõtõl j o b b a n : 

t ^ 0,792n + 0,0543fc [s ] . (3.45) 

Az alapul ve t t rendszerekben 1 ágra á t lagosan 2 kényszerkomponens j u t o t t , az 
ágszám több m i n t hétszeres sú lyú. A fen t i a r á n y b a n k-t k iküszöbölve és a k é t 
becslést egybevonva az összesí tet t idõigény 

É ë 0,09 (fc + n) kn. (3.46) 

A B E A D , RUGÓ, H Á L Ó , SZIL nevû részprogramok b lokksémá já t a 10. 
ábra m u t a t j a . A kon jugá l t grad iens- i terác ióban részletezett mûvele tsorok: 

— V[1 : fc] kényszerek szerint r e d u k á l t vektor W[1 : 6*n ] m u n k a t e r ü -
letre helyezése (azaz tel jes ha tkomponensû mennyiségek soroza tává a lak í tása) , 
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i l l. a : ê ] t ransz fo rmá l t vek to r A[. . .] rugóá l landóktó l függõ részének be-
töl tése, ami t a RS [ . . .] rugó-szûrõ leíró vezére l ; 

— REF-csomópon t i , W-Úåï táro l t terhelések ágterheléssé összegzése 
FH[  1 : m] fa -hu rokvek to r szer int . 

A továbbfe j lesz tés a memór ia igény valamelyes, de k-val még m ind ig 
csak egyenesen arányos növelésével lehetséges valami lyen stabi l izált k o n j u g á l t 
g rad iens—vál tozat a lka lmazásáva l (pl. Lánczos-módszer [5]). Lehetõséget ad-
h a t a jav í tás ra , ha tek in te tbe vesszük, h o g y a u-k és r-ek sorozatára b izonyos 
egyéb összefüggések is érvényesek, t ovábbá h a egyes k r i t i kus részmûveleteket 
dup la pontosságú a r i tme t i káva l végzünk. A kon jugá l t gradiens módszerek 
terü letén je len leg is fo l ynak ku ta tások , n e m elképzelhetet len ha tékonyságuk 
tovább i j avu lása . 

3.5. Kiegészítõ megjegyzések 

Az i smer te te t t megoldási módszer k é t alapeleme a há lóza t va jangos í tása 
és a kon jugá l t gradiensmódszer a lka lmazása a há lóza tmát r i x felírása né lkü l , 
elõnye a számításhoz szükséges memór iakapac i tás lényeges csökkenése. Való-
színû, hogy a hálózat k isebb vá l toz ta tása i elõnyösebben p rogramozha tók — 
kétségtelen azonban, hogy egyaron há lózat többfé le kényszermozgásának ér té-
kelésére az expl ic i t má t r i xos módszer gyo rsabb (más kérdés, hogy ezt az i smét -
lési lehetõséget sok p rog ram nem ta r t a lmazza , és gyakor la t i jelentõsége sem 
tú l nagy). 

A v a j a n g o k a lka lmazásának e lõzményei , speciális és adhoc je l leggel 
JÜRGENSONN és HAMPEL  [3] módszerében megta lá lha tók , de nem fe j lesz te t ték 
átfogó kezelési e l járássá. Ál ta lános tar tószerkezet i v izsgálatoknál HALL  és 
WOODHEAD [9] a lkalmaz ruga lmas ta r tószakasz elejéhez és végéhez csa to l t 
tetszõleges a lakú merev elemeket, egyazon pontba f u t ó vá l tozatban is, de 
utóbbiva l csak a két végen ha tó terhelés egyensúlyát és a rugalmasság leírási 
i ránytól va ló függet lenségét szemlélteti. Ugyancsak emlí t i a mátr ix ( legalábbis 
közel-)diagonális, számítás i munka és megha tá rozo t t ság szempont jábó l elõ-
nyös k ia lak í tásában a rugalmassági középpon t és sz immetr ia , ill. becslés a lap-
ján felvett (közelítõ) fõ tenge lyek szerepét. Minõségi u ta lásokon tú lmenõen csak 
síkbeli a lakza toka t tá rgya l , JÜRGENSONN megfogalmazásához hasonlóan. Más 
i rányú á l ta lánosí tás kere tében LIVESLEY  [10] a re ferenc iapont i terhelést és moz-
gást mint ruga lmas szakasz feszültségi és a lakvál tozási á l lapotá t je l lemzõ ál ta-
lános mennyiségek ( „s t ress resu l tan t - " , „e lement de format ion vec to r " ) egy 
megjelenési f o rmá já t m u t a t j a be. 

Valószínû, hogy a je len t a n u l m á n y b a n a lka lmazot t modell hasznos lehet 
más szerkezet i p rob lémák megoldásakor is, amenny iben a hálózatv izsgálatból 
k i i k ta t ja a teher és mozgás térbel i á thelyezésbõl adódó vá l tozását . 

A kon jugá l t gradiens-módszer l ineár is algebrai egyenletekre t ö r t é n õ 
a lka lmazását RALSTON úgy kommentá l j a , eleganciája- és ha tékonyságának 
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elismerése mel le t t , hogy a k lasszikus direkt és i terációs e l járások va lamely ike 
m inden fa j t a má t r i x tu la jdonság esetén kedvezõbb. Valószínû, hogy a válasz-
t o t t megközelí tés: egyenlet he l ye t t direkt szélsõérték- fe ladat esetében — az 
á l ta la i smer te te t tek közt — v iszont a kon jugá l t gradiensmódszer a legalkal-
masabb eszköz, és maga a megközelí tés anná l versenyképesebb lesz, miné l 
ha tékonyabbá tesz ik az eszközt ú j abb v izsgá la tok (a kétségte len memór ia-
takarékosságon tú lmenõen) . E n n e k je lentõségét kiemeli az a tény , hogy a 
mûszaki- f iz ikai p rob lémák igen széles köre foga lmazható meg szélsõérték-
fe ladatok a l ak j ában ; bizonyos fel fogásban ez a hagyományos „di f ferenciál -
egyenle tes" természet le í rás á l ta lános a l te rna t í vá ja lehet [8]. Javas la tunk azon-
b a n végsõ soron n e m a kon jugá l t gradiensmódszerhez kö tõd ik , hanem bá r -
mi lyenhez, ami a m á t r i x explicit ismerete né lkü l a lka lmazható . 

Szerzõ ehe lyü t t is köszönetét k íván ja k i fe jezni korreferenseinek, d r . 
BOSZNAY Ádám professzornak és dr . FEKETE  J á n o s n a k , akik m u n k á j á t é r té-
kes tanácsaikkal és észrevételeikkel segítették. 
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Versatility  in Design ing Pipline Systems, Part H — Memory-Economical Systems Calcu-
lation. — In part 1 of the present paper i t has been pointed ou t that both the direct participa-
t ion of the designer and the operative calculat ion demand m e a n equal mot ivat ions for the use 
of a desk calculator for the planning group. The capacity demand of the network computat ion 
program is considerable, in this part of the paper reduct ion of that is being tried. 

Planung von Rohrlei tungen, 2. Teil: Speicherekonomische Netzrechnung. — Im Teil 1. 
der vorl iegenden Abhandlung wurde festgesetzt , daß die Benützung einer Tischrechnenma-
schine neben der Planungsgruppe sowohl durch den unmit te lbaren Einsatz des Entwurfsbear-
beiters, als auch durch die operativen Rechnungsanforderungen der Rohrlei tungsplanung 
bedingt ist. In diesem Teil der Abhandlung wird  versucht die erhebliche Kapazitätsanforderung 
des Netzrechnungsprogramms zu verringern. 
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