HENGERSZIMMETRIKUS
ES SIK FELADATOKROL

LAMER GEZA*

[Beérkezett: 1980. mércius 12-én]

A tanulményban rendszereztiik és analizaltuk a hengerszimmetrikus és sik feladatokat.

Szakirodalmi

dttekintést adtunk a feladatok meghatdrozdsairél, és ramutattunk azok

eltéréseire. Az eltérd meghatdrozésokat kiilonboz§ feladatnak tekintve, @) tipusi
éllapotokat definidltunk mind a hengerszimmetria fenndlldsdndl, mind a sik feladatok-
nél. Megadtuk az Gjonnan bevezetett allapotok egységes definicidit, az dllapotokat meg-
hatarozé egyenleteket, valamint a megoldésok (elmozdulds komponensekre érvényes)
fiiggvényosztalyait. Megmutattuk, hogy az egységesen definidlt allapotok egy-egy
fesziiltség osszetevdvel kiillonboznek egymastél, és hogy csak ebben a felfogdsban lehet
a sfk fesziiltség dllapotot a rugalmassdgi modulusok transzformdciéjaval visszavezetni a
sik alakvéltozasi dllapotra.

Jelolések

ortogonilis koordindta rendszer egységvektorai

ortogonalis koordindtik (i = 1, 2, 3)

derékszogii koordindtak

hengerkoordinatik

elmozduldsvektor

elmozduldskomponens

elmozduldskomponensek derékszdgii-koordindta rendszerben
elmozduldskomponensek hengerkoordindta rendszerben

Ju; duj

0x; Ix;

(A szévegben az elterjedtebb e, ..., p,y, ... jelolést haszniljuk.)
térfogatvaltozds, £ = ¢; (¢)

fesziiltségi tenzor, komponensei t;;(0) = A5 +- 2Gt;i(e)

(A szévegben az elterjedtebb ay,. . ., 7.y, ... jelolést haszniljuk.)
Kronecker-féle szimbolum

Lamé-féle rugalmassigi egyiitthaték

harintkontrakeiés tényezd, u = 1/2(1 4 G)

A k egységvektor irdnyiba mutaté { vektorral torténd eltolds
A k normmélisti Sk sikra t6rténd tiikrozés

2-t8l fiiggetlen elmozdulds komponensek

¢-t6l fiiggetlen elmozdulds komponensek

deforméciétenzor, komponensei tU(e) = —;-(

kétdimenziés Laplace-operator

1. Bevezetés

A szerkezet er§jatékanak megallapitdsakor a geometriai viszonyoktdl
fiiggden kiilénb6z8 tipusi modelleket hasznalunk (rid, lemez, héj). Bonyolul-

tabb geometriai

alakzat esetében a rugalmassigtan alapegyenleteit kell al-
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kalmaznunk. Ezek az egyenletek is egyszeriisithetfk, példaul forgastestek sza-
mitasakor hengerszimmetrikus terhelés esetén, vagy sik feladatok megoldasa-
kor. fgy a haromdimenziés feladat kétdimenziéssa egyszeriisodik. (Pontosab-
ban fogalmazva, a mechanikai allapotjellemz8k nem hirom, hanem csak két
valtozé fiiggvényei; a vizsgilandé test mindkét esethen haromdimenziés.)
Ez az egyszeriisodés a magyardzata annak, hogy ezek a feladatok részletesen
kidolgozott fejezetei a rugalmassagtannak.

1.1 A forgastestek elmélete és szamitasa sokoldalian megvilagitott, ki-
valtképp a korszimmetrikus lemezek és héjak elmélete, ahol a két szabad argu-
mentum szétvalaszthaté (lemez), illetve analitikus osszefiiggés irhaté fol
rajuk (forgashéj). Ezen esetek targyalasat a [21] és a [36] monografidkban ta-
laljuk. A haromdimenziés forgastestek (vastagfald forgashéjak) elméletérél irt
egyik legteljesebb mii [15] a rugalmassagtani feladatokon tdl targyalja a hé-
fesziiltségeket és a nemrugalmas viselkedést is nem csak hengerszimmetrikus,
hanem tetszdleges terhelés esetében. A forgastestek elméletének majdnem
minden rugalmassigtani elméleti és kézikonyv szentel egy-egy fejezetet [2, 3, 6,
10, 18, 19, 26, 31, 34], és a végeselem médszerben, mint alkalmazott megoldasi
sémaban is, megjelentek a forgistestek szimitdsihoz sziikséges gyird alakd
elemek [5, 16, 23, 25, 27, 37, 38].

1.2 ,,A4 sik feladat — LURJE szavait idézve — a rugalmassdgtan dltaldnosan
és legjobban kidolgozott fejezete.””™

Ennek magyarazata elssorban azokban a kinnyebbségekben keresendd,
amit a kétvaltozés parcidlis differencidlegyenletek megoldasa nyijt a hirom-
valtozéssal szemben. A sik feladatoknak, mint a rugalmassigtan egyik feje-
zetének a fejlédése, a komplex valtozék bevezetése [14] utan kivetkezett be
[11, 12, 19, 22, 34], habar jelentds a nem komplex fiiggvények alkalmazasaval
nyert megoldasok szdma is (hajlitaselmélet, rugalmas sik, félsik és ék) {7, 8, 10,
11, 17, 19, 24, 32, 33, 34, 35].

2. Irodalmi attekintés

2.1 Hengerszimmetrikus dllapot

A hengerszimmetrikus feladatokat a szakirodalom hengerszimmetrikus
geometriai alakzatokra — forgastestekre értelmezi. [2, 3, 6, 18, 19, 31, 32, 33].
A hengerszimmetrikus allapotban hengerszimmetrikusnak tekintik az alak-
véltozas- és fesziiltségmezén kiviil az elmozdulasmezdtis. Ez esetben mind az
egyensilyi, mind a geometriai egyenletek két csoportra esnek szét (1. Tablazat),
A hengerszimmetrikus feladat ilyen tagolasa megtalalhaté a szakirodalomban

* [19], 462. oldal a szerz§ forditdasiban.
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1. tablazat

Hengerszimmetrikus &llap
Pérosan hengerszimmetrikus Allapot Csavarés
80 31 0p—0,
99 + rz r—% _ 4 ar
Egyensilyi '? +
egyenletek i < 30, +
“or
du, du, 1 ( dup Uy
B o= L (112
Geometriai or Jz 2\ or r
egyenletek o 3"r 3"1 1 Oug
o= > Vrz=? + Yo = 5 9z

[6, 19, 26, 33], mig néhany szerzd [2, 3, 10, 18, 31, 32] a forgastestek tengely-
szimmetrikus terhelése esetében a tengelyszimmetriat az elmozdulas- illetve
az alakvaltozas- és a fesziiltségmezd vizsgalatakor egyidejiileg henger- és tengely-
szimmetrianak értelmezve, a @-t8l valé fiiggetlenséghez hozzaveszi az u, =0
és a Trp= Ty, = 0 feltételeket is. Ez a gyakorlatban nem vezet hibihoz, hiszen
igy a tengelyszimmetria megkdvetelésével a csavarast levalasztja az altalanos
hengerszimmetrikus allapotrél. Viszont a tengelyszimmetria 6nmagiban meg-
enged nem hengerszimmetrikus terhelést is (pl. tiszta hajlitas). Ezért célszerd
kiemelni, hogy egyszerre kell a henger- és a tengelyszimmetridnak fennallnia.
A szimmetridk megnevezését és értelmezését figyelembe véve [9, 20], javasol-
haté egy egységes meghatarozas, amely segit megnevezésben is elkiiloniteni
egymistél a csavardst tartalmazé, illetve nem tartalmazé hengerszimmetrikus
allapotokat. Ez utébbira javaslom a pdrosan hengerszimmetrikus elnevezést.
Ugyanis ebben az allapotban u, =0, @y =¥ = 0, T,p = 7,z =0. A tébbi
allapotjellemzé a forgastengelyen atfektetett barmely sikban pdros figgvénye
a sugarnak. Ezért a fiiggvénytanban hasznilatos paros fiiggvény mintajara
javasclhat6 a pdrosan hengerszimmetrikus kifejezés.

2.2 Sik feladatok

A sik feladatokat altaldban sik alakvaltozisi és fesziiltségi, valamint al-
talanositott sik fesziiltségi allapotokra szokas felosztani.

A kitiintetett sikot XOY-nal jeldljiik.

2.2.1. A sik alakviltozasi allapot meghatarozasa tobbnyire egységes.
A legelterjedtebb megfogalmazas a kovetkezé [3, 7, 11, 17, 18, 22, 31]: sik
alakvaltozas esetében a kitiintetett sikban t6rténd elmozdulds komponensei
(u, v) a sikot kifeszit8 koordinataegyenesek iranyaba esd valtozok (x, y) fiigg-
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f ot p ~ . . "
vényei; mig a sikra merdleges elmozdulaskomponens (w) zérussal egyenls:

v =u(xy),
v=uv(xy), (1)
w=290.

Az elbbivel egyenértékii megfogalmazés szerint sik alakvaltozas eseté-
ben a testben keletkez8 elmozdulasok egy adott sikkal (XO0Y) parhuzamosak
[2, 8, 32]. BEzurovV [2] 4ttér az alakvaltozasi és fesziiltségi tenzor vizsgalatara.
ForrL A. és ForrL L. [8], valamint TimosEENKO [32] w-t nem tekintik azono-
san egyenlének nullaval:

u =u(x,y),
v =v(x,%), )
w =z + ¢4.

Lurse [19] és Nowackr [24] a sik alakvaltozasi allapotot a harom-

dimenziés feladat kétdimenziéssa valé redukalasaval vezeti be. Mig LUuRJE a
(2) Osszefiiggéseket hasznalja, addig NowAckr az:

g, =0,
Yyz = 0, (3)
Yex =0

kifejezéseket tekinti kiindulé feltételeknek. Integralasukat nem hajtja végre,
hanem (3) kovetkezményének a (2) osszefiiggéseket tekinti ¢; = 0 feltétellel.

Ugyancsak elterjedt megoldas az allapot definidlasira egy példa vizs-
galata. Ezzel elsdsorban a szemléletességre épit, habar bizonyité erejiinek
tekinti a példat: Sik alakvaltozasi allapotban van az a végteleniil hosszi priz-
matikus rid (miitargy), amelyre a kiranyaban valtozatlan intenzitasd terhelés
hat [6, 10, 12, 26, 33, 34]. Megemlitjiik, hogy [6, 33, 34] az (1) képleteket fel-
hasznalva gyakorlati példakat vizsgalnak, [10] a (2), [26] az (1) képleteket,
[12] a komplex fiiggvénytant alkalmazva a feladatot elméletileg targyaljak;
a kiindulé problémara csak ramutatnak. Lurse, ForpL A. és FOopPPL L. a meg-
hatarozas utan, mint alkalmazasi teriiletet emliti a fenti példat.

Gyakorlatilag harom meghatarozast lehet élesen elkiiloniteni. Az elsé
meghatarozas az elmozdulasnak azt a tulajdonsagat emeli ki, hogy az X0Y
sikkal parhuzamos. A masodik, amelyet csak Nowackr alkalmaz, a deforma-
ciét jellemzi dgy, hogy az az XOY sikkal parhuzamos. A harmadik definici6

tipust nem meghatarozasnak, hanem kovetkezménynek, illetve az elhanyago-
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lasok figyelembevételével (de Saint-Venant hatas) alkalmazasi kornek kell
tekinteni.

2.2.2 A sik fesziiltségi allapotot néhany szerz6 nem targyalja [6, 7, 12,
32]. Legelterjedtebb az a meghatarozas [8, 11, 17, 18, 19, 33, 34], miszerint a
testben az XOY sikkal parhuzamos sikok fesziiltség mentesek:

O'zw_ =0,
Ty, =0, (4)
T = 0.

A szerzSk egy része a szemléletes meghatarozast részesiti elényben.
Tekintenek egy vékony tarcsat, amelynek a lapjai fesziiltségmentesek, to-
véabba az ,.éle” (palastja) mentén lapjaival parhuzamos erérendszerrel terhelt
[2, 3, 22, 31]. A vastagsig elhanyagolhatésagat kiemelve [2, 3, 10, 22, 31],
illetve a terhelést a tarcsa felez6 sikjara szimmetrikusnak feltételezve [22, 26],
integralast alkalmaznak,(ami MuszHELISVILI [22] esetében mar az altalanositott
sik fesziiltség allapot meghatarozasival egyenértékil), attérnek a fesziiltség
kozépértékre. Ekkor, ha az alaplapokon a terhelés zérus, az egész tarcsaban
fennallnak a (4) dsszefiiggések — a fesziiltség kozépértékekre. A tovabbiakban
néhany szerzd utal arra, hogy ebben az esetben a feladat mar nem kétdimenziés,
hiszen az u és v elmozdulaskomponensek mar z fiiggvényei is; valamint w az
x és y fiiggvénye. Igy az alakvaltozasi és fesziiltségi tenzorok is fiiggvényei z-nek.
A feladat analizisénél a [11, 17] miivek szerzi ezt a tényt figyelmen kiviil
bagyjak. Love [18] az ,.eltolédasfiiggvény’, LURJE a ,.fesziiltségfiiggvény”’
alkalmazasaval mutatja ki a z koordinita szerepét. LovE a fesziiltség kozép-
érték bevezetése utan attér az altalanositott sik fesziiltségi dllapot targyalasara.
LurJE integrilassal (a terhelést szimmetrikusnak tételezi fol a tércsa felezs
sikjara) a sik alakvaltozasi allapotra vezeti vissza a feladatot, kikapcsolva
ezzel a z koordinatat és a w elmozdulaskomponenst.

Nowackrmeghatirozonak a fesziiltségek z-t6l valé fiiggetlenségét tekinti,
és megmutatja, hogy a sik fesziiltségi allapot tartalmazza a z tengely kériili
csavarast is.

A meghatarozasokban, kivéve Nowacki1ét, nem talilunk éles ellentéteket.
Az elsd meghatarozas az X0Y sikok fesziiltségmentességét mondja ki, A to-
véabbiakban a példa felhozataldval utal arra, hogy a tobbi fesziiltségkomponeus
z-t8l fliggetlen. Ezt egyik szerzé sem irja le egyértelmiien — kivéve LURJEL.
A masodik, amelyet csak Nowackr alkalmaz, a fesziiltségek z-t6l valé fiigget-
lenségét tekinti alapésszefiiggésnek. A harmadik meghatirozasban jelentds
szerepet kap a vizsgalt tarcsa vastagsaga, hiszen a maisik két dimenzié iranya-
ban lényegesen nagyobb kiterjedése van, igy a k normalisi sikok feliiletén
haté fesziiltségek elhanyagolhaték. Ez mar atmenet az altalanositott sik
fesziiltségi allapotba.
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Megemlitjiikk, hogy a szerzék t6bbsége a sik fesziiltségi allapotot a
A’ = 2AG(14-2G), valamint a G’ =G rugalmassigi modulusok hevezetésével
visszavezeti a sik alakvaltozasi adllapotra. Ez a megfeleltetés csak a fesziiltség-
komponensekre igaz, az elmozduliskomponensek esetében némi kozelitéssel
kell élniink.

2.2.3 Az altalanositott sik fesziiltségi édllapotot egyes szerzdk a vizsgalt
tarcsa vastagsiganak elhanyagoldsaval [3, 6, 12] definialjak. A [17, 18, 19, 32]
miivekben integril segitségével bevezetik a fesziiltség kozépértéket. Ezutin
alkalmazzik a de Saint-Venant-elvet, és ramutatnak arra, hogy a (4) egyen-
letek érvényben vannak. Természetesen itt is figyelembe lehet venni, hogy a
t6bbi fesziiltségkomponens fiigg-e z-t8l, avagy sem.

Mivel minden konkrét esetben kiilon el kell donteni, hogy kizelités nélkiil
alkalmazhaték-e az egyes sik feladatok tipusai, ezért a tovabbiakban az dl-
taldnosttott sik feladatokkal nem foglalkozunk.

2.2.4 A sik feladatok a fényilasi és fofesziiltségi koordinita rendszerben
is definiadlhaték [4, 28]. Ennek sorin kell§ koriiltekintéssel kell az egy pontban
definialt allapotot az egész testre altalanositani. Emiatt a gyakorlatban egy, a
kitiintetett iranyftdssal koaxalis, kiilsd globalis koordinata rendszerben de-
finialt meghatarozas terjedt el.

3. Meghatarozasok

Jelen dolgozatban feltételezziik, hogy a vizsgalt testek homogén, izotrop
rugalmas anyagiak. Jellemzésiikre egyarant hasznaljuk a 4 és a G Lamé-féle
rugalmassagi modulusokat, valamint a g harantkontrakeiés tényezdt.

A vizsgalandé allapotokat specialis geometridji testekre fogjuk értel-
mezni: Hengerszimmetrikus allapotban forgastestekre, sik allapotban egyenes*
prizmatikus testekre. Ezeknek a geometriai alakzatoknak kozos tulajdonsaguk,
hogy kielégitik az allapotok invariancia tulajdonsagait, azaz a forgatisi és az
eltolési szimmetriat.

Az adott allapotokban a peremfeltételeknek — mind az alatimaszta-
soknak, mind a terheléseknek — ki kell elégiteniiik az allapotot meghatarozé
feltételeket, azaz az invariancidkat. Ez tisztan csak akkor teljesiil, ha a vizsgalt
test maga is kielégiti az invariancia feltételeit. Ennek hidnyaban csak annyit
mondhatunk, hogy a peremfeltételek altal létrehozott alakvaltozas és/vagy
fesziiltségi allapot kielégiti az allapotot meghatirozé egyenleteket.

* Az alaplapok merSlegesek a prizmatikus test alkotdira. A tovabbiakban az egyenes
jelz8t elhagyjuk, de a dolgozatban a prizmatikus testet mindig egyenesnek képzeljiik.
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3.1 Szimmetria

3.1.1 A hengerszimmetrikus &llapot meghatirozasinak az allapot ¢-
szogl forgatassal szemben mutatkozé invariancidjat tekintettiik, Ezért mind
az elmozdulis-, mind az alakvéltozis- és a fesziiltségmezd ¢ szerinti parcialis
derivaltja zérus.

Hengerszimmetrikus elmozdulidsmezd fennallasabél (0u/dp = 0) mar
kovetkezik, hogy az alakviltozas- és a fesziiltségmez6 is hengerszimmetrikus.
Viszont a feladatot mint hengerszimmetrikus alakvaltozasi és fesziiltségi alla-
potot definidljuk — gyakorlati feladatoknal elsdsorban a fesziiltség érdekli a
felhasznalét —, ezért bizonyitandé, hogy a 9T./dp = 0 és/vagy 0T,/0p =0
fennallasa — hengerszimmetrikus test esetében — maga utan vonja a du/dp=0
azonossag fennallasat is.

Megjegyzés: Izotrop rugalmas anyagra a deformaciétenzor és a fesziiltségi
tenzor linearis 6sszefiiggésébdl kovetkezik, hogy a 9T ,/0x; — 0 és a 0T, /0%, =0
egyenletrendszerek ekvivalensek egymassal tetszfleges x,, x,, x, ortogonalis
koordinita rendszerben.

Az analizishen megmutatjuk, hogy a 9T,/dp = 0 egyenletbsl kévetkezik,
a Ju/dp = 0 bsszefiiggés. Igy elégséges hengerszimmetrikus allapotrél beszélni,
mivel egy mezfnek a hengerszimmetridja maga utin vonja a masik kettd
hengerszimmetrikus voltat.

3.1.2, Sik feladatoknal, a hengerszimmetrikushoz hasonléan, az alla-
potot megprébiljuk valamely transzforméciéra nézve invaridnsnak tekinteni,
Kézenfekvd a z irAnyban tetszfleges § nagysagy eltolassal szembeni invarian-
ciit tekinteni elsGdleges szimmetridnak. Ez a szimmetria megkdveteli, hogy
az allapotjellemzd mez6k z szerinti parcidlis derivaltja nulla legyen:

oT,joz =0, 9T, /0z =0. (5, 6)

Az eltolassal szemben mutatott invariancian kiviil vizsgilhatjuk a k
normadlisd sikra valé T'(S,) tiikrozéssel szembeni invarianciit. Ez a feltétel el6-
irja, hogy az XO0Y sikra ,,jellemz§’’ fajlagos szogtorzuldsok és nyiréfesziilt-
ségek nulldk legyenek:

Yyz =Vax = 0, 7, 8)
Ty, = Ty =0. 9, 10)
Ezenkiviil két z irdnyd nullfeltétel sziikséges a feladatok megfogalmazéasahoz.

A sik alakvaltozasi, illetve fesziiltségi allapot esetében a test z iranyban
nem szenved alakvaltozast:

e, =0, (3a)
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illetve z iranyba nem ébred benne normailfesziiltség:
g, =0. (4a)

3.1.3 Altalanositas. A sik alakvaltozasi, illetve fesziiltségi allapotokat
altalanosithatjuk oly médon, hogy eltekintiink az invarianciaktél, de meg-
tartjuk az allapotra jellemz§ ,.sik’’ tulajdonségot, azaz hogy a k normalisi
sikok nem deplanalédnak, illetve fesziiltségmentesek maradnak.

3.2 Definicick

A tovabbiakban a fenti szimmetria meghatarozasokat figyelembe véve
megadjuk az egyes allapotok definicléit.

3.2.1 A4 hengerszimmetrikus dllapotok definiciéi

a) Hengerszimmetrikus dllapotnak nevezziik a forgastestnek azt az alla-
potat, amikor a test allapotjellemzsi ¢ szogi forgatissal szemben invariidnsak:

oT, lou
op oy T g

=0. (11, 12, 13)

b) Pdrosan hengerszimmetrikus dllapotnak nevezziik a forgastestnek azt az
allapotat, amikor a test allapotjellemzdi ¢ szogii forgatassal szemben és a forgas-
tengelyen atfektetett barmely sikra vett tiikrézéssel szemben invaridnsak:
A (11, 12, 13) Gsszefiiggések, valamint a

Vrp =Vpr =05 Trp =T =0, u, =0  (14,15,16,17,18)

osszefiiggések.

3.2.2 A4 sik dllapotok definicisi

Sik feladatrél akkor beszéliink, ha a test az aldbb definialt sik allapotok
egyikében van.

a) Sikbeli feladatnak nevezziik a prizmatikus testnek azt az allapotat,
amelyben mind az alakvéltozas-, mind a fesziiltségmez§ invarians az E({)
eltolassal szemben: az (5) és (6) Osszefiiggések allnak fenn.

b) Szimmetrikus stkbeli feladatnak nevezziik a prizmatikus testnek azt az
allapotat, amelyben mind az alakvéltozas-, mind a fesziiltségmezd invaridns
az E({) eltolassal és a T(S,) tiikkrozéssel szemben: az (5)—(10) osszefiiggések
teljesiilését kivanjuk meg.

¢) Stk alakvdltozdsi dllapotnak nevezzitk a prizmatikus testnek azt az
allapotat, amelyben az alakvaltozasi tenzor invarians az E({) eltoldssal és a
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T(S,) tikrozéssel szemben, valamint z irdnyban a test nem deformalédik: az
(5), (7), (8), (3a) osszefiiggések allnak fenn.

d) Sik fesziiltségi allapotnak nevezziik a prizmatikus testnek azt az alla-
potéat, amelyben a fesziiltségi tenzor invaridns az E({) eltolassal és a T(S,)
tiikkrozéssel szemben, valamint a testben z irdnyban nem ébred normalfesziilt-
ség: a (6), (9), (10), (4a) osszefiiggések allnak fenn.

e) Altalinos sik alakvdiltozdsi dllapotnak nevezziik a prizmatikus testnek
azt az allapotéat, amelyben csak az S, sikokban jon létre alakvaltozas, azaz az
S, sikok nem deplanalédnak és egymashoz képest nem mozdulnak el. Igy csak
a (7), (8), (3a) osszefiiggések teljesiilését kivanjuk meg.

f) Altaldnos stk fesziiltségi dllapotnak nevezziik a prizmatikus testnek azt
az allapotat, amelyben az S, sikok feliilete fesziiltségmentes. Igy csak a (9),
(10), (4a) osszefiiggések teljesiilését kivanjuk meg. |

Megjegyzés: Abban az esetben, amikor eldre tudjuk, hogy a sik allapotra
jellemzé feltételek nem minden sikban, illetve nem az egész sikban éallnak fenn,

Sik
alakvaltozasi | fesziltsegi

allapot allapot

62':0

Altaldnos sik Altaldnos sik
alakvaltozasi dllapot fesziltségi allapot
Cz = 0, 62 = O'
qz = O, rgl 20,
Fen® 0. Tzx = 0.

1. abra. Az egyes sik feladatok kapcsolata egymadssal
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de a fellép§ pontatlansigok hatdsa elhanyagolhatd, gy dltaldnositott sik fel-
adatokrdl beszéliink.
Az egyes allapotok kapcsolatat az 1. dbrdn tiintettiik fel.

4. A hengerszimmetrikus allapotok analizise

A (11) és a (12) egyenletek ekvivalencidja értelmében elégséges a kivet-
kezd egyenletrendszert vizsgilni:

9 9w (19)
dp Or
0 (1 Ou,
Yl —o, 20
) [ op S ] (20
9 9w (21)
op 0z
0 (Ou, Uy 1 3u,] —o, 22)
3<p o r r op
o [ du, 1 Ou,
£ ——Z|=0, 23
3<p{ 0z + r 3<p] (23)
0 (odu ou
L ). 24
op ( or + 3zJ (24)
Integraljuk az (19)—(21) egyenleteket:
u, = u¥(r,2) + ul(p,2), (25)
= ul(r,2) + ui(r,2) ¢ — ul(r,2)p — [ ulp, 2)dp, (26)
u, = uy(r,z) + uy(r,9), (27)
majd behelyettesitjiik a (22)—(24) egyenletekbe:
_1_ azu%(r» (P) + au’#’(rs z) . au'(r)(rs z) _ 3“}((])12) =0 . (28)
r op? 0z 0z 0%
L0 uns) 0 w(nd) | wed) LB o
or r or r r r  op?
Pui(r, p) + Pui(p, z) =0. (30)
ordyp 0p0z
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A (30) legaltalanosabb integrilja

ui(r, @) =1f(9) + fl) + f:(7) » (30a)
ui(@, 2) = —1f(9) + fi{9) + f:(2) , (30b)

ezt behelyettesitve (28)-ba, a kovetkezs egyenletet kapjuk:

Pfle) | 1 Pfle) | loui(r.z) _ oul(r,2) 3fr(Z) '
a¢2+r a(p2+ ™ ™ + fal9) — 0. (28

Ebben az egyenletben 902f,,(p)/0¢? + f.p) kifejezés csak @-t6l fiigg, ezért

frz((P) = A sin Q-+ B cos /29 (288)
az 0*f(@)/rog* = 0 kifejezés csak @-tdl és r-tdl fiigg, ezért
fp) =ap+ b (28b)

és a Quy(r, 2)/0s + duy(r, z)/dz kifejezés csak r és z fiiggvénye, ezért
ui(r,z) = ud(ryz) + fi(r). (28c¢)

Az (28a, b) kifejezéseket behelyettesitjiik a (29) egyenletbe:

0 fon) | Sle) | f(&) 1 Ffile) _ )
3rr+r+r+ratp2 0 (29)

ahonnan azt kapjuk, hogy

fi(z) =0, (29a)

f{p) =Csing + D cos g, (29b)
fir) =ecr. (29c¢)

Az elmozdulaskomponensek a kévetkezd alakiak:
u, =ul(r,2) — z(Asingp + Bcosg) -+ (Csing + D cos ¢), (31)
u, = ud(r,z) + z(—A4 cosp + Bsing) — (— Ccos ¢ + Dsing) + crp, (32)
u, =udr,z) + r(Asinp + Beosgp) + ap + b. (33)

Az elmozdulasvektor, valamint az alakvaltozasi, az elfordulasi és a
fesziiltségi tenzorok komponenseit és az allapot redukalt Lamé-féle egyenleteit
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2. tablazat

Hengerszimmetrikus &llapot

2 b i 41l
Pérosan g rikus p

Hengerszimmetrikus csavaris

u=u? — z(A4sinp + Bcosp) -+ (Csinp 4 D cos p)

Elmozdulais —ul — 2(A — Bsi C — Dsi
komponensek u, = uj + r (A4 sing + B cosg) up=up — z(dcosg sing) 4 (Ceosp sing)
du? du? Pul 9 ul
A G =
Redukalt (A+ )a ( + + )+ (3r”+3r r+3z’)) uy  J uy . up
Lamé-féle ou? u 9 Low o 5 + p + 7 0
egyenletek ur | ur | duz ) ( ug uz uz)
(A+G)‘—( + + 9z + 3r‘+ r 3r+3z2
Alakvéltozdsi .
tenzor ) & =6, Ep= Epy €=} V=Y Vrg = Vigs Voo = Yoz
komponensei
1 2z . 11 . o 1z . 11 .
Wrp = — 5 — (A cosp — Bsingp) + ar (Ccosp—Dsing)| wrp,= wrp+ T (Acosgv—Bsmtp)—? T(Ccos(p—Dsmq;)
Elforduldsi
tenzor 1 1 .
komponensei Wz = — (A4 cos ¢ — B sin @) Wop = Wz — 7 (A cosp — Bsing)
Wy = @iy + (A sinp - B cos ¢) W,y =10
Fenlisgitonsor | o, _ 8 qyme md remih oty o

0S1

VZI9 WANY'1
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Ar
z
S
Y
Up = Cry, s Ve elcp
g sicr
P ) a
Ll T
6 = (A+20)cr, %
=63,
(5;— =6z =ACI’), T(pz r
a
Wrp=~-CP. Wez= B T
a) b)

2. dbra. @-t6l fiiggd hengerszimmetrikus alakvaltozési dllaptok
a. Hatardiszlokécié (I. varidns) b. Csavardiszlokacié (Szingulédris megoldas, r 5« 0)

a 2. tablazatban foglaltuk ossze. (Az u, = crp és az u, = ap + B tagoktdl el-
tekintettiink.)

A cro és ap elmozdulasok a 2. abran bemutatott deformaciét eredménye-
zik, igy ezektdl a forgastestek vizsgalatakor eltekinthetiink. Ezzel bebizonyi-
tottuk, hogy ha valamely forgéastest henger- illetve parosan hengerszimmetrikus
alakvaltozasi és fesziiltségi allapotban van, akkor az elmozduldsmezd is ugyan-
ilyen tulajdonsaggal bir.

A 2. abran bemutatott elmozduldsmezfk a diszlokéciék elméletében
jatszanak fontos szerepet.

Az elmozduliskomponensekben az 4 és a B konstansokkal jellemzett
tagok a merevtestszerii elfordulast jellemzik, mig a C és a D egyiitthatéji
tagok a merevtestszerii eltolédast irjak le.

5. A sik feladatok analizise

5.1 Sikbeli feladat. Az (5) és a (6) egyenletek egyenértékiisége miatt elég-

séges a kovetkezd egyenletrendszert vizsgalni:

0 ou 0 ov 0 ow

_0’ ___:0, —————_—0, (34,35,36)
3; 3x 0z Oy 0z 0z
Ll oie ot ) _o.
2 9y Ox 0z {0z Oy 3‘ 3"’
(37, 38, 39)
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Integraljuk a (34)—(36) egyenleteket:

u = uyx,y) + uy, 2, (40)
v =0y(x,y) + vy(x, 2) . (41)
w = wy(x, y) + wy(x, y)z . (42)

A kapott eredményt behelyettesitve a (37)—(39) egyenletekbe, a kovetkezs
osszefiiggéseket kapjuk:

Pufy,) | Foles) _

0, (43)
0y 0z 0x0%
0%vy(x,2) | Owy(%,y)
+ =0, 44
022 o (44)
Puy(y,z) | ow(x,y) 0 4
=0. 5
22 + ox (45)

A (43) kifejezésbdl u,-re és v;-re a kovetkezs integralt kapjuk:

uy(y, z) =y * u(z) +fu(y) + fu(?)
vy(%,2) = x - v(z) + folx) + fiol2)

ahol f,(y) és a f,(x) az altalanossag megsértése nélkiil beolvaszthaté az u, és a
v, tagokba.

A (44), (45) kifejezésekbdl kiovetkezik, hogy az u(z) és v(z) fiiggvények
z-nek legfeljebb masdofokd polinomjai, valamint w,(x,y) linedrisan fiigg az
argumentumaitél, tovabba f,(z) és f,(z) legfeljebb masodfokd fiiggvényei
z-nek.

Levilasztva az u, és a v, megoldasokbdl teljes masodfokid polinomot, a
kovetkezd elmozduldskomponenseket kapjuk:

u =uyx,y) + apx® -+ apxy + ay? + 0.5 G2 + Coyz + Ciz + C, (46)
v =0y(%,¥) + 812% + a8y + a,y2 + 0.5 Cz? — Coxz + Cyz + C,, (47)
w =wo(%,y) — (Cx + Cy + C5)z — (Cix + Coy + o). (48)

A masodfoki tagok egyiitthatdira a kovetkez§ azonossag 4ll fenn (Lamé-féle
egyenletek):

(A + 6) (2ay, + ay5) + 26(ay; + ay) + AC; =0, (49)
(A + 6) (a1, + 2ay5) + 2G(ay; + ay) + 4G, =0. (50)
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4. tablazat

Sikbeli feladat

Szimmetrikus sfkbeli feladat

83: + 2a5,x + a5y

&x ex + 2a,% + aypy
&y &y + agx + 2a5y &y + ag5 + 2a5,y
&2 —(Cx + Gy + Cy) —(Cx + Cy + Cy)
1 1 1
Vxy V§y+ —;‘(an + 2a4,)x ?(2013 + asn)y '}’gy S 9 (a5 + 2a4)x + ) (2ay3 + as0)y
)
Vyz 2 o g 0
1 (0w
1 1 1 1
Dxy w:?y + 2 (a2 — 2a5)x+ 7(2"“ — as)y + Cgz w‘,"y b 3 (ay2 — 2ay5)x 4 =Y (2ay3 — agy)y
1 0w, 1 1 1 1 1
wyz —?#—?ch+-§-C‘z2Cz 'E'C‘l"}-?cl
1§ 1 1 i 1 1
©zx T T3 G736 T B B
o — G(2a;3 + ag2)x — G(—ay; + 2ay + day)y — AC, — G(2a5 + ago)x — G(—ay, + 2ay + day)y — AC;
ay — G(4ay; + 2ay5 — agp)x — G(ay5 + 2a5)y — AC; — G(4ay; + 20,5 — agp)x — G(ayy + 2a5)y — AC
A+ G A+ 2G 34426 A+ G A+ 26 2
= 0z —G|4 + 2ay; + + 2u+——+—“zz)x— Uz—G(4 < 2ay, + + 213+Ma22]x—
B 314 26 A+26 , 2 314 26 A4 26
—6(PEE a+ A s a2 20, )y G206 -6 (P 0y + 252 2+ 42 Ca)y — 1 20
Txy Txy + G(ays + 2a5)x + G(Zau, + ass)y Txy S5 G(“lz + 2a5)x + G(2a,5 + as,)y
Tyz G ( 3;’; - ox) 0
Tzx G ( 8;’; ‘i Cs.’Y) 0
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Az elmozduliskomponenseket és a redukélt Lamé-féle egyenleteket a 3.
tablazatban, a deformaciés, elfordulasi és fesziiltségi tenzor komponenseit a
4. tablazatban adtuk meg.

5.2 Szimmetrikus sikbeli feladat. Az 5.1 pontban vizsgalt (34)—(39) dssze-
fiiggésekhez a

dv ow ow  Jdu

— =0, L = 51, 52
3z+3y 3x+3z ( )

kifejezéseket kell csatolni. Mivel ezek az el§z6 kifejezéseket érvényben hagy-
jak, ezért elég megvizsgalni, milyen kiegészitG feltételeket irnak el§ az (51),
(52) kifejezések.

Behelyettesitve a (46), (47) elmozduliaskomponenseket az (51), (52)
egyenletekbe, a kivetkezs differenciilegyenletet kapjuk wq-ra:

M _ cx =0, (53)
dy

awo

L2 | Cy =0. (54)
ox

Integralva (53), (54)-et, azt taldljuk, hogy Cg = 0 és w, elsfoki polinomja ar-
gumentumainak. fgy az elmozdulaskomponensek:

u = uy(x,y) + 6,22 + a2y + ayy® + 0.5 C22 + Cyz + Cy, (55)
v = vy(%,¥) + @582 + a1y + ayy? + 0.5C22 4 Cyz + C,, (56)
w=— (Cx + Cx + C5)z — (Cyx + Coy + C,). (57)

Az elmozdulds komponenseket és a redukailt Lamé-féle egyenleteket a
3. tablazatban, az allapotot jellemz§ mez6k komponenseit a 4. tablizatban
foglaltuk Gssze.

5.3 Stk alakvdltozdsi dllapot. Az eddig vizsgalt (34)—(39) és (51), (52)
osszefiiggéseken kiviil a

ow
=0 58
™ (58)

’
egyenletet is figyelembe kell venni. Ez a C; =0, C;, =0 és a C; = feltételt
vonja maga utédn. Ezért az a;j-egyiithat6ju teljes masodfokd polinom kiirisatél
eltekintiink. fgy az elmozdulds komponensek:

u = uxy) + Cz + Cuy (59)
v =v(x,y) + Cz + C,, (60)
w=—(Cx+ C,y + C,). (61)
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Az elmozduldskomponenseket és a redukilt Lamé-féle egyenleteket a 3.

tablazatban, az allapotot jellemzé mez8k komponenseit az 5. tablazatban
adtuk meg.
5.4 Stk fesziiltségi dllapot. Az allapot jellemzéséhez a (34)—(39) és a
(51), (52) egyenleteken kiviil a

du v A+2G Jw

ox oy 2 0z )
5. tablazat
Stk
alakvéltozési Stk fesziiltségi éllapot
éllapot
A4-26
£y & ey -+ 2a,,x + (~——+;.—— C,— 2a2,) y+a
A+26 A4 26
& & £ + ( -';' C;,— 20“) >+ 2agy 4 ( _:, C;— “1)
& 0 —(Cx + Gy 4 Cy)
. 1 1
Vxy YRy Yxy T3 (2C,+-4ay)x — —2‘(201 + 4a,)y
vz 0 0
Vzx 0 0
1 146G 1 A46
Ony | @Ry oy + 3457 Cam g 42T Gy
1 1 1
wyl ? C’ —2- C‘Z + —2- Cz
1 1 1
on | 3G g GG
° A+G
o | ot 2Gel + 26(2a,, + Cp)x + 26 (2 E2c, - 2a,,) ¥ + 26(C, — ay)
A+ G A+G
o | of | 263426 (2 4; C— 2au) % -+ 26(2ay + C)y + 26 (2 %cs - al)
a, a3 0
Ty T3y %y — G(2C, + day5)x — G(2C; + 4a,,)y
Ty2 0 0
T2x 0 0

Mfissaki Tudomény 58, 1979



156 LAMER GEZA

osszefiiggést is figyelembe kell venni. Behelyettesitve (62)-be az (55)—(57)
kifejezéseket, a kovetkez§ differencialis §sszefiiggést kapjuk u,ra és vyra:

3u0+ vy 2—{—120

(Cx 4+ Cy + CG5) =0. (63)
ox oy

Ennek az egyenletnek a nemhomogén megoldésait kiilon feltiintetve, a
kovetkez§ elmozdulas komponenseket kapjuk:

w =% y) + aya+ [A_iﬁ c,— 2a23] xy — {“%2‘3 o+ au) ¥+
+0.5C? + ax + Cyz + C,, (64)

v =vo(x,y) — [M c, + a%] 2+ (ilz‘i C3—2an) 2y + agy® +
—}—05C2—|—(A+2GC5—-a1)y—}—C2z+Cv, )
—(Cx + Cyy + Gz — (Cyx + Coy + C,,). (66)

Ekkor viszont (63) a duy/0x+ 0v,/dy = 0 egyenletre redukalédik, igy a Lamé-
féle egyenletek uy-ra és v,-ra nézve szeparalédnak.

Az elmozdulds komponenseket és redukalt Lamé-féle egyenleteket a 3.
tablazatban, az allapotot jellemzd mez6k komponenseit az 5. tablazatban fog-
laltuk ossze.

5.5 Altalénos sik alakvdlrozdsi dllapot. Az Aallapotegyenletek a kivet-
kezé8k:

— =0, 67
22 (67)
ow k. (68)
oy 0z
ow  ou (69)
ox 0z

Elgszér integraljuk a (67) egyenletet — wy—=wy(x,y) —, majd a kapott
eredményt felhasznalva (68), (69)-et. Igy az elmozdulds kemponensek:

3w0

ox

w = uglx,y) — o0, (70)
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(71)

(72)

Az elmozdulas komponenseket és a redukalt Lamé-féle egyenleteket a 3.
tablazatban, az dllapotot jellemzs mez8k komponenseit a 6. tablazatban ko-

zoljik.
6. tablazat
A]gkélﬁt[:?zzzz ;ﬂ:wt Altalénos sfk fesziiliségi allapot
0 azwo 0 321470 ﬂ. 0 7,z
&y €x —_3:\:’ z Ex oxt z— 3}-+2G ogx 3
*w 0w A 2
9 _ 20 o __ 0 0
K4 YTy VT Gy P T IIF 26 VT
_ A ] 0
& 0 1% (ex + £y)
32“’0 0 3 Wo ;. 2. 0 72
Yo | YT Baay’ YT Gxgy P T 3IF 26 VWY
Vye 0 0
Yzx 0 0
A 2
O Wiy “%y = 3rgae Vieb g
_ dwg _ dw, 3 , . o
wyz ay —ay + y) I %G W (sx + ey)z
dwe 0w, A 9 (0 0
Wy dx 9x A 26 W(Gx + ey)z
_ 9’ o 0 3’100 216 a0 2
oy ox — 26 —> ok oy — 2G Pkl ~ 311 2C Vo“?xT — }.+ TI 6 (e + ey)
d*w, 3’10,) 21G 0 22 A2 o o
% 92% ° y—26 53— 3y eg VT T ac (kT &)
4 o3 0
0 a wo 0 32100 _ }. 2 _z’_
Txy Txy axay Txy 2G 3x3y H 3;'+ 3G Vofgcy 2
Tyz 0 0
TZx 0 0
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5.6 Altaldnos sik fesziiltségi dllapot. Az allapotegyenletek a kovetkezfk:

ou ov } 4+ 2G ow

o 4, o =0, 73
ox + dy + A 0z (73)
ow ov
L =0, 68
™ + o (68)
ow ou
L2 0. 69
Jx ! 0z (69)

A (73) egyenletet (68), (69) segitségével az elmozdulas komponensekre
megoldjuk:

0 32u+32u_2+20 32'0]=0, (74)
0z | 0x® ay? yl 022
1[320_}_321)_2—{—2(; (')"’11]205 (75)
0z | 0a® 0y? A 072
32w+ Pw |2+ 26 82w=0, (76)
0x* dy? A 022
valamint integraljuk a (73)-at w-re
w = wy(x,y) — A (— —|———~] dz (77
YT e J

A Lamé-féle egyenleteket (68), (69), (73) segitségével megoldjuk u-ra és v-re:

Pu 4 Pu +3Z+2G32u

axZ 8y2 A az2
> & 314 2G o

=0. 79
o o a1 om (79)

A (74), (78) és a (75), (79) integralasaval hatarozzuk meg u-t és v-t

2
u=wmm%+mmm+%mn, (80)

2
wﬂmmﬁ%+Maw+%mw. (81)
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Ennek az dltalanos integrilnak ki kell elégitenie a (74)—(79) differenciél-
egyenlet rendszert. Megoldasa:

w = gz, y) — 202) F =5 Ve 5 (82)
2
v = vy(x, y) — 3w0;;,y) 7 — 31126 Vvo(x,y)—zé— . (83)

(84)

w = wo(%, ¥) —

Y\ du, v, ) .
A-+2G\ o« dy

Az elmozdulids komponenseket és redukalt Lamé-féle egyenleteket a 3.
tédblazatban, az dllapotot jellemz§ mezdk komponenseit a 6. tablazatban fog-
laltuk ossze.

6. A sik feladatok eredményeinek analizise

6.1 A 3. tablazatban kozolt eredmények az els§ pillantasra igazoljak a
kiilonb6z8 allapotoknak az 1. dbran bemutatott kapcsolatat.
A megoldéashan feltiintetett egyes tagok jelentése:

— Uy, vy é8 wy — z-16l fiiggetlen elmozdulas komponensek

— Cy, C, és C,, — merevtestszerii eltolédas

— Cy2,Cyzés a — (Cyx + C,y) — merevtest szeriielfordulas az X (C,) és az
Y (C,) tengely koril.

Ezek és csak ezek a tagok jelennek meg a sik alakvaltozasi dllapot meg-
oldasiban. Ezért ezt az allapotot az els§ csoport reprezentinsanak fogjuk ne-
vezni. Ebben az allapotban az dllapot jellemz8k mind ,,0”-indexiiek, az X és
az Y tengely koriili merevtestszerfi elfordulas kivételével, z-t8l fiiggetlenek.

A szimmetrikus sikbeli feladat mindéssze a k normalisd alaplapon haté
N normalerd, My és M,, hajlitényomaték és az egész test teljes feliilletén haté Q
nyiréerd figyelembevételével bvebb allapot. Ezek az erdhatédsok z-t8l fiigget-
lenek, és az elemi kocka feliiletén harom normal fesziiltségként és egy nyiré-
fesziiltségként abrézolhaték (3. abra).

A sikbeli feladat a reprezentdnstél az el6bb emlitett erdhatason kiviil a
Z tengely koriili csavarassal bdvebb allapot.

A dolgozatban a sik fesziiltségi allapotra specidlis elmozdulismez6t nyer-
tiink: u, és v, kapesolt harmonikus fiiggvények. Ezen kiviil az

u = a);x* L}?G—C‘, — a%] xy — (312%2603 + a; )y + 0.5C%2 4 ax,

Miissaki Tudemdny 58, 1979



160 LAMER GEZA
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3. dbra. Az u = Cs B2 ésv= 121 %* elmozduléssal kompatibilis fesziiltségi dllapotok felbontédsa
2 x és y szerint

a) IV, normalerd; b) M,, ha_]lltonyomatek ¢) x iranyd 0—7 egyensilyi allapot; d) IV, normélerd;
e) M. ha]htényomatek f) y irdnyd 0—7 egyensilyi dllapot; g) N, normélerd; h) M, haJlité-
nyomaték; i) M,, hajlitényomaték

31—{—20
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o R au]xy P b DS

2
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— (Cx + Cyy + Cy)z

eltolédassal jellemzett allapot is sik fesziiltségi allapotot eredményez. Mivel ez-
az allapot mindéssze 5 paraméteres, ezért nem lehet jellemzdje a sik fesziiltségi
allapotnak. Igy a o, = 0 osszefiiggésbsl kiindulva

e A
A+ 26G

3u0 ) i)
0% oy :
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azaz a sik fesziiltségi allapot specidlis esete a sik alakvaltozasi allapotnak
(o: =0). Ekkor a V' =2G/(A1 + 2G) és a G’ =G 1j rugalmassigi modulusok
bevezetésével a sik fesziiltségi allapot fenntartas nélkiil dttranszformalhaté a
sik alakvaltozisi allapotba.

A masodik csoportba tartozé dltalinositott sik feladatok a reprezentans-
16l a w, tag jelenlétében kiillonboznek, valamint abban, hogy ezek a megolda-
sok nem fiiggetlenek z-t8l. A w, és a Vgu,, illetve a Vv, tagok harmonikusak,
igy csak alakvéltozissal jaré megoldast szolgaltatnak. Figyelembe véve, hogy
az g0+ e(;, kifejezés harmonikus, az t: dz formai integralassal a v2 operitoros
tagokat a ,.beolvaszthatjuk™ a 2-tél fiiggetlen ,,0”" indexii tagokba, igy az al-
talanos sik fesziiltségi dllapotot — eltekintve az ¢, és a 0, viszonyatél — vissza-
vezethetjiik az altaldnos sik alakvaltozasi allapotra.

6.2 A kapott eredmények Osszehasonlitisa a szakirodalomban talalhaté
eredményekkel. A szakirodalomban a fenti hat tipusd feladatra val6 felosztas
és megnevezésben valé elkiilonitése nem taldlhaté meg. Kariszky [13] alkal-
maz felosztast; az (5)—(10) egyenletek teljesiilése esetében sik feladatrsl
beszél, a (3a) és a (4a) nullfeltételek fennallasaval értelmezi a sik alakvaltozasi
és fesziiltségi allapotokat.

Nowackr sik fesziiltségi allapotként a sik feladatot definidlja; ezzel
6sszhangban lev§ eredményre jutottunk. LUuRJE és LovVeE sik fesziiltségi alla-
potként az dltalanos sik fesziiltségi allapotot definidlja; ezzel megegyezd ered-
ményre jutottunk — figyelembe véve, hogy /(34 + 2G) = 1/4(1 — u).

A sik fesziiltség allapot esetében, az itt kozolt definiciét alapul véve, el-
térs eredményt kaptunk. A tanulmanyban analizalt sik fesziiltségi allapot a sik
alakvaltozasi dllapot specidlis esete — ¢, = 0. Ekkor a rugalmassagi modu-
lusok transzformaciéjaval maga a sik fesziiltségi allapot is attranszformalhaté
sik alakvaltozasi allapotba.

7. Osszefoglalas

A tanulményban rendszereztiik és analizaltuk a hengerszimmetrikus és
sik feladatokat. Szakirodalmi attekintést adtunk a feladatok meghatarozasai-
rél, és ramutattunk azok eltéréseire. Az eltér6 meghatarozasokat kiilonbozd
feladatoknak tekintve, #j tipusi Aallapotokat definiiltunk mind a henger-
szimmetria fennallasanal, mind a sik feladatoknal.

Megadtuk az djonnan bevezetett dllapotok egységes definicidit, az alla-
potokat meghatirozé egyenleteket, valamint a megoldasok (elmozdulas kom-
ponensekre érvényes) fiiggvényosztilyait.

Az analizis soran megmutattuk, hogy az egységesen definialt allapotok
egy-egy fesziiltségi dsszetevivel kiilonbbznek egymastél, és hogy csak ebben a
felfogasban lehet a sik fesziiltségi allapotot a rugalmassagi modulusok transz-
formaciéjaval visszavezetni a sik alakvaltozasi illapotra.
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A sikbeli feladat, a sik alakvaltozasi és az altalanos sik fesziiltségi allapot
esetében a szakirodalommal egyez6 eredményre jutottunk.

Az egyes feladatokat altalanossagban oldottuk meg, de olyan részletes-
séggel, hogy konkrét feladat megoldasa soran barmely numerikus megoldasi
séma alkalmazhatg.
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Cylinder-symmetrical and Plane Problems. — Cylinder-symmetrical and plane problems
are analysed and systematized. A review has been given on the pertinent professional literature
in connection with the definitions of the problems te be solved and the divergencies in them
have been pointed out. By regarding the diverging definitions to be different problems, new
types of state have been defined both in connection with the existence of cylindrical symmetry
and with the inplane problems. A uniform system of definitions of the newly introduced prob-
lems, the equations which determine each state as well as the function classes of the solutions
(which are valid in connection with the displacement components) have been established.
It has been proved that the uniformly defined states differed merely by one single stress
component in each of the cases from each other, and only in that conception can the plane
stress pattern be traced back to the plane deformaticn state by the transformation of the
moduli of elasticity.

Uber die zylindersymmetrischen und eb Aufgaben. — In der Abhandlung sind die
zylindersymmetrischen und ebenen Aufgaben analysiert und systematisiert. Eine Ubersicht
iiber die Fachliteratur im Zusammenhang mit den Definitionen der Aufgaben wurde verge-
fithrt, und auf die Abweichungen derselben hingewiesen. Zustiéinde von neueren Typen wurden
definiert, indem die abweichenden Definitionen als unterschiedliche Aufgaben betrachtet
wurden, sowohl im Fall der Existenz der Zylindersymmetrie als auch im Zusammenhang mit
den ebenen Aufgaben. Die einheitlichen Definitionen der neulich eingefiihrten Zustiinde, die
diese letzere definierenden Gleichungen und die (fiir die Verschiebungskomponenten giiltigen)
Funktionkslassen der Losungen wurden gegeben. Es wurde nachgewiesen, daB3 die einheitlich
difinierten Zustiinde sich voneinander nur in gewissen Spannungskomponenten unterscheiden,
und der ebene Spannungszustand nur in dieser Konzeption durch die Transformation des
Elastizitiitsmoduls auf den ebenen Verformungszustand zuriickgefiihrt werden kann.
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