LAPLACE TRANSZFORMACIO ALKALMAZASA
A RUGALMASSAGTAN DINAMIKAI FELADATAINAK
MEGOLDASARA

ECSEDI ISTVAN*

[Beérkezett: 1979. december 18-4n]

E tanulmény Laplace-féle integraltranszformécién alapulé médszert ismertet a
rugalmassdgtan dinamikai feladatainak megolddsara. A vizsgalt problémdkban a tér-
fogati terhelés és a feliileti terhelés id6t8] valé fiiggése megegyezik.

1. Bevezetés

Kis alakvaltozasokat és elmozdulasokat feltételezve, a homogén, izotrép,
linedrisan rugalmas anyagd kontinuumok dinamikai problémai a kévetkezs
egyenletek altal kijelolt keriiletérték feladattal hozhaték kapesolatba ([1],
[2]):

2
A . ___g___(?u .1:0 eV, oco>t>0; 1
u_1—1—21177 " Cat2+G f = M
u(r,t) =0 redV,, oo >t >0; (2)
2G[u(n- V)—i——:lz—nx(yxu)—}— ;v.zungp redVp o>t >0 3)
—2v
u(r, 0) = a(r)reV; 4)
2 bEyreV;
Ot |0
V=0V, V). (5)

A fenti egyenletekben a kivetkezd jeloléseket alkalmaztuk (1. abra):

r = xe, -+ ye, + ze, helyvektor,

X, ¥ % derékszogi koordinatik,
€x: €y, € ngségvektorok,
t ids,

V= ——a‘?; ex -+ % e, + (;)_z ¢, Hamilton-féle differencialoperator,
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X / A ~ y
/ r=xex+yey+ze; e 1
€x
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V-a—xgx+ag§9+az ez

1. dbra. Linedrisan rugalmas anyagi test

g skaldris szorzis jele,
1%y vektoralis szorzés jele,

d=p p= B & o + i, ol Laplace-féle differencidloperator.
ox? 8y¢ 3yz )

v Poisson szim,

G csisztatd rugalmassigi modulus,

q=q(r, t) térfogati terhelés,

p=p(r, 1) feliileti terhelés,

u=u(r,t) elmozdulés vektor,

o = o(r) stiriség

14 a rugalmas test 4ltal meghatdrozott térbeli tartomény
W = oV, + oV, a V tartomdny hatérolé feliilete,

n

a Q¥ feliiletszakasz P pontbeli normélis egységvektora.

A tanulmény fejtegetései olyan esetre vonatkoznak, amelyben a térfo-
gati és feliileti terhelés id6t6l valé fiiggése

q(r, 1) = f(t)qo(r) , (6)
p(r, 1) = f(t)po(r) (M)

alakd. A két terhelés id§ tényezdje megegyezik.

2. Laplace transzformacié alkalmazasa

Jelolje a Laplace transzformacié valtozgjat s. Az (1), (2), ... (5) egyen-
letek Laplace transzformaltjat véve az id6valtozé szerint az alabbi egyenle-
teket nyerjiik:

1 F(s)

Aok e ooyl B0 ol Bog o S0l a e 'S well 8
+1_2vvv +Ga+G +qu r (8)
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U(r, s) = 0 re oV, 9)
1 U
2G|U(pr - n)+ ?nx(VxU)—f- ) n|= F(s)poredV,. (10)
— 2
A felirt egyenletekben
U(r,s) = f: u(r, t)e=>' dt, (11)

F(s) = jo“’ f(t)e = dt . (12)

A (4), (5) egyenletek altal elGirt kezdeti feltételek a Laplace transzfor®
méacié végrehajtiasa utin a (8) egyenletbe épiiltek be.

A (8), (9), (10) egyenletek altal kijelslt keriiletiérték feladat megoldasa-
hoz néhany jél ismert alapvets dsszefiiggést alkalmazzunk.

Tekintsiik a

2
A i * i 'ﬁ" =0 GV, 13
Pt 5, VWPt P =0r (13)
@ =0 reoV,, (14)
26 [so.(v n) + ns(yap) | —I’L%n] =0 xcdV,  (15)

egyenletek altal kijelolt sajatérték feladatot [4].

Bizonyitott, hogy a kiilénb6z5 sajatértékekhez tartozé sajat fiiggvények
a p = g(r) silyfiiggvény szerint ortogonilisak. Jelen tanulméanyban feltessziik,
hogy normaltak is a sajat fiiggvények, igy fennall a

0 ij

1 i=j (1)

J 0P - P aV =0, =
v

egyenlet.
Barmely a V tartomany felett értelmezett differencialhaté h = h(r)
figgvény a ¢@; = @,(r) sajatfiiggvények segitségével

h(r) = > hipi(r) (17)
i=1
alakban is megadhaté, ahol
he= [, epi(r) - h(x)dV. (18)

Az of sajatértékekkel kapesolatban megjegyzends, hogy ezek valameny-
nyien pozitivok, és a végesben nem torl6dé sorozatot alkotnak [4].
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Legyen u, = u(r) a kévetkez§ statikai probléma megoldasa:
Auo—}——l—VV'uo—!——q—o:O reV, (19)
1— 2v G

u0=0 rEaVua (20)

2G[u0(7 ‘n) + —;—nx(pxuo) + —”1’7;2““11]: po r€dV,. (1)
— 2y

A fenti eredményeket szem eldtt tartva, a (8), (9), (10) egyenletek altal
kijeldlt keriiletiérték feladat megoldésat

U(r, s) = F(shuy(r) -+ W(r, s) (22)

alakban keressiik.
A (22) alakd megoldds és a (8), (9), (10) egyenletek kombinalasaval
nyerjik az alabbi egyenleteket:

1 os? s> 08 0
AW W —="o- W — = F(s)u —at+—b=0reV, (23
ti v C c ()o+G +G (23)

W(r,s) =0 reoV,, (24)

26 [w<,7 ‘n) + L na(praw) + 2V
2 1 2v

n]: 0 regV,. (25)

A felirt keriiletiérték feladat megoldasat sajatfiiggvények szerinti sor-
fejtés médszerével oldjuk meg, vagyis feltessziik, hogy

Wir,s) = 34 o). (26)

i=1 alz + 82

A (26) formulaval eldallitott W(r, s) kétvaltozés fiiggvény barmilyen
¢; = ¢i(s) egyiitthaté rendszer esetében kielégiti a (24), (25) peremfeltételeket.
A (23) differencialegyenletbe helyettesitve, kapjuk a

ci(s)ePi(r) = — os*F(s) ug(r) + gsa(r) + ¢h(r) (27)

oo
i=1

egyenletet. A (27) egyenlethdl a ¢ (r) sajatfiiggvénnyel valé atszorzas és in-
tegralds utan a c(s) egyiitthatéra az alabbi kifejezést kapjuk:

ci(s) = a;s + b; — d;s*F(s), (28)
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ahol
a = oa-paV, (29)
b, = j L cb - pdV, (30)
dy = | ou, - pidV. (31)

A (22), (26), (28) egyenletek kombinalasival a kovetkez§ eredményre
jutunk:

U, s) = 3

i=1

) a:s b; a3 F(s

[ ™ : T t 2 d 2l ()2
ai + s i + s @i + 8

A Laplace-féle integral transzformacié jol ismert Ssszefiiggéseit alkal-

mazva az (1), (2), ... (5) egyenletek altal kijelolt keriiletérték feladat meg-
oldasat

]som- (32)

u(r,t) = Zm‘ (ai cos at + —:)Ci sin oc,-t] @ (r) +
) | (33)

-+ diai

[{ysin ot — )| e

o
=1

alakban tudjuk megadni.

3. Egy alkalmazas

Kovetkezdkben hirtelen terhelés hatasit vizsgiljuk. Legyen ennek meg-
felelGen

fl) =10 t <0,
=1 t>0.

Legyen tovabba a ¢t = 0 idGpillanatban a vizsgélt rugalmas test nyuga-
lomban, vagyis legyen

(34)

a(r) =0, b(r)=0. (35)

A (33) formula alkalmazasaval a

u(r, ) = ugy(r) — §'d,~ cos wp,(r) . (36)

képletet irhatjuk.
A (36) egyenlethdl kiovetkezik, hogy

|u(r, 6) | < Jug(r) | + ﬁ‘ld,-%(r) | =2uyr)|. 37

i=l1
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A (37) egyenldtlenségi relaciébél igen fontos eredmény olvashaté ki: a
hirtelen terhelés hatasara kialakult elmozdulas vektor nagysiga a rugalmas
test egyetlen pontjaban sem haladhatja meg az ugyanazon terhelés statikus
felvitele altal okozott elmozdulas vektor abszolit értékének kétszeresét.

Megjegyzend§, hogy egyszabadsagfoktd mechanikai rendszernél a kitérés
bizonyos iddpillanatokban el is éri a statikus terheléshez tartozé kitérés két-
szeresét [3].
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Applying the Laplace Transformation to the Solution of the Dynamic Problems of the
Theory of Elasticity. — A method based on the Laplace integral transformation is presented
for the solution of the dynamic problems of the theory of elasticity. In the case of the example
considered the time dependence of the volumic load and the surface load is of the same pattern.

Anwendung der Laplace-Transformation zur Lésung der dynamischen Aufgaben der
Elastizititslehre. — Eine auf der Laplaceschen Integraltransformation basierende Methode
wird zur Losung der dynamischen Probleme der Elastizitiitslehre vorgefithrt. Beim betrachte-

ten Beispiel stimmen die Zeitabhingigkeit der Raumbelastung und der Flichenbelastung
miteinander iiberein.
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