
LAPLACE TRANSZFORMÁCIÓ ALKALMAZÁSA 
A RUGALMASSÁGTAN DINAMIKAI FELADATAINAK 

MEGOLDÁSÁRA 

E C S E D I I S T V Á N * 

[Beérkezett : 1979. december 18-án] 

E tanulmány Laplace-féle integráltranszformáción a lapu ló módszert i smer te t a 
rugalmasságtan dinamikai feladatainak megoldására. A v i z s g á l t problémákban a tér-
fogat i terhelés és a felületi terhelés időtől va ló függése megegyez ik . 

1. Bevezetés 

Kis alakvál tozásokat és elmozdulásokat feltételezve, a homogén, izotróp, 
lineárisan rugalmas anyagú kon t inuumok dinamikai problémái a köve tkező 
egyenletek által kijelölt kerületér ték fe ladat ta l hozha tók kapcsolatba ([1], 
[ 2 ] ) : 

ЛЧ + - 1 — r r - u - - L J £ L + JL = 0 r € U , o o > t > 0 ; (1) 
1 — 2v G d í G 

u(r, í) = 0 rídVu, o o > í > 0 ; (2) 

2 G Í u ( n • V ) + — nx(rxu) + v V ' U n l = 
2 1 — 2v J 

P redVp, o o > { > 0 ; (3) 

u(r, 0) = a ( r ) r e F ; (4) 

du 

dt 
= b(r) r€ V ; 

t-о 

(dV = dVn + dVp). (5) 

A fent i egyenletekben a következő jelöléseket a lka lmaztuk (1. áb ra ) : 

r = xex + усу -f- zez he lyvektor , 
x, y, z derékszögű koordináták, 
e x , e ,̂, e 2 egységvektorok, 
t idő , 

Э d à 
ç = —— e x -|—-— ev - |—-— e z Hamilton-fé le differenciáloperátor, 

dx dy dz 
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„ - „ ska lá r i s szorzás jele, 
„x„ vek to rá l i s szorzás jele, 

дг дг Э2 
А — V ' V = » . + + - „ Laplaee-féle differenciáloperátor, 

дхг дуг oy 
V Poisson szám, 
G c s ú s z t a t ó rugalmassági modulus, 
q = q(r, t) t é r f o g a t i terhelés, 
p = p(r, l) fe lü le t i terhelés, 
u = u(r, T) e lmozdulás vektor, 
Q - q(T) sű rűség 
V a r u g a l m a s test ál tal meghatározot t t é rbe l i t a r tomány 
QV = dVu + dVp а V t a r t o m á n y ha tá ro ló felülete, 
n a dV„ felületszakasz P pontbeli normális egységvektora. 

A tanulmány fejtegetései olyan esetre vonatkoznak, amelyben a térfo-
gati és felületi terhelés időtől v a l ó függése 

q ( r , t ) = / ( t ) q 0 ( r ) , (6) 

p(r, t) = / ( í )p 0(r) (7) 

alakú. A két terhelés idő tényezője megegyezik. 

2. Laplace transzformáció alkalmazása 

Jelölje a Laplace transzformáció változóját s. Az (1), (2), . . . (5) egyen-
letek Laplace transzformáltját véve az időváltozó szerint az alábbi egyenle-
teket nyerjük: 

A V + - ± — w ü + f . + I b + - ^ - , 0 = « r s F , (8) 
1 — 2v G G G 
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U(r, s) = OredVu, 

2 G ^ U ( r • n ) + i - n x ( f T * U ) + * ' ^ n 

A felírt egyenletekben 

U(r,s) = JJ° u(r, t)e~sl dt, 

F(s) = J o 7 ( 0 в - й A . 

= F ( s ) p 0 r ç a F . 

( 9 ) 

(10) 

(И) 

(12) 

A (4), (5) egyenletek által előírt kezdeti feltételek a Laplace t ranszfor" 
máció végrehajtása u t án a (8) egyenletbe épültek be. 

A (8), (9), (10) egyenletek által kijelölt kerületiérték feladat megoldásá-
hoz néhány jól ismert a lapvető összefüggést alkalmazzunk. 

Tekintsük a 
1 a 2 

A<Pi + — VV • 9>/ + - f Q9i = 0 r e F , 
(r 

2G 

1 — 2v 

<p,= 0 rídVu, 

9,(V • n) +-^пж(уж?>,) + f ^ n 
Z J. — Zv 

= 0 r g d F „ 

( 1 3 ) 

(14) 

(15) 

egyenletek által kijelölt sa já tér ték feladatot [4]. 
Bizonyított , hogy a különböző sajátértékekhez ta r tozó saját függvények 

a g — g(r) súlyfüggvény szerint ortogonálisak. Jelen t anu lmányban feltesszük, 
hogy normál tak is a sa já t függvények, így fennáll a 

1 Q<Pi • <Pj dV = d,j = 
0 i ^ j 
1 i = j 

(16) 

egyenlet. 
Bármely а V t a r t o m á n y felett értelmezett differenciálható h = h(r) 

függvény a tpi = <pi{t) sa já t függvények segítségével 

b ( r ) = ^ A , ? > , ( r ) 
i=1 

alakban is megadható, ahol 

hi = \vQ4>i(r).h{T)dV. 

(17) 

(18) 

Az a? sajátértékekkel kapcsolatban megjegyzendő, hogy ezek vaiameny-
nyien pozitívok, és a végesben nem torlódó sorozatot a lkotnak [4]. 
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Legyen u 0 = u,(r) a következő statikai probléma megoldása: 

Ли0 + — 1 — - r r . „ o + - 3 l L = 0 r ç F , 
1 — 2 v G 

2G 

u o = 0 rcdVu, 

u o ( r • n) + у nx(pxu0) + ^ n 

( 1 9 ) 

(20) 

P o r e d F , . ( 2 1 ) 

A fenti eredményeket szem előtt t a r t v a , a (8), (9), (10) egyenletek által 
kijelölt kerületiérték feladat megoldását 

U(r, s) = F(e)u0(r) + W(r, s) (22) 

alakban keressük. 
A (22) a lakú megoldás és a (8), (9), (10) egyenletek kombinálásával 

nyer jük az a lábbi egyenleteket: 

AW + • II 
l - 2 v Г г - W ^ W _ J ^ F ( s ) U o + J i a + J L b = O r 6 F , (23) 

Lr ír ír íx 

W(r, s) = 0 r € d F u , ( 2 4 ) 

2G 1 í z • W 1 
W ( r • n) + — n r ( p W ) + 1 7 n 

2 1 — 2v 
= 0 r€dVp. (25) 

A felírt kerületiérték fe ladat megoldását sa já t függvények szerinti sor-
fe j tés módszerével oldjuk meg, vagyis feltesszük, hogy 

W(r, s) = 2 Ф) 
S «f + S' 

P /M • (26) 

A (26) formulával előállított W(r, s) kétváltozós függvény bármilyen 
Cj = c,(s) együ t tha tó rendszer esetében kielégíti a (24), (25) peremfeltételeket. 
A (23) differenciálegyenletbe helyettesítve, kapjuk a 

2!Ф)еЧ>А*) = - ? s 2 F ( s ) u 0 ( r ) + Qsa(r) + pb(r) 
í=1 

(27) 

egyenletet. A (27) egyenletből a r) sajátfüggvénnyel való átszorzás és in-
tegrálás u tán а сj(s) együt tha tóra az alábbi kifejezést k a p j u k : 

c,(s) = a,s -f- bj — djS2F(s), (28) 
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ahol 

«i = \v б » ' TÁV, 

f>i = Jv !?b • <p,dV-. 

dt= j v pu0 • rpidV. 

(29) 

(30) 

(31) 

A (22), (26), (28) egyenletek kombinálásával a következő eredményre 
ju tunk : 

U(r, 8) = > 

1=1 

a,s + 
a { + s2 a? + s2 

+ *m>) 
a? + s 2 

(32) 

A Laplace-féle integrál transzformáció jól ismert összefüggéseit alkal-
mazva az (1), (2), . . . (5) egyenletek által kijelölt kerületérték feladat meg-
oldását 

а,-
u(r, t) = N1 a,- cos a,t H sin a,t 

í = í l « ; 

+ J? ÍJ /(T)sin «<(' - T)rfT 

alakban t u d j u k megadni. 

Vi W 

(9>,(r) 

(33) 

3. Egy alkalmazás 

Következőkben hirtelen terhelés ha tásá t vizsgáljuk. Legyen ennek meg 
felelően 

f(t) = 0 t < 0, 
f(t) = 1 t ^ 0 . 

(34) 

Legyen továbbá a t — 0 időpil lanatban a vizsgált rugalmas test nyuga 
lomban, vagyis legyen 

a(r) = 0 , b(r) = 0 . 

A (33) formula alkalmazásával a 

oo 
u(r, t) = u0(r) — Jg di cos а,«9,(г). 

Í = I 

képletet í rha t juk . 
A (36) egyenletből következik, hogy 

(35) 

(36) 

u(r, t) u0(r) I + 2 I I = 2 I u0(r) Híi 
1=1 

(37) 
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A (37) egyenlőtlenségi relációból igen fontos eredmény olvasható ki : a 
hirtelen terhelés hatására kialakult elmozdulás vektor nagysága a rugalmas 
test egyetlen pont jában sem haladhat ja meg az ugyanazon terhelés s tat ikus 
felvitele által okozott elmozdulás vektor abszolút értékének kétszeresét. 

Megjegyzendő, hogy egyszabadságfokú mechanikai rendszernél a kitérés 
bizonyos időpillanatokban el is éri a s ta t ikus terheléshez tartozó kitérés két-
szeresét [3]. 
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