FORGASPA’RABOLOIDH’EJ KET FUGGOLEGES
ES KET VIZSZINTES SiKU PEREMTARTOVAL

CSONKA PAL*
A MUSZAKI TUDOMANYOK DOKTORA

[Beérkezett: 1979. november 9-én}

A targyalt héj fiiggileges sikd peremtartéi oszlopokkal siirfin aldtdmasztott,
vonérudas vagy vonérid nélkiili ivek, vizszintes siké peremtartéi fallal aldtdmasztott
vonérid nélkiili ivek. A fiiggdleges sikd peremtarték csak sajat sikjukba esé erd-
hatasokkal szemben ellendllék, a vizszintes sikii peremtarték viszont csak tengely-
irdnyi erdkkel (kotéler6kkel) szemben fejtenek ki ellendllist. A dolgozat a feladatot
a membrinelmélet keretében targyalja. A kozolt megoldds a feladat peremfeltételeit
a fiiggdleges peremtarték mentén pontosan, a vizszintes peremtarték mentén csak
kozelitbleg teljesiti.

1. Bevezetés

Az alabbiak fiigg6leges erdkkel terhelt olyan forgasparaboloidhéjak sza-
mitasat ismertetik, amelyek szélét két vizszintes és két fiiggSleges sikti perem-
tarté szegélyezi (1. abra).

1. dbra. Forgasparaboloidhéj két fiiggGleges és két vizszintes siki peremtartéval

A fiiggGleges siki peremtarték parabolatengelyii, oszlopokkal siirfin ala-
tamasztott, vonérudas, vagy vonoérid nélkiili ivek. Ezek esak a sajat sikjukba
csé erShatdsokkal szemben ellenallék.

A vizszintes sikd peremtarték koriv alakdak, teljes hosszukban fallal
alatamasztottak. Ezeknek a tartéknak nincs vonérddjuk, benniik a terhelés
hatasara csak tengelyiranyu erék (kotélersk) keletkeznek.

* Prof. Dr. Csonka Pil, 1114 Budapest, Barték B. u. 31.
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38 CSONKA PAL

A széban forgé héjak célszerii alakjuk és tetszetSs megjelenésiik folytan
igen alkalmasak nagyobb fesztavolsigd terek, féleg sport- és kiallitasi létesit-
mények lefedésére.

2. Alaposszefiiggések

Vizsgalatainkat a héjak membranelméletének szokasos feltevéseire ala-
pozzuk. A héj és a peremtarték csatlakozasanal a membranszeri fesziiltségi
allapotot zavaré hajlité-csavaré hatésokat figyelmen kiviil hagyjuk.

Koordinata-rendszeriil a 2. 4bran feltiintetett O(x, y, z) derékszogi rend-
szert vezetjitkk be. Ebben a koordinatarendszerben a héj kozépfeliiletének
egyenlete
x2 +y2

o

- 1)

A héjra haté teherként csak fiiggbleges megoszlé erdket vesziink szami-
tasba. Ezeknek az er8knek az alaprajz teriiletére vonatkoztatott fajlagos
értékét a

P = p(* ) 2)

teherpolinommal fejezzik ki.

I

[
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i
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2. @bra. Az O(x,y, z) derékszogii koordinata-rendszer

Yy
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FORGASPARABOLOIDHEJ 39

A széban forgé feladat megoldéasahoz, a héj fesziiltségi allapotanak vizs-
galatakor olyan
F = F(x,y) (3)

figgvényt — fesziiltségfiiggvényt — kell keresniink, amely egyrészt megfelel
a membréanhéjak differencialegyenletének, masrészt a feladat kiilonleges perem-
feltételeinek.
Az adott esetben a feladat differencialegyenlete [6]
e+ 2+ D=0 @
ot oy? 2h

alaki, az F figgvény altal teljesitendd peremfeltétel pedig a héj valamennyi

peremszakaszan [5, 7]
F =0. (5)

3. A feladat megoldasa

Targyaldsaink sorin megelégsziink a feladat kozelitd megoldasaval,
nevezetesen az F fesziiltségfiiggvény kozelité meghatarozasaval. Ezt a fiigg-
vényt két részbil tessziik Gssze:

F=Fi+Fh' (6)

Az F; és F, fiiggvényeket az alabbiak szerint szerkesztjitk meg.

3.1. Az F; fiiggvény

Erre a célra a (4) jeld inhomogén differencidlegyenlet egy olyan partiku-
laris megoldasat valasztjuk, amely az x = +a héjperemek mentén eleve
megfelel az (5) peremfeltételnek. Polinom alakd p teherfiiggvény esetében
az ilyen partikularis megoldasokat

F; = (&8 — 2% f(x, y) (7)

alakban allithatjuk el8, ahol f(x,y) a teherpolinom fokszamaval megegyezd
fokszdmi polinom. Utébbinak egyiitthatéit a hatarozatlan egyiitthaték méd-
szerével allapithatjuk meg. Ezt a szamitast a gyakorlat szempontjabél széba-
j6v6 egyszeril terhelési esetekre elvégeztiik és a szamitas eredményét az 1. tab-
lazatha foglaltuk.

3.2. Az F, figgvény

Ezt a fiiggvényt a

?F *F
x> + dy?

=0 (8)
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40 CSONKA PAL

homogén differenciilegyenlet olyan partikularis megoldasaibél szerkesztjiik
meg, amelyek mindegyike eleve megfelel az x = Ja héjperemeken az (5)
feltételnek. Egyes ilyen megoldasokat az alabbiakban ismertetiink.

1. tablazat

Az F; fiiggvény

P F;
_ N . .
Poo Poo E(a — x?)
- x N A
P17 Proygp (a x );
s ¥ SN IR,
Pa Pot 33 (a x )a
_ N x?
P20z P2o éﬁ (a® — xz)(l +a_2}
xy - Ty xy
Pu ) Pu jﬁ (a® — xz);?
2 g2 2 6y?
Poziz Pozﬂ%‘l (a* — x2)(5 Tz + %)
_ 2 - 6x a8
P30z Pao 150,‘1 (@® — x%) (; + a—g)
- x* 2
P2 ’a% P2y 24-h (“ - xz)( + a—f)
— xy? N Tx  3x®  30xy?
P 3 P12 360h (a* — x%) (— —a Ttz
_ 8 I 5 x% 2y3
Poa%a‘ Po3 §oﬁ (a® — &%) (;y_ - ";:L + '1;13
x‘ I - S x2 !
Pdo Py 6& (a? — x?) (1 + pr + aT)
I . 1 x x8
Pa ’;2" Pan 4—3,‘ (a? — 27) (a_:l -+ TZ)
— xy? y 15952 2
'y 2 _ 42 X J_o_ T
Pz at Pzz 360h (a X )( 4 + 15 + )
— xy? Txy  3x%  10xy3
Pra gt Pus g7 (4 = ) (—az‘ Ta ]
-y _ 14x* T5y*  x*  15x%y? 1544
Pugr L e e i B
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FORGASPARABOLOIDHEJ 41

a) Ha a terhek az yz koordindtasikra nézve szimmetrikus elrendezésiiek,
akkor az x = 4-a héjperemeken az (5) peremfeltételnek megfelel§ homogén
megoldasok [4]:

G = cos nx cosh ny; 9

sinh

cos nx
G = arctan ———

sinh n(k — y)
cos nx

arctan —
+ sinh n(k + y)

(k=1 (10)

CcOos nx

G = Artanh ————
cosh n(k —y)

CcOoSs nx

+ Artanh ————;
cosh n(k +y)

(k >y (11)
A fenti képletekben a kettds fiiggvényjelek és kettds elGjelek kozil a fels6k
az xz sikra nézve szimmetrikus terhelési esetekben, az alsék viszont az xz
sikra antimetrikus terhelési esetekben alkalmazhaték, n értéke pedig

m 3= 5@

n=-—,

2a 2¢ " 2a

b) Ha a terhek az yz koordindtasikra nézve antimetrikus elrendezésiiek,
akkor az x = --q héjperemeken az (5) peremfeltételt kielégits homogén meg-
oldasok [4]:

G = sin nx C(_)Sh ny; (12)
sinh
G = arctan— 2% +
coshn(k —y)
sin nx
arctan —————; (k>7r 13
+ coshn(k + y) ( o (13)
G = Artanh — 2 "% +
cosh n(k — y)
sin nx
Artanh —————— (k. >7r 14
+ s > (14)

Ezekben a képletekben a kettds fiiggvényjelek és kettds elGjelek koziil a fels6k
itt is az xz sikra szimmetrikus terhelési esetekben, az alsék viszont az xz sikra
nézve antimetrikus terhelési esetekben keriilhetnek alkalmazasra, n értéke
pedig
7 2n  3m
ne—=-—, ", ...
a a
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42 CSONKA PAL

Az x = 4@ peremvonalak mentén az (5) peremfeltételnek megfeleld
homogén megoldasok. tovabba

C — sin nx N sin nx
cosnx - cosh ny 9 [cos2 nx + sink? ELJ .
2
2 (15)
c— sin nx . sin nx
cos nx — coshny 9 (cosz—ni—coshzly—) ’
2

ahol

A (15) alatti megoldasok az yz sikra nézve antimetrikus, de az xz koordinata-
sikra nézve szimmetrikus terhelési esetekben hasznilhaték.

3.3. A feladat fesziiltségfiiggvénye

Ezt a fiiggvényt a 3.1. alatti F; fiiggvény és a 3.2. alatti G fiiggvények
linearis kombiniciéjaként dgy kell megszerkeszteni, hogy az

F=F; + F,

fiiggvényegyiittes a vizszintes sikii héjperemeken is feleljen meg az (5) perem-
feltételnek. Az utébbi kivetelményt — sajnos — 4ltalaban csak kozelitéleg
tudjuk teljesiteni.

4. Szampélda

Alkalmazzuk a fentiekben vazolt szamité eljarast a 3. abran feltiintetett
héjra, amely alakra nézve igen hasonlé a Krsti€, M. altal tervezett belgradi
sportcsarnok héjszerkezetéhez [1, 2].

Példank esetében

a = 20,0 [m], b — |/825 o~ 28,72 [m],
ro = 35,0 [m],h = 14,7 [m], k' = 9,9 [m],

tehat a héj kozépfelilletének egyenlete

2 2
=147 5T
35,02

b

= 0,012 («2 + 5?) [m]. (16)
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FORGASPARABOLOIDHEJ 43

A héjra haté terhelésként az alaprajz teriiletén egyenletesen megoszlo
Poo = 3,0 [kN/m?] 17

intenzitasu fiiggdleges erérendszert vesziink szamitasba.

P

——{ %7 |
W R
‘ 35,0
S A b
~23,T72 \éso T
,IQL » l \_)\) ¢

Yy
3. dbra. Szampélda

F, fiiggvényként az 1. tablazat elsd soraban szerepld fiiggvényt valasztjuk:

2
A p,,o;—;’l (a2 — 2?) = 62,5(400 — 2?) [kNm] . (18)

Ez a figgvény x kiilonb6z6 értékei esetében — igy a vizszintes héjperemeken
is — a 2. tablazatban foglalt értékeket veszi fel.

F,, fiiggvényként a (10) alatti kifejezés két valtozatanak — a G, és G,
figgvényeknek — linedris kombinacidjat vezetjilk be, a benniik szerepls k
mennyiség célszerii értékét prébék alapjan véve fel:

Fp=¢,G, 4+ ¢G,. (19)
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44 CSONKA PAL
2. tablazat

Az F; fiiggvény értékei a vizszintes héjperemeken

+x [m] ‘ F; [kNm]

i
0,0 | 25 000
2,0 : 24 750
4.0 | 24 000
6,0 I 22 750
8,0 21 000
10,0 : 18 750
12,0 ; 16 000
14,0 | 12 750
16,0 , 9 000
18,0 : 4750
200 0

Itt a ¢, és c, értékek hatarozatlan paraméterek. A G, fiiggvény esetében
n = /40 [m-1}, k = 35,0 [m], tehat

7
cos — x
G, == arctan - +
sinh -— (35 —
10 ( ¥)

ey 4
cos —x
—+ arctan - ) (20)
sinh - —— (35 -+ y
10 ¢ ¥)

a G, fiiggvény esetében pedig n = #/40 [m~1], k = 50,0 [m], vagyis

7
cos — x
G, = arctan - +
sinh - -- (50 —
0 ¢ ¥)
14
cos —x
-+ arctan . (21)

11
sinh - — (50 -
10 ( y)

A G, és G, fiiggvények értékét a vizszintes héjperem egyes pontjaiban a 3. tab-
lazat tiinteti fel.

A feladat kozelité fesziiltségfiiggvénye a (18) és (19) alatti fiiggvények
Osszege:

F=F,+¢,G, + ¢,G, (22)
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FORGASPARABOLOIDHEJ 45

3. tablazat

A G, és G, fiiggvények értéke a vizszintes héjperemeken

tx [m] G G,
0 ! 1,578 988 0,599 833
2,0 | 1,574 376 0,591 556
4,0 ! 1,559 792 0,566 784
6,0 1,532 746 0,525 803
8,0 | 1,488 136 0,469 446
10,0 1,416 291 0,399 538
12,0 1,299 049 0,319 321
14,0 1,103 902 0,233 550
16,0 0,789 257 0,148 013
18,0 0,373 460 0,068 553
20,0 0,000 000 0,000 000

Az utébbi képletben szerepl§ ¢, és ¢, hatarozatlan allandék célszerd értéke
a Ritz— Galerkin-féle kovetkezé képletek segitségével allapithaté meg:

Y (Fi +¢,6, + ¢,6,)G, - dx =0,
f(Fi+¢,G, + ¢,6) G, - dx = 0.

Az integralasokat az x = 0 [m]-t6l az x = a = 20,0 [m]-ig terjed§ szakaszra
kell kiterjeszteni. Ezt a miiveletet az integralasi szakasznak tiz egyenl§ részre
valé osztasaval numerikusan -~ a Simpson-szabaly alkalmazisaval — végre-
hajtottuk és az igy nyert két linedris egyenletbdl a ¢, és ¢, paraméterekre
az alabbi szimértékeket kaptuk:

¢, = — 6488 [kNm],

(23)
¢, = —24 386 [kNm)].

A fenti ¢, és ¢, értékekkel dolgozva, a vizszintes héjperem egyes pont-
jaiban az F fesziiltségfiiggvényre a 4. tablazatba foglalt, az eldirt F =0
értéktsl eléggé eltér6 F értékekhez jutottunk. A szadmitas finomitasaval,
nevezetesen tovabbi G fiiggvényeknek a szamitdsba valé bevonasaval, az F
fiiggvény peremértékeinek a zérustél valé eltérése még csokkenthetd.

Ismervén a feladat fesziiltségfiiggvényét, a héj x, y irdnyd N,, ny, Ny
vetiileti feszitS erdit az alabbi ismert képletekkel szamithatjuk [6]:

xy T °

— 2 _ 2 _ 2
N="T N *PF_ 5, . 0F (24)
ox? 0x - oy | 0x?

Miissaki Tudomény 57, 1979
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4. tablazat

Az F fiiggvény értéke a vizssintes héjperemeken

+x [m} \ F [kNm]

0.0 | +128,00
2,0 L 1109,77
4,0 . - 58,48
6,0 i 16,69
8,0 102,94

10,0 { --182,03

12,0 —215,19

14,0 \ —107.,47

16,0 4.269,85

18,0 1.655,26

20,0 0,00

A vizszintes peremtartékban keletkez§ kotélerd x, illetve y iranyd alkotéja az

X = 3_F , illetve Y — — aF

oy o0x

(25)

képlettel hatarozhaté meg.

Az a koriilmény, hogy a kozélt szamité eljarast alkalmazva, a héj sarok-
pontjaiban a QF//x derivaltra zérustdl eltérd értéket kapunk, a vizszintes
peremtartékban pedig az F értékekkel azonos nagysagi, tehat zérustél eltérd
értékii M hajlitényomatékok adédnak [5,7], az alkalmazott szamité eljaris
kézelits voltanak a kovetkezménye. Ugyanennek tudhaté be az is, hogy a héj
sarokpontjaiban a szdmitésszeri ny erd az egyszerii egyensilyi megfontolassal
meghatarozhaté tényleges N,, er6tdl lényegesen eltér. Az adott tdmasztési
kériillmények kézt — a kozelité szdmitas eredményétdl fiiggetlenill — a héj
sarokpontjaiban az F = 0 feltétel, valamint a vizszintes sikii peremtartékban
az M = 0 feltétel mindenkor teljesitve van.
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Paraboloid Shell of Revolation with Two Edge Arches in Vertical and Two Edge Arches
in Herizontal Planes. — The vertical edge arches of the shell are supported by vertical columns
set close to each other having or not having tie-rods. The horizontal edge arches are but-
tressed along their whole lengths by a wall and have not tie-rods. The veriical edge arches
only withstand forces lying in their own planes, the horizontal ones only resist tangential forces
(string forces). The paper determines the stresses in the shell using the assumptions of the so-
called membrane theory. The solution arrived at precisely meets the edge conditions along the
vertical arches, however, only approximately along the horizontal ones.

Rotationsparaboloidschale mit zwei vertikalen und zwei horizontalen Randbigen. —
Die in vertikaler Ebene liegenden Randbogen der behandelten Schale sind durch eng stehende
Siulen unterstiitzte Bogen mit oder ohne Zugband. Die in horizontaler Ebene liegenden Rand-
triger sind durch Mauerwerk unterstiitzte Bégen ohne Zugband. Die vertikalen Randbigen
leisten nur gegen in ihren Ebenen wirkende Krifte Widerstand, wihrend die horizontalen
Biogen nur gegen in tangentialer Richtung wirkende Krifte widerstandsfihig sind. Der Aufsatz
behandelt des Kriftespiel der Schale im Rahmen der Membrantheorie. Die mitgeteilte Lésung
befriedigt die Randbedingungen lings der vertikalen Bégen genau, entlang der horizontalen
Bigen nur annidhernd.

Miissaki Tudomdny 57, 1979



	57. kötet / 1-2. szám
	CSONKA PÁL: Forgásparaboloidhéj két függőleges és két vízszintes síkú peremtartóval������������������������������������������������������������������������������������������

	Oldalszámok������������������
	37���������
	38���������
	39���������
	40���������
	41���������
	42���������
	43���������
	44���������
	45���������
	46���������
	47���������


