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A cikk egy olyan numerikusan hatékony iterdciés médszert ismertet, amely
alkalmas m-edfokit n-edrendii A-matrix n legkisebb abszolit értékii dltaldnositott sajat-
értékének és az ezekhez tartozé dltaldnositott sajitvektoroknak a meghatdrozasara.
A konvergenciatételben megadja a konvergencia feltételeit. A médszer tulajdonképpen
a polinomok gyékhelyeinek meghatarozasara szolgilé Bernoulli médszer egy altalano-
sitisa matrixpolinomokra.

1. Bevezetés

A mechanikai feladatok numerikus megoldasa gyakran A-matrixok alta-
lanositott sajatértékfeladatara vezet. J6l ismertek példaul azok a lengéstani
feladatok, amelyek masodfokd A-matrixot eredményeznek (pl. [1]). Vannak
stabilitasi és lengéstani feladatok, amelyek olyan differencidlegyenletekkel
irhatok le, amelyeknél a peremfeltételek a sajatértékek fiiggvényei. Az ilyen
feladatok finitizaldsa a Galerkin mdédszerrel magasabb fokd A-matrixok sajat-
értékfeladatira vezethet (pl. [2]).

Sok esetben elegendé csak néhany legkisebb (vagy legnagyobb) abszolit
értékii altalanositott sajatérték és a hozzajuk tartozé altalanositott sajat-
vektorok meghatdrozasa.

Az m-edfoki A-matrixok altalanositott sajatértékfeladata mindig vissza-
vezethetd egy matrix speciilis sajatértékfeladatara. Mivel ¢ matrix rendszima
a A-matrix rendszamanak m-szerese, az ilyen visszavezetés numerikus okokbél
kedvezGtlen.

A tovabbiakban egy olyan numerikusan hatékony itericiés médszert
ismertetiink, amely alkalmas az m-edfoki n-edrendii A-méatrix n legkisebb
abszolit értéki altalanositott sajatértékének és a hozzajuk tartozé altalano-
sitott sajatvektorainak meghatarozasara.

2. A médszer
Tekintsiitk az

(IAm 4 AAm-1 4 4 A A+A)vY=0 (1)

m-edfoki A-matrix altalanositott sajatértékfeladatat, ahol I, A}, .. ., A, n-ed-
rendii valés méatrixok, I egységmatrix és A, nemszingularis.
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50 POPPER GYORGY —GASPAR ZSOLT

Lemma. Ha Y megoldasa az
Y+ AYT L+ ALY F A, =0 (2

matrixegyenletnek, akkor az Y métrix sajatértékei és sajatvektorai egyben
az (1) alatti altalanositott sajatértékfeladat altalanositott sajatértékei és alta-
lanositott sajatvektorai.

E lemma kovetkezménye a [3] 53. oldalan szereplé 3.7(i) tételnek és
a 49. oldalan levd korrolariumnak.

fgy tehat, ha ismerjiik a (2) egyenlet barmelyik megoldasat (példaul
az Y métrixot), akkor az n-edrendi Y maétrix specialis sajatértékfeladatanak
megoldasdval megkapjuk az (1) feladat mn szdmi altalanositott sajatértékei
és altalanositott sajatvektorai koziil n-et. Ezért a tovabbiakban a (2) egyenlet
megoldasaval foglalkozunk. Alkalmazzuk erre az

(- . '((Yk——m+2 + Ay) Yiomis + A-z) -eeF Am-l)Yk+1 = —A, 3)
(k=10,1,2,...)

iterdeiét az Y, Y_;,..., Y, . kezdeti matrixokkal. Ez az iteraci6

AZ, ., =1Z,, (4a)
2y, =2, (RZ; )™ (4b)
Yysy = 8Z; 4 (4c)
alakban is irhaté, ahol
A, —A —An —Ap ]
I 0 0 0
0 I 0 0
A= . , (5a)
0 0 I 0

[~ ]
Yk—m +2Yk—m +3 v Yk
k—-m+3 “k-m-+4 o Yk

Z, = . , (5b)
Y,
L I
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NUMERIKUS MODSZER MEGOLDAS 51

i Yo m+aYyomea o0 Yy b
k-m+aYkom+s -+« Yg
N : : (5¢)
2, = .
Y,
I
- Yih -3
és
R=1[0, o0 ..., 0 0 1I], (6a)
@O @ (m—2) (m—1) (m)
§S=7J0,0, ...,0, 1, 0]. (6b)

A (3) formula és a (4) inverz iteracié ekvivalenciadja kénnyen belathaté
a kovetkezdképpen. Ha a (3) egyenletet jobbrél megszorozzuk az Y, ., inver-
zével, akkor a (4a) hiperegyenlet els6 egyenletét kapjuk; a (4a) t6bbi egyenlete
azonossagot fejez ki. Az

(RZy 1)~ =Y, 4y

igy a normalasnak megfelels (4b) egyenlet a (4a) egyenletnek az Y, ,; matrix-
szal val6 visszaszorzdsat jelenti. A (4c) egyenlet az Y, ., blokk formalis kije-
15lése.
A (3) iteraciénak (4) alakra valé atirasa a kovetkezSk miatt is célszerii:
a) Az (1) dltalanosftott sajatértékfeladat mindig visszavezethet§

AX = XA
mn-edrendid A matrix speciilis sajatértékfeladatara, ahol A az (1) feladat mn
altalanositott sajatértékébdl (1;) alkotott diagonalmatrix,

- VAm -1
VAT -2

VA
L.V .

és az n Xmn tipusd V maétrix i-ik oszlopa a 1; altalanositott sajatértékhez
tartozé v; altalanositott sajatvektor.
b) Ha az (1)-ben szerepl§ A-matrix egyszeri (azaz minden r multiplici-
tasi sajatértékhez r linedrisan fiiggetlen sajatvektor tartozik), akkor [3]
4.2 tétele kovetkezményeként az A matrix egyszerit struktiraji, fgy
A = XAX-! 8)

irhaté.
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52 POPPER GYORGY—GASPAR ZSOLT

Az altalanositott sajatértékeket rendezziik sorba gy, hogy

.omn —1

4 < Al =12,

legyen.
Jelolje A, A, az alabbi diagondlmatrixokat:

Ay =Chyoo 0 dpy By = gy - v o A
és ennek megfelelden particiondljuk az altaldnositett sajatvektorokat tar-

talmazé
V =1V, V] 9)

nXmn nXn nX(m—1)n

matrixot.
A tovabbiakban feltessziik, hogy (1) egyszerli A-matrix. Ekkor barmely
mn Xn tipusi Z, matrix egyértelmiien felirhaté

z0=}~:c=x[(:1
c)

(10)

alakban, ahol €, n-edrendd, C, pedig (m — 1l)n Xn tipusi matrix.
Ha a (4a, b) iteraciét a Z; matrixbél inditjuk, akkor

Z,= AT'Z(RA"'Z,),
Z,= A2Z(RA1Z,) [ RA2Z(RA1Z) 1 =
= A2Z (RA-?),

Z, = AL (RA-FZ)-1.
Felhasznalva a (4c), (8) és (10) osszefiiggéseket, azt kapjuk, hogy
Y, = SXA-*C(RXA-¥C)~L

Mivel SX = VA és RX =V

Y, = VA~ KC(VA—*C)~ L. (11)

Felhasznalva a (9), (10) jelsiéseket
Y = (ViA[ 7€, + VAL 4 6) (VIATFC, + VoA Gy) 71
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NUMERIKUS MODSZER MEGOLDASA 53

A,, nemszingularitasibél A, nemszingularitasa kévetkezik. Tegyiik fel,
hogy V, és €, sem szingularis. Ekkor

Y, = V,AICG(I + CRLAK VTV, ALK Cy)
(I + COIASVIIV, A% C,) =1 ¢ A% Vi

alakban is irhaté.
A AYVIIVATK matrix i,j indexii eleme tényezdként tartalmazza a
(Ai/An )" hatvanyt. Ezért a

| An | < | Ansq | (12)
feltétel teljesiilése esetében, ha k - oo
Y, > VAI7*C (X + 0) (I + 0)"2CAALVT = VA VL

Tehat, ha a (2) matrixegyenlet megoldéasara a (3) iteraciét alkalmazzuk,
akkor a (2) egyenletnek azt a megoldasat kapjuk, amelynek sajatértékei és
sajatvektorai megegyeznek az (1) legkisebb abszolit értékd altalanositott
sajatértékeivel és a hozzajuk tartozé altalanositott sajatvektorokkal.

Ezzel bebizonyitottuk a kévetkezS konvergenciatételt:

Tétel. Tegyiik fel, hogy

1. az
IAm 4+ A Am-1 4+ A,

egyszerd A-matrix,
2. altalanosfitott sajatértékeire

0< A S A< <A |See o | o |

érvényes,
3. a 4,..., 4, altalanosftott sajatértékekhez tartozé altalanositott sajat-
vektorokbdl alkotott

V= [Vps e+ or V2]

matrix nemszingularis.

Ha a (3) iteraciét olyan Yy, Y_;,...Y, . matrixokkal inditjuk, hogy
az (5b) és (10) osszefiiggésekkel definidlt C, nemszingularis matrix, akkor
az iterdcié az

Y = VA, ..., AV
matrixhoz konvergil.
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54 POPPER GYORGY—GASPAR ZSOLT

3. Megjegyzések

1. A | 4, | < |Ay4, | feltételbfl kovetkezik, hogy ha V, nemszinguliris
matrix, akkor a V;A V! matrix valés.

2. A (3) iteraciés eljaras az n = 1 specialis esetben megegyezik a poli-
nomok legkisebb abszolit értékii gyokének meghatirozisira vonatkozd
Bernoulli médszer azon valtozatiaval, amely a sorozat tdl- vagy alulesor-
dulasat kivédi (lasd pl.: [4] 8.10—52). LANGASTER a Bernoulli médszernek
egy masik valtozatat terjesztette ki, mely alkalmas a (2) dominéns megolda-
sanak szdmitasara [5].

3. Hasonléan a Bernoulli mddszerhez és a Mises eljarashoz a (3) iteracié
konvergencidja annal gyorsabb, minél kisebb a | 4, |/| 4,4, | hdnyados.

4. Ha az (1) egyenletet balrél megszorozzuk az A,, métrix inverzével,
és bevezetjitk a A = 1/2 jelslést, akkor az (1)-gyel megegyezd alaki A-matrixot
kapunk. Ha a A-matrix szimmetrikus és A, pozitiv definit, akkor a szimmetria
megérizhet§ (lasd pl.: [1]). Az dj A-matrixra alkalmazva a (3) iteraciét meg-
hatirozhaték az eredeti feladat legnagyobb abszolit értékii altalanosfitott
sajatértékei és sajatvektorai.

5. Ha a (3) iteracigval meghatéaroztuk a (2) egyenlet egyik megoldisat,

~
az Y maétrixot, akkor a

B,=1
B,=A +B_Y, (i=12,..,m—1)

azaz a (2) polinomra alkalmazott Ruffini—Horner-féle rekurziéval meghata-
rozhaték egy m — l-edfoki A-métrix B; egyiitthatéi. Ennek altalanositott
sajatértékei az (1) feladat A,,,,..., A,, altalanositott sajatértékei, és a
2;-hez tartozé altalanositott sajatvektora (v;) a

v, = (I4; — ?)—1;1'

transzformiciéval adja az (1) feladat altalanositott sajatvektorat. Ha az
m — l-edfokd A-matrixra teljesiilnek a tételben szereplS feltételek, akkor egy
djabb iterdciéval megkaphaté a a kévetkezd n legkisebb abszolit értékii
altalanositott sajatérték és a hozzajuk tartozé sajatvektor. Az eljaras értelem-
szerten tovabb folytathaté.

6. Egy mn-edrenddi nem szétesd Hessenberg matrix hasonlésagi transz-
forméacickkal mindig hozhaté (5a) alakra ([6]). Ezért a (3)iteracié egy mn-ed
rendd matrix n legkisebb abszolit értékii sajatértékének és a megfelels
sajatvektorainak a meghatirozasara is alkalmazhaté.
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NUMERIKUS MODSZER MEGOLDASA 55
4. Példa

Tekintsiik az

L3 4[5 31247 —8)A+ [—24 —24)v=0
( —6 —16] [39 70] [—54 —84:”

harmadfokd A-matrix altalanositott sajatértékfeladatat.
Ennek altalanositott sajatértékei 3, =i (i =1, 2,...,6), altalanositott

sajatvektorai:

vy =1—-29); vo=[—14]; vy=v,=[-2]; vy=vg=[—1 @)
21 1 3 1

Végezziilk a (3) iteracids eljarast Y, = 0 kezdeti matrixszal. (Y, =
miatt Y_; tetszdleges lehet.)

Az iteracié jellemzésére meghataroztuk az Y, — Y,_, matrix euklideszi
norméjat, valamint az Y, matrix sajatértékeit és sajatvektorait. Az utébbiakat
igy normaltuk, hogy az elsd elemitk megegyezzék a (13) alatti vektor elsé
elemével. Az iterdcié j6l kovethet§ a kovetkezs tablazat alapjan:

k B Yp—Ye_y 8 i ‘ A, ' Uiz Va2
10 8-10-t 1,00013876 1,88800685 21,0001572 10,8572656
15 1-10-1 1,00000051 1,98550840 21,0000006 10,9807062
20 1-10-2 1,00000000 1,99808200 21,0000000 10,9974324
25 2-10-3 1 1,99974681 21 10,9996609
30 2-10¢ 1 1,99996663 21 10,9999553
35 3-10-5 1 1,99999561 21 10,9999941
40 4-10-¢ 1 1,99999942 21 10,9999992
45 5-10-7 1 1,99999992 21 10,9999999
50 8 -10-8 1 1,99999999 21 11,0000000
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56 POPPER GYORGY~GASPAR ZSOLT

Numerical Method for Solution of the Eigenvalue Problem of a A-Matrix of Degree m-
— The paper discusses a numerically efficient iteration method suitable for determining the
generalized eigenvalues and corresponding generalized eigenvectors of a A-matrix of degree
m and order n. In the convergence theorem the conditions for convergence are given. The
method is a generalization of the Bernoulli’s method for roots of polynomials to matrix
polynomials,

Eine numerische Methode fiir die Losung der Eigenwertaufgabe einer A-Matrix vom
Grade m. — Die Arbeit bespricht ein solches numerisch wirksames Iterationsverfahren
welches geeignet ist zur Bestimmung der n verallgemeinerten Eigenwerte mit kleinstem
Absolutwert einer A-Matrix vom m-ten Grade und von n-ter Ordnung, sowie zur Bestimmung
der zugehirigen verallgemeinerten Eigenvektoren. Im Konvergenzsatz werden die Konver-
genzbedingungen angegeben. Das Verfahren ist eigentlich eine Verallgemeinerung des zur
Bestimmung der Wurzeln von Polynomeu dienenden Bernoullischen Verfahrens auf Matrix-
p olynome.
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