VASTAGFALU FORGASHEJAK SZAMITASA
HENGERSZIMMETRIKUS TEHER ESETEBEN

LAMER GEZA*
[Beérkezett: 1979. december 4-én]

Az adott tanulményban tovibb fejlesztjiik a rugalmas és képlékeny allapotd
vastagfali forgdshéjak szamitdsi modszerét hengerszimmetrikus terhelésre véges-elemes
eromodszer alkalmazésival. Megadjuk az egységéllapotokhoz tartozé elmozdulds- és
fesziiltségfiiggvények egyiitthatoit és az ismeretlenek meghatérozdsira szolgilé egyen-
letrendszer osszeillitdsanak algoritmusat.

1. A feladat megfogalmazasa

Vizsgaljunk egy vastagfali forgashéjat hengerszimmetrikus terhelés ese-
tében. Tegyiik fel, hogy a héj vastagsaga valtozhatik, mind a bels§, mind a
kiilsé atméré vonmatkozasaban. A falvastagsag valtozdsa tetszSleges lehet:
folyamatos vagy ugrasszer(i (1. abra). A héj anyaga linearisan rugalmas —
képlékeny. A végterhelése — hengerszimmetrikus belsé és kiils6é nyomas,
a héj alkotéja mentén haté, a tengelyiranyban valtozé csisztaté erd, a homlok-
feliiletekre haté normal és csisztaté erd.

1. dbra. Forgéashéj
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2. Bevezetés

A kittizott feladat altalanos megolddsat rugalmas allapotban meg-
kaphatjuk vagy elmozdulisfiiggvényekben [1], vagy fesziiltségfiiggvényekben
[1, 2, 3, 4], de bonyolult geometria alak és tetsz6leges terhelés esetén a feladat
megoldisa nehézkes és terjedelmes. Vastagfali cs6 vizsgilata rugalmas és
rugalmas-képlékeny allapotban, éllandé falvastagsag mellett, az adott feltevé-
sek figyelembevételével gyakorlatilag teljesen megoldott [5, 6, 7].

Bonyolult geometriai alak és tetszdleges terhelés esetén széles korben
alkalmazott megoldési eljaras a végeselem médszer. Részletes irodalom talal-
haté mind az elméletrsl, mind az alkalmazasi teriiletekrél a [8,9, 10, 11, 12]
munkakban. A [13, 14, 15] munkikban vékonyfald forgashéjakat vizsgalnak
tengelyszimmetrikus terhelés esetén, és erre a célra mozgas [13, 14], illetve
kombinalt médszert [15] alkalmaznak. Haromdimenziés végeselem tetraéder
formaban (topolégiai értelemben) a [16,17,18/19] munkdkban talalhaté.
Ezekben a tanulminyokban mozgismédszert alkalmaznak, az elmozdulast
pedig harmadfoki (teljes és hianyos) polinommal kézelitik.

A jelen tanulményban vizsgdlt feladat megoldasahoz végeselemként
célszerii gylirti alakid elemet valasztani, az elmozdulasra magasabb polinom
fokszammal. Képlékeny anyagtérvény alkalmazisa esetén az erdmédszer lat-
szik a megfeleldbbnek mert ebben az esetben a képlékeny allapot fizikai
tartalma megtarthaté.

3. Végeselem, ismeretlenek

Végeselemnek tekintiink egy gyiiriit R,, R, sugarakkal és b szélességgel
(2. abra). Ismeretlennek tekintjitk a normal és a csisztaté fesziiltségeket a
végeselem feliiletén. Az erémédszer egységillapotainak valasztjuk a fesziilt-
ségek valamely egyszerd kombinacisit a végeselem feliiletén, eldre megadott
fiiggvénykapcsolatok alapjan (3. dbra). A nyiré fesziiltség 7,, eloszlasat
hiperbolikusra valasztjuk (3h,i,J, k), amely az egyensilyi egyenlet kovet-
kezménye (hengerkoordinatas alakban).

dc
r—=2

0
— = 0. 1
() )

A t6bbi fesziiltség eloszlasat linearis torvénnyel irjuk le. Az ordinatik nagy-
sagit elssorban a gyiiril tengelyiranyd egyensilya hatarozza meg.
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4. A végeselem elmozdulasainak meghatarozasa

Minden terhelési esetben meghatarozzuk a véges elem csomépontjainak
linearis elmozdulasat és a csomépont kis kornyezetének elfordulasat. Az elmoz-
duldsokat a végtelen kicsiny elmozdulasok figyelembevételével, a rugalmassag-
tan egyenleteivel hatirozzuk meg. Megmutatjuk, hogy egy-egy gytirilire haté
tetszdleges terhelés elgallithaté a 11 egységallapot (3. dbra) lineéaris kombina-
ciéjaként. A normalfesziiltség linedris és a nyfréfesziiltség hiperbolikus eloszlasa
esetén a terhelés 12 paraméterrel jellemezhetS. Figyelembe véve a z irdnyd
egyensilyi egyenletet, elégséges a terhelés 11 paraméteres elfallitasa.

A terhelési eseteket Saint-Venant fél-forditott médszerével oldjuk
meg [1].

A megolddshoz a fesziiltségfiiggvényeket polinomként adjuk meg.

g, = -a°+ alr+a2%+a31nr' (ko + Kz + ky2®) 0, (2)
g, = |by + byr + bz—rl—z— + bylnr| - (I, + Lz + L2®) g, (3)
o, = leg + r + cz—}z— + ¢ln r] “(my + myz + myzd) o), 4)
T, = do+dlr+d2:12—+d31nr] - (no + myz + ny3d) 7, (5)

ahol: a;, b, ¢;, d;, k;, 1;, m;, 0y, 6; és T; egyiitthaték,rész a végeselem tetszd-
leges pontjanak koordinitai. A fesziiltségek ilyen fiiggvényekkel valé meg-
kozelitése biztositja az egységillapotok keriiletértékeinek kielégithetdségét.

Az a;...n; 0;és t; egyiitthaték koziil néhdny a folytonossagi feltételbél

70,07

meghatéirozhaté (egy gyiirin beliil). A megmaradt egyiitthaték segitségével

7"

kifejezziik a csomépontok elmozdulasat, hogy a gytirtik folytonossagi feltéte-
1é6b3l meghatarozhaték legyenek.

5. Az a;...n; egyiitthaték meghatarozasa

Ezen egyiitthat6k meghatarozisara felhasznalhatjuk a keriileti feltéte-
leket (3. abra), valamint az egyensiilyi és 6sszeférhetdségi egyenleteket. Az igy
meghatarozott értékeket azl.,2.,3. és 4. tablazatokban foglaltuk &ssze. A tabla-
zatokban a kévetkezd jeliléseket alkalmaztuk:

A = (R} + R})/(R} — R}),
B = R} RY(R, — R)),
C = (R} — R)/(2R, + Ry) (R, — R,)%,
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D = (R, + R)/(2R, + R;) (R, — R,)),
F = RIR}/(2R, + R)) (R, — R)),
H= (RiIn R, — RiIn R,)/(R — R)),
I = RiR}(In R, — In R)),

J = (R, + R)/(R, — Ry),

K = 2R,/(R, — Ry),

L = (R} — R})/(R} — R}),

M = RIR}/(R, + R)),

N= (R, + R).

6. Az elmozdulisok meghatarozasa

A linearis elmozdulasokat, u-t és w-t integralassal, mig az elfordulasokat
a @ = Qu[dz és a p = pw(or (4. dbra) képletek segitségével hatarozzuk meg.
Az elmozdulasfiiggvények a kdvetkezéképp alakulnak:

] 1
u=|ao+alr+a2r2+a37+a4rlnr (ko + Kz + kp2d), (6)
w=(by + by + byr® + byInr) (lo + Lz) + (by + bsr) (22 + Lz*) 4+ C,,, (7)
1
Q= ‘clr + cr? 4 ¢ —r—) (mgo + myz2), (8)
1
p= [do +dyr+ d37] (mo + myz + ngg? + ng2d). 9)

Az a;, by, ¢ kyy l;, my, n; egyiitthaték értékeit az 5.,6.,7..8. tablazatban foglal-
tuk 6ssze. A jelolések, mint az elbb. C, — integralasi konstants, amely a o j
és 1, egyiitthatékkal egyiitt meghatirozandé a vizsgalt test globalis folyto-
nosségi feltételébdl; C,, fiigg a globalis koordinata rendszert§l és a test (tengely-

iranyi) megfogasatol.
7. A megoldisok analizise

A 11 egységallapotra javasolt megoldisok nem mind pontosak. A gytrd
egyensiilya globilisan minden esetben biztositott. Ezen kiviil a megoldasoknak
ki kell elégiteniok az egyensilyi egyenleteket differencialis formaban radialis
és tengely irdnyban. Ezeket az egyenleteket ,,xr” és ,,z°-vel jeloljiik. Az ossze-
férhetdséget két feltételre tudjuk bontani: az u elmozdulas integralhatésiga
a fesziiltségekbgl (Saint-Venant dsszeférhetSségi egyenlete) és a felvett nyiré-
fesziiltség egyezése az elmozdulasokbél szamitottal. Ezeket a feltételeket ,,u>
és ,,v”-val jeloljiik.
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Az 1,2,3,4,5 és 8 egységallapot megoldasai pontosak, kielégitik a
rugalmassagtan dsszes egyenletét. A 6,9 és 10 allapotra javasolt megoldasok
nem elégitik ki az ,,r” feltételt, ezen kiviil a 7, dllapotra javasolt megoldas
a ,,v” feltételt csak részletesen elégiti ki. A 11. allapotra javasolt megoldas
kozelits, figyelembe véve azt, hogy az 1/r valtozé érték megadhaté mint

2/(R, + Ry).
8. A megoldandé egyenletek

Konkrét feladat megoldasa esetén a testet felosztjuk egy vagy tébb sor
gytrire. Deformalt allapotban megkéveteljiik, hogy a deformacié elétt érint-
kez8 csomdpontok elmozdulasai a deformdicié utin egymassal egyenlfek
legyenek (4a, b abra).

Bevezetjiik a kovetkezd jeloléseket: T, az i-edik gyird k-adik csomé-
pontja, t = 1,2,3,...,k=1,2,3,4. A csomépontok sorszimat lasd a 4a.
abran. T,

(4b abra).

csomépont, amely egyszerre tartozik az i, k és p, s jeld gytrtikhoz

X; — az i-edik gytirii fesziiltségallapot vektora
X, = ||X;||; ahol X;—o3 1=1,2,..7 és 75 1=8,9,...11 és
4 Xz = Ciys
u, — i-edik elem k-adik csomépontjanak elmozdulasvektora.
Uy = || Uiks Wiks Pirer i ||” (10)
: ¥

Te

4. dbra. A Tjps pont kirnyezete deformdcié elstt (a) és utdn (b)
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Az u;, elmozdulasvektort a kévetkezGképpen hatirozzuk meg:
Uy = cikih (11)

~ ahol ¢;;, az i-edik elem k pontra vonatkozé hajlékonysagi matrixa, rendje
4 x12, struktiraja a kovetkez6:

olojo %FO olofo]ofo
0/0]0 0/0]0

ahol a ® [XJ-vel jelslt elem 0-t6l és 1-t8l kiilonbozik. Meghatarozasa az u;
w, ¢ és y-re vonatkozé képletek segitségével térténik. A ¢; matrix Gssze-
allitasinal az u,w, p és p képleteiben szereplé r és z koordinatdk helyett
a T;, csomépont r; és z; csoméponti koordinatai irandék.

A T;j,, pontban a folytonossagi feltétel nem mas, mint a T;;,; pontot
alkoté csomdpontok a deformacié okozta linearis elmozdulasanak és a defor-
maci6 elgtt érintkezd feliiletek deformaciot kovetd elfordulasanak azonossaga.
Matrix alakban:

o|Oo|-=|O

* —
E Zijps =0,
ahol
3
3 &
Z, = {h.:
ijps -
Uy
ﬁﬂ

a T;;,, pont éltalanositott elmozdulds vektora,

E 0O | —E| 0O 0 0 0 0
0 0 E| 0 |—E| 0 0 0
és E* = 0 0 0 0 E| 0 (—E| 0
0 E| 0 |—E| O 0 0 [—E,
0 0 0 |—E,| © E| 0 |—E°
E* — osszeférhet§ségi matrix, amelyben
E— 10 §4 o 00 b 1..9 P 0 0 :
0.1 01 0 0 0 0
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Abban az esetben, amikor egy pontban csak két vagy harom elem talilkozik,
akkor az altalanositott Z,;,, elmozdulasvektor csak két vagy harom elmozdulas-
vektorbél all, az E* 8sszeférhet§ségi matrix nagysiga is megviltozik, de a
szerkezete nem.

_ Az ismeretlenek meghatirozasira az osszeférhet§ségi egyenleteken
kiviil a hatarfeltételeket kell figyelembe venni. A kiils§ terhelést egy-egy elem-
hataron beliil linearizalni (normal er§) kell, illetve hiperbolikusan (nyiré erd)
kell elosztani.

A hatarfeltételeket minden elem minden hatérpontjaban figyelembe
vessziik. Jeloljiik (r) és (z) fels§ indexszel a pont kérnyezetében a kiils§ nor-
malis iranyat.

A T{) pontban a hatarfeltétel

PR = e X,.
A T pontban
1317{) = Cgt) iia
ahol
P = |lpll 6 PR = Il
terhelési vektorok, amelyek a kiilsé teher normalis p és csiisztaté t dsszetevit
veszik figyelembe a T() és T$) pontokban.

A ¢ és ¢ matrixokat az 1. Fiiggelékben adtuk meg.

Konkrét feladat megoldasa esetén az Osszeférhetfségi egyenletek és
a hatarfeltételek nem elégségesek a megoldashoz. Sziikségessé vilik két szom-
szédos gytlri egyensiilydt biztosité egyenlet felirasa. Tengelyszimmetria miatt
a sugarirdnyd eredd erd nulla, mig a tengelyiranyid erfk egyensilyat kiilon
feltételle! kell biztositani két szomszédos elem érintkezési feliiletén. A (z)
irdnyd kiilsd normaélissal jellemzett feliilet esetén ez a feltétel

cg.)i" = c.)ij
alakban irhaté fel, mig az (r) irdnyd kiilsG normalis esetén azt
alakban kell felirni.
Itt:
c®=1000010000010|
W=10000100000 —10]|
05.>=H0000000ﬁ00_M0“
1 i

c;;>=“0000000100 R’_Pﬂ?o”
p
i,j és p — a gylirtik indexe (4a. abra), R}, R, és b a gytirdk mérete (2. dbra).
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9. Egy specialis eset

Amikor egy révid, vastagfali csévet felosztunk n sorra és m oszlopra
(az ismeretlenek szima 12nm) a kovetkezd feltételeket kell kielégiteniink.

9.1. Hatarfeltétel minden egyes pontban r és z irdnyban, kivéve a 4
sarokelem sarokpontjait, ahol harom feltétel lesz (a negyedik a nyiréfesziiltség
dualitisa miatt elesik). Igy négy sarokelemre 4 (2 4 3 4 2) = 28 egyenlet
frhaté fel, mig a fennmaradé 2 (m — 2) 4 2(n — 2) hatarelemekre egyenként 4,
dsszesen 8m — 8n — 32 egyenlet allithaté fel. Ily médon 8m — 8n — 4 olyan
egyenletet kapunk, amely a hatarfeltételeket veszi figyelembe.

9.2. Folytonossigi feltétel minden T;;,, tipusi pontban (ilyen (n—1)x
(m — 1) van) 10 irhaté fel, mig T,;, (illetve T,o,,) tipusi pontban (ilyen
2(n — 1) + 2(m — 1) van) 3 feltétel irhaté fel. Ez &sszesen 10 nm —
—4n — 4m — 2 feltétel.

9.3. A szomszédos elemek kizds egycnsilyara a legkiilsé sorokban és

1 1
oszlopokban 2(n — 2) 4+ 2(m—2), eggyel beljebb csak 2 3 n—4)+2 E(m —4)

par Aallithaté o&ssze. A maradék elemekre &sszesen 2(n — 4) (m — 4) +
+ (n — 4) + (m — 4) feltétel irhaté fel. Ez 6sszesen 2 nm — 4n — 4m + 8
feltétel. .
9.4. A felirt egyenletek szama (ide véve a folytonossagi egyenleteket,
a hatarfeltételeket és a két elem kozds egyensilyi egyenleteit) két felesleges
egyenlet kihvdzdsa utén, a sarokelemek egyensiilyi egyenletei koziil, dsszesen
12nm.

Az ismeretlenek meghatirozasira szolgalé egyenletek matrix egyenletté
alakithaték:

AZ=P
ahol Z — vektor-ismeretlen, Z — || ii 1,
P — vektor-terhelés, P = || P, ||.
Az A matrix-szalagmatrix 24n, illetve 24m szélességl (az n 2 m arany

figgvényében).
Az A = [a;;] métrix elemei a kévetkez§ alakidak:

a;; = H Ciks c§k)’ cg‘), cSr)’ °$') ”

10. A képlékeny allapot figyelembevétele

A javasolt metodika alapjan meghatarozhaté a héj fesziiltség- és elmoz-
dulasillapota az anyag rugalmas viselkedése esetén. Tovabba kiterjeszthetd
az eljaras arra az esetre is, amikor a héj egyes pontjaiban az anyag képlékeny
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allapotba keriil. Képlékeny anyagtorvény feltételezése mellett a feladat
megoldasakor figyelembe vessziik:

1. A képlékeny allapot bekdvetkezését a Huber—Mises—Hencky-féle
folyasfeltétel adja meg [20]:

f=lo = ol + (@ = ol + (0, — o)+ —G=0 ()

2. Ennek a feltételnek a kielégitése érdekében feltessziik, hogy a kép-
lékeny allapot egyszerre kovetkezik be egy végeselem egész tartomédnyiban.
Ily médon az elemet feltételesen iltaldnositott pontnak nevezhetjiik. Mais
szavakkal: feltételezziik, hogy lehetséges olyan fesziiltségfiiggvényeket talalni,
amelyek a végeselem tartomany minden egyes pontjaban kielégitik a fent
emlitett folyasifeltételt. Az allapot meghatirozéasa (rugalmas vagy képlékeny)
a ,rugalmas” szimfitas utan térténik az elem négy csomépontjaiban ébredd
fesziiltségek segitségével.

Megmutathaté, hogy azok az elementaris fesziiltségfiiggvények, amelyek
kielégitik a folyasfeltételt, nem elégitik ki az egyensiilyi egyenletet differen-
cialis alakban. Es viszont, azon fiiggvények (az elementarisok kéziil), amelyek
az egyensilyi egyenleteket kielégitik, azok a folyasfeltételt nem elégitik ki.

Ezért feltessziik, hogy képlékeny éallapotban ¢, = ¢4 = conts, ¢, = conts,
T,, = conts, e mellett z,, kifejezhet a o, és o, segitségével. Ily médon az alta-
lanositott pont homogén képlékeny allapotat két fiiggetlen viltozéval jelle-
mezhetjiik.

3. Tekintsiik az elbb vizsgilt példat azzal a feltételezéssel, hogy a

jm + i elem képlékeny allapothban van. A vektor-ismeretlenben az X, .;

helyére egy i}’m_,_, nulla vektort tesziink, amely ugyanolyan méretd (12 X1).
Ez azt jelenti, hogy azon egyenletek, amelyekben az Xj,,; vektor elemei
szerepelnek, azokat azonossagga alakitja at. Ezen egyenletek szdma: 10 foly-
tonossagi egyenlet mind a 4 pontjiban és egy-egy egyensiilyi egyenlet a négy
feliileten, igy Osszesen 44 egyenletet alakitunk 4t azonossigga.

Tovabbiakban bevezetiink 3 paramétert, amely a képlékeny illapotot
jellemzi: o, of és 8.

A 3 paraméter nem fiiggetlen egymastél, mivel ki kell hogy elégitsék
a folyasi feltételt (*), emellett a kérnyez8 rugalmas allapotban levé tarto-
méany elemeinek folytonossagi feltételeit is. Az altaldnossdg megsértése nélkiil
a képlékeny elem csomépontjait jelsljiik k-val (k = 1, 2, 3, 4), feliiletét I-lel
(1=1,2,3,4) és a kornyezg elemet j-vel (j = 1,2,...9) (5. abra). Az elem
feliiletén (I = 1, 2, 3, 4) paronként egyensilyi feltételt kell biztositani sugar-
irdnyban és a tengely irdnydban; matrix alakban:

¢, X; = enXp
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1 2 3
I 1,

4 ES:jmd 6
% i,

7 8 9

e

5. dbra. A képlékeny zéna és kirnyezetre

Képlékeny allapotban a térfogatvaltozas nulla. A mi esetiinkben meg-
koveteljiik, hogy az alakvaltozast meghatarozzik a csomépontok defor-
macidi:

Uy o W= Mg Ty,
W Wy = Wa'ss. We3
vagy maétrix alakban:

cxxl 3 %is + ¢ Xy — °7X7 = 0.

A képlékeny allapot egyenlete:

¢ Xp =V} —1/3 (o, — o} -
Ezeket az egyenleteket egy matrix egyenletbe foglalj%k Ossze:

Ap Z(Xy) = B(Py),
ahol
Xu=1/c" 00000 20000]|T.

Az A, matrix struktirajat és elemeit, valamint a i’,. vektort a 2. Fiiggelékben
adjuk meg.

Ily médon a képlékeny tartomény kornyezetében felirunk 4 X6 = 24
folytonossagi egyenletet, és 4 X2 = 8 paronkénti egyensilyi egyenletet és
az alakvaltozas két egyenletét, az dsszesen n = 34. Innét a kiegészits egyen-
letek szama N = n + 1 = 35.

Mfiszaki Tudomdny 57, 1979



214 'LAMER GEZA

Megmutathaté, hogy az djonnan feli.t egyenletek szama sziikséges és
elégséges.

Az egyenlet ,,rugalmas” és ,,képlékeny” ismeretlenek egyidejii meghata-
rozasa érdekében az A.l,I maétrixot szitkséges az A matrixban elhelyezni, mig
az ij+« helyére az ij,,_, vektort kell irni.

A terhelés vektorban egy olyan kifejezés szerepel, amely fiigg a of és
o ismeretlentdl. Ezért itt célszerd a sorozatos kozelités médszerét alkalmazni.
Elsé kozelitésben feltehetjiik, hogy of% = 0, o% = 0 (illetve a rugalmas meg-
oldasbél

. 1 1
O',.ol= Z-ZO',, Ug(‘) = ZZO'Z,

i

o, és 0, a csomépontokban értendédk). fgy a képlékenyiterhelés els§ lépésben

Pl——ao—Vr, L0 ot

Maisodszor megoldva a feladatot meghatarozzuk a c}'ll és 0'5: értékeket, és ezen
értékek felhasznalasaval Py, = a; = ... és igy tovabb.

Osszefoglalis

Az adott tanulminyban tovébbfejlesztettiik a vastagfald forgashéjak
szamitasi médszerét tengelyszimmetrikus teher esetében végeselemek fel-
hasznalasaval er§mdédszert alkalmazva.

Ismeretlencknek a fesziiltségek valamely egyszerti kombinéciéit tekintjitk
a végeselem feliiletén. Meghatarozasuk a folytonossigi feltételbsl torténik
(a csomépontokban). A csoméponti elmozduldsok meghatirozdsa az egység-
allapotokban a rugalmassigtan egyenleteinek felhasznalasaval térténik, figye-
lembe véve a kis elmozduldsok elméletét. Ezen megoldasok eredményeit ana-
lizaljuk. A targyalt médszer lehet6vé teszi nemesak a csomépontok linedris
elmozdulasanak figyelgmbevételét, hanem a csomépontok kis kérnyezetének
elfordulisat is.

A végeselem médszer alkalmazisa a fent targyalt varidciéban lehetvé
teszi kiilsnb5z8 bels§ és kiils§ konfiguraciéjd feliilettel jellemzett forgashéjak
vizsgilatat, és ami lehet§séget ad hasonlé problémak kiilénboz8 szamitasi
modellekkel nyert megoldasainak 8sszehasonlitasara.

A tovabbiakban kidolgoztuk és analiziltuk az ismeretlen meghataro-
zaséra szolgals egyenletrendszer 8sszeallitasanak algoritmusat.

A dolgozat utolsé fejezetében megvizsgiltuk az ajénlott szamitasi
médszer kiterjeszthet§ségét képlékeny zéna kialakuldsanak esetére is. Meg-
mutattuk ennek lehet§ségét az adott szamitasi eljiras mellett.
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A dolgozatban felvetett problémik kidolgozasa olyan szintd, hogy
a kapott eredmény felhasznalhat6 szamitégépes program elkészitéséhez, a fent
emlitett tipusi szerkezetek méretezésére.
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1. tablazat
A o, fessiiltségfiiggvény egyiitthatéi
Az Egyiitthaték
[
esima ay a &y & ke ks Ky |
1 1 0 0 0 1 0 0
2 A 0 —2B 0 1 0 0
3 1 0 0 0 0 —:—- 0
2
4 A 0 —2B 0 0 T 0
5 0 0 0 0 0 0 0
6 - 2;"0 2w, _2—s F 0 1 0 0
s H [
4—u 4 —pu 4 —pu 32 1(2]"'
1 R e BalY o 0 221 -2z
w € D = F 0 2% 2\b
8 0 0 0 0 0 0 0
2
o | 1Tty 0 1+ep, _1+a + R 0 0
b @ ©
2
Lty 0 1te,, _lte, TR 0 0
Lo u “ “
224p ey | 2 ey 22+4p KM 0 2 0 0
3 u 3 u 3 u b
11 0 0 0 0 0 0 0
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2, tablazat

A oy fesziiltségfiiggvény egyiitthatsi

217

Az Egyiitthaték
egység-
&llapot -
sedma b, b, b, by [ LY i,
1 1 0 0 0 1 0 0
2 A 0 2B 0 1 0 0
3 1 0 0 0 0 i 0
b
2
4 A 0 2B 0 0 > 0
5 0 0 0 0 0 0 0
6 Iy 1+ep 2-kp 0 1o 0
7 © “
4—p . |4410u— 542 4—p 32 1(2)a
— el o il R b
! 1=sC erwi=-mn?| 1=u 0 0135|720
8 0 0 0 0 0 0 0
g |1z _ltmg 0 _1+u, 1+tul2p 1 0 0
® “ © I
— +
oy e,y 0 _1tuy 1tu, ~R| 0 0
1o s “ “ @ b
I24pgy |21t | _22Fapy| o | 20| o
3 u 3 u 3 u b
11 0 0 0 0 0 0 0
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3. tiablazat
A o, fessiiltségfiggvény egyiitthatoi

Az Egyutthaték
egység-
&llapot
széma o € cy les my m ™
1 0 0 0 0 0 0 0
2 0 0 0 0 0 0 0
3 0 0 0 0 0 0 0
4 0 0 0 0 0 0 0
5 1 0 0 0 1 0 0
6 —2C 3D 0 0 1 0 0
32 12\
7 —2C 3D 0 0 0 °s -3 (E)
8 0 0 0 0 0 0 0
9 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
10 e
0 0 0 0 0 0 0
11 1 0 0 0 0 —% 0
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4. tablazat

A 1., fesziiltségfiiggvény egyiitthatéi

219

Az Egyiitthat6k
egység-
éllapot
szdma d, d, d, d, ny n ny
1 0 0 0 0 0 0 0
2 0 0 0 0 0 0 0
3 0 0 0 0 0 0 0
4 0 0 0 0 0 0 0
5 0 0 0 0 0 0 0
6 0 0 0 0 0 0 0
32 3 (2)?
0 — - 22 el ot
7 c D F 32 0 :3)
8 0 0 0 R, 1 0 0
2
9 0 0 0 R, 0 - 0
2
1 0 0 R,J 0 - 0
10
2
1 0 0 K 0 —_ 0
b
Nz 2
11 — — =
N 0 0 3 3 0 0
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Az u elmozduldsfiigguény egyiitthat6i

5. tablazat

Az

Egyiitthaték
egység~
4llapot
szdm a a, a, a, a, by &y ky
1 1—u 0 0 0 1 0 0
E
1—p 21+4) B
2 —5-4 0 e 0 1 0 0
1 —u 2
0 -_—
1—u 21+pB 2
_k
5 B 0 0 0 1 0 0
— — nu? —_ —
6 _ 2o | _ Qs —2) ) A2 - o 0 1 0 0
nE uE HE
; _4—Su, 4—8ut 6u*+ 44 _ A+ —mp 0 0 3.2 _l(_z_)a
E A—u2+pE A—pE 3 b 2%
8 0 0 0 0 0 0 0
1—p 1—u 0 144 1—p 2
® |7 taE H ~E 4 WE 35 0 0
1—pu 1 —u 144 1—u 2
_l—w H 0 _TH “
P B A o =3 0 0
10
2244 21-pt 2 (14 p)2+ p) 2
I E (14 p) KL 34 §———~#E——MK 0 + 0 0
_r 0 2
11 5 0 0 0 0
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6. tablazat
A w elmozduldsfiiggvény egyiitthatsi

VSYLIRYZS AVIJHSYDHOd

Az Az els§ tag egyiitthatéi A misodik tag egyiitthatéi
h-
. : b, b, b, b, I L ' b, b,
2u
") o=
1 1 0 0 0 ; > 0 0
o 2u B
2 1 0 0 0 0| ~F% 0 0
1—p 2 2u 2
1—p 2(1+p) B | 2 2p 12
4 0 0 |~3g E N5 " EA 0 3%
- . o
5 1 0 0 0 0 5 0 0 0
o 2(1
6 1 0 0 0 0 |— 2048 ; 4 ¢ 0 0 0
) 2-10u—2u® | 6—154—15u2+64° 32
0 0 0 ) 0 34
7 0 i (1—p)E @+pXl-pE 4b
. X |
8 0 0 0 E 1 0 0 0 0
1-p, 2l+u) 2L+w) 0| 2
9 —E—+ B HJ 0 0 o B Rz 0 0
1y, 204w AL+ 2
_E_J+ i H 0 0 o J 0 | b R, | 0 | 0
10 S 12= | ‘
%2;# LK 2(12—#) 0 0 -+ 0 ! 0 ; 0
S IV ¥ t
2+w) | u 1 u 2 Y 12
1 0 -~ N F =NV |5 °© E 0 25
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7. téblazat
A @ elmozduldsfiiggvény egyiitthatsi
Az Egytitthaték
ség-
apor
széma ey €y [ m, m,
1 0 0 0 0 0
2 0 0 0 0 0
3 0 0 0 0 0
154 2(1 + w) 2
4 5 A 0 E A B 0
5 0 0 0 0 0
6 0 0 0 0 0
g |_A5ee| A-Swtopitapd _Q4md—n) 3 2 _3 ( 2 )’
E @+uXl—u) E Eu 2 b 216
8 0 0 0 0 0
9 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
10
0 0 0 0 0
2
11 - £ =
B 0 0 b 0
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8. tablazat
A v elmozduldsfiiggvény egyiitthatéi

Egyiitthaték
d 4 4 ne | m ny -
0 . 0 0 0 0 0 0
0 — 0 0 (I ﬁo 0
0 0 0 0| o 0 0
0 — 1—_1_3_;‘ A _—2(;::@ A4 % 0 0 0
0 0 0 0| o 0 0
0 0 0 o | o 0 0
6—154—15p+6u® 0 o o | o |32, |12 (g)a
Cru—mE 4D s lb
0 0 - % 1 0 0 0
0 0 - % 0 % 0 0
0 0 - %’J 0 % 0 0
— % 0 0 —i- 0 0 0
L;“) N - 2Ei‘ 1;" Nz % 0 0 0
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1. Piggelék
A Cf;‘) és Cs,") matrixok

T
0 1 0 0
2M

v o Nr,~k ’ Y
2

0 —B- Zik 0 0

'2 2M

0 Y Zik (A - erk) 0 0
0 0 1
0 0 —3C + 3Dry

] 2
P = 0 0 = 0 + ic(—2C+3Dry)
0 0 .Y 0
Tik

R, 2 R,

. 0 - st 0

Tik b ¥y

2 Rz . R,)
T Zik Tie 0 —l—)' Zik (K Tik 0
2 R, N N
S bt S, 13 i) g
0 0 0 0

2. Fiiggelék

A 2. Fiiggelékben a madtrixokat 4ll6 nagybetiikkel jeloltiik, mig az Ap hipermatrix blokk-
jait kis a-val

Az Ap1 mitrix elemei

G11] 12| %13 "ui

Q22| Gs3 Ay

Az Ap métrix struktirija
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0

Py B 50

+ B o
EYZ = E} = Ef; = Efy = E'

Ef = Ef = Ejy = ES = E?
Efi=Ef = Ef; = Efy = E?

C
al‘/ o E?." #

EN* = E3* = Ef* = E* = E*
Efe — E3 — B3 = Ei = E°
Ef* = E* = E3* = E}* = E°
E|o —E|lo 0o
E=10lo PeilliE ] e E*= ||—E|o
00 00| 0o
oo ol o o] o
E=1{o0]0 ol 0. E— o] o
0|E 0 |—FE° 0 |—E,|
ahol E, E°, E, és 0 matrixokat ldsd a 209. oldalon
(O R W e R o R 0 0
fse = —R
o 05500, 0% 02 0 % 058 R’B L g
I B, 088" 9 0 0 0% ¢ ¥i6
i O T e W T H
R R R el R T
P R 0 T 0 0T e “
B0 b E a0 e
NS 0 0.8 000l RERDE e “
Bo5 = Gg5
ViR Y 8 Y1 %% b
R v M W SR R CvE oY S PR B Ty l
@g; = G55
NS WG e 0
PN S Ty 0 0 0 D GeaT b
R, 3
agy = Eyj - Gy
I o 0t o
Eg = Egy = —Eyy = —Eg; = g (lj 3 g
l e .0 ‘N

Ga=l0" 90 676 4 0 3. 0 8.0 ol
Az Ap matrix elemei

pu=110...0pu|,
n

Ppl = VT? i %(G’r“ — oy

A ,képlékeny” terhelés.
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