OLDALNYOMASMENTES, LAPOS, EGYENLETESEN
MEGOSZLO EROKKEL TERHELT, NYEREG ALAKU

HIPERBOLIKUS PARABOLOIDHEJAK
STABILITASA
JANKO LASZLO*
[Beérkezett: 1978. december 28-4n]

Ez a dolgozat egy hirom részbdl 4ll6 sorozat mdsodik része. Az elsd részben

olyan elméleti kérdésekkel foglalkoztunk (a membrinmegoldds létezése és egyértel-
miisége, kinematikai hatérozatlansdg), amelyeknek megvilaszoldsa kell§ alapot nydjt
a mostani stabilitdsi elemzések elvégzéséhez. Cikkiinkben a nyereg alaki, oldalnyomas-
mentes, lapos HP-héjak deformdlatlan alaphelyzetbdl torténd eldgazdsi jelenségét
targyaljuk. Ennek soran foglalkozunk azzal is, hogy a nytdldsmentes alakvdltozds kiala-
kuldsi lehetGsége milyen hatdssal van a stabilitdsvesztési folyamatra.
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Comn= cos o2 x - cosr—'zy;
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fajlagos nyildsi merevség;

os';ibl ¥

rugalmassédgi modulus;

a kozépfeliileti erék feszultsegfuggvenye
(F—Nva,—_Nx, = 3

az alaphelyzet feszultsegfuggvenye, _
az F fiiggvény els varidcidéja (F = F, |- F);

fajlagos hajlitdsi merevség;

a héj hajlitbnyomatékai, csavarényomatéka;
a kozépfelileti er6k fajlagos értékei;
a hajlitasi elmélettel nyert kozépfeliileti erk fajlagos
értékei;
a membranerdk fajlagos értékei;
S = sin™ % sin" Ty
mn = sin 5 - % * singry;
a hajlitasi erdk potencislja;
a kozépfeliileti erdk potenciilja;
a kiils§ er6k potencidlja;
az x, ill. y irdnyd peremvetiiletek hossza;
az x, ill. y irdnyd ivek nyilmagassigai;
a héj vastagsiga;
x, ill. y irdnyd félhullaimok szdma (n indexszel nydldsmentes
alakvaltozas);
a z tengely irdnyiba mutaté, egyenletesen megoszlé, szim-
metrikus, az alaprajzi vetiilet egységére vonatkozé feliileti
teher intenzitdsa;
a linedris kritikus teher;
az Atpattandsi kritikus teher;
a deformalt alaphelyzetb§l eligazé kihajlas linearis kri-
tikus terhe;
az x, ill. y irdnyd feliileti érint8k irdnyaba esd eltoléddsok;
a héj kozépfeliiletének ordinatai;
a felillet pontjainak normélis irdnyd eltoléddsa (w =

= w, -+ w);
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228 JANKO LASZLO

w, a kozépfeliileti pontoknak az alaphelyzetben bekovetkezd
normdlis irdnyd eltoléddsa;
w az eldgazési jelenségeknél kialakulé normailis irdnyid elto-

l6dasvaridcidé (dw,);

wy a kezdeti hullaimossdg amplitidéja;
o= f,,/f,, nyilmagassdgarany;
B = alk héjparaméter;
y=alb oldalardny;
[} a varidciéképzés szimbéluma (réviditve: dw, = w);
n a z tengelyre illeszked8 sikban lev8, a masodik feliileti
alkotésereg irdnyaba mutaté koordinita;
le
= sajatérték;
o a hardntkontrakeiés tényezd (0, 2);
& a z tengelyre illeszkedd sikban levd, az elsd egyenes feliileti
alkotésereg irdnydba mutaté koordindta;
I a kiilsé és bels§ potencialis energidk dsszege:
0 = fylb héjparaméter;
w az irdnysikok kozotti szog fele;
AA() =W 4+ 2()* + () a biharmonikus differenciil-operitor;

Lyfuf)y=f'-f2* —2f]f; 1" fi' a Pucher-féle differencidl-operitor.

1. Bevezetés

Tetszetds alakjuk és az egyenes alkotéik nyijtotta kedvezd kivitelezési
lehetdségeik miatt egyre siiriibben épitenek hiperbolikus paraboloid (a tovab-
biakban HP) alakd héjszerkezeteket. Ezeket leggyakrabban a feliileti alkotéik
vagy a fégorbiileti iveik mentén tamasztjak meg peremtartékkal.

Az egyenes alkoték mentén oldalnyomasmentesen aldtdmasztott torz-
négyszoghéj statikai kérdéseit mind az elsérendid, mind a masodrenddi elmé-
lettel részletesen targyaltak [5], [7], [15], [19], [21].

A nyereg alakid, két-két fGgorbiileti ive mentén oldalnyomast és csava-
rast felvenni nem tudé (vin. oldalnyomasmentes) peremivekkel ellatott HP
héjak esetében (la. dbra) azonban nem ez a helyzet.

MinaiLescu [16] a nyereg alakid HP-héjak eldgazisi jelenségét (w, = 0)
— egytagi, szimmetrikus horpadasi alakokat feltételezve — a siklemezek
horpadasi egyenlete alapjan vizsgilta. A héj kozépsé tartominyaban fellépd
allandé nagysagi alkotéiranyd membran nyoméerbket egy helyettesits sik-
lemez peremein miikédtetve hatirozta meg a kritikus alkotéirdnyi nyoméerd
értékét. A figyelembe vett egytagi horpadasi alakok nem a HP-héj mértékadé
horpadasi alakjai. Ezen megoldas alkalmazisa jelent8s tilméretezéshez vezet.

APELAND [1] — egytagi horpadési alakokkal — oldalnyomdsos para-
boloid héjak elagazisi jelenségét targyalta. A levezetett Gsszefiiggései (gyakor-
latban nem megvalésithatd) nyiréerdmentes, az egyik iranyban (x: feliilrél
dombori ivek) allandé nyomé-, a masik irdnyban (y: feliilrél homord ivek)
allandé hizéerdkkel dolgozé héjakra érvényesek. Peremfeltételei és a felvett

(6nkényes) membran erdjaték teljesen eltér az Altalunk vizsgalni kivant
esettdl.
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PARABOLOIDHEJAK 229

1. abra. A nyereg alaki HP-héj geometriai adatai, bels§ ersk és eltolédasok

Gioncu [9] az Apeland-féle membran erdjatékot vette alapul. Fel-
tételezte, hogy a HP-héj az x iranyban sok hullimban horpad. Ilyen feltétele-
zésekkel arra az eredményre jutott, hogy a nyereg alakd HP-héj linearis
kritikus terhe azonos a vele megegyez6 gorbiileti viszonyd torznégyszoghéj
kritikus terhével. Mind a membrin megoldasra, mind a horpadasi alakra
(egytagi) vonatkozé feltevései onkényesek, igy megoldasat kritikaval kell
fogadnunk.

TsuBoi [23] oldalnyoméasmentes, lapos paraboloidhéjak horpadasat
(elagazasat) targyalta. Egytagi horpadasi alakokkal végzett szdmitasai négy-
zet alaprajzi héjakra érvényesek. Nem tér ki a nyiilasmentes alakvaltozasi
lehet§ség hatasanak elemzésére.

DurAcskA [6] az anizotrép lapos héjak rezgési és stabilitasi jelenségeinek
altaldnos elméletét adja meg. Ennek keretében a két iranyban kiilonbozd
gorbiiletdi kupolahéjak elagazasi folyamatat is targyalta [6], [12]. Ezen ered-
ményei az N, = konst., N,, = konst., N,,, = 0 0Osszefiiggésekkel jelle-
mezheté membrén eréjatéki, tobb hullimban horpadé héjakra vonatkoznak.
Igen jelent8s az a megallapitas is, hogy a HP-héj kritikus terhének alsé kor-
latja a héjjal egyezd alapteriiletii, vele azonos alakban horpadé siklemez hor-
paszté fesziiltségének megfelels teher.

Miiszaki Tudomdny 57, 1979



230 JANKO LASZLO

Az a tény, hogy az oldalnyomasmentes, nyereg alaki hiperbolikus para-
boloidhéjak stabilitdsaval kapcsolatban csak néhany publikaciéban taldlunk
bizonyos eredményeket, véleményiink szerint elsGsorban az aldbbiakkal
magyarazhaté:

— a membrdn dllapot létezése és egyértelmiisége problémajabél, valamint

— a feliilet kinematikai hatdrozatlansdgdbél ad6dé nehézségek.

Ezeket a témakoroket [10]-ben részletesen elemeztiik, tovabba a héj
geometriai ardnyainak fiiggvényében megallapitottuk, melyek azok a para-
méter tartoményok, amelyekben a hajlitisi elmélettel kaphaté kozépfeliileti
erSk hatasa mellett elhanyagolhatéan kicsi a hajlitasi erdk hatésa.
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2. gbra. Stabilitési jelenségek teherbirasi jelleggorbéinek néhany alapesete
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PARABOLOIDHEJAK 231

Ezen geometriai arinyok mellett jogos a linearis kritikus teherre valé
vizsgalat. Cikkiinkben a nyereg alaki, oldalnyomasmentes hiperbolikus para-
boloidhéjak deformalatlan alaphelyzetbdl (w, = 0) torténd eldgazdsi jelenségét
targyaljuk (2. dbra). A tirgyalas soran foglalkozunk azzal is, hogy a nyiilds-
mentes alakvdltozds kialakuldsi lehetdsége [8], [10], [12], [13] milyen hatassal
van a stabilitdsvesztési folyamatra.

Elméleti eredményeinket a gyakorlati tervezés igényeinek megfelelden
diagramokkal szemléltetjiik.

2. Az alaphelyzet jellemzése, alapfeltevések

A lapos héjak elsérendil hajlitasi elmélete alapjan [10]-ben elSillitottuk
a p = const. terhi héjszerkezet bels§ erSinek meghatdrozasira szolgilé
kifejezéseket:

16 M N ] mn nw
x, y) = — ——8in — x sin—¥y , 2.1
p(x. y) ﬁpggmn » TR (2.1)

m=123,5,...M,
n=13,5...,N

« = folfs, B = afh, (2.2a—d)
y = a/b, ¢ = fy/b,

768(1 —
Ay = T2C 1 (g (it — o), (2.3)
B, = (m? + 2?2, (2.4)
An
_ n 2.5
m Apn(m? — an?) + B, (2-5)
Spn = sin 27 » sin —y,
2a
Cpp — cos 2% x - cos 22 . 2.6a—b
mn o T4 ( )
8 MN 5
ny = -;%an NmnSmm
8§ MN
"?‘)’ = E%‘ - Nmn Cmm (2.73—0)
8 MNm,m
ng = — —N,.S,..
'y nzyz g; n mn mn
m=123,5, .M
n=13,5, , N
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Nyyp = ngy —— (2.9a—c¢)
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b

M, = (mg + Aum;) pa’,

M, = mg, pat, (2.10a—d)
M, = (m$ + ums) pa?,
w — -Bi w°.

A felsorolt 6sszefiiggések megfelelnek [2] megoldasanak.

A stabilitasi elemzéseket a lineéris elmélettel fogjuk elvégezni. Az elaga-
zas bekovetkezte elGtti alaphelyzetet membrdn dllapotnak tekintjiik.

Ez azzal indokolhaté, hogy [10] szerint kb. az f,/f, =(1,5 = 2) = 4
geometriai arinyok esetén a nyereg alaki, oldalnyoméasmentes, egyenletesen
megoszlé erfkkel terhelt hiperbolikus paraboloidhéjak hajlitdsi elmélettel
szdmithaté kozépfeliileti eréinek hatisa mellett a hajlitdsi hatdsok elenyészoek.
Ebben a paraméter tartomanyban tehat a vizsgilt nyereg alakii HP-héjak
membran héjaknak tekintheték. Ebbdl kovetkezGen membrin erdknek a
(2.9a—c) folytonos fiiggvényekkel leirhaté normal- és csisztatéersket vehetjiik.

A diszkontinuitisos membrin megoldas hasznalata egyrészt kényel-
metlen lenne, masrészt ilyen megoldas is csak meghatarozott f,/f, aranyok
mellett lehetséges.
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PARABOLOIDHEJAK 233

Az elagazis bekovetkezte elftti membran jellegii alaphelyzet lehajlasi
alakvaltozasai — amint a szakirodalomban [3], [12], [17], [22], [25] 4ltala-
nosan elfogadott — elhanyagolhaték, tehat

w, = 0. (2.11)

Az \n. deformdlatlan alaphelyzetet a (2.11) egyenlettel definidljuk.

Tekintettel arra, hogy nem adhaté meg pontosan az az f,[f, érték,
amelynél kisebb f,/f, ardnyok esetén mar nem tekinthet a héj membrinnak,
a linearis kritikus terheket a [10]-ben vizsgalt teljes paraméter tartominyban
(folfy = 1 + 4) meghatarozzuk. Természetesen mar elére tudjuk, hogy kb.
az f,/f,=1-+ (1,5 = 2) nyilmagassdgaranyokhoz szamithaté linearis kri-
tikus teher értékeknek csak elméleti jelentsége van. Ebben a tartomanyban
a héjakat csak nemlinedris elmélettel — a hajlitényomatékok figyelembe-
vételével — lehet kezelni. Egy késdbbi tanulmanyunkban a nemlinearis elem-
zést is elfogjuk végezni [11]. A jelen tanulminyban meghatarozott linearis kri-
tikus terhek és a nem linearis elmélettel kaphaté teher-lehajlas diagramok
segitségével megallapithaté a széban forgé HP-héjak teljes stabilitasi visel-
kedése.

Az elemzések sorin a héjakat geometriailag tokéletesnek, laposnak és
linedrisan rugalmas anyaginak tételezziik fel.

Az egész feliiletre kiterjedd horpadasi alakokat vizsgiljuk.

A kiils6 terhektdl fiiggetlen nyirasi sajatfesziiltségeket zérusnak tekintjiik.

3. Az alapegyenletek

Ha a héjszerkezet horpadédsa deformalatlan alaphelyzetbdl (w, = 0)
megy végbe, akkor az alaphelyzetbeli (0 indexszel ellatott) kézépfeliileti erdk

.....

2a 20 .
62Umo: LJQ J (F||2 _ 2#Fll F + F2 + 2(1 4+ “) F2 —+
EhJo Jo
+ (Fiw? — 2F,ww' + Fyw?) Eh] dxdy, 3.1)
2a 2
SUy == K f f ’ [ + 2uw w" + w2 + 21 — p) w2 dedy  (3.2)
0 Jo

alakban irhaté fel.

Feliilvonassal az alaphelyzetbél a szomszédhelyzetbe valé atmenet soran
kialakulé w = 6w, lehajlas variaciékat és az F(w) = 6 F,, fesziiltségfiiggvény
variaciékat jeloltiik.

A p kiils§ terhelés V', potenciélis energidjanak masodik variiciéja jelen
esetben zérus:

8V, = 0. (3.3)
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234 JANKO LASZLO

Jeldlje u,, ill. z, a bels§, ill. a teljes potencialis energia masodik variacié-
janak fajlagos értékét.

A teljes II, alaphelyzetbeli potencialis energia masodik varidci6jat vég-
eredményben a

2a r~2b
62U0 =J J Uy dxdy = 62Um0 + 62Ub09 (3'4")
0 Jo

2a 2b
&I, — J J 7y dzdy — 82U, + 8V, 3.5)
1] 0

Osszefiiggések adjak meg. A (3.5) energia kifejezés a horpadist kovets és az
azt megel6z§ allapot potencialis energidja AIT kiilonbségének a kétszerese.

Az indifferens egyensulyi helyzet kritériuma az, hogy — a rendszer
erinek valtozatlanul hagyasa mellett — létezzék a teljes II, potencialis
energidnak legalabb egy olyan killsnleges misodik variiciéja, amelynek
minden els§ variiciéja zérus. Igy a plci," teher meghatarozasahoz a

8T = 0 (3.6)

varidciés feladatot kell megoldani.
A széban forgs 6°I1, funkcionilt staciondrius értékké tevs w extrémalis

fiiggvényt az aldbbi Euler— Lagrange-féle differencialegyenlet megoldasa szol-
galtatja:

Oy [dmg)'  [dmy dmy | on, 07, "o 3.7
9w aw'} ]+[aw“) N aw") ( ) =0 6

az F fesziiltségfiiggvény dlfferenclalhanyadosalt az @i, v, w eltolédas variacick

fiiggvényében irjuk fel, majd a (3.7) egyenlet iltal kijel6lt miiveleteket elvé-
gezziik, akkor a

KAdw — L(F,z) — L,(Fo, w) =0 (3.8)

egyenlethez jutunk. Mint ismeretes, a (3.8) osszefiiggés a lapos héjak defor-
malatlan alaphelyzetb6l végbemend elagazisi jelenségének egyensiilyi egyen-

lete [6], [7].
frjuk 4t .a (3.1) kifejezést a kovetkez§ alakra:

8 Unmo = [:afb 2(F"(F — wz) — F'@ 4 9') + F @' — ws")) —

— El_h(FIIZ . 2“ F“F“ + F--Z + 2(1 + ‘u) F,-z)_Jl_

1+ Fow?— 2F; ww' + Fi'%'] dxdy. (3.9)
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Ha most a kiegészité potenciilis energia stacionarius értékiségének
tétele alapjan a 6°U, funkcional variicioképzését F szerint hajtjuk végre,

akkor a
dug \"' | (du, dug Y
ore) + Gre) + [5F) = (310

Euler—Lagrange-féle variaciés egyenlet segitségével kaphatjuk meg a lapos
héjak elagazasi feladatdnak kompatibilitasi egyenletét [6], [7]:

AAF + D(1 — p?) L,(w, z) = 0. (3.11)

A késébbiekben a (3.8) és (3.11) egyenleteket Galerkin-mddszerrel meg
fogjuk oldani. A pontos megoldids megadasa el§tt célszeriinek tartjuk olyan
kozelitd megoldas el§allitiasat, mely a targyalt elagazasi jelenség leglényege-
sebb vonasait egyszerii eszkozokkel le tudja irni.

4. Kozelitd megoldis

DuriAcskA egytagi horpadasi alakokat alapul vevd altalinos egyen-
letei [6] alapjan ki lehet mutatni, hogy az egyenletesen megoszlé p terhét az

_ pa
2fa

x0

Nys = Ny = 0 erérendszerrel {vszeriien hordé nyereg alaki HP-héj (l. a 3a.
abran legfeliil) linearis kritikus terhe a

2 3 72 . 12\2
Pl = G R T T LT
24(1 — &) 75 IR R

képletbdl szamithaté. Az elsé tag a hajlitasi, a masodik tag a kézépfeliilet-
nyilasi hatast fejezi ki. Nydladsmentes alakvaltozas esetében a (4.1) kifejezés
a peremein a HP-héj peremerSivel terhelt, a héjjal azonos alakban horpadé
siklemez kritikus terhét adja meg [6], [12].

A kévetkezdkben bebizonyitjuk, hogy a (4.1) osszefiiggésbdl kaphaté
linearis kritikus teher az oldalnyomasmentes HP-héj linearis kritikus terhének
Jelst korldtja:

PE* < péine (4-2)

A tovabbiakban az emlitett ivszeriien dolgozé héjat homogén fesziiltségi
dllapotii héjnak nevezziik (h index).
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236 JANKO LASZLO

4.1. Nyiildsmentes horpadds

A jelen fejezetben targyalt esetekben kell, hogy teljesedjék a nyilas-
mentes alakvaltozas [10]-ben levezetett kinematikai kritériuma:
-3
Jo _ I (4.3)
fo Jn
Amennyiben a HP-héj N,, = const, N,,,=0, N, = const. belss
ergkkel viselné a terheit, akkor — ha nyulik a kézépfeliilet horpadésa soranm,
ha nem — a (3.8) és (3.11) ekkor dllandé egyiitthatés differencidlegyenletek
sajatfiggvénye
, im . Jm
w;; S;; = w;ysin—x - sin*—y
T T 2 2’
alaki lenne. Nydlasmentes elagazasi jelenségnél az i,, j, horpadasi félhullam-
szamok kozott a (4.3) osszefiiggés altal megszabott kapcsolat van:

10 = 0;,,Sinjns (4.4a—Db)
R . Jn®
Si .= sin—2—x - sin .
. 2a T

Az Aimond-féle geometriai elmélet szerinti membranerdk allandék
ugyan, de a csdsztatéerdk nem zérus nagysigiak az egész tartomanyban.
Ilyen erdjaték esetében tehat a

Winjn * Si,.j,.
alaky egytagu fiiggvény nem lehet pontos sajatfiiggvény.

Ha a kozépfelileti erket a (2.9a—c) folytonos fiiggvényekkel hata-
rozzuk meg, akkor a vdltozé egyiitthatéji (3.8) és (3.11) differencialegyenle-
teknek a (4.4a—Db) kifejezés nem lehet egzakt megoldésa.

A most kiovetkezd vizsgalatokkal igazoljuk a (4.2) egyenldtlenség telje-
siilését. Ehhez eldszor egytagi horpadasi alakokat vesziink alapul, mert ha
ezekre teljesiil az egyenl§tlenség, akkor annak a szinusz alakid fiiggvények
kombinaciéjabél 4ll6 pontos horpadasi alakra még inkabb teljesiilnie kell.
Ennek az az oka, hogy a feladat egyensilyat leiré parcidlis differencial-
operator pozitiv definit. Ekkor a Galerkin-médszer feliilr6l kozelit, tehat
tobb tag esetén kisebb sajatérték adédik.

Ha a homogén fesziiltségi dllapotii héj a (4.4a—Db) alakban nyilasmentesen
kihorpad, akkor az

X = KA — L(F,, @), (4.5)
2a 2b

J X - Siududy = 0 (4.6)
0 0
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egyenletekkel jellemezhet6 Galerkin-médszerrel a kovetkezdket kapjuk:

2 b .
'1; Ka— (ln Vz]n) TR —Pf:‘r"h ;._a in = 0, (4.7
En? xp 1
linl o iy 2 4.8
P = g B AR (48)

Ez az eredmény természetesen megfelel (4.1)-nek. Az L (F,, w) figg-
vénynek az ortogondlis S, ; fiiggvényekkel szdmitott szorzatintegrilja az
oldalnyomdsmentes normalis tipusi héjra (f,/f, — 4) vonatkozéan — az Aimond-
féle geometriai elmélet szerinti tartomanyonként illandé membranerdket fel-
tételezve (3. dbra) — azomos a homogén fesziiltségi allapotra meghatarozott
értékkel:

2a 2b 2
J Ly(Fy %) - Sujpde dy == p i3, (4.9)

o
>
T
1
|-
- 4

b. L—
g ’ T4
~ rd N, 7
. 7 N ¥
N, 4 N, ’
he's // N S
N 2 2
S -4 n B 4 1 N n Z 18 N
'\ / ym' 7 ym a
% 5 a N ’
% / 1 N v t
Kl D, [
/)\\ 1 /)\\ 1‘3
odo SR eyl TN
e, N / n,_=-=N
y y N @ v m-g
7 \ s N
R N i & e
37 ey e’ . 1 b e
A o Gz gN ™\
X
% 2a %
2
N=PS

3. d@bra. A normilhéj (voile normal) membrinergi
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4. dbra. A (4.1) egyenlettel szamitott csipkegorbe osszehasonlitdsa a pontos megoldéssal
(a/h = 100, a/b =1, fy/b = 0,2; egytagi w)

A most kapott eredményt a (4.7)-tel és a (4.8)-cal 6sszehasonlitva, meg-
allapithat6, hogy a nyilasmentesen horpadé, oldalnyomdsmentes normdlis
tipusi (f,/f, = 4) HP=héj linearis kritikus terhe a vele azonos alakban hor-
padé homogén fesziiltségi dallapoti héj linearis kritikus terhével egyenld (egy-
tagi w).

A hdromnegyed normalis tipusi héj (f,/f, = 9/4) szamitasa azt adta, hogy
a (4.9) kifejezés nevezéjében levs szam (8) oldalnyoméasmentes diszkontinuita-
sos fesziiltségi allapot alapulvételével 4.8, homogén fesziiltségi allapottal
meghatarozva 8. '

Hasonlé médon bizonyithaté, hogy minden nyidlasmentes alakban hor-
padé HP-héjra vonatkozéan — melyeknek l1étezik a diszkontinuitisos membréan
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allapota — a (4.9) kifejezést a homogén fesziiltségi allapot teszi minimalissa.
Ebb4l kovetkezik a tirgyalt — egytagi w-t alapul vevd — esetekre a (4.2)
egyenlStlenség teljesiilése.

A fenti eredményekbdl [(4.7)—(4.9)] az is kiovetkezik, hogy ha képes
a normélis tipusi HP-héj nyilasmentesen horpadni, akkor a linearis kritikus
terhének nagyséaga fiiggetlen a héjban a horpadis elétt kialakult belss erék x
és y iranyd eloszlasitél.

Kimutattuk [10], hogy azon f,/f, tartoméanyban, ahol a hajlitasi hatasok
elhanyagolhatéan kicsik, a kettds Fourier-sorokkal meghatéarozott [(2.9a—c)]
bels§ erfiiggvényeket jol kozelitik a geometriai elmélet szolgaltatta belss
erdk.

Ennek megfelelden, ha a membranerSk nem allandéak, a (4.8) kifejezés
akkor is felsd korldtja a nyilasmentesen horpadé héj linedris kritikus terhének.
Ezt a megallapitast timasztja ald a 4. dbra, melyen a (4.1) kifejezés szolgal-
tatta csipkegorbéket tiintettiik fel az 5. fejezetben elGallitott, egytagi w
horpadasi alakokkal szidmolt, pontos megoldas csipkegorbéivel egyiitt. A (4.2)
egyenlftlenség feltétleniil kielégiil, hiszen a sajatérték feladat t6bbtagii (pontos)
horpaddsi alakkal végrehajtott szamitasa olyan csipkegérbét ad (6. dbra), mely
a 4. abran lathaté, szaggatott vonallal rajzolt (egytagd horpadaisi alakokkal
meghatarozott) csipkegorbe alatt fut.

Az abrardl a (4.3) osszefiiggés segitségével allapithatjuk meg a fiiggleges
szaggatott vonalakkal jelzett — nyildsmentes alakvaltozasi lehet§séggel
bir6 — HP-héjakhoz tartozé nyilismentes horpadasi fiiggvények alakjat.

4.2. Nem nyiildsmentes horpadds

Kézenfekvinek latszik az a feltételezés, hogy az oldalnyomismentes
HP-héj nyilasmentes horpadasi alakkal szdmitott linearis kritikus terhe
kisebb, mint a nydldsos alakvaltozissal meghatarozhaté linearis kritikus
teher. Ez azonban csak bizonyos f,/f; aranyok mellett igaz. A (4.3) dsszefiiggés
alapjén kénnyen beldhaté, hogy pl. a f,/f, = 49/25 nyilmagassagariny esetén
x irdnyban 7, y irdnyban 5 félhullimot alkotna az egytagi nyildsmentes
horpadasi alak.

Valészinii, hogy egy mas — a kozépfeliilet nyildsdval jaré — kisebb fél-
hullimszamW horpadasi alakhoz kisebb kritikus teher tartozik. A nyilismentes
alakviltozast GEYLING [8] ,reflexié-elmélete’ alapjan targyalva, a fentieket
még szemléletesebben fogalmazhatjuk meg. Minél t6bb (egyenes alkoték menti)
kéoriiljaras utan tériink vissza valamely perempontba, annal révidebb hullam-
hossziisdgli nyidldsmentes alakvaltozdsra képes a héj. Ezt a rovid hullam-
bhosszii nyildsmentes alakvaltozast pedig a héj K hajlitémerevsége nagy-
mértékben meg tudja gitolni, s ekkor egy nagyobb hullimhosszisagi nyilasos
horpadasi alak veszélyesebb lehet {12].
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Ha horpadas kizben nyiilik a kiozépfeliilet, akkor a
w = w,-jS,-j,
. W ) ﬂ _

S;; = sin ” x + sin o y (4.10a —b)
horpadasi fuggvény S;; tényezSjének az L, (F,, w) fiiggvénnyel vett szorzat-
integraljahoz [(4.6)] hozzdadédik még az L,(F, z) fiiggvény megfelels szorzat-
integralja is. A 4.1. fejezetben leirt médon bebizonyithats, hogy egytagi
nyiildsos horpaddsi alak esetén is teljesiil a (4.2) egyenlotlenség. Az egytagi
nyildsos horpadasi alakokkal végzett szamitasaink eredményei is a 4. abran
lathaték. Az abran a fiigg6leges szaggatott vonalak a nyitlasmentes alak-
valtozasi lehet8séggel biré HP-héjakat jelzik. J6l lathaté, hogy csak bizonyos
folfs aranyok mellett (f,/f, = 1, 9/4, 4) mértékadé a nyildsmentes alakvaltozas.
Egyéb — nytlasmentes alakvaltozasi lehetdséget adé — f,/f, aranyokhoz
(121/100, 25/16, 16/9, 25/9, 49/16, 81/25) a kozépfelilet nyilasival jars, de
nagyobb félhullamhosszisagi horpadasi alakok a veszélyesebbek.

Erdemes megfigyelni, hogy ezek a nagyobb hullimhosszakat adé hor-
padasi alakok éppen az f,/f, = 1,9/4 és 4 arinyokhoz tartozé nyilasmentes
horpadasi alakok (i, =j, = 1; i, =3, j, = 25 i, = 2, j, = 1). A pontos hor-
padasi alak a (4.4a—Db) és a (4.10a—b) tipusi fiiggvények linearis kombina-
ciéja lesz [(5,1)]. A (4.2) egyenlGtlenség a kombindcis esetén méginkdbb kielégiil.

A szeminormdl héj (f,/f, = 1) esetében azért nem teljesiil a (4.2) egyen-
16tlenség, mert ez a héj — és a hozzd hasonlé viselkedésd, kb. f,/fy =1 = 1,5
paraméterii héjak — semmiképpen sem tekinthet§k membranhéjaknak [10].
Ezek a héjak a terheiket tiilnyomérészt hajlitasi erSkkel viselik, igy a hozzajuk
tartozé (fiktiv) linedris kritikus terheket csak a teljesség kedvéért hata-
roztuk meg.

Nagy gyakorlati haszna van annak az eredménynek, hogy a [(4.1) (ill.
4.8)] képlet a normadlis tipusi héjra (f,/f, = 4) vonatkozéan mindossze kb.
49%,-kal adott nagyobb értéket, mint az egy tagra vonatkozé (5.26) pontos
megoldds (a 4. abran feltiintetett paraméterek esetém). 16 tagdi horpadasi
fiiggvénnyel szimolva a hiba kb. 89%,-ra adédott. Elstervezéshez a hdromnegyed
normdlis tipusdi héjak (f,/f, = 9/4) linearis kritikus terhét is j6 kozelitéssel
megkaphatjuk a (4.8) egyenlettel majdnem teljesen megegyezé képletbdl.
Az eltérés mindéssze az, hogy a nevezében lev§ szim 24 helyett 40. Ezt az
eredményt a diszkontinuitisos membran er§jaték alapulvételével kaptuk meg.
A 6. abran lathaté pontos megolddssal Gsszehasonlitva a hiba kisebb. mint

a normilhéjra (f,/f, = 4) vonatkozéan a (4.8) képlettel elGillitott értékek
emlitett hibaja. :
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5. A sajatértékfeladat pontos megoldasa

5.1 A horpaddsi alak felvétele

Ismeretes, hogy a kis alakvaltozasokat végzd rudak és siklemezek elaga-
zasi jelenségének egyik fontos feltételezése a ridtengely és a kozépfeliilet
nyilasmentessége [3], [17], [22].

Héjak linedris kritikus terhének meghatirozasakor azonban altalaban
nem tételezhetjiik fel a kozépfelillet nyilasmentességét [3], [12], [17], [22],
[25]. Csak akkor maradhat a héjak kozépfeliilete nyildsmentes, ha a szerkezet
geomeriai aranyai és megtamasztiasi médja lehetdvé teszik a nyiilasmentes
alakvaltozasi folyamatot [8], [10], [13].

A héj nyilasmentes horpadasi alakja bizonyos esetekben veszélyesebb,
mint a nagyobb hullimhosszisagi, de a kozépfeliilet nyilasaval jaré horpadasi
alak. A 4. fejezetben leirtak szerint a nyidlasmentes alakvaltozasi lehetSséggel
biré HP héjak bizonyos megszamlalhatéan végtelen elemi f,/f, halmazahoz
(folfs = 1,9/4,4,...) az egytagi nyilasmentes horpadasi alak, egy mdsik
megszamlilhatéan végtelen elemil f,/f, halmazhoz (121/100, 25/16, 16/9, 25/9,
49/16, 81/25, . . .) pedig az egytagii nyilasos horpadasi alak ad kisebb linearis
terhet.

Természetesen a valésdgban nem nyildsmentes vagy nyulasi horpadasi
alakok léteznek, hanem kiillonb6z6 horpadasi hullimhesszak, melyek kéziil
a szerkezet a (3.6) feltételnek megfelelden maga valaszat.

A fentiek alapjan a horpadasi sajatfiiggvényt a

_ Is Jo Iv Jo __
=22w,, S,]=22w,] (5.1)
i J [

fiiggvénysor alakjaban vessziik fel. Az i és j horpadasi félhullamszamokrél nem
kotjilk ki, hogy a (4.3) Osszefiiggéssel jellemzett kapcesolatban alljanak egy-
missal, de ennek lehet§ségét nem is zarjuk ki. A késGbbiekben részletezett
algoritmus automatikusan, sajat maga valasztja ki a horpadasi fiiggvény
nyilasos és nyilasmentes komponenseit.

A pontos sajatfiiggvényt helyettesitd w fiiggvény minden egyes tag]a
kielégiti a feladat aldbbi geometriai és statikai peremfeltételeit:

w; =0, w,;=0, (5.2a—d)
x=0 y=0
x=2a y=2b

w)=0 w;=0 (5.3e—h)
x=0 y=0
x=2a y=2b
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Az F sajatfiiggvényt az
1,

Jo I Jo -
1 L

fiiggvénysorral irjuk le. Ezen sor minden tagja teljesiti a feladat perem-
normélerSkre vonatkozé peremfeltételeit:

Fli=0, F;;=o. (5.5a—d)

y=0
y=28

5.2. Megolddis Galerkin-médszerrel

Mindenekeldtt a (3.11) egyenlet alapjan meghatarozzuk az (5.1) hor-
padasi figgvény egy-egy tagja és az (5.4) fesziiltségfiiggvény egy-egy tagja
kozotti kapesolatot:

)
Fii = wijiEhaVQM . (5.6)
a (B

Ha most a (3.8) egyensilyi egyenletbe behelyettesitjiilk az alaphelyzet-
beli kozépfelilleti er6k (2.9a—c) fiiggvényeit, valamint az (5.1), (5.4), (5.6)
kifejezéseket, akkor az egyensilyi egyenlet bal oldala (X) igy irhaté fel:

4a X 2 ,
2 E 481 — @) ﬂ322w”lz+/2,2)2- i+
(5.7)
16 o2 1, J — )
+_u2 wy =B g PV
at f T e E ¢

Iy Je 1y Je Is  Js
X [ni??w,, i2 ‘ SU _— 2n;yyi22w,~j ijC,j + n;yzzzw[jjz S”] B
J 4 J

Az-X hibafiiggvény akkor lenne pontosan zérussal egyenld, ha az (5.1) horpa-
dasi fiiggvény a valésigos horpadasi fiiggvényt teljes pontossaggal hata
rozna meg.

Az (5.1) kifejezés linearisan fiiggetlen komponensekbdl all, tovabba
kielégiilnek a feladat 6sszes geometriai és statikai peremfeltételei, ezért telje-
siilnek a Galerkin-médszer alkalmazhatésaganak feltételei [4], [17], [18], [25].

- Ha az X hibafiiggvényt a w fiiggvény komponenseinek ortogonalis S
tényezdi szerint sorbafejtve képzeljiik el, akkor kitiinik, hogy a Galerkin-
médszer alabbi — a virtuilis elmozdulasok tételébédl (az anyagtorvény fel-
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hasznalasaval) variacias titon szdrmaztathaté — definiilé egyenlete [25]
2a 2b
J XS, dxdy = 0 (5.8)
o Jo

ir=1,2,...,1,
=120,

az X hibafiiggvény zérushoz valé tartasat fejezi ki, ha Iy — oo, J, — oco.
Az X hibafiiggvény tehat ortogonalis a w fiiggvény minden egyes komponen-
sének S;; tényez§jére.

A Galerkxn-modszer pozitiv definit operatorok esetében a pl' sajdt-
értékeket feliilrol kézeliti [4]. Ez kovetkezik abbél is, hogy ez az eljaras nemcsak
az alkalmazott rugalmassagtan kozelitd differencialegyenlet megoldasi méd-
szereinek egyike, hanem az energia-médszer egyik valtozatinak is tekinthetd.

Az (5.8) egyenlet megoldasakor a benne szerepl§ trigonometrikus fiigg-
vényeknek a (2.9a—c) silyfiiggvényekre valé ortogonalitdsat kell felirni.

Az (5.8) egyenlet az aldbbi sajatértékfeladatra vezet:

Aw = lw. (5.9)
A fenti egyenlet részletezése:
=L, . (5.10)
P’

A = D' B,
(NeXNg)  (NoxNg) (NoXNy)

D == <d11, dm, CAEY dkk’ o v ey dN.N|>’

fVG = IO . Jo’ (s.lla_d)
d 7 (124947 | 16 @2 (g — i
T 480w P w B (2R
B={b,}
2a r2b Je Ie  Js .o
J f [ 22»- y = gy 3 2 Cy
oab i
. (5.12a—e)
+ 5y 3 3 SU]S,-']» dx dy,
iy
i'—1,2,.. .1, ] 32,0 Je
b=j 4 Jo(i’ —1), 1 +J(l~]>
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A B matrix nem diagonalmatrix, mert képzése soran a belsé erék fiigg-
vényeib8l szirmazé S, C,,, figgvények — mint silyfiiggvények — is beke-
rillnek az integraljelek mogé (altalanos ortogonalitas).

Vizsgalatainkat konzervativ erStérben, az alap egyensilyi helyzet kis
koérnyezetében végezziik, ezért a rendszer potencialis energidjanak masodik
variaciéja (a 2A4I1 energianévekmény) az altalinos koordinatik (w,w’,w,
w',w’, w) homogén kvadratikus alakja. EbbSl kovetkezden a B maétrix

(mely az alaphelyzetbeli erdknek az Eﬁ'z, Tv'i’i',g w? nyilas és szbgtorzulas

novekményeken végzett munkijabél szarmazik) valés szimmetrikus. Belat-
haté, hogy a D matrix valds, pozitiv definit diagonilis matrix.

Ismeretes, hogy a valés szimmetrikus matrixok — a normalis tipusd
matrixok unitér transzformaciéjanak specialis eseteként — hasonlésagi transz-
forméci6éval diagonizalhatiék és sajatértékeik, valamint sajatvektoraik valésak
[20], [24]. A DB = A matrix nem szimmetrikus, ezért az (5.9) dltaldnositott
sajdtérték feladatot a D = D* - D? felbontas segitségével célszerii visszavezetni
olyan specidlis sajdtérték feladatra, melynek C matrixa valés szimmetrikus.
A B és D matrixokhél szarmaztatott € matrix minden sajatértéke és sajat-
vektora tovabbra is valés marad. A D maitrix emlitett felbontiasa a Cholesky-
féle felbontas specialis esete.

A C matrix képzésének lépései a ksvetkezdk:

Bw = AD? Diw. (5.13)

Az (5.13) egyenletet balrél szorozzuk meg D —*-del:

D-iBw = AD!w. (5.14)
Bevezetve a
w= D~ (5.15)

transzformaciét, az (5.13) egyenlet igy alakul:

DtBD%x = Ax. (5.16)
A fenti egyenlethen szerepld

C=D"tBD? (5.17)
valés szimmetrikus matrix

(C—2AE)x=0 (5.18)

sajatérték feladata mar a kogismert specidlis sajdtértékfeladat. A C métrix
altalanos eleme a B és a D matrixok megfeleld elemeibdl képezhets:
by

- b (5.19)
+Vdy dy

Cut
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Elvégezve az (5.8) egyenlet altal kijelolt integralasi midveleteket, az
alabbi dsszefiiggéseket kapjuk:

2 3 >12 12)2
& n @ (e 21212 ”__Q_ZW__Q, 5.20
T 1228801 — p2) yp° %475 16 B (242" 5:29)

SZ = {i'j [2(m¥2 + n?2) — (m? + 2 — i?D(n2 + j2—jB)],  (5.21)
NE = [m* — (i + '] [m* — (i — i')] [n* — (j + j'P)n® — (j — j')*), (5.22)

M N SZ
bkl 222Nmnﬁs (5.23)

i=1,2...,I, j=1,2,...,Jo m=13,...,.M, n=13,...,N,
i'=1,2,..,1, =12 ...,J,,

k=j +Jo('—1),
l=j+Jo(i—1).

Innen kénnyen felismerheté a D valés matrix pozitiv definit volta és a B valés
matrix szimmetriaja.

Az S, sidlyfiiggvényekkel vett altalanos ortogonalitishél adédéan
csak az

i+ i=0,4+2, +4,..., (5.24a—b)
j:i:leO, :}:2, :t4‘9°'-

feltételeknek eleget tevé helyeken lesz a B matrixban zérustél kiilonb6zd
elem. A D és a B matrixok szerkezete igy abrazolhaté (legyen pl. I, és J,
paros szdm):

Amennyiben kézelits szémitashoz csak egytagi horpadasi alakot vesziink
alapul, akkor a

P _ 4 (5.26)
E b,y

kifejezést hasznalhatjuk.

Erdemes megvizsgalni az (5.25) egyenletben feltiintetett B matrix struk-
turajat. A B matrix hipermatrixnak foghaté fel, melyben a nem zérus blokkok
,,sakktablaszertien” helyezkednek el. Ez az dltaldnos ortogonalitisbél (5.24a—b)
adédik.

Amennyiben I, = J, — azaz x és y irdnyban azonos szdmi horpadasi
hullam alakul ki —, akkor a B matrix fiiggetlen sorainak szdma 4. Ez abbél
lathaté, hogy a ,,sakktiblaszerii” szerkezet miatt egy blokksorhoz két fiiggetlen
sor tartozik és a hipermatrixban két fiiggetlen blokksor ismétl§dik. A fen-
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tiekbdl nem kévetkezik az, hogy a B matrix nem egyszeri struktirajd, hiszen
minden valés szimmetrikus matrixnak van N, szami fiiggetlen (bal és jobb
oldali) sajatvektora. Arrél van csupan szé, hogy az N, szami (fiiggetlen)
w, sajitvektor barmelyike az (5.1) trigonometrikus 8sszeg meghatarozott
4 kiilonb6z8 csoportja egyikének (valtozé szami) tagjaibél all. Példaul N, = 25
esetén a A, Ay, Ay, Ay, A5 sajatértékekhez tartozé sajatvektorok csak az Sy, Sp,,
Sis> Sa1> Sazs Sase Ss1» Ss3» S5 komponensek véltozé ardnyd linedris kombina-
¢i6ibél tevédnek dssze. Ennek a ténynek komoly szdmitdstechnikai elénye van,
ti. a € matrix Det (1) = | AlE — C | teljes karakterisatikus polinomjanak fel-
frasa helyett elég az emlitett 4 csoportnak megfeleld lényegesen alacsonyabb
fokszami 4 polinomot el§allitani. Ez az elény természetesen numerikus méd-
szer alkalmazisa esetén is lényeges.

Az emlitett négy S;; csoport fiiggetlenségének szemléletes fizikai magya-
razata van. A horpaddsi fiiggvényeknek négyféle jellegzetes alakja van :

— a horpadasi alakek x, ill. ¥ iranyd metszetei szimmetrikusak az xz,
ill. az yz sikra,

— a metszetek antimetrikusak az az, ill. az ¥z sikra,

— az x irdnyd metszet szimmetrikus az a2z sikra, az ¥ iranyd metszet
antimetrikus az ¥z sikra,

— az x iranyyd metszet antimetrikus az xz sfkra, az ¥ iranyd metszet
szimmetrikus az ¥z sfkra.

A N, szdmi sajatvektor barmelyike csak a fenti négy eset egyikének
tagjaibél allhat.

Ha I, J, — azaz x és y irdnyban kiilonbdzé a horpadasi fiiggvény
tagjainak szdma —, akkor a B matrix fiiggetlen sorainak szima 2 vagy 4.
Ekkor ui. a szimmetria és az antimetria négyféle kombinaciéjabél kettd
(Jo = 1) vagy négy marad. A kétféle kombinicié csak elvi lehetdség, hiszen
Jo a megfelels pontossag eléréséhez nagyobb kell legyen mint 1.

Végiil ramutatunk arra, hogy a levezetett osszefiiggések némi atalaki-
tassal felhasznalhaték parabola vezérgorbéjii dongahéjak (f, = 0) és elliptikus
paraboloidhéjak (f, — —f,) vizsgélatara is.

5.3. Numerikus vizsgdlatok

A C matrix (ill. 4 fiiggetlen sor megfeleld permutaldsival kapott 4
fiiggetlen blokk) sajatértékeinek és sajatvektorainak meghatarozisihoz a
J. G. Francrs altal javasolt, numerikusan rendkiviil stabil dn. QR algorit-
musnak a Wielandt-iterdciéval 8sszekapesolt viltozatat alkalmaztuk [20], [24].

Az 5.—13. 4brakonlathaté csipkegorbéket a vasbeton héjak legtobbjét
jol jellemz§ geometriai aranyokra hataroztuk meg.

A horpadasi fiiggvény tagjainak szédma Aaltalaban I, -J,= N, =
= 4 X4 = 16 volt.
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5. ébra. A HP-héj linedris kritikus terhe (a/h = 100, f,/b = 0,1)

A szamitasok azt az érdekes és a gyakorlat szempontjabél hasznos ered-
ményt adtak, hogy a horpadasi fiiggvényeknek minden esetben volt domindns
tagja.

Kiilondsen az f,/f, = 9/4 (hdromnegyed normalis tipusi héj) és az
folfy = 4 (normalis tipusd héj) geometriai aranyok esetén dominilt egy-egy
tag, mégpedig éppen a nyildsmentes alakvdltozdst okozé tag.

Azt talaltuk, hogy a hdromnegyed normdlis tipusi héjat a teljes tébbtagi
horpadasi alakkal szdmolva, a linearis kritikus teher altaldban kevesebb,mint

25%-kal adédik kisebbre, mint a nyidldsmentes horpadast okozé — i, =3,
jn =2 szamokkal meghatirozott alakd — dominans tagnak megfeleld
teher.
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6. dbra. A HP-héj linearis kritikus terhe (a/h = 100, f,/b = 0,2)

A normalis tipusi héj horpadasanal az i, = 2, j, = 1 szamokkal jelle-
mezhet§ nyildsmentes tag a dominans. Az egytagu és a teljes horpadasi alakhoz
tartozé linearis kritikus terhek eltérése altalaban kisebb mint 159,. Ezek
az eredmények Osszhangban vannak a 4.1 és 4.2 pontokban tett azon meg-
allapitassal, hogy e két héjtipus egytagi horpadasi alakhoz tartozé linearis
kritikus terhei elStervezéshez kielégits kozelitéssel a diszkontinuitdsos membran
megolddsnak megfeleld (4.8) képletbsl szamithaték [f,/f, = 9/4 esetén a képlet
nevezdjébe 24 helyett 40 frandé (vé. a 4.2. fejezet végén taldlhaté meg-
jegyzéssel)].

Az f,[f, = 9/4 = 4 nyilmagassagaranyok esetén a horpadasi alak domi-

nans tagja vagy az i, =3, j, = 2, vagy az i, = 2, j, = 1 félhullimhosszd
szinusz fiiggvény.
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7. adbra. A HP-héj linedris kritikus terhe (a/h =100, fy/b = 0,3)

Az egytagli — ezen esetekben mir a kozépfeliilet nydlasat is kivalté —
horpadasi alakokhoz tartozé linearis kritikus teher altaldban kevesebb, mint
309,-kal nagyobb, mint a pontos érték.

A vizsgalt f/f, = 1 = 4 tartoméanyban a legnagyobb linedris kritikus
teher értékek kb. az f,[f, = 3 arany kornyezetében taldlhaték. Ezek a terhek
lényegesen meghaladjak a normalis és hiromnegyed normalis tipusd héjakhoz
tartozé értékeket. Megfigyelhetd, hogy kb. az f,/f, = 3 ardnynal a gérbék igen
meredeken futnak, ezért valészinii, hogy ezek a héjak eléggé érzékenyek
a geometriai tokéletlenségekre (az f,[f, ardny kismértékli megvaltozasara).
A gorbék menetébél arra is kovetkeztethetiink, hogy az f[f, arany megvalto-
zasaval a kritikus teher csokkenhet is, ndhet is.

Kb. azf [f, = 1,5 = 2,25 tartoményban az esetek tobbségében (altalaban
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8. dbra. A HP-héj linedris kritikus terhe (a/h = 150, fy/b = 0,1)

ha a/b == 3) az f,/f, = 9/4 paraméterhez tartozé horpadasi alak a mér-
tékadso.

A szeminormdl héj kornyezetében (kb. f,/f, =1 -+ 1,5) a szamitott
linearis kritikus terheket csak a teljesség kedvéért abrazoltuk, hiszen ezen
geometriai ardnyok esetén a héjat csak nem linearis elmélettel szabad vizs-
gilni. Ennek az az oka, hogy pl. a szeminormél héj tilnyomérészt hajlits-
nyomatékokkal viseli a terheit. Kézépfeliileti erfket csak a teherfiiggvénynek
a nytlasmentes lehajlasi alakoktél eltéré alakd (m 5= n) teherkomponensei
véaltanak ki benne [10].

A szamitott linearis kritikus terheket az f,/f, = 1 paraméterhez nem
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9. dbra. A HP-héj linedris kritikus terhe (a/h — 150, fy/b = 0,2)

tiintettiik fel; ezeknek az igen nagy fiktiv értékeknek nincs gyakorlati jeletoségiik.
Megjegyezziik, hogy kb. az f /f, = 1 = 1,5 nyilmagassagaranyoknal a horpa-
dasi alak dominins komponense az i, = j, = 1 félhullimszami nyildsmentes
tag. Az egytagi horpadasi alakokhoz tartozé linearis kritikus terhek hibaja
a pontoshoz képest ekkor éltaliban jéval nagyobb, mint az egyéb héjakra
vonatkozé emlitett eltérés.

Természetesen nem létezik olyan meghatarozott f,/f, hatar, melytél
kezdve jogos a héjat linearis elmélettel kezelni. Ez a hatar az f/f, = 1,5 és
az fo/f, = 2 értékek kozott helyezkedik el [10]. A nyereg alaki oldalnyomas-
mentes HP-héjak stabilitasi viselkedése elméleti tisztazasahoz a nem linearis
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10. ébra. A HP-héj linearis kritikus terhe (a/h = 150, f,,/b = 0,3)

elmélettel meghatarozhaté egyensilyi Gt fébb jellegzetességeinek ismerete is
kivanatos. Ezzel kiilon tanulméanyban foglalkozunk [11].

6. Osszefoglalas

Jelen dolgozatban az egyenletesen megoszlé erdkkel terhelt, lapos,
nyereg alakd hiperbolikus paraboloidhéjak deformalatlan alaphelyzetbgl
torténd elagazasi jelenségével foglalkoztunk.

Alapvetéen tamaszkodtunk egy korabbi munkénkra [10], melyben
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11. @bra. A HP-héj lineéris kritikus terhe (a/h = 200, fy/b = 0.1)

0,1

kimutattuk, hogy mely geometriai ardnyok esetén jogos a héjak stabilitasi
vizsgalatat linearis elmélettel elvégezni. Ez a tartomany kozelitéleg az
Jolfy = (1,5 — 2) = 4 nyflmagassagardnyokkal jellemezhet$. Ezen esetekben
a membrdnhatds mellett a hajlitasi hajas elhanyagolhatéan kicsi.

Az elemzések sordn nagy silyt helyeztiink a nyiildsmentes horpadasi
lehetdség vizsgalatara is.

A probléma sajatérték-egyenletét a Galerkin-médszer alkalmazasaval
allitottuk elé.

A numerikus vizsgalatok eltt a kapott matrixok specialis szerkezete
alapjan megallapitottuk, hogy barmelyik horpadasi alak csak a szimmetria
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256 JANKO LASZLO

a
.4
S o 2
........... i 3
4
M.
:O'."Iu-‘ 5 \
\ /
% /X
A 2\
S
0 AV \\
Vi R |
S % \
1 : i/ \
gt Y, N
- v
= /7
J y
pdls ///
1 2 3 L
£./5 mg—

12. gbra. A HP-héj linedaris kritikus terhe (a/h = 200, f,/b = 0,2)

és az antimetria négyféle kombinéciéja egyikének megfelelé tagokbél allhat.
E tagok kozott vannak nyidlasmentes és nyilasos komponensek is. A szam-
szerli eredmények azt adtdk, hogy minden horpadasi alakban talilhaté domi-
nans tag.

Ez a tag a szeminormalis (f,/f, = 1), a haromnegyed normilis (f,/f, =
= 9/4), valamint a normalis (f,/f, = 4) tipusi héjak esetében éppen e héjak
nyildsmentes lehajlasi alakjaval azonos. Egyéb héjak horpadasi alakjanak
dominéns tagja vagy a szeminormélis, vagy a haromnegyed normailis, vagy
a normalis tipusi héjak horpadasi alakjanak — ezen esetekre mir a kézép-
felillet nyuldsat is kivalté — dominansl tagjaval egyezik meg.
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13. Gbra. A HP-héj linearis kritikus terhe (a/h = 200, f,/b = 0,3)

A kapott csipkegorbék minimum pontja a lényegében nyilismentesen
horpadé héjak f,/f, aranya kozelében van. A linearis kritikus terhek legnagyobb
értékei az f [f, = 3 paraméterhez kozel esé aranyokhoz tartoznak.

Vizsgalataink soran a teljesség kedvéért meghataroztuk a szeminormal
héj nyilmagassidgaranyahoz kozel esd héjak fiktiv linearis kritikus terheit is.
Ezen héjak a terheiket tilnyomérészt hajlitasi erékkel viselik, ezért stabilitasi
vizsgilatukat nemlineédris elmélettel kell elvégezni. Ezzel a kérdéssel kiilon
tanulmanyban foglalkozunk [11].
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L. tablazat
afh = 100 150 200
Jolb= 0,1 0,2 0,3 0,1 0,2 0,3 0,1 0,2 0,3

1,5625 0,500 1,440( 3,483 0,176| 0,688 | 1,817 0,090 0,425| 1,258

2,2500 0,876 *—1:84_0_ 2,911 | 0,2724 0,575 0,881 0,115 0,242 0,372

2,71717 1,300} 3,712 7,500| 0,480| 1,481 3,800 0,232 0,880 __5,250

' 3,0000 1,130 5,008 | 11,97 | 0,594 2,364} 6,279 | 0,313 | 1,480 | 4.136
3,2400 1,000 4,640 13,57 0,460 2,680 | 8,320 _;),2; 1,900} 6,303

4,0000 | 0,865 1,920 2,984} 0,275 0,589 _0,90.07 0,120 | 0,250 _0:15—!36

1,5625 0,620 | 2,032| 3,606} 0,270| 0,712} 1,543 | 0,127 0,386 | 0,920

2,2509 7,45 3,248 5,205> 0,438 1,028 1,600| 0,203 0,44§ 70,685

a 9 fa 2,717 1,330 4,775—2 9,300 0,625| 1,837 3,800 0,297 | 0,930 2,050
b fo 3,0000 1,195 5,600} 11,47 0,547 2,266 ;,2:3? 0,350 H1,299 3,265
3,2400 1,100 | 4,320 11,74 | 0,468} 2,319| 6,850 0,270 | 1,600 | 4,800

4,0000 1,105| 2,448 | 3,791 | 0,350 0,749 - 1,12;) 0,153} 0,321 | 0,490

1,5625 2,400! 3,216| 5,483! 0,510 1,083 2,319{ 0,201| 0,590 | 1,025

2,2500 2,200 6,608 10,3;7 0,760 "2,0504 3,340 0,413 0,924 1,446

3 2,71717 1,920 | 5,584 13,207 :;276;{»2,6;)7 5,000‘ -6,349 1,34(; i2,500
3,0000 1,880 5,168 | 11,70 0,610 2,311 5,6905 0,323 1,473 | 3,061

3,2400 1,860 | 4,624 9,690 0,590| 1,914 4,870_‘ 0,289 1,18; i 3,326

4,0000 2,000 | 4,224 ;_6,44;)7 70,7610 1,272 1:998 0,264 0,550 | 0,850
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Untersuchung der Stabilitit sattelférmiger, falcher, normalkraftfrei gelagerter HP-
Schalen unter gleichmiiflig verteilter Belastung. — Diese Abhandlung bildet den zweiten Teil
einer dreiteiligen Artikel-Serie. In dem ersten Teil waren die theoretischen Fragen der Existenz
und der Eindeutigkeit der Membranlésung, sowie der kinematischen Unbestimmtheit von
genannten HP-Schalen beantwortet worden. Auf Grund dieser Ergebnisse setzte sich der vor-
liegende Artikel zum grundlegenden Ziel, die Verzweigung aus dem unverformten Grund-
zustand der an ihren Ridndern normalkraftfreien, sattelférmigen HP-Schalen zu untersuchen.
Im Laufe der Erorterungen wird auch darauf eingegangen, wie die Entwicklungsmaglichkeit
der dehnungslosen Verformungen den Verlauf des Stabilititsverlustes beeinfluBit.

Stability of Saddle-Shaped Flat Hypar Shells Submitted to Uniformly Distributed Load
without Lateral Thrust. - - This paper is the second part of a series consisting of three parts,
the first of which treated theoretical problems (that is, existence and uniqueness of the mem-
brane solution, kinematic uncertainty) the response to which assures a suitable fundament
for performing the present stability analyses. In this paper, the phenomenon of branching from
the undeformed state of the saddle-shaped flat hypar shells without laternal thrust is dealt
with. In this connection also the question of possibility of the development of an inextensional
deformation is analysed in order to determine what influence it has on the process of losing
stability.
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