VELETLEN IDOKOZONKENT MUKODO
KESZULEK ELETTARTAMANAK
HATARELOSZLASAROL

irta: MOGYORODI JOZSEF és TOMKO JOZSEF

1. Bevezetés

A tomegkiszolgdlds matematikai problémadi vizsgdlatakor fel szoktdk tételezni,
hogy a kiszolgdld késziilék idedlisan miikodik, sohasem romolhat el. A gyakorlatban
azonban szdmolni kell az ellenkez6 lehet&séggel is, és vizsgdlni kell ennek hatdsdt
a tomegkiszolgdlds hatékonysdgdra. Ilyen problémdk sztochasztikus modelljeivel
tobbek kozott B. V. GNYEDENKO [8] és a szerzOk egyike is foglalkozott ([7]).

Hasznos tudni példdul, hogy a kiszolgdlé késziilék hibdtlan miikddési ideje
milyen eloszldsti és hogy a (0, T) id3szakasz hdnyadrészében hibdtlan a késziilék.
A késziilék lizemzavarait Ugy szoktdk figyelembe venni, hogy bevezetik a kiszolgdlé
késziilék iizembiztonsdgi tartalékdnak fogalmdt. Ezen azt az dltaldban véletlen
értékt, a késziillék specifikus sajdtossdganak megfeleld anyagi tényezbt értjiik,
melynek kelld mérték hidnya vezet a késziilék lizemzavardra. Célszer{i bevezetni
a késziilék pillanatnyi {izembiztonsdgi tartalékdnak a fogalmdt is, mely lényegében
t id6paraméterli {e(¢), t=0} sztochasztikus folyamatot jelent.

Ha feltételezziik, hogy a késziilék szabad dllapotdban iizembiztonsdgi tarta-
lékdnak csokkenése nem véletlen intenzitdsi, hanem egyenld szabad idGtartamok
alatt egyenld értékekkel csokken, akkor az idSegység megfeleld megvdlasztdsaval
elérhetd, hogy a cstkkenést jellemzd ardnyossdgi tényezd 1 legyen. Ez esetben w(z)
értelmezhetd Ggy, mint a ¢ pillanatot kéveté azon idétartam, melynek folyamdn
a késziilék {izembiztos dllapotban marad, hacsak nem kényszeril munkavég-
zésre (kiszolgdldsra). Kézenfekvs feltételezni, hogy munkadllapotban a késziilék
iizembiztonsdgi tartalékdnak csékkenése lényegesen nagyobb intenzitdsd, mint
a szabad periodusok folyamdn. Ez azt jelenti, hogy a késziilék élettartamdt igen
jelentdsen befolydsoljdk az iizemeltetések gyakorisdga és azok id6tartamai. Ennek
az élettartam-eloszldsnak a meghatdrozdsa sok esetben igen komoly nehézségekbe
iitkozik s ha meg is adhatd, folotte bonyolult szerkezetii, melyet gyakorlatilag alig
alkalmazhatunk. Lehetséges azonban ezt az eloszldstorvényt egyszerii, pl. normdlis
eloszldssal kozeliteni. Noveli ennek az approximdcidnak az értékét az is, hogy
feltételei a gyakorlati problémdk tobbségében fenn is dllanak.

Tekintsiilk mdr most kozelebbrdl a vizsgdlandé modelliinket. Egy késziiléket
bizonyos (munka, kiszolgdldsi) funkcidk elvégzésére dilitunk be, amelyek dltaldban
véletlen id6tartamiak. Legyen a késziilék a 1=0 pillanatban szabad, majd jeldljék
€153, .05 &, ... & szabad dllapotban valé tartézkoddsi idSket, &,,¢&,, ..., &, ...
pedig az egymds utdni munkaperiédusok hosszait. Feltételezziik, hogy ezek az id6-
tartamok Osszességiikben egymdsto! fiiggetlenek, P{e;=x}=A(x), ill. P{¢;=x}=
= B(x) eloszldsokkal. A késziilék ¢ =0 pillanatbeli {izembiztonsdgi tartaléka legyen
o (0) =#n, melynek az id8 folyamdn torténd csokkenését az aldbbiak szerint képzel-
jiik el;
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422 MOGYORODI J. ES TOMKO J.

Ha a ¢ pillanatban egy szabad periédus kezdddik el, mely ¢, ideig tart, akkor
o(t+e)=o(t)—&,

ha pedig a ¢ pillanatban a késziilék valamely &; id6tartamig foglalttd vdlik, akkor
w(t+&) = o®)—-§,

ahol a & (i=1) azonos eloszldsu valészinliségi vdltozok csupdn csak a megfeleld
indexii £;-kt6l fiiggenek s olyanok, hogy

M < Mgi-

Ha pl. feltételezziik, hogy a munkaperiddusok alatt is az idével ardnyosan
csdkken a késziilék iizembiztonsdgi tartaléka ¢=>1 ardnyossdgi tényezdével, akkor
&, =ct,. Egy mdsik lehetséges feltételezés, hogy & =g(&), ahol g(t)=¢ szakaszon-
ként folytonos monoton névekvs fiiggvény. Ilyen feltételezések mellett, amint ldtni
fogjuk, explicite jellemezhet$ a késziilék iizembiztonsdgi periddusa az ¢g;, &; (i=1)
véltozokkal. Mddszeriink azonban nem feltétlen igényli ezt az explicit el8aliitdsi
lehetBséget, ezért a &; és a &; vdltozdk kozotti fliggés tetszdleges lehet.

Ha figyelembe vessziik a késziilék gydrtdsi eljrdsdndl felléps véletlen ténye-
z8ket, akkor kézenfekvdvé vidlik, hogy az lizembiztonsdgi tartalékot nem valami-
lyen konstans mennyiségnek, hanem valdsziniiségi valtozonak tekintjiik. A gya-
korlati problémdk tdlnyomd tobbségében ez a véletlen mennyiség igen nagy érték
koriil ingadozik. A bevezetett paraméterezéssel is erre a koriilményre akarunk
utalni, s a dolgozatunk alapjdt képez3 aszimptotikus reldciot a T — oo esetre vonat-
kozdlag fogjuk tanulmdnyozni.

Jelsljiik mdrmost a késziilék élettartamdt (lizembiztonsdgi peridodusdnak hosz-
szat) t(n7)- vel Legyen 6,=¢+¢&, (i=1), majd értelmezziik v,-t mint azon leg-
nagyobb ,,n”’ indexet, amelyre

So =
1

8, >nr esetén vp-t O-nak vessziik. Innen nyomban vildgossd vilik, hogy ()
kielégiti a \
vr+1

$(3i+éi) =1(np) < ;’ (e+&)

egyenlStlenséget. Ezdltal problémdnk fiiggetlen Valészm\’iségi valtozok véletlen
tagszamu osszege eloszldsdnak vizsgdlatdra vezethetd vissza. Megemlitjiikk, hogy
a & ésa & kozti & =g(¢) funkciondlis fiiggbség esetén t(ny) az aldbbi médon
fejezhetd ki:

vTr vr yr
;(8i+€i)+[nT_§6i], ha §5i+8vr+1>nT
T(nT) = yr vT vr
;(gi'{"éi) +3vT+1+g_l['11—;'5i“8vT+1 , ha ;5i+8v1+1 =17

Itt most g—1(z) annak a folytonos gorbének az y =t egyenesre vonatkozo tiikorképét
jelenti, amelyet a g(t) fiiggvény grafikonjabdl annak ugrashelyeinél meghtizott
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megfeleld fliggdleges szakaszok hozzdvételével kapunk. Az esetre, amikor g(¢) =ct
(c=1) a [7] dolgozatban igazolt, hogy

P{t(np) = x} = fHT(x—l-(c— 1)2)dQ,(x, z),

ahol
. Hr(x) = P{ny = x},
€S
Qx,2) = 5 B ()[40 (z— x) — 4+ (z— x)],
n=0

(4*™(x), B<"(x) az A(x), B(x) eloszldsfiiggvények n-edik konvolicidit jeldlik).
Ugyancsak a [7] dolgozatban a [10] cikkben tdrgyalt mddszer alkalmazdsdval a

D (ny)
T

(1.3) -0, hacsak T — oo,

reldcié teljesiilése esetén igazoltuk, hogy léteznek olyan ay és b normdlé mennyiségek,
amelyek mellett

x
(1. 4) fim P{l("%i’l = x} - V% fe'7 dr.
T T

— oo

Tekintettel a véletlen tagszdmu fiiggetlen valdsziniliségi vdltozok Osszegére
vonatkozé ujabb eredményekre (1. pl. [4], [S]) (1. 4)-et dltalanosabb esetre is igazol-
hatjuk. (1. 3) helyett csupdn csak azt fogjuk kikétni, hogy #4/T sztochasztikusan
egy =0 valoszinliségi valtozéhoz tart, ha 7'— <o, Pontosabban megfogalmazva ez
azt jelenti, hogy bdrmely ¢ >0, § > 0-hoz megadhaté olyan T, = T(g, §) érték, hogy

(1.5) P[> e} <3,

hacsak T> T;. Konnyii észrevenni, hogy (1. 3) (1. 5)-nek azt a specidlis esetét jelenti,
amikor az n valtozo 1 valdsziniiséggel konstans. Ugyanis, a Csebisev-egyenldtlenség
alapjdn tetszlleges & =0 mellett (1. 3)-bdl kiindulva a

. n
Jim P(%E-1] >} =0
reldcidéhoz jutunk.
2. Segédtételek

Mielbtt rdtérnénk dolgozatunk kozponti tételére, elérebocsdtunk néhdny segéd-
tételt. Sziikségiink lesz az aldbbi két lemmadra, melyek koziil az els6nek a bizonyitdsa
megtaldlhaté az [1] kényv 254. oldaldn, a mdsodik dllitdsa pedig annyira egyszerii,
hogy bizonyitdsra nem is szorul.
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1. LemMa. Legyenek y(2), &(2), 6(t) (t=0) sztochasztikus folyamatok, amelyek
koziil x(t) rendelkezik t - o mellett aszimptotikus eloszldssal, az &(t) és (t) folyamatok
pedig kielégitik az aldbbi feltételeket:

tetszéleges €=0 mellett

Plle(t)—1|=¢} >0 hacsak t—o
és
P{|6(t)] =&} ~0 hacsak t—>eo.

Ekkor a x(t)e(t)+ 6(¢) folyamat is rendelkezik t — oo esetén aszimptotikus eloszldssal,
mely megegyezik a y(t) megfelelé hatdreloszldsdval.

2. LeMMA. Legyenek y.(2), x(2), x.(t) (¢ =0) sztochasztikus folyamatok, melyekre
minden t=>0 mellett fenndll az aldbbi

x(O=xO) =1

egyenlbtienség. Ekkor ha y(t) és y,(t) t— o esetén rendelkeznek kozds aszimptotikus
eloszldssal, akkor ugyanezzel a hatdreloszldssal rendelkezik a x(t) folyamat is t > o
mellett.

A tovdbbiakban egy, a rekurrens folyamatokra vonatkozo ismert tételt dltald-
nositunk. Tekintsiik e célb6l a 1,=0<1;<...<71,<... pontsorozatot, ahol a
0;=71;—1;—1 (i=1) sorozat tagjai fiiggetlen és azonos eloszldsu valésziniiségi val-
tozok. Ertelmezzitk vi-ot mint a (0, 7°) intervallumba es6 7; pontok szdmdt. Isme-
retes, hogy ha 0< D(3,) < <, akkor

v}‘——lT

12
Iim Pl— " =x[= L [r2a
T~ | DE)VT Vor

— oo

Az aldbbi tételiinkben ezt az dllitdst igazoljuk arra az esetre, amikor v} valamely
véletlen hosszisdgh intervallumba esé 1; pontok szamat jelenti.

1. TETEL. Legyen {ng; T=0} pozitiv értékii sztochasztikus folyamat és tegyiik
fel, hogy ny|T, T — o esetén sztochasztikusan valamely n =0 valdszintiségi vdltozd-
hoz konvergdl. Jelentse most vy az el6bb emlitett pontsorozatnak a (0, nr) véletlen
intervallumba esé pontjainak szdmdt. Mds szoéval, vy az a legnagyobb ,n” index,
amelyre 1, =ny még teljesiil. Az m=MJ;>0, D?>=D?*(6,)=0 létezése esetén

Ir
YT 1 -
ImPl———— <x1 =@ (X)=—— [e 2dt
T Ar V21r
DY - = o
m

Bizonyitas. Ha T=0 és n=0, ahol n egész, akkor
2. 1) P{vp<n}=P{r,=nr}.

Legyen
DZ
n= [ﬂ +x l/ ZT] s
m m
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ahol [x] az x szdm egész rész€t jelenti. Minthogy
P{VT<H}=P{VT-—’1T/T - n_nT/m
VD2 ypfm3 VDZ'TT/m3 ’

és 5y sztochasztikusan + eo-hez konvergdl, ezért

|

- n—"ng/m

lim Py |- x>l =0,
T->co { ]/DZ’,]T/m3 }

Alkalmazzuk most az 1. lemmadt a

_ Yr—Hz/m _ __ n—ngm

folyamatokra. Ily médon, a

lim P {v; < r} = lim P ljri_—'lr /E <X
T N U

egyenldséghez jutunk, hacsak létezik a bal oldali hatdrérték, Mdsrészrdl
T,—nM _ fiy—h-m
P(r, = =P — .
) { YnD? nD? }

Ekkor ny-nek a T— oo melletti viselkedésérél tett feltevésiink értelmében
— X

ey =0.
YnD? - }

Az 1. lemma ismételt alkalmazdsival, megfelelSen értelmezve a benne szerepl
mennyiségeket, kapjuk a

. . T,—nm
Jim P{z, =57} = lim P{—Vn-_gz = x}

egyenlOséget, feltéve, hogy létezik a bal oldal hatdrértéke. A centrdlis hatdreloszlds-
tétel szerint viszont

. T,—nm 1 Foor 1 P
lim P — = —X| = - e 2dt:__ e 2dt.
nse | YyuD? V2r V2r

x — oo

(v

Hr—n-m

Toeo

lim P{

Ezen két utdbbi reldcié (2. 1)-re vald tekintettel éppen allitdsunkat igazolja.
KOROLLARIUM. A v;/T, T—oo esetén sztochasztikusan az n/m valdszintiségi
valtozéhoz konvergil. ‘
A korolldrium bizonyitdsa annyira egyszerti, hogy azt itt mell6zziik.
Sziikségiink lesz ANsCOMBE [11] 1. tételének kovetkezd dltalanositdsdra, melynek
bizonyitdsa a [4] cikkben megtaldlhato.

2. TETEL. Legyenek 64, 90,, ... 0,, ... fiiggetlen, azonos eloszldsi, véges szdrdssal
rendelkezé valdsziniségi vdltozok. Legyen m= M($8)), D?> = D*(5,). Legyen tovdbbd
{Vilk=1,2, .. pozitiv egész értékii valdsziniiségi vdltozékbdl dllé sorozat és tegyiik
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fel, hogy v,[/n sztochasztikusan valamely pozitiv v valésziniiségi vdltozdhoz konvergdl.
Ekkor

s"1(5l.—rn) 1 e _t_z
IimP)EL < x[=-— [e 24t
noveo DYy, VE/‘

Végiil hivatkozni fogunk még a kovetkezo allitdsra:

3. LemMa. Legyen 04,906,, ..., 0,, ... azonos eloszldsu fiiggetlen valdsziniiségi
valtozokbol dllé sorozat és tegyiik fel, hogy a vdltozék mdsodik momentuma létezik.
Legyen tovdbbd vy, T=>0 pozitiv egész értékii valbsziniiségi vdltozék serege olyan,
hogy v¢|T a v=0 valdsziniiségi vdltozéhoz konvergdl, mikor T — . Ekkor 5”/ Vve
T — o esetén sztochasztikusan zérushoz konvergdl.

Bizonyitds. Legyenek O0<a—<»b olyan szdmok, hogy
Plasv<b}=1-9¢

teljesiiljon, ahol 6 >0 tetszbleges rogzitett szdm. Minthogy T — < esetén
P{ %—v > s} 0,
azért 1étezik olyan ¢;, hogy T=¢,; mellett
P{ v < 8} =1-6

T
7Y
teljesiil. Legyen N, =[T(a—¢)], N, =[T(b+¢)] és jelolje F(x) a 6, vdltozdk kozds
eloszldsfiiggvényét. Minthogy
< 8} =

RS

ily médon

Svp.

VVT

>g a=v<]|,

VVT

max_ [0,
=26+P {”—————-lé”é”z > s} ,

VN,

P{ ovr
VVT
Az F(x) eloszldsfiiggvény mdsodik momentumdnak létezése biztositja, hogy
lim x2(1— F(x)) = lim x*F(—x) = 0

> s} =(N,—N)(1—F(eVN,)+F(—eVN,)) +26.

Tekintettel arra, hogy (N, —N,)/N, korldtos marad, ha T—~< és a §=>0 szdmot
tetszOlegesen kicsivé vdlaszthatjuk, ezért elGbbi megjegyzésiink alapjdn adédik, hogy

lim P {'5 ol }=o,
Tee VVT

bdrmilyen is az ¢ >0 szdm. Ezzel dllitdsunkat igazoltuk.
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3. 1(n7) hatareloszlisa

Az 1 pontban emlitettek szerint legyen w(0)=ny és tegyiik fel, hogy 7— + e
esetén n4/T sztochasztikusan a pozitiv # valdsziniliségi vdltozohoz konvergdl. Fel-
tessziik azt is, hogy D(g)< + oo, D(§) <+ é D(&)<+ . Legyen vp=0,
ha nr=¢,+¢&, és vy=n, ha

n . n+1 N
_;;(Si'l‘fi) =fr< ;; (&+ci)-

Az 1. tétel korolldriumdt alkalmazva a

valdsziniiségi valtozé sorozatra, beldthatd, hogy vy/T sztochasztikusan az #/m,
valészintiségi vdltozéhoz konvergil, mikor T— + oo, ahol m,=M(g;+&). Amint
lattuk, a t(n;) valésziniiségi vdltozd eleget tesz a

Sty =t =2 G+

egyenlStlenségnek. Vezessiik be a t*(1) jeldlést a
yrT
;; (&+¢)

Osszegre. Bebizonyitjuk a kovetkezsd tételt.

3. TéteL. Ha n4|T sztochasztikusan az n =0 valdsziniiségi vdltozéhoz konver-
gdl, akkor

lim P w<x = P (x).
Toe Vonr
E képletben

m
a= ;n—:’ my =M +&y), my= M, +E&),

2|, _mnmy
b—D [31"‘51 m, (31"‘51)] _Bi
- ms - mz.

Bizonyitds. Nyilvdan
m . m m
D —nr T ——2ar D) — e+ e 1+ Evprn
1”2 - m - my
D VVT D VVT B D er
Megmutatjuk, hogy ezen egyenlStlenség bal és jobb oldaldn 4ll6 sztochasztikus

(3.1
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folyamatok T — + o= esetén vett hatdreloszldsa létezik és standard normadlis eloszldsu.
Nyilvanvald, hogy

* m, vr+1 N m, my vr .
T (HT)_%— 2 (+&) = (ﬂr)—m—’h‘ ™) — = 2 (E+E)
(3.2 2 i=1 = =2 = M2 i=1 ,
D VVT D VVT D VVT

tovdbbd, hogy
M[8i+ fi—‘r’n_l(si"'gi)] = 0.
my

A vy/T valdsziniiségi vdltozd sztochasztikusan az n/m, valdsziniiségi valtozéhoz
konvergdl. Ezért a 2. tétel értelmében

m, T -
™(nr)— j 2 &+ &)
lim P 2i=1

— < x| = ®(x).
Jlim e )

(3. 2) bal oldaldnak hatdreloszidsdt a Cramér-féle 1. lemma alapjan nyerjiik; neve-
zetesen, ha bizonyitdst nyer, hogy az
Eyrt1 T Evr'i' 1
DVvr
valSszinliségi viltozd T — + o esetén sztochasztikusan zérushoz konvergdl, akkor

a Cramér-lemma alapjdn (3. 2) bal oldaldnak is ®(x) a hatdreloszldsa. Most a 3.
Lemma Osszes feltételei teljesiilnek. Ily modoh

Eypt+1t £v1~+ 1
D VvT
sztochasztikusan zérushoz konvergdl. Az 1. lemma értelmében pedig ekkor
m vr+1 N
™) —— 3 (5+&) .
my i=1

lim P - <x| = &(x).
T+ 00 DVvT ( )

A 3. lemma feltételei teljesiilnek az
M =8+ &n
* valdszintliségi vdltozé sorozatra is, ezért T'— oo esetén

r’vr
D VvT
sztochasztikusan zérushoz konvergil. Figyelembe véve el8bbi limeszreldcionkat,
az 1. és 2. lemma alapjdn mondhatd, hogy (3. 1) k6zépsé tagjdnak hatdreloszldsa is
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normdlis. A Cramér-lemma alapjdn bizonyitdsunkat a kdvetkezd8képpen fejezhetjiik
be: minthogy v;/T sztochasztikusan az n/m, védltozéhoz konvergdl, azért

my
XK _—
™ (1) m, Hr
DVvy
hatdreloszldsa nem vdltozik meg, ha v; helyébe a

Tn
my

valdsziniiségi vdltozot irjuk és ugyancsak véltozatlan marad, ha ez utébbi helyébe
az ny/m, valtozé keriil.

KorOLLARIUM. Ha az n/T=# sztochasztikus konvergencia helyett az erésebb

' Nt _ L
o)

feltételt réjuk ki, akkor teljesiil a

T('?T)“‘anlT'l
lim Pl——2— < x| =o(x)

T 4 co
D]/ n
my
limeszreldcid is. Valdban, vegyiink egy olyan >0 szdmot, hogy
Pip=6)=1-¢

teljesiiljon, ahol &’ >0 tetsz8leges elére adott szim. Ekkor

d
Minthogy az ¢ =0 szdmot tetszGleges kicsivé vdlaszthatjuk, azért ez utdbbi reldcid
a Cramér-lemma alapjdn dllitdsunkat jelenti.

A korolldriumban kirétt feltétel teljesiil, ha M(ny) =T és D(np)/T -0 (T — + o).
Ez esetben P(n=1)=1 és
t(ng)—al

Vor

'IT—TWI >s] =&+ P(lnr—Tn| > VTe) = e’+P[

VTn T Vge] '

11>__
T l yT

TI_ETOG P [ < x] = @(x).
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4. Néhany megjegyzés

A 3. tétel bizonyitdsakor az 1. tétel és a 2. tétel eredményeit haszndltuk fel.
Azonban az 1. tételnél nem lényeges a J; vdltozdk szdrdsdnak létezése. Ezt mutatja
a kovetkezd allitds.

4. TETEL. Legyen ny pozitiv értékii sztochasztikus folyamat és tegyiik fel, hogy
T — + oo esetén nr/T sztochasztikusan az n =0 valdsziniiségi vdltozéhoz konvergdl.
Legyenek 1y =0<1, <1, <... valdsziniiségi vdltozdk és tegyiik fel, hogy a d;=7,—7;—
(=1, 2, ..)) valdsziniiségi vdltozok fiiggetlenek és azonos eloszldsuak és kozos G(x)
eloszlasfiiggvényiikre fenndll a
xlj{fnw(l —G(x)x"=4

reldcié, ahol A= 0 és 0 <y <2 dllanddk. Jelolje vy azt a legnagyobb n indexet, amelyre
teljesiil, hogy t,<ny. Ekkor, ha 1 <y<2,

r
o
T1—1>I-P°°P W<x = l—Fy(—x)‘ ("—°°< X < +°°),
m1+7

ahol m az F(x) eloszldsfiiggvény vdrhat értéke. Ha 0 <y <1, akkor

lim Vr

=Py
Al

E limeszreldcickban F,(x) azt a stabilis eloszldsfiiggvényt jeldli, amelynek
karakterisztikus fiiggvénye a

1
<3| =1-F7), ©<yp=+).

@,(t) = exp {~|t|y [cos%—isiﬁ%signt] F(l—y)}

formula dltal van meghatdrozva. Ismeretes, hogy y<1 esetén F(x)=0, ha x=0,
mig y=1 esetén F,(x)>0 minden x-re.

A 4. tétel bizonyitdsa az 1. tétel bizonyitdsdhoz hasonlé mddon torténik.
A tételbdl kdvetkezik, hogy 1 <y<2 esetén a v;/T valdszinliségi vdltozé T— +
esetén sztochasztikusan az y/m valdsziniiségi védltozéhoz konvergdl.

Az 1. és 4. tételek FELLER [3] megfelel6 eredményeinek altaldnositdsai.

A 2. tétel is megfogalmazhatd dltaldnosabban.

5. TETEL. Legyen &, &,, ... fiiggetlen valészindiségi valtozok sorozata és tegyiik
fel, hogy valamilyen {B,} (B, + o, ha n— + ) és {C,} szdmsorozatokra teljesiil,
hogy az

CGteté
T B

n

C, m=12.)

valdszintiségi vdltozdknak létezik a hatdreloszlisa, mikor n—~ + . Feltessziik, hogy
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B,=n*L(n) alaku, ahol a=0 és tetszéleges rogzitett ¢ =0 esetén L([cn])/L(n)—~1,
mikor n — + . Ha v, olyan pozitiv egész értékii vdltozok sorozata, hogy v,/n sztochasz-
tikusan valamely pozitiv v valdsziniiségi vdltozéhoz konvergdl, akkor az n,, hatdr-
eloszldsa ugyanaz, mint az n, sorozaté.

Ez utobbi két allitds segitségével a 7(yr) hatdreloszldsdra nézve a kovetkez6
allitds érvényes:
6. TETEL. Tegyiik fel, hogy my=M(e,+&,) és my=M(e, +&,) létezik és a
H(x) = P(e; +&,<x), illetbleg a G(x)=P (sl +& —% (e, +&)< x] eloszlds-
2
fiiggvényekre teljesiilnek a
lim (1-H@)x" = 4,

ill. a
lim (1-G()x* = Be,, lim Gx)|x|* = Be,

limeszreldcick, ahol 1<7y<2, 1<a<2, ¢, =0, ¢;=0, ¢;+¢,=>0 és A=0, B=>0
dllandok. Ekkor, ha ny pozitiv értékii sztochasztikus folyamat, amelyre teljesiil,
hogy n1|T sztochasztikusan a pozitiv n vdltozéhoz konvergdl, fenndll a

m
T("IT)_%i nr
T]—ETw P TyB /=
m,

<x|=F,(x)

limeszrelacio, ahol F(x) az a, ¢,, ¢, (¢; +¢,>0) paraméterekhez tartozé stabilis
eloszlasfiiggvény.

A 6. tétel a stabilis hatdreloszldsokra vonatkozd ismert eredmények felhasz-
ndldsdval ugyanigy bizonyithaté, mint a 3. tétel. Egyediili problémadt az

svT+1 + évr+ 1
i

ill. az

Eypt1FEppii
vi/e

valdszinliségi valtozok sztochasztikus zérushoz vald konvergencidja jelent.
Ezt bizonyitani a kovetkez6 lemmak segitségével lehet.

4. LemMMA. ([6]) Legyenek &,, &,, ... fiiggetlen valdszintiségi vdltozdk és legyen
k,=m, két pozitiv egész szamokbdl dll6 végtelenhez tarté sorozat. Jeloljon A, tetszo-
leges, a {&., ..., En,) valdsziniiségi vdltozék dltal generdlt o-algebrdba tartozé
eseményt. Ekkor, ha A tetszéleges rigzitett esemény,

lim sup (P(4,4)— P(4,) P(4)) = 0.

n-s+ oo
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5. LemMa. Legyen ny,%,, ... azonos eloszldst fiiggetlen valdsziniiségi valtozok
sorozata és tegyiik fel, hogy kizos F(x) eloszldsfiiggvényiikre teljesiilnek a
lim (1—F(x))x*= Bc,, lim F(x)[x|*= Bc,
X—+—oo

X~> 40
limeszreldciok, ahol 0 <o <2, ¢; =0, ¢, =0, ¢;+¢,=>0 és B>0 dllanddk. Legyen
vy pozitiv egész értékii valdsziniiségi vdltozokbol dllo sorozat és tegyiik fel, hogy
T— 4 esetén v;/T sztochasztikusan a v=0 valdsziniiségi vdltozéhoz konvergdl.
Ekkor n,.[(vp)!* sztochasztikusan zérushoz konvergdl.
Bizonyitds. Legyenek 0 <a<b olyan szamok, hogy
Pa=v<b=1-$6

teljesiiljon, ahol 4 =0 késobb meghatdrozandd rogzitett szdm. Létezik olyan T,
szdm, hogy T=T, esetén

vr a

‘a a) . , a a
Osszuk fel az (5 , b+ ~) intervallumot az a; (z =0,1,2,..,k;a,= 50 ak;b+§)
osztopontokkal, ugy, hogy teljesiiljon az

G701 — 5 (1=1,2,....k)
al 1
egyenlStlenség és jeldlje N, a [Ta;] egész szdmot. Ekkor nyilvdn
P[ :11”/’; >s}525+2]’[ n;’fa >¢ G-y =v<a, :‘; v <g]§

Ni-1=n=N;

§25+jP( max _|n,] >eNYi,a _1—v<a)
i=1

ahol ¢=0 tetszbleges rogzitett szam.
A 4. lemmadt alkalmazva az Osszeg egyes tagjaira, nyerjiik, hogy

hmsupP( max__ |n,| > &N, a;- 1_v<a))

Tt oo Ni—1=n=N;
= tim Mo Nimt (- FENU) 4 F(-oNED) Pla-y = v < @) =
> tee i-1 .
ai—ai_ (4 B+C B
= @ L e 2 Plai-, =v<ay,

mivel az F(x) eloszlasfiiggvény az « kitevdji, ¢, =0, ¢, =0, ¢, + ¢, >0 dllandokkal
jellemzett stabilis eloszlds normadlis vonzdsi tartomadnydba tartozik. Ily mddon
Nvr

P 5B(c1+c2) dB(c, +cz)
vi/e &

Z'P(a, 1=v<a)=20+—

>8]525+

Minthogy 6 >0 tetszdleges kicsivé vdlaszthatd, azért az utdbbi egyeniStlenség éppen
allitasunkat igazolja.
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(Beérkezett: 1967. IV. 20.)

O NPEJEJIBHOM PACHPEAENEHNN HJIUTEJIBHOCTH TTPEBBIBAHU A
B UCIIPABHOM COCTOSIHUU TIPUBOPA, PABOTAIOUIETO 110 CITYUYAWUHBIM
TTIPOMEXYTKAM BPEMEHU

J. ToMK6 — J. MoOGYORODI

Pesrome

PaccMoTprM HEKOTOpPBIK NMpubop, UMEIOIH CIyYailHbli# pecype #, B HAa4YaidbLHBIA MOMEHT
€r0 BKJIIOYEHHS. 3HAYMT, MPHOOP CIOCOOEH BBHUIONHATH PAabOTy B TEUEHHME BPEMEHM KOHEYHOH
nnmutensHocTd., Ilpemmornaraercs, uTto yObiBanuWe pedypca 3a BpeMsi Oe3neiicTBHS TIPOMCXOIHUT
NPOMIOPLIMOHANBHO BPEMEHH, a 32 npopaboTanHoe Bpems & yOeiBaer Ha & rae ME=>M¢E. Tlpome
TOBOpsi, U3HOC npubopa HMHTCHCHBHEe BO BpeMms paboTsl, yeM koraa oH csobomedH. Beiencrsue
3TOr0, Ha [JIMTENBHOCTD UCIIPABHOTO NEPHONA NPHOOPA CHIILHO BIMAET HacTaTa ¥ AJHMHBI paboyux
BpeMeH. B paboTe u3ydaercst aCHMIITOTHYECKOE MOBEACHUE PACHpENeleHusl MINTETBHOCTA KU3HHM
npubopa. B ponyuenusx, uro npu T+« #,/T CTPEMHTCA CTOXACTHYECKH K CIyYaifHO BETUYMHE
7>0 H, 4TO KaK CBOOOIHEBIE &, TAK U pabouue nepuomsl &, ¥ BeIUYUHB! ; HMEIOT KOHCYHYFO AHC-
NEpCHIO, AOKa3aHa ACHMITOTHYECKas HOPMAJIHOCTh YIOMSIHYTOTO pacnpeneieHus. Jamee 3Toro,
aBTOPHI JAIOT NOCTATOYHOE YCIIOBHE IJII TOTO, YTOOBI MPENETbHOE PACHpEneNieHHe HCIPaBHOIO
neprofga npubopa GBUTO YCTOWYMBBIM ¢ TIapaMeTpaM¥ o, ¢y, ¢, (¢;+¢,>0).
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