A dd(n) FUOGGVENY ELOSZLASAROL

irta: KATAI IMRE

1.

Legyen d(n) az n természetes szdam pozitiv osztdinak szdma és dd(n) jelentse
e szamelméleti fliggvény iterdltjat. E dolgozatban megvizsgdljuk a dd(n) fiiggvény
értékeloszldsat.

Bevezetve a

N(x,a) = > 1
n=x
dd(n) < aloglogn

jelolést, konnyli megmutatni, hogy N(x, «)/x egy 1épcsés eloszldsfiiggvényhez tart,
amelynek ugrdsai csak egész o helyeken lehetnek. Természetesen vetddik fel a kérdés,
hogy milyen N(x, «) viselkedése, ha x végtelenhez vald tartdsa mellett egyidejiileg
egy egész szdmhoz kozelediink a-val. Erre ad vdlaszt tételiink. A kapott hatdr-
eloszldsfiiggvény — ami, kissé pongyoldn mondva, kiilonb6z8 paraméterii normalis
eloszldsfiiggvények keveréke — szokatlan a szdmelméletben, s ez adhat bizonyos
érdekességet a dolgozatnak.

Tételiink bizonyitdsdban 1ényegesen felhaszndljuk RENYI ALFRED és TURAN PAL
eredményét a primoszték szdmdnak eloszldsdval kapcsolatban.

Miel6tt tételiinket pontosan megfogalmaznank, bevezetiink néhdny jelolést.

Legyen U(m), illetve ¥(m) az m természetes szam kiilonboz6, illetve Osszes
(multiplicitdssal szdmolt) primosztdi szdma és legyen A(m)=(—1)"", a Liouville-
fiiggvény. A tovdbbiakban p, p,, p,, ..., ¢ mindig primszamokat jel6lnek.

Jelolje A azoknak a K természetes szimoknak a halmazdt, amelyek minden

primosztéjukat legaldbb a masodik hatvdnyon tartalmazzdk.

Jelslje By azoknak az n természetes szimoknak a halmazdt, amelyek

1.1 n=Km
alakba irhatdk, ahol m négyzetmentes szdm, K és m relativ primek. Vildgos, hogy
minden természetes szam pontosan egy %y halmaz eleme.
Legyen
dK)=k; k=2"k,,.
ahol k,; pdratlan szdm.

Igy, ha ne %y, akkor
d(n) =k, 2Um+5,

és
dd(n)y = d(k)(U@m)+p+1) = d(k)(B+ 1) +d(k,) U(m).
A tovdbbiakban a k, =d(k,) jelolést haszndljuk. Igy
(1.2 dd(n) = k,(B+1+ U(m)).
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Legyen
1 [ 1]—1 [
1. 3 A = 1+._ ,
(03 i@ o -
A
1.4 = > =X,
(1.4 € K%;l K
ka=1
(1.5) c —]7[1+ L] ’
) K—pJK P2+1 ’

Legyen tovdbbd
(1. 6) z=loglog x.

Jelolje N(X, o) a
a.n dd(n)<oz, n=x

egyenlStlenség megolddsszamat.
JelSlje — szokds szerint — [a], illetve {o} az « egész-, illetve tortrészét.

TETEL.
N(x oc)=x{ Z e+e cb[{—}z ]+e cp[{“} ‘/z}+0[ ]+R(x o)
H 3 [a] [] [a]+1 []+1 R
ahol
X o(z,%), ha O=a=1,

R(x,0) = x
O(Zﬁoc‘M), ha a=1,
M tetszbleges pozitiv dllands, @) = V% f e—t*ady.

7

-0

2. Segédtételek

Jelolje Dg azon v természetes szdmok Osszességét, amelyek primosztdi osztéi
K-nak.

Legyen
@ P(x,Kr)y= 2 |u(m),
(m"}Ké)zl
Uim)=r
2.2 P(x, I, r)=P(x,r).
1. LEMMA:
2.3) P(x,K,ry= 2 A(v)P[ S F— V(v)]
vEDx
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Bizonyitds. (2. 3) legegyszeriibben taldn a kévetkezé mddon lathato be.

5 oMo e = 1l e -
(MZL m pyx 1+l’s _ij 1+P’ pg 1+Ps B
’ ;” W”‘"”Iu(m)l GZD. ; ()w"(")

A jobb oldalon 4116 két sort &sszeszorozva, majd w" egyiitthatéit 6sszehasonlitva

lu(m)| _ AQ) | (m)]
it A Eae I |

(mK)=1 mt v U(m):—V(v) m’
U(m)=r
ahonnan madr régton kovetkezik (2. 3).
Legyen .
(2. 4) S(x,r) - Z 1
U(ng;:r
2. LEMMA:
(2' 5) P(x5 r) 2 [l(&)S[ 2 r— V(éz)]
Bizonyitds.

Pr,ry= 2 lum|= 2> Zu@)=Zud) 2 1=
Vim)=r V(n)=rd*\m i2=x

V{m=r—-v(52)

=X m=x né%
=2 HOS[5r-vE9).
32=x
Legyen
2.6) Jg(x)= > 1.
3. LEMMA: e
Ag x'l2
2.7 Je(x) = x—l—O[k K‘/z]
Bizonyitds.
Jx(x) = Z lu(m)| = 2{ 2 u(5)}{ Z p(@d)} =
(mK) 1 (d K) 1

d 1(d) p(d)
‘% (d’% ! (5d)[Kd25} E&IK(d,% y 6d? +0[ 2 d(K)]

Sd2K=
AK x'2

A kovetkezékben sziikségiink lesz TURAN PAL koévetkezd tételére [1].
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4, LEMMA :

2.8) 3 (Um)—2 = 0 (x2).

m=x

Legfontosabb segédtételiink a kovetkezd, RENYI ALFREDtS] és TURAN PALtSL
szarmazo tétel [2].

S. LEmma: Az
2.9 Umy<z+yz'’2, m=x

egyenlitienséget kielégité egészek szama

x®(y) + O(xz~"2)
egyenletesen y-ban, ahol

1
b =-— f[e 2du.
() Vi
A 2. és az 5. lemmadbdl egyszeriien kovetkezik, hogy a
(2.10) Mx,y)= 2 P(xr)
r<z+yzl/2
Osszegre a
6
2.11) M(x,y)= n—2x¢(y)+ O(xz'7)
dllitds y-ban egyenletesen fenndll.
Legyen

X X
N[E’KQy] _r<z+21y21/2P[E’ K, r]o

6. LEMMA. K<x"* esetén

xk x|y|{k+logK- loglogK}
(2.12) N[K, ,y]—cKK¢(y)+0[Kzn/z]+0[ Kzlogx

Bizonyitds. Az 1. lemmadbdl

N[;’K’y] - 2 l(v)r<z+y§2—l’(u)‘ P[I-(xv ] Z’ * 2 21+22»

veDk v=4 v>4

Mivel 4 =1-re

vEDK
és
2 Plx,r)<x,
r=1
igy .
x 1 xk
225K, G 0 < KA"
v>4
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Madsrészt .
[S(y)—P(y)i={y,—»,l
Legyen y’ a

. x x 2
z+yz'l2—V(v) = loglog E+y’ log logE

egyenlet megolddsa. Konnyen lathatd, hogy

, |y|log Kv V(v)+1
= 0| .
Innen
1 x A(v) V(v)+1] x|y| log Kv
S o=——=-4 0 .
21 =75 0 g, v T [ Ty 0\ Krlogz 2.
v K
Mivel
Vi)y+1 logv 1
—7 = — <
B vEDk v vgx v vgxul_e
és

1

> 5 < [][1+1 +.. ]<<loglogK,
v€Dx VU plK

igy 4 =z vilasztdssal

-

xk x|y|(k+logK-loglog K)
ZI_CKK‘P()’)‘*‘O[ 1/,]'*'0[ Kz log x ’

és innen kovetkezik a lemma.

Legyen
(2.13) Tx,K,0)= 2 1.
nedin
d2(n) < az

7. LEMMA. Legyen 1=a=2"*, K=z4. Ekkor

1Y, 2
@.14) T(x,K,a) = ——x+0[k%]+o[[a kzk ] I—?Z—]
A
ha k, =[a] -1,
_ x' a—k,)* x
(2.15) T(x,K,a)_o[ K,,2]+o[[;7:] 1?2]

ha k,=[o]+1,
x%(k+ log K - log log K)

(2.16) T(x,K,a)—ch {{a} 1”]+0[ xk ]+o

[o] Kz': Kz'2 log x
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ha k,=[a] és

@.17)
x—@(k+lo K-loglogK)
o191 xk i o
T(x,K,0)=—1 T]+_ +O0| g | 7O Kz'2log x ’
ha k,=[a]+1.

Bizonyitds. Foglalkozzunk el8szdr a k, =[a]—1 esettel. Mivel d,(n) <oz akkor
és csak akkor teljesiil, ha

Um)—z = [ki— l]z—(ﬁ+l),
2

tovdbbd 2f =d(K)<K?® gy P<<o(logK)= 0(logz) N P ki zz—}/:.
mman 1V2 2
Legyen &Z%’E‘E’f
Tx,K,) = > 1—23.
nEBx
Ekkor
U(m)—z)? k, ¥x __,
= =X 9‘:,,,’sz = [“ k) K7
A 3. lemma miatt
_ AK xllz
3= evolkzn).

s innen rogton kovetkezik a (2. 14) egyenldtlenség. A (2. 15) formula hasonléan
lathatd be. :
Legyen most k,=[a]. A
ddn)<az, n€ By, n=x
feltétel ekvivalens a

U(m) < [1 b }]z B+, m=z, mK)=1, a@m#0
feltétellel. Ennek megolddsszama a 6. lemma miatt

o _ {a} 12__34-4—1 cx {4,
ek = N3 (o = o o)+

{ }
<k (k+logK log log K)

Kzi/z

+0[ ]+0 Kz'2log x

RIS X

T

(2. 17) bizonyitasa hasonlé.
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3. A tétel bizonyitisa
N(x:“)=ZT(xsK’°‘)= 2 + Z =Z4+25'
Keu K=zA 4

K>z
Keu Keu

Konnyen beldthatd, hogy
x
25 =X 2 ’7<< ZAIZ
K>zA
Z4-et vdgjuk négy részre annak megfeleléen, hogy k,=[a]—1, k, =[a], k, =[] + 1.
ky=[a]+2: .
24=E6+Z7+28+29'
A 7. lemmdbdl
_ AK 1/ k k2
Jde=x 2 K+0[x2K§cK‘/z +0|= ZK

Z K<z4
kzé[a];l Kewu
- < * a 3
=X LJlel_i_O ;(ng) )

. 4 .
ha 4=2, mivel 2, 2% «z-4/2, Hasonlan
3 K>z4

So< (log2)?

Tovdbba a (2. 16), (2. 17) egyenlStlenségek alkalmazdsdval

{} L k x {o} k-+logK-loglogK|
517 = emx@[ / +0 7i/;k22['¢]K +O 21/2 10gx7k22='l K -

-= Cray X (0] [%]l leZ] +0 [Zfl:z] .
Mivel Kée=k, =k, =1, igy

k k
< N =
k2=[a] K K>[4aille K

és innen

D7 =emxd [i[—]l z‘/z] +0 [ sz [oc]“/=] ,

tetszOleges &£=0 dllanddval.
Ugyanigy lathatd, hogy

ar—1 X 1
28 = Xe[141 P [ %oc]}—{—l z /2]+ 0 [Z—‘E [o]~ /5] .
Innen kovetkezik, hogy ’

Nx, ) =x > e+xen®d [{ }z /2]+xe[a]+1 o) [ 1—{o} z‘/2]+0 [z:‘,] + R(x, «),

I=(a]-1 0] +1
ha a<<zs, ‘
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Az a>2z’l* eset vizsgdlata kdnnyi. Ekkor

Nx,a0) = x+0 nggﬁ =x+0 _ii =x > g+0 ,’;, ,
n=x 2/4 2/4 I=[a]—1 2/4
mivel
dd(n) < xz

, 240 ,
és

> e<z™3,

1=z3/4

Innen kovetkezik a tétel.
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(Beérkezett: 1967. V. 4.)

ON THE DISTIBUTION OF dd(n)
by
IMRE KATAI
Summary
Let d(n) denote the number of divisors of #, and let dd(n) the number of divisors of d(n). Let

N(x, «) denote the number of solutions of the inequality

dd(n) < az, n=x,
where z = log log x.
We proved the following assertion

N(x,a):{ > €z+€[¢1¢(%21’2)+8[m1+1¢({a}—l Z"Z)}+0(“x—)+R(Xﬂx),
[+4

I=[a]~1 [a]+1 z3

where
x
0(?)’ when 0=a =1
V4
R(x; a) =
x
o (—”2 oc'M) when o=1, M arbitrary constant,
V4
1 u
o@=—— [e-rna
Y2

further €,=0 for I=1,2,.., and De=1.
=i
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