NEGATIVAN RENDEZETT ALGEBRAI
STRUKTURAK PRiIMELEMEIROL

frta; STEINFELD OTTO

L§

Ismeretes, hogy egy # asszociativ gylir(i (félcsoport) 6sszes idedljainak 2%
halmaza egy negativan és hdldszer(ien rendezett félcsoport. (Ldsd pl. G. BIRKHOFF
[1] vagy L. Fucss [4].) SzAsz GABor [10] dolgozatdban kimutatta, hogy ha 2 fél-
csoport mindegyik idedlja prim, akkor £ idedljai ldncot alkotnak. Ezt az eredményt
[8] cikkemben olyan # negativan rendezett algebrai struktira f-primelemeire 4lta-
ldnositottam, melyben a hdldmiiveleteken kiviil egy f n-vdltozds miivelet is definidlva
van. (A pontos definicidkat ldsd a 2. §-ban.)

E dolgozatban egy-egy sziikséges és elégséges feltételt adok arra vonatkozdan,
hogy #-nek mindegyik eleme f-prim illetve f~szemiprim legyen. (Ldsd 2.2 illetve
2.1 tételt.) Ezekbdl a tételekbdl gyliriik és félcsoportok idedljaira, illetve csoportok
normdlosztéira korollariumok nyerhet6k., Ezek koziil a 3.1 korolldrium ismert
eredmény. (Ldsd R. L. BLAIR [2] 9. lemmdjdt.)

2.§

Jeloljiin & egy olyan algebrai struktirdt, amelynek a kdvetkezé tulajdonsdgai
vannak:

(x) Z-ben értelmezve van egy f n-valtozds (n=2) miivelet;

(B) & egy = részben rendezésre teljes hdld;

(y) azfmiivelet mindegyik véltozdjdban izotén és ¥ a monotonitdsi tartomdnya,
azaz a;=b; (1 =i=n) fenndlldsdbol

S@ys s Gy By Qg s ey @) = f(@1s ey Qi 15 by Gigys s @) B(@qs ..or @y, BEL)

kovetkezik.

Az (@), (B), (y) tulajdonsdgokkal rendelkezd % algebrai struktirdt tzeljes
S-hdlénak, révidebben tf-hdlonak nevezziik. (Ldsd [8].) E dolgozatban Z-lel mindig
tf~hdlét jelsliink.

Az Z-beli hdlémiiveleteket a szokdsos A és V jelekkel jelsljitk. Azt mondjuk,
hogy # tf-hdld f-negativan rendezett, ha tetsz8leges ay, ..., a,(€ %) elemekre

(2 1) f(als"-aan) = .{\1 al
teljesiil. B

<
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Ezutdn mindig tegyiik fel, hogy & ¢f~hdld f-negativan rendezett. Z-nek p
elemét f~primnek nevezziik, ha az f miiveletbdl képzett barmely f* iterdlt miiveletre!

Say, .., aq)=p @5 ., €Zk=n)

fenndlldsdbol legaldbb egy a; (1=i=k) elemre aq,=p kovetkezik. (V&‘). Fucss [3]
dolgozatdban definidlt (f, ®)-primelem fogalmdval.)
Analdg modon Z-nek s eleme f-szemiprim, ha

i &
f(a,...,a)=s (@c%)

fenndllasdbo: a=s kovetkezik.
Nyilvanvaid, hogy . akdrhdny f-primelemének metszete f~szemiprim. [8] dol-
gozatunkban ennek megforditdsdt is kimutatjuk (ldsd [8] 2. 5. tételt).

2. 1. TETEL. & f-negativan rendezett tf-hdlé mindegyik eleme akkor és csak akkor
Jf-szemiprim, ha tetszéleges a, ..., a,(€ F) elemekre

2.2) flay,...,a)= _,='n\1a,-.

Bizonyitds. Tegyiik fel el6szor, hogy .#-nek mindegyik eleme f-szemiprim,
akkor tetsz8leges a,, ..., a,(€ &) elemekre f(a,, ..., a,) elem is f~szemiprim. Mint-
hogy a (y) kikotés szerint

f[;/l\l a;, “J’iz\lai] éf(als -...,a,,),

ezért f(ay, ..., a,) elem f-szemiprim volta miatt

iz\lai §f(al: "'aan)s

ami (2. 1) figyelembe vételével éppen (2.2) Osszefiiggést adja.
Most forditva, tegyiik fel L-re (2. 2) teljesiilését és tekintsiik £-nek egy tetszo-
leges b elemét. Ha az f-b6l képzett f” miiveletre és a elemre

lr k
f(a,..,a)=bh
akkor (2.2) miatt

vagyis b valdéban f-szemiprim.

1 Ha fegy binér szorzas, akkor f* a tobbtényezbs szorzatokat jeloli. Ha fegy n=3 valtozds mii-

velet, akkor példaul -
fl(xl’ X35 eees x7) =f(f(xl) X2y xs)’ f(x4s Xs» x6)9x7)

egy f-bol képezett hétvaltozds mfiveletet jelent.
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-

A 2. 1. tétel felhasznadldsdval bebizonyitjuk a [8] dolgozatunkban szerepl6 2. 1.
dllitds élesitését. '

2. 2. TETEL. & f-negativan rendezett tf-hdlé mindegyik eleme akkor és csak akkor
Sprim, ha & elemei ldncot alkotnak, és & tetszéleges a,, ..., a, elemeire (2. 2) tel-
Jesiil.

Bizonyitds. Tegyiik fel eldsz6r, hogy £ mindegyik eleme f-prim, akkor a 2. 1.
tétel szerint Z-re teljesiil a (2. 2) Osszefiiggés. Ha a, b Z-nek két tetszGleges eleme,
akkor (2. 1)-bdl és abbdl a feltevésiinkbdl, hogy aAb elem is £-nek f-primeleme,
ez az implikdcié adodik:

n
-

1
f(a,..,a,b,...,b)=aAb=>a=aAb=0b vagy b=alb=a,

vagyis % elemei valéban ldncot alkotnak.

Most forditva, tegyiik fel, hogy £ elemei lincot alkotnak és érvényes (2. 2).
Tekintsiik #-nek egy tetszlleges b elemét. Ha az f-bsl képezett f* miiveletre és
a, ..., a, elemekre f'(a,, ..., q)=b, akkor (2.2) miatt

k
f/(al, ey ak) = ._Alai = b.

Minthogy feltevésiink szerint % elemei ldncot alkotnak, ezért az ay, ..., a, elemek
k

koz6tt van egy minimdlis elem, mondjuk a; (1=j=k). Erre nyilvdn a;= Aa;=b
i=1

teljesiil, vagyis b valdéban f-primelem.

3.§

Ismeretes, hogy egy # asszociativ gyiirli (félcsoport) Gsszes idedljai a halmaz-
elméleti tartalmazdsi reldciora és az idedlok szorzds miiveletére egy negativan és
hdlészertien rendezett J#; félcsoportot alkotnak. (Ldsd pl. BIRKHOFF [1] vagy FUCHS
[4].) Eszerint 5, egy specidlis f-negativan rendezett ¢f-hdlé. Az is nyilvdnvald,
hogy a #,-ben definidlhaté f-prim és f-szemiprim elemek éppen £ prim- és
szemiprimidedljai.?2 A 2. 1. és 2. 2. tételeket o, -re alkalmazva ezt nyerjik.

3. 1. korROLLARIUM. (Ldsd BLAIR [2] 9. lemmdjdt.) # asszociativ gylir(i (fél-
csoport) mindegyik idedlja akkor és csak akkor szemiprim, ha & tetszéleges a, b
idedljaira
3.1 ab = aMb.

BLAIRnek erre az eredményére SzAsz FERENC hivta fel a figyelmemet.

2 R asszociativ gylirl (félcsoport) p idealjat primnek nevezziik, ha # q, b idealjaira ab S p
fennallasab6l aSp vagy bESp kovetkezik,
R-nek qidedlja szemiprim, ha a®Sq fennélldsabél asq kovetkezik.
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3. 2. KOROLLARIUM. # asszociativ gyfir{i (félcsoport) mindegyik idedlja akkor
és csak akkor prim3, ha £ idedljai ldncot alkotnak és teljesiil rdjuk a (3. 1) feltétel.

Ismeretes, hogy # asszociativ gyiirli (félcsoport) a idedljanak Krull—McCoy-
féle 2(a) radikdlja # a-t tartalmazé Osszes primidedljinak metszete. Kimutathato,
hogy #-nek q idedlja akkor és csak akkor szemiprim, ha #(q)=gq. (Ldsd McCoy
[6] 4. 15. tételt.) Eszerint a 3. 1. korolldriumnak kovetkezd dtfogalmazdsa is érvényes.

rr e

3. 3. KOROLLARIUM. # asszociativ gyiirli (félcsoport) mindegyik a idedijdra
akkor és csak akkor teljesiil a =2(a), ha # Osszes idedljaira fenndll a (3. 1) Gssze-
fiiggés.

4.8

Jeldlje 5%, egy ¥ csoport Osszes normdlosztdinak teljes hdldjdt. Definidljuk
H#,-ben még a kovetkezd binér miiveletet: ¢ két of, # normdlosztéjdnak [, F)
kolcsonds kommutdtorcsoportja legyen & sszes a~'b~lab=[a, b] (acsl; bERB)
kommutdtora dltal generdlt részcsoportja. Ismeretes, hogy #, e miivelet bevezeté-
sével egy negativan és hdloszeriien rendezett (kommutativ) gruppoiddd vélik. (Ldsd
BIRKHOFF [1] vagy Fucas [4].)

E. SCHENKMAN [7] vezette be a kovetkezd fogalmat. 4 csoport £ normdl-
osztojat primnek nevezziik, ha %-nek &/, # normalosztdira [/, B] S fennilldsdbdl
AP vagy BSP kovetkezik. Analég mddon definidituk [8]-ban a szemiprim-
normdloszté fogalmdt. %-nek Q normadlosztdja szemiprim, ha %-nek &/ normal-
osztéjdra [, LS Q fenndlldsdabol o S Q kovetkezik. Ha 5#,-ben definidljuk a
2. §-ban bevezetett f-prim- és f-szemiprimelemek fogalmdt, ezek éppen ¥ prim-
és szemiprimnormadlosztéi lesznek. A jelen esetben a 2. 1. és 2. 2. tételek a kovetkez6
eredményekbe mennek 4t.

4. 1. KOROLLARIUM. % csoport Osszes normalosztdja akkor és csak akkor
szemiprim, ha %-nek tetszlleges o/, # normdlosztdira

@0 (o2, B] =4 NB
teljesiil.*

4. 2. KOROLLARIUM. 4 csoport Osszes normdlosztdja akkor és csak akkor prim,
ha ¥ normdlosztdi ldncot alkotnak és érvényes rajuk (4. 1) Osszefiiggés.

Y. Kurata [5] dolgozataban a kovetkezOképpen definidlta csoportokra a
Krull—McCoy-féle radikdllal analég fogalmat. ¥ csoport &/ normadlosztéjanak
Kurata-féle P (o) radikdlja 9-nek /-t tartalmazé Osszes primnormdlosztdjadnak
metszete. Kimutathatd, hogy % csoport & normadlosztdja akkor és csak akkor

3 Egy ferdetest folotti teljes matrixgylir(i ,,trividlis” példa olyan gyiiriire, melynek mindegyik
idedlja prim. SzAsz FErenc [9] dolgozataban kimutatta, hogy £ asszociativ gyfir{i folotti . tel-
jesen reducibilis, végtelen rangt, homogén Z-modulus & () teljes endomorfizmusgyf(iriije Neu-
mann-regularis és & () idealjai lincot alkotnak. Minthogy mindegyik Neumann-regularis gy(iri-
ben teljesiil a (3. 1) feltétel, ezért a 3. 2. korollarium szerint & (/) mindegyik idedlja prim. Erre
a ,,nem-trividlis” példira SzAsz FEreNc hivta fel a figyelmemet.

4 Minthogy , (illetve 5#,) egy hal6szerlien rendezett félcsoport (illetve grupoid), ezért
K, (illetve ;) a (3. 1) (illetve (4. 1)) feltétel teljesiilése esetén egy disztributiv haléva valik.
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szemiprim, ha 2(#)=%. (Ldsd STEINFELD [8] 5. 8. tételt.) Ennek alapjdn érvényes
a 3. 3. korrolldriumnak kovetkez6 analogonja.

4. 3. KOROLLARIUM. ¥ csoport sszes o normdlosztéjdra akkor és csak akkor
teljesiil 2(of) =o/ feltétel, ha ¢ normdlosztSira érvényes a (4. 1) Ssszefiiggés.
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(Beérkezett: 1967. VIL. 6.)

UBER PRIMELEMENTE VON NEGATIV GEORDNETEN ALGEBRAISCHEN
STRUKTUREN

von
O. STEINFELD

Zusammenfassung .

Bekanntlich ist die Menge 5 ; aller Ideale eines assoziativen Ringes (ciner Halbgruppe) £
eine negativ und verbandsgeordnete Halbgruppe. G. SzAsz hat in seiner Arbeit [10] u.a. bewiesen:
Ist in einer Halbgruppe R jedes Ideal prim, so bilden alle Ideale von R eine Kette.

In dieser Arbeit erhalten wir— als Korollar — die folgende Verschirfung des Satzes von Sz4Asz:
Jedes Ideal eines assoziativen Ringes (einer Halbgruppe) R ist dann und nur dann prim, wenn alle
Ideale von X eine Kette bilden und wenn fiir beliebige Ideale a, b von &

a ab=anb
gilt.

Ahnlicherweise ergibt sich auch das folgende Ergebnis von R. L. BLAIR [2]: (1) ist eine not-
wendige und hinreichende Bedingung dafiir, dafi jedes Ideal von X semiprim sei. (Siehe Korollar 3. 2
bzw. 3. 1.) .

Der Begriff des Primnormalteilers bzw. des Semiprimnormalteilers einer Gruppe ¢ wurde in
der Arbeit [7] bzw. in [8] eingefiihrt. In der vorliegenden Arbeit sind analoge Sitze iiber die Gruppe,
deren jeder Normalteiler prim (semiprim) ist, enthalten.

Bezeichne J7 , die Menge aller Normalteiler einer beliebigen Gruppe 4. Wird das ,,Produkt”
von &, B¢ H, als der Kommutator [, %] von &f und & definiert und bedeutet S das mengen-
theoretische Enthaltensein, so ist ##, ein negativ und verbandsgeordnetes Gruppoid. Einige Eigen-
schaften von # ; und J#, verallgemeinernd definieren wir in der Arbeit [8] eine teilweise geordnete
algebraische Struktur .Z, in der eine Operation f mit n(=2) Variabeln definiert ist. & ist ausserdem
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ein vollstindiger Verband, deshalb nennen wir % einen vollstindigen f~Verband oder kurzer of-
Verband. In einem f-negativ geordneten vf~Verband definieren wir die f~Primelemente bzw. f~-Semi-
primelemente, welche als Verallgemeinerungen der Primideale und Primnormalteiler bzw. der
Semiprimideale und Semiprimnormalteiler zu betrachten sind. Es sei .# ein fnegativ geordneter
vf-Verband. Betrachten wir die folgenden vier Eigenschaften von & :

(2) jedes Element von . ist f-prim;

(%) jedes Element von & ist fsemiprim;

() & ist als Verband eine Kette;

(D) fur beliebige Elemente ay, a;, ..., a, von £ gilt

n
fas, a3, .5 a) =_/\1az
=

In dieser Arbeit sind die folgenden zwei Sitze bewiesen:

1. Es sei Lein f-negativ geordneter vf-Verband. Fir ¥ sind die Bedingungen () und (D)
dquivalent.

2. Bezeichne £ einen f-negativ geordneten vf-Verband. F besitzt dann und nur dann die Eigen-
schaft (P), falls die Bedingungen (X') und (D) in L gelten.

Aus diesen Ergebnissen erhilt man die erwdhnten ring-, halbgruppen- und gruppentheore-
tischen Sitze als Korollare.
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