
NEGATÍVAN RENDEZETT ALGEBRAI 
STRUKTÚRÁK PRÍMELEMEIRŐL 

í r t a : S T E I N F E L D O T T Ó 

l . § 

Ismeretes, hogy egy ЗА asszociatív gyűrű (félcsoport) összes ideáljainak J f j 
halmaza egy negatívan és hálószemen rendezett félcsoport. (Lásd pl. G . BIRKHOFF 
[1] vagy L. FUCHS [4].) SZÁSZ GÁBOR [10] dolgozatában kimutatta, hogy ha ЗА fél-
csoport mindegyik ideálja prím, akkor ЗА ideáljai láncot alkotnak. Ezt az eredményt 
[8] cikkemben olyan 3£ negatívan rendezett algebrai struktúra /-prímelemeire álta-
lánosítottam, melyben a hálóműveleteken kívül egy / «-változós művelet is definiálva 
van. (A pontos definíciókat lásd a 2. §-ban.) 

E dolgozatban egy-egy szükséges és elégséges feltételt adok arra vonatkozóan, 
hogy i f -nek mindegyik eleme /-prím illetve /-szemiprím legyen. (Lásd 2. 2 illetve 
2. 1 tételt.) Ezekből a tételekből gyűrűk és félcsoportok ideáljaira, illetve csoportok 
normálosztóira korolláriumok nyerhetők. Ezek közül a 3. 1 korollárium ismert 
eredmény. (Lásd R. L. BLAIR [2] 9. lemmáját.) 

2 . § 

Jelöljün 3£ egy olyan algebrai struktúrát, amelynek a következő tulajdonságai 
vannak: 

(a) jSP-ben értelmezve van egy / «-változós ( n s 2 ) művelet; 
(ß) 3£ egy ё részben rendezésre teljes háló; 
(y) az/művelet mindegyik változójában izotón és a monotonitási tartománya, 

azaz a ^ b i ( l ^ / ^ и ) fennállásából 

f(alt ...,ai_í,ai, ai+í, ..., a„) =э/(ах,..., b-„ al+1, ..., an) |(au ..., an,b£ß) 

következik. 
Az (a), (ß), (у) tulajdonságokkal rendelkező £C algebrai struktúrát teljes 

f-hálónak, rövidebben tf-hálónak nevezzük. (Lásd [8].) E dolgozatban 3£-\t\ mindig 
tf-hálót jelölünk. 

Az .Sf-beli hálóműveleteket a szokásos A és V jelekkel jelöljük. Azt mondjuk, 
hogy 3£ tf-háló f-negatívan rendezett, ha tetszőleges at, ..., afÇJf) elemekre 

(2-1) f(au...,an) s a a, 
I= 1 

teljesül. 
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Ezután mindig tegyük fel, hogy 3 tf-háló /-negatívan rendezett. 3-nek p 
elemét f-prímnek nevezzük, ha az / műveletből képzett bármely / ' iterált műveletre1 

f\ax, ...,ak)^p (alt ..., ak£3;kszn) 

fennállásából legalább egy Ö; (1 ^ i ^ k ) elemre a ^ p következik. (Vö. FUCHS [3] 
dolgozatában definiált ( / , Ф)-рг1те1ет fogalmával.) 

Analóg módon 3-nek s eleme f-szemiprím, ha 
1 К  

f'(a,...,a)^s (a£3) 

fennállásából a ^ s következik. 
Nyilvánvaló, hogy 3 akárhány /-prímelemének metszete /-szemiprím. [8] dol-

gozatunkban ennek megfordítását is kimutatjuk (lásd [8] 2. 5. tételt). 

2. 1. TÉTEL. 3 f-negatívan rendezett tf-háló mindegyik eleme akkor és csak akkor 
f-szemiprím, ha tetszőleges ax, ..., a„(£3) elemekre 

(2.2) f(a1,...,an) = д at. 
i— 1 

Bizonyítás. Tegyük fel először, hogy 3-nek mindegyik eleme /-szemiprím, 
akkor tetszőleges ax, ...,an(£3) elemekre f(ax, ..., a„) elem is /-szemiprím. Mint-
hogy a (y) kikötés szerint 

/ í Д d i , Д a,J ^f(ax, ,..,an), 

ezért f(ax, ..., an) elem /-szemiprím volta miatt 

N 
A ai^f(al,...,a„), 

>=i 

ami (2. 1) figyelembe vételével éppen (2. 2) összefüggést adja. 
Most fordítva, tegyük fel 3-xe (2. 2) teljesülését és tekintsük 3-nek egy tetsző-

leges b elemét. Ha az /-bői képzett f műveletre és a elemre 

f'(a,..., a)^b 
akkor (2. 2) miatt 

1 К 
Г(а,...,а) = ашЬ, 

vagyis b valóban /-szemiprím. 

1 H a / e g y binér szorzás, a k k o r / ' a többtényezős szorzatokat jelöli. H a / e g y n=3 változós mű-
velet, akkor például 

f\xx,x2, ...,x7) =/(/(*,, x2,xx), f(xA,x5,x6),x7) 
egy / -bői képezett hétváltozós müveletet jelent. 
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A 2. 1. tétel felhasználásával bebizonyítjuk a [8] dolgozatunkban szereplő 2. 1. 
állítás élesítését. 

2. 2. TÉTEL. V f-negatívan rendezett tf-háló mindegyik eleme akkor és csak akkor 
f-prím, ha V elemei láncot alkotnak, és V tetszőleges ai, ...,«„ elemeire (2. 2) tel-
jesül. 

Bizonyítás. Tegyük fel először, hogy V mindegyik eleme /-prím, akkor a 2. 1. 
tétel szerint V-re teljesül a (2. 2) összefüggés. Ha a, b V-nek két tetszőleges eleme, 
akkor (2. l)-ből és abból a feltevésünkből, hogy a Ab elem is V-nek /-prímeleme, 
ez az implikáció adódik: 

1 N 
f(a,...,a,b,...,b)^aAb=>a^aAbsb vagy b^aAb^a, 

vagyis V elemei valóban láncot alkotnak. 
Most fordítva, tegyük fel, hogy V elemei láncot alkotnak és érvényes (2. 2). 

Tekintsük V-nek egy tetszőleges b elemét. Ha az /-bői képezett / ' műveletre és 
a 1 ; ..., ak elemekre f'(fly, ..., ak)^b, akkor (2.2) miatt 

К 
/ ' ( « ! , ...,AK) = д AT^B. 

I= 1 

Minthogy feltevésünk szerint V elemei láncot alkotnak, ezért az ak, ..., ak elemek 
К 

között van egy minimális elem, mondjuk a j ( l S / S Á ) . Erre nyilván Д a ^ b 
I= 1 

teljesül, vagyis b valóban /-prímelem. 

3 . § 

Ismeretes, hogy egy (A asszociatív gyűrű (félcsoport) összes ideáljai a halmaz-
elméleti tartalmazási relációra és az ideálok szorzás műveletére egy negatívan és 
hálószemen rendezett Жх félcsoportot alkotnak. (Lásd pl. BIRKHOFF [1] vagy FUCHS 
[4].) Eszerint Жк egy speciális /-negatívan rendezett tf-háló. Az is nyilvánvaló, 
hogy a Жк -ben definiálható /-prím és /-szemiprím elemek éppen + prím- és 
szemiprímideáljai.2 A 2. 1. és 2. 2. tételeket Жу -re alkalmazva ezt nyerjük. 

3. 1. KOROLLÁRIUM. (Lásd BLAIR [2] 9. lemmáját.) + asszociatív gyűrű (fél-
csoport) mindegyik ideálja akkor és csak akkor szemiprím, ha + tetszőleges а, Ь 
ideáljaira 
(3,1) аЬ = а(ТЬ. 

BLAiRnek erre az eredményére SZÁSZ FERENC hívta fel a figyelmemet. 

2 + asszociatív gyűrű (félcsoport) p ideálját prímnek nevezzük, ha + a, b ideáljaira ab S p 
fennállásából a g p vagy b S p következik. 

+ - n e k q ideálja szemiprím, ha a2 g q fennállásából a g q következik. 
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3. 2. KOROLLÁRIUM. CI asszociatív gyűrű (félcsoport) mindegyik ideálja akkor 
és csak akkor prím3 , ha ЗА ideáljai láncot alkotnak és teljesül rájuk a (3. 1) feltétel. 

Ismeretes, hogy ЗА asszociatív gyűrű (félcsoport) a ideáljának Krull—McCoy-
féle 33(a) radikálja ЗА a-t tartalmazó összes prímideáljának metszete. Kimutatható, 
hogy JL-nek q ideálja akkor és csak akkor szemiprím, ha 3?(c\) = q. (Lásd MCCOY 
[6] 4. 15. tételt.) Eszerint a 3. 1. korolláriumnak következő átfogalmazása is érvényes. 

3. 3. KOROLLÁRIUM. ЗА asszociatív gyűrű (félcsoport) mindegyik A ideáljára 
akkor és csak akkor teljesül a = 3A(a), ha ЗА összes ideáljaira fennáll a (3. 1) össze-
függés. 

4 .§ 

Jelölje Ж2 egy 8 csoport összes normálosztóinak teljes hálóját. Definiáljuk 
Ж2-ben még a következő binér műveletet: 8 két sí, 38 normálosztójának [sí, 38] 
kölcsönös kommutátorcsoportja legyen 8 összes a~1b~1ab = [a, b] (aÇsi; b Ç38) 
kommutátora által generált részcsoportja. Ismeretes, hogy Ж 2 e művelet bevezeté-
sével egy negatívan és hálószerűen rendezett (kommutatív) gruppoiddá válik. (Lásd 
BIRKHOFF [1] vagy FUCHS [4].) 

E . SCHENKMAN [7] vezette be A következő fogalmat. 8 csoport 33 normál-
osztóját prímnek nevezzük, ha 8-noksí,38 normálosztóira[sí,38\3333 fennállásából 
sí 3633 vagy 383^33 következik. Analóg módon definiáltuk [8]-ban a szemiprím-
normálosztó fogalmát, (7-nek Q normálosztója szemiprím, ha (7-nek sí normál-
osztójára [sí, sí] g Q fennállásából síQQ következik. На Ж2 -ben definiáljuk a 
2. §-ban bevezetett /-prím- és /•szemiprímelemek fogalmát, ezek éppen 8 prim-
és szemiprímnormálosztói lesznek. A jelen esetben a 2. 1. és 2. 2. tételek a következő 
eredményekbe mennek át. 

4. 1. KOROLLÁRIUM. 8 csoport összes normálosztója akkor és csak akkor 
szemiprím, ha (7-nek tetszőleges sí, 38 normálosztóira 

(4. 1) [sí, 38] = síP\38 
teljesül.4 

4. 2. KOROLLÁRIUM. 8 csoport összes normálosztója akkor és csak akkor prím, 
ha 8 normálosztói láncot alkotnak és érvényes rájuk (4. 1) összefüggés. 

Y. KURATA [5] dolgozatában a következőképpen definiálta csoportokra a 
Krull—McCoy-féle radikállal analóg fogalmat. 8 csoport Ж normálosztójának 
Kurata-féle A (sí) radikálja (7-nek sí-1 tartalmazó összes prímnormálosztójának 
metszete. Kimutatható, hogy 8 csoport 63 normálosztója akkor és csak akkor 

3 Egy ferdetest fölötti teljes mátrixgyíírű „triviális" példa olyan gyűrűre, melynek mindegyik 
ideálja prím. SZÁSZ FERENC [9] dolgozatában kimutatta, hogy ЗА asszociatív gyűrű fölötti -Ж tel-
jesen reducibilis, végtelen rangú, homogén i^-modulus S ( .Ж) teljes endomorfizmusgyűrűje Neu-
mann-reguláris és S ( M ) ideáljai láncot alkotnak. Minthogy mindegyik Аен/яаил-reguláris gyűrű-
ben teljesül a (3. 1) feltétel, ezért a 3. 2. korollárium szerint S ( d t ) mindegyik ideálja prím. Erre 
a „nem-triviális" példára SZÁSZ FERENC hívta fel a figyelmemet. 

4 Minthogy Ж x (illetve Ж 2 ) egy hálószerűen rendezett félcsoport (illetve grupoid), ezért 
Ж ! (illetve Ж2 ) a (3. 1) (illetve (4. 1)) feltétel teljesülése esetén egy disztributív hálóvá válik. 
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szemiprím, ha 0(F) = £f. (Lásd STEINFELD [8] 5. 8. tételt.) Ennek alapján érvényes 
a 3. 3. korrolláriumnak következő analogonja. 

4. 3. KOROLLÁRIUM. fi csoport összes sd normálosztójára akkor és csak akkor 
teljesül 0>(sd)=sd feltétel, ha fi normálosztóira érvényes a (4. 1) összefüggés. 
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ÜBER PRIMELEMENTE VON NEGATIV GEORDNETEN ALGEBRAISCHEN 
STRUKTUREN 

von 
O . STEINFELD 

Zusammenfassung 

Bekanntlich ist die Menge Ж, aller Ideale eines assoziativen Ringes (einer Halbgruppe) 01 
eine negativ und verbandsgeordnete Halbgruppe. G. SZÁSZ hat in seiner Arbeit [10] u.a. bewiesen: 
Ist in einer Halbgruppe 01 jedes Ideal prim, so bilden alle Ideale von 0 eine Kette. 

In dieser Arbeit erhalten wir— als Korollar — die folgende Verschärfung des Satzes von SZÁSZ : 
Jedes Ideal eines assoziativen Ringes (einer Halbgruppe) 01 ist dann und nur dann prim, wenn alle 
Ideale von 01 eine Kette bilden und wenn für beliebige Ideale a, b von 0t 

(1) ab = a n b 
gilt. 

Ähnlicherweise ergibt sich auch das folgende Ergebnis von R. L. BLAIR [2] : ( 1 ) ist eine not-
wendige und hinreichende Bedingung dafür, daß jedes Ideal von 0 semiprim sei. (Siehe Korollar 3. 2  
bzw. 3 . 1.) 

Der Begriff des Primnormalteilers bzw. des Semiprimnormalteilers einer Gruppe fi wurde in 
der Arbeit [7] bzw. in [8] eingeführt. In der vorbegenden Arbeit sind analoge Sätze über die Gruppe, 
deren jeder Normalteiler prim (semiprim) ist, enthalten. 

Bezeichne Ж2 die Menge aller Normalteiler einer beliebigen Gruppe fi. Wird das „Produkt" 
von sd, 03 í Ж2 als der Kommutator [sd, 0] von sd und f i definiert und bedeutet g das mengen-
theoretische Enthaltensein, so ist Ж2 ein negativ und verbandsgeordnetes Gruppoid. Einige Eigen-
schaften von Ж ! und Ж Г verallgemeinernd definieren wir in der Arbeit [8] eine teilweise geordnete 
algebraische Struktur f£, in der eine Operation / m i t 2) Variabein definiert ist. 2z? ist ausserdem 
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ein vollständiger Verband, deshalb nennen wir SE einen vollständigen /-Verband oder kurzer vf-
Verband. In einem/-negativ geordneten / -Verband definieren wir die /-Primelemente bzw. /-Semi-
primelemente, welche als Verallgemeinerungen der Primideale und Primnormalteiler bzw. der 
Semiprimideale und Semiprimnormalteiler zu betrachten sind. Es sei SE ein /-negativ geordneter 
/ -Verband. Betrachten wir die folgenden vier Eigenschaften von SE : 
(SP) jedes Element von SE ist /-prim ; 
(SE) jedes Element von SE ist /-semiprim; 
(Ж) SE ist als Verband eine Kette; 
(3) für beliebige Elemente a„ a2, ..., a„ von S£ gilt 

л 
f(a„ a2, ..., a„) = Д а , 

i = l 

In dieser Arbeit sind die folgenden zwei Sätze bewiesen : 
1. Es sei SE ein f-negativ geordneter vf-Verband. Für S£ sind die Bedingungen (SE) und (3) 

äquivalent. 
2. Bezeichne SE einen f-negativ geordneten vf- Verband. SE besitzt dann und nur dann die Eigen-

schaft (SP), falls die Bedingungen (-УЕ) und (3)) in SE gelten. 
Aus diesen Ergebnissen erhält man die erwähnten ring-, halbgruppen- und gruppentheore-

tischen Sätze als Korollare. 
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